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- Tnleiding

- Bﬂ he&,g,enerecen van._ r,uis,s,‘ug nalen kan men_ in ,Princiye

bwee wegen bewandelen. OP de eerste plaaks kan men
i het tyddomein een serie Enof hankelgke)brekkingen realiseren,
uik een lkansdichtheidsfFunctie woarmee men het mandomn

- Proc;es,,,,,wii. ,,,b;escichven,., Pik resulbeert in een ,,?requ;emta‘fe,-

speckrum met zekere (statistische ) eigenschagpen.
Hek wveordeel wvan deze methode is dak. zy zeer welnig. . . .

- relentyd vergk ; het nadeel is dat men na middelen
Van een @antal reglisabies steeds wuikleomb op cen

. S?é;ctrum waarin alle Preguenties _even sterk voorkomen
melk een fase beschreven door een uniPorme kansdichk-

heidsPunctie .

dik ierug naar hek &3&@50%@%%. Dit lkost wak exkra

[ TS * tf - i < * i L 2 7
Y"@@e.em,é,jd _maar biedt veel VF&% heid in _het op te &gg,@\ o

_ speckruwm. Tn ,,,%eb,,od%em een  impliceert dib _dab de
dislerete ,E.Sd realisakies  niek meer stakiskisch onaf-~

%an%ca%k verondersteld | mogen worden.

I dit rap?oré:, worden f;:'},,%oeide invalshoeken nader
belicht en ~ged lluskreerd aan de hand van een aantal
~ ConcCrete voorbeelden.,




1. Formulering vanuit het tjddomein,

\Ne, qaan uit van een_stationair random. proces x(€),

beschreven door een kansdichtheids Punctie P (%) ,20als

- weergegeven in de onderstaande Fiquur..

- '9L<(HW

__het random proces ,,,,,geldh .

X

— i —

?iguu.ri. SEal:ionair‘random,loroces.

\Voor het gemiddelde Aty (niet aPhankelgk van k) van

My = E,I_:,x(tf] =/x,‘.i0x0c)uclx e

T s -00

De autocorrelatie Punctie R, (T is gedePinieerd als:

Rey (o :=Elxwxesn] (12

, ,,Voor:,,_de ,ui(:,werlc.ing,,, hiervan Iaesdnou.wen,,wg,,,,,,de,,,,,canclom, e

variabelen *, = x(kl en X, = % (b4 Tl .Deze randorm
variabelen worden beschreven doorde kansdichtheids-.

wa\cl:tes Px‘C?c,,)mresped:ievelgk,, Py %)+
2

(U
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V€rder def—‘)mseran wﬁ nog de snmul.tcme Ecansdncirﬁ:he'ds— ,
?c.mche . Px”x %,%) van de random variabelen %, en._
K.
Voor de aubocorrelal:te?uncbe Qxx Cc} geidt nw °

1 2

e P (%, %) dx dx (A3

9('-

\A/ nemen aan da& de random varaabelen .9( en N,
s):actstisdn onaf hankeljk zgn ,zodat

th,,(z (%, %,) = F;';cac'). szcxz) e y)

Hiermee\crggen wg nwe . | o

%, sz“%] dkz, ,

x -.,-Qo,,,, R

mm = ,ﬂx /ux = /uz (Z #‘o) . (1.5) )

~ Meor T=o krasen wi o
Q;m (‘oj: EEX((:)?']= 2 o

de= % b))

e Tt I
Htetkg,;o,s,ﬂ,,%z _de mean,s,,s_q,uare:vaiue, van de random

- vanobele x(E}l.
W'd , krggeﬂ dus T

Ryetti=d
voor (=o

* voor C#o

LT/



Deze Punctie Ryxtt) is schemakisch weergegeven in.

de VOﬁgenc B iguur..

Qxx( Tl
- ‘V,x /‘9@, +d
. R,,,,,,,,, 9—,,, - I [T e
) s T
?tguw 2. Aul:ocorreﬁabe Puncbe. van he& beschou.wde o

Pr‘ oces .

Hd. doel van dit hoo?dsl:uk is _na te gaan_ op. welke wiyze

het hiervoor geschetste random protes heschreven zal

_worden in het Prequentaedcmem \A/& maken daartoe

, gehrw!c Van de F@urzﬁ"ErmsPormabse voor_het. icepai
 VOn de Founergeira.rﬁ%ormeerde X (B} van xlEl:

oo

Xi?lz/xme v ,de S us

&_ R

,;,jn de pr@i&a s F\e&, vealai me&: hnogelﬁk deze lmtegraaﬁ

exakt te kepalen. WCS maken daarom gebruik van de.
- Fast - Fourier - TransPormatie _methede waarmee een
%enadarmg voor deze m&egmal ioepaad kan worden via :

X{ﬂmﬂ AT Z 2 (AT W ,(1,,.4])

h=01,2, - N-f.,
Hierb

TAT= T/N : de tydstapgroctbe R

A? = 1 /,,T  de Prequentcestapgmot&e
W=e ,,,N 1 €en mmio exe constankt=,
, Mel: g’tet Symbwﬁ. XK geven. Wi’] huw Voorkoan de via
FFT hepaa!de benadenng aan - (Z\e ook [ﬁ)



De ’oe‘oo.olde beno.derm X Joor _een bef,aa&de Prequenhe

?:A,nxaﬁ?« _wordt dus ioepaala als som van de random_

varigbelen 2 (kAT) , el vermenigvuldigd mel een ;chpiexe )
constante . RAlle random variabelen xCBT) kzo,12 - N-1
hebben dezelPde kansdichtheidsPunctie p, Cx) en zin ook

nog. allemaal onderling. st,ai;,istisch,,,ona?hankeiﬂk ,.Q\[oigens,
e Centrale Limiet stelling zal dan voor yoldoend ,,3roie‘

N en voor een wﬁlzkew:i%e kansdichtheids Punctie g?x,(x)
de random varigbele K [nxapl in goede benadering

, ,ﬁoepaaid worden door een normale kansdichtheidsPunckie.
Peze kansdichtheids Functie geven wi aan met. FX (X),

,waariog X een Comiolex gel:oi is.
Voor het gemiddelde uy (nxaf) geidﬁc

/MX (heapl= ED( L?J] 2 [ATZ s (kAT) \/\/m

, \V/ocr Nh=o (dus ?::o 9@&1& :

Vcor ﬁ#o w,(,clus , P.f-'-o) %e(df:

N 1 nx—k o ‘N-1 nak

NG é/a,{ - -/M,LAT W (Mo}”

kzo-

M (o) = Mg AT. N /ux o

My (B= 0 f | Ly

b
N
b
™
]
o
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jh de limiet T—w=co leidt dit tok helt e=exalte resultaat:
/ax (?i /ux g(?)

Het gcwudde(de goldizl, dius zulver reeei !:e Zgn.
zodak -

/aR (P : E[ Re (X(?’ﬂ {T/ax PP-_;‘O (1-14)

/uﬂ—m F—‘[Im(xm o Cde P Q1)

N jh de Pm.a;é,&,ég zal men er emees(:al voor zorﬁen dai: ; ,
Ay =0  zo dat dan /MQ () ../UI- (P} voor elee ?requenﬂ:ce
E. ,

We be sch ouwen vervolgens de "mean - -square - -value

‘Yxég} Yan Xi?

X

) N 2 epy
'}1’5( ED( (? = EEATZx&AT)W , Z‘P‘mw } o

,,,,,, k:a . - -

' N-‘i Ni
ot ) | ) Tetresnmes A/} oh
=3 AT” Eg_?ftms;x{pﬁ”' E ‘ 165
o7 )| L eV
 Border hebben wj gevonden @ -

*/’xz voor p=k

E [ xteat xcpats) .-_-{ (113

, ) o o /sz,,m voor P#k
 Hieruit volgt :
= Y13 N-1 N~

’&é?é ﬂTZ{CaxZ ’ w \«/km)‘w’ } (1.18)

F’O



,,VOor de varcanhle O’
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o

T e - kan ke -
% o) { wftmeel g }w

ko (o voorntos .y

N-1

o A-e[w o] + 4ol EWZ“M o
(119)

o Voor Nfol.

 keo

He& emdresadtaaé Lwd&:

O voor- nyo (.n;éd S
VX(? { : e (M20)

2 9. 1 Tz ?;_@

T x N '
x(-?l VOlgL N

. O";(?); { . | o ] 2y

2
4T

Voor - P =
2% |

N

u«& %ﬁ@% Voarjao;ﬂde vcigé: dus daé: compie%e 3@3&%@@

X (B} na FFT beschreven wordk deor een random

_varidbele met ﬁormale leansdichtheids Punctie met
gemiddelde nul e~ variantie nul mek uitzondering o
Van het punt F=o waarvoor geldt ,/Qx.,ﬁg,),zT,Ax,,,en., S

Q’;é, (o) = O;fT N. A?geai;en van het ,puni:ﬁ,?:o,,, lecn
dit resulbaat verdaardt worden door te bedenken dat

~de  FouriergektmnsPormeerde X (81 voor dit proes xtky
_in _hel complexe vialk  beschreven wordl dooreen vector

met  leonstante amplitude  maar met 2@n manclom

Pase op basis van een uniPorme kansdicht heidsPunctie
~op het interval [-T1,T0] . \Nt! komen hier neguitgebrei d
op Eerug, . ; ,
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,Om een beter inzicht ke lcr;cjgen in he\: karalcﬁ.er van de
Founerge.tram?ormearde X(P J  beschouwen wy o?zmder(:,

heL regle deel RX (P)  en het Imagmatre deel &(Pl

Voor het resle cleeL R= R (P geldt =
Ry= aT X x,L,chT), cos(zi.;\%ﬂ) : (122
,,,.,\,,/Dor Lwel: 3em|ddelc{e ‘mervan Vo\gE

o N1 o
(?a- E[ Rm‘! _./u,,_AT' Z cos 2“‘”‘) (L3

/M,LT' ?.;so e

, \ﬁfa ioeper—i:.en ons in . HeL VOIaende_ Eo& de sctu.o.&(e

Ay =0 dus MpBlze voor alle P. HetzetPde uoigh
voor het  imaginaire deel nd U (Pi=o. loe,oas.shng
__Van de centrale Limiet stelling op vergelgleing (1.22) levert

dat R en IT° W de limiet beschreven wordlea cicoreen

normale kansdidntheids Punctie  wvoor elke wiliekewrige
_lasisPunctie Py C b

Veor de  mean square vo.ﬁue ’\{’R van Q !mdﬁen wy
N-1 N-\

r LN e
7’& = E[Q(;?)] E[ATZ x(kAT)cos(’-—E“-"}}'{k(pAT)%S(E&P-n) .

=0 e e

SPrg

N_;g_ Nt
:ATZZ{Z { [0, Leer PJ(] cos(ﬂﬁn)} cos(znkn)} i
st Py o voor pfk | D B

= 0, ATZZ Cos(fﬁ‘”} - (425)




, I , o
 Veor ,P:o (h=o) leidt dit totb - "f{: ), ATQNV
Eenvoudc'%,,, kan nagegaan wordendak

2

Wy Lrggén dus -

Y cof(kn) = N voor ngo (1.26)

BC i '}VR -{ A

oy
0y -

Voor??o

X

: E imlN | Zi_lr’

OF anaioge wﬂ?;e ,v.o,lgk :

- 2 ° v’ VOOr 'P:O
G

I ZT
g e ?#u

Voor de mod.vius AL geid& nw o

Xl = Rﬁl‘; |
, dus: ,,,,,

sy

EHXWH],MG e alle P e

Gm na l:e. ,3,aan V,oP, er. si-.,atishisdﬁe aﬁkaakdghkaid
bestaal tussean het meBle deel R en het amagma«re

deel T- ioeéaﬁken w& ELRT } = covariantie (R, I ):
N-1

: COVC@ L) EP& Zx(uﬂc:;s(m““)z x(PAT)sm(__E.)] |

N=t P

| ff = AT0) Z cos(@en)simferkry

coviRI)= o  wvoor elee n. (439




Hel: reéle deel Q en ke& umagmaure deet I ‘% ken
 dwus  statiskisch cma?hdnkehsk te 2gn voor. elke dis-
 krete Pr‘equentee E.

Qesumer,enol,:,,, o

R =

,,/U-Q:o, O”',,,,O'zl (P=o) .
B i e e

I,,,(?J: ~ normale ,icansdschi:h,eids?uncﬁe
X
/(/($ zo ;. o =0 VOor P=o

- O’I.’: o - T RGON

Qx(?) :  normale kans dtdnEhesds?uncbe

-

Cowvl EX ’IX):O voor alle P.

~ Ter controle ﬁoesckouw,,,,,,,,wg R

- ElXetl=EIRST- E[IX]HLE{QXTX]

'vOor ?—- @)QN = O’ v__o + 0o ,,,Ok

voor P£o o = O L o’ I—- +o ok

VVer:_, khei:argumeni: " cp van X(P) geicﬁ:

rorg(Xe) o) w9
,ﬁ Rx I | |
\!V besdmouwem zersir. de. andom vamabele 2(;9}
ﬁ@gekf@f\ door 3.
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L | | -
2P = R ® (1 3L/)

, \/Oor‘ ?,:o , 3e{dL I(.o):,,,,o ,, (/UI = o) &ws zZ=o

dus CP:O

\/QDr ?:éo MOeLen w‘j ﬁr\e{, clucheni. Eoesc&ouwen van
bwee normaal verdeelde random varabelen met geiﬁbe

kansdichtheids funckie  welke stabistisch onaPhankel: o
zgn. Hun aem\dcle{de /uwo en de variantie G%=0, T/éN

, \/ gens ) uLfZ.ﬁ i@c@ 1&‘7'; vo&gi. dam voor de ﬁcansdac@nﬁ:kead& ,
?@mcbae Py Lz

. p / IRI § ) 4R e

. Hacrb& is %CI Q) d.e s.r»u&tane kamdsd’sthesds

?aﬁCEu vaﬂ I en. EQ Vamwege de skaktiskische O%’%G?—,
hankeljlkheid geidt nu:

R ez;=/ RI pRIp (R] R (136

 Wam CI) ne$p PR(R geid&

e d . h')el. fj’ R i"e.sp B

5 Myaewoooo 3 [ T”/gi\i

T e e

P:l:

3T Tr(z+1

e’t 38}




T4 3 2 o 1 2 3 4
?aauw‘s Functie chz) B

Er erE mai,wtaﬁc_ gelden R

/ R az-——/ 2 o1 tm

oor de Pasehoek cf 3eic{&:

tant@l=z (4o

‘P‘P@} = p (ztel) |

I de,,p*a!atgk wordk veelal de Pase%oe&; 8edefinieerdw
op het interval W< T . Eenv;oudig lean nagegaan

worden dak in dak geval de kansdichbheidsPunckie

F?,(cg} gegeven wordk door:

,,ﬁ?é ¢l = ,m_

De, ;Pasekodc ® werd&. du.g %esdoreven door @2n um?orme
kansdichtheids functie  welke  onafhankelyle is vin de

?@quentie;.

-1 (:,—TI'LgoéTi‘fw oy
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Tens\ou'.e beschouwen wi de modulus  Mp= 11X

M= VR T ()

We gaan_over op . standaard. normaﬁe icansdacwtheuds-
R en T via de definikies:

?unc.l:se.s voor

L.t |a 26T gy

U-LM)

My =VRS+T2 .

De rand.om varaaloele_ Y Q "+ I wordt nw.
x? kansdach&head.s?unche _mek

| beschreven door een
&wee“grad;eﬁ _van vrgheid (v=2) @ (zie [27)
vig-1 - X
g('a'/ e © Y Yo NG 5
P oY) = , 70, v=2 qs
T ¥ |

l"nerba ;s P(fx;) "'a'e Gamma ?wxct«e: 3@52\/@?\ door
o qé}

r‘(x / T de

o

~ Voor het ﬁemaddelde My en de varianktie G’f\i,van dz
_kansdichbheids Funckie PY(Y ,3@\«:& A

/AY -2 I
f.



=13~
. VOor deﬂmo&:heid MN geidt

M= «VY Ly
, \lfoof ,ride ; kansverde(ings(?unctte p (Mu) aeldi:: ” |

L T
%N( m)=[P [ M, < m)=IP [VY<m]

= PlY<m] = P(m") o qg} o

m\/oor de Ecansdac%%ead,s ?unctce Fﬁ (M ) ngi: nu
PN (.MN) M) R (M)aM,

=

,,,,Nf 21 -2y o
- M (TF_\) < {v_a MN}, ){15@),,,
T® R

. DﬁZe kansdichtheids Punckie is bekend als de  chi-
o o? X kansdichtheidsPunckie.
 Hek ,%e_ﬁmsddeide /L{M ~wordt gegeven door

F(”“
= riz

en de varﬁaw%ae G’M door ‘
""( v+1

T T )

\/ qu% Yoor ons deioiende 3@.\/@@. voigk mu(u,z)

Cusy

= V- 2. . Tusy

TGE) il

W'mw;v? ‘2  [s3)
ST T m e
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Fenuoudlg iw.cm aangetoond worden da&

P -
rr:m_:1i D 7

Haerwh leg&-, dcm

O

S -n—

\MS lu‘ggen daardoor'

@’ T | - | |

Oy = 0’»;\5 T( 1‘-13')_». sy

, ,,,\/oor,,,keﬂs beschouwwde random proces x{t}. VO,lﬁ;l:,,dw.,..
i _heb ?req,uenhgdomein . -

P= a_rg( XL{:‘;) ' um?orme leansdichtheidsPunctie
| S B P{f’ Lel= 1 ~TMLpeT T
X Qeen Pumcl:»e von ..

Mz IX@] & X lansdidhtheidsPunctie
o, TV
AME Zv“‘ -

- x T e e e o
ﬁi N U-@:)

* geen Pumct\e van P




-15-

, ,Ih lﬁe\;,, ,,hiernqvolcaende, zgn - twee voorbeelden. weerge =~
, ,3eden,,,,,,-,, ,\o,el:r,e?,?ende, _de hiervoor lbeschreven eigen schqp— R

pen van de Fo,u.riecgel:ro.ns Pormeerde JAllerearst Word(:,,
o een random = prowes. beschouwd clab gecregerd wordt
o  via_onaPhankelgke L'reMz,Ehgen,,,,, uit een normale kans-
- dichtheidsPunctie C‘-?ig y |- Het hierna bepaalde
; ,gnistogram voor  xlk) s weemegeven in. Pig s . Vervolgens
worden Ry Ty Xl en amg(X) beshouwd mek oe

_voor de_discrete resultaten bepaalde kansdichtheids-
Pun';t( es. Jn de,,,?{guce_n,,,, worden Steeds de Ethecorekische

resultabten ewneens vermeld. .
Hc!:,,aelfda,,,, Fecepk 1s npgmaats,, uik.%evoerd,,,,, maar nw.
voor ,ona?kanhe&i ke _brelleingen uik een uni Porme.

. kansdicntheids Punctie voor xtei. C(Rig 11 tm IF)
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NUMBER OF TIMESTEPS

= 2048
TIME INTERVAL = .180E 1
= .182E 4

FOLDING FREQUENCY

TIME-DOMAIN :

xig! Onalh. T'rakkingen uit normale pdp {/}:o, Cs 6'3
1.54 : - i . - -
.92

>
&
z
@
e )
b4 _.31
S
LL l
< -.92f
@
4
-1 -54 L N A o
88 .28 <40 .66 - .80

TIME t (s]

Fast Fourier TransForm Test Programme |WF¥

PDF-HISTOGRAM

. X18-2
1,19,

.95

Qs
@
9o

25

|

-1.85 -1.11

-.38 .35 1.08 1.82

SIGNAL X(T) xiel

chf, Fourier TransForm Test Programme |WFW
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CPAUZEL

x1e~! FREQUENCY-DOMAIN
2'37 T T T 4
[
24
-«
&
=
-
{81}
[2:4
f—
{24
<
<
‘l
2 i
£ -1.41
2-3855 .20 Xy .61 .82 192
___FREQUENCY F _[hzl X1e
Fost Fourier TransfForm test Programme |WFEW
’.,.I;PMEZE
x1e-4 -
1.87, AR P
- k3
Oz 6, L
i o
=z 9.0
1.50] R 78
1.12]
p
-
B 12 4
o
= |
—
o .75,
T
[T
[
o
.37
-1 ) .. Ya Y AN . L’u - . ,
-.28 -7 -, 86 .85 A7 .28
Rx
“Fast Fourier Transform Test Programme |WFW




 LPAUZE
x18~4
2.17,
M= °
= 0,07‘@

1.74. dI

1.308.]
=
<
o
o
o
»
. |
T .
|5 ‘
] '

.43
L I le 9 ol \IA |
'ae A, T P T ﬂ 2 MAA A, 1
- .29 -.17 -.05 - .06 .18 I .29

Rigs.

‘F‘ast: Fourier TransfForm Test Programme J'WFW




CPAUZED
i
e o
o ]
=
P4
(4]
<<
_ P
e cPAuZE
7 xie~4
B 1.28 gh_f
1 F. 0.0g98
T .L
- e e ‘.02_ qn =(l~ )d
[ O{)Q—ﬁ’OS'l
.77
b
— -
(1 4
o
o
P—
L .51
T
1%
(=]
o
S .26
P9 9
B .00 ; —DM
=7 1,84 2.55 3.25
27 Xl xi1e”!
o Fast Fourier TransfForm Test Programme | WFW




CPAUZE

=20~

PHASE [rad]

x1e!

FREQUENCY-DOMAIN

ll'r

.20

FREQUENCY F [hzl

X103

Fdst Fourier Transform test Programme |WFW

CPAUZE - - TR
Cumulabiess dicC . 2 e
‘X'le"3 ‘Ge«m. Pd? = ,_Z_":’: = 6‘28 \S‘f o
1.32, toc
1.06 ﬂ
Wl
p
2 6o A AMI | f\r’ 'A |
] , ,
: WU VU0 e,
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»‘Q Fornnu.lermg vanulk ke!: (?requenlnedewem

We_ ga_a_n wl: van een ?requenl:uespectrum waarvan. de
amplitude constant wveronderstelid wordt en waarvan
de Pase een random varidbele is ,beschrevendoor .
een wni Porme  kansdichtheidsfPunckie op het interval
[-1T, ], Pe Sp deze wy2e sedefnmeerde Fourier-
getr'ans?ormeer‘de geldt voor het Prequenbegelo.ed
o< f ¢ P en wordt beschreven door N diskrete
. umrd,en _Naor amp,h tude en Pase Voor elle ?I‘e‘.]uen— i
tie  B=n AR (nzo,1,2, --- N-1)

EcgeMb: oo
*f .-.J\_' L AP=L ? LI '*2.1

Xc@ ?) xwmw) . ay

HeL via de Inverse Fouraertfans?ormabe ontstana

518 naal 2al dan zuwver reeet ZSV\ We. qaan dus
uit van de in de aonderstaande Figuur schemakisch
aangegeven sitwatie .

- O s
0% - - * — — ——

Fig 15 . Basisspectrum.
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Y ndien wy via de. Daskrete (lvwerse) Féw-.er 'TransPor—

nmatie het hierby [oelnorende i: dsignoal bepalen zal
Y- 9 P

d\l. z2uiver. reee!. Z:jh en 8ede(-)m|eerd zﬁh or-> heL

interval o ELT  opde dislrete L:jdstcﬂvem b=leAT

met k=o0,1,2, ,N—t

VoorwrdQZe nverse DFT aelclt

Nt © omilnaP)aT)
x(kaT)= AR X(na?) e
T R
nkk
? ZX(M? VO
L |
woarb:j Vi e ~ Yy

,Ws.‘ nemen aan. c!a!. heL arguvnenL cp arg (X)
gecregerd wordt Via N onoPhankelyke  Ebreldkingen

@3

it een  uniforme  kansdichtheids functie P Lp).
De 2o entstane L:,’d‘serie heet  wikte ruis

, \We besdnouwen de ?oumergetrans?ormeerde X({?)
_yoor een zekere ?requenbe F= hA? Dan is X@leen
__random wvariabele mel constante modulus (aangege'
Ven door. M) en een random Fase ®.

,,\loor het fos X (P) behorende regle deel 9eid& e

RGEt-Ry = Mosslpd) @ 5) o

,bu‘.den we_de, loéjf TQ(?) behorende kamd;e%t\rvecds~

functie Gan mek g:RcF?;) dan geldt
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PRLR) =2 P‘P (pLR))i 3 [ (26

,,,Dc ?actor‘ 2 koml: voor% Uik {qeL f@& daﬁ: Zeoweﬁ
r Y=, als voor P=. ,QPo,,,,,,Q.en en dezelfde waarde
voor R resulteert . , o

Met -

PP (qmm) = L gocm—- arc cOs(Q‘) ey

95: dan

Hei zal Zonder‘ meer dwde&:ik =z hdaﬁ, he&. tmagmaare ]

wor [RIKM 29

deel T(B) van X(P) eVeneens beschreven =zal worden
door__de bovengegeven Lkansdicht heids Punckie. De2a

kansdichtheids functies bﬁjken Oma?han%cei:jk te zgn
van de Frequentle F. -
Veor de regle bﬂd?uwcbe XC&AT} VOESE nu s

%ikAT A? Z{RCnA?H aILnA(?}V.M — (29)

| u;& de de?inihie voor,,—,Vi (‘Z-L{,) .VOigt,:,,,

B

k(éﬂth—N) ~ k(P'-'E'){ "( ‘P’F

De Complexe grooi;hesd V voor n= ._-p is du.s .

,,,,, ,‘,ge luk_aan de._ toege\Joeﬂd complexe van. V veor
N tp Dit impliceert . op camplex geconjugeer- .
de ‘wﬁ e <pae3elen ten epzic.hi:a _van._ de Pfea,uewﬁes o

- F= ?}x E?oid J o ENED e o
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Voor x(kAT) vo giﬁ daardoor .

| xUeaT)= 280 Zi Q(nA(?) cos(m"‘) Ttnap) sm@nnk)} L
| o onso U - e

grote N de Fandow\ variabeie X(kAT) ‘n aoaie

" benaderina beschreven worden door een normale kans-
9-

dichtheidsPunctie . Deze is dan voﬁed‘g bepaa{d
door  _het . gemaddaide Ay en de wvariantie Oy .

Voor hei. Se.rmddeide /ux (kAT') geld

sl 208 Z{ E[R(m?)co aaln) .
s E[Ian?_jsm@“““)]j (212)

Q(hég I&m? : W@’den !oescmrevaﬁ door de &aﬁs-

,,duchkhzldsfunches [ S

e (R)epT)e 0 (yRrspT]
R ¢ ligleM ! -

Hieruit volgt Adirect 1

/uﬁ( E[R}) /ul.( E[I]) =0 voorelee P. (203)

) Voar de Vhean square vcdue "f van deze &ansdadnl:-
heidsPunctie qe&cﬂ.
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, uitwerlzinﬁ hiervan levert :

O =0 M?f Cveor ele B (219

 Omdat E[R1=E[T]=0 voorele n (elef) vo\gt -
wk  (2.12): S — B |

\/oar &e mean square value wvan xu‘aﬂ VO%E

"}g((kaﬂ -,E{%(u'rﬂ =N
Mg

= yf E[Z{ Rinaf) eos(m%ﬂ) “Tnap sln(ﬁﬂtﬂ)} R

%) {Rme cos[Z%M). Tmat) Sm(zﬂ,j'“fﬂ o

E[Q(w ?ém)] ws(ﬂkn) - izrk%m)}

1)
-
B
LR
ng
=
g
f"‘-—"\ﬂ-\

E[R(n)]:(_m)} Cns(.zm“‘) 25 Lz‘nkm)%

E[I(n) R (m) j s\ﬂ&zwkw) costﬂkm}} |
E[I(%)T(m}] sw\éz“ l‘” 5%?'& (zﬁ"ﬁ‘h %} (\2 gy B

/UX = E E X(k&’rﬂ = 0_ V,ng.eike k ,duselle £. (2.46)
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We hanteren hierby de notatie AR —=n  mARom.,

,\fmr, het uit werken yan deze uikdr,wddng,,,,diemen 2 R —

eecst de  covarianties E (R Ttmi] ebc. ke lbeschou~
wen .

VOOr - m#ENn L-raaea w& Voor cOv(Q(M,QLm))

E[Rmmm} = 

‘Pn= 'r qg,; 'ﬁ . i&)
la'bﬁ IS ‘ ((P me) de. slmull:ane L:qnsd|dfsi:‘ﬁeud$ Punche

van de random variabelen ¢, en @Pg,. _Omdat deze laatste

,,Shahsl:c&ch,onq?ho.nkel:sk zgn geidt,:,,,,,_,

F{bcp ?n’cpm)"f?b ((fn) P?) (‘P )= Eﬁ; 5_,1‘}? = ’:[_:i:l' (2. lg)

M cos@mwséwf faem.md%d«pm; -

H@“wt volg&: dus o
™

E{Q(a)%?(vn)} / M cos(%) dean / ﬁ c:osccpm)d@m

, Da r‘andom var\odoelew Q(n) en R(mb z n dus ook

~ skakistisch ona?hcmkeak Herhalmﬁ vandui Pmcede_ I
_Eoont aan  dat alle E'x'oec.ted. values  in relakie Q.IF)

identiek nul zyn voor mFn , dus de rando‘w\,uana%eien

Ry, R m), Lo} 6n I(P)Za" alle onderlinﬁ Skatis-
bisch onalf hankelgl voor cnge{ghe,{mdices nmo eapP.

- We beschouwen veervoiaens ek 8@\1&( - m=n:

EEQ(M] [ M COS(CP) — d&e 'LM SR -1 ) EE—
TT ,

O'o dezel?de WSZ? vo(gt

- [ (220)



-
EIl R(m.Imﬂ:/ M sing) sty dp = o @.22)

EfI(nﬂ 2  | - (2.23) )

o Dus oQk de . rcmdom uarlaﬁoeier\ - Q(nb?) en I(nA?
, l:l ken statistisch onafhankeljk te 2Yn. {zie ool

.hocgdstu& 1) B B :
Substitutie van de gew:mden res ul‘cakey\ 2% (2 17 )
leide tot -

..' ”
o ’V (MT) = L{A?E M cos’ (277& ) stir%(én—;‘l‘)i (2.2y) -

| -:LQA'?‘?.;,}NZ ;i;.l_._, MTF;s (onaPh.van k), 2.25)

O%mdaé /AAK zo olﬁ,&,,dus,,:,

| i ,, ‘.O’%,,,,,—_: : R — (2,25;)

TZ

o Vrzas,uitaa& s dus id@ﬁi‘.ae& me{. rea&aa (12&} uik

Choofdstde L.

Teﬂslotl:ebe&_hou.waawlj de verwochte waarde van
X (kAT) en x(AsT) ol E[xan. xdaty]. Ditlevert
een resultaak dab veel overeenkomst vertoonk wmek

relakie (2.17) , echter nu luidk een bussearesulbaat:
K.y

ECxtan xtsn)= memz e, cos(mﬁn),rs .m;m)&h@ﬂ,,)}
h<o

N ' 
- -2Af M Z cos (M) R (226)




\Ne Stellen /{-;up | (,o#o e
E[’m xcu,o)?] 2ARN Z cos(2 TFE’“) 2y

,Hiemil:,, VOigk S

Elx x(ket P’j
— ,,Pio §

2&? M p=oneven. , ,
S (228)
o p=evea
De random varickelen  a(kAT) en o ((let20)0T) voor
{= %y %2, -+ 23n dus statiskisch onafhankelgle

De variabelen %(kAT ) en % ((+])AT) mek
:3: 1, 2348 - ZYyn skakiskisch fo%anﬁ@e‘ k.

De Skaﬁ:isb&%e afhahi@e( lheid lLan worden foesdar’evew,

via de 2.9, correﬁabewe?ﬁceeh%_ £

o qua %ﬁ?ﬁ Ei'wsa x!ﬁ,ﬂ
, (3.: (fzfzﬁ,

\i cfarfxﬁc)'} var xiﬁﬁ} \j—&}: d

rDaE ead% Eoi . {éo /é. LE

O \/OOI‘ QVE@’) P

=g , - (239
2  yoor ,,o,nevem,,p_,,,,,,,_ L

Ih de limiet N-—)w bi \cen a‘a dxscrete Punten K(icA'T)
_ skakiskisch onq?hanketah e megen worden verondersted .

,Resumereno\ \cqn geste(d worden dod: ngqano(e_

Van. een ?@q%@t!e <Packru,m mel constante @”\P htude
en uniPorm vecdeelde random Pase ( op hek. inkepval

o F é‘“%ol d\) blgkt te gelden: .



I = Im[X(.E)], , ,PX.OL) = 7”71

TYM=

lcov[R.T] =0

o /“x'f—'—,o 5
oo MN

=

b= { °

2

N ;.,P-,';Ohe\fcn

jh veel gevauen_ zHn wiy. niek dirzd;,,,getnterresreerdp “n

| R=Relxeei] . ]  kansdidtheidsPunctie

Thdeignaal x(t) :  MNomle kansdichtheidsPurctie:

wikte rwis  maar in_de ,,Qrequent}esFec{;,rum,,,, dat
constant i in een bepaalde loandioreectie F PP

, (‘Z.q,hcmd\ufst%a-;;’:mié::edov;h:te -nois e} Oe, 22&@3 0 een
spectrum  waarky in een bepaalde bandlrzedee
de amplitude niek  Comstank it maar wWaann Sommige
,,?f‘equ«znties __sterker ,uer&eﬁmwmfgi.‘go&,,zgn,dm,_andzre,,

, ?reczuené;ier.,,,(z.q 3,,a§<{ewfde,,,,,r,ms,),,.,,,,,.,.,

, \Mz beschouwen in ecerste instantie bandwith. limited whrige‘!

_ polse  waarvoor de. complexe. 8,@0&%;@&@ X
gedefinieerd wordk als:

AIXell =M o<B<PsR <k . (230

arg (Xep)) = random varidgbele mmek

uniPorme kansdichkheidsPunckie.

Iﬁ\ heb discrete _geval loekekenk dit:

I X@{= M ngngn - @32}
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2—"_,

maar van p=n, kot ni=n, de hgdiiwmctfe,x{,é:i

goed ,f{oe.gdy,mveﬂ zal worden door een normale kans-

dichtheids Punctie indiea  n, -n, Voldoende grook is.

Noor ek gemid&ei&e /ux” Svolge wib (.12)

B | My =0 voor elee k.. o (a33)

, \/aar de  wmean squ@&,,,va%ue %?mye’i%%:w wik (2.24) °

% ;qA?%Z%Mz = 2 M Nf. {23y

L direck dab ool in hek
ﬂ&y;@i,“ de sommakie wniekt ,8q;a& van ne=eo bk a=SN_

T

'ﬁ:ﬁ,

wWaarky  Ng  het _aantal spectroaliynen {s waarvoor . -

geldt 1RA1=M  (Ng=n.n+1), Ng<No .

Voor de variantie G4

| ! o2 2 M Ne

gelclk dus:

i

_,\/oor de covariankie  cow [x(k),xles Pﬁ ; ‘V.,Qéoéo) ,,\l,@%@h:,

Hel: ,a? leiden van <en _algemene, ui%:druiaking, voordez=e .

ﬂi P . J— R - . — -
 cov [xey xtetp)] = zA?QMZZ @s(ﬂ£ﬁ§ . (236)

relatie  biedt 'O(Dbiemen." We zullen daaom in hek
,‘niemq\.lohagnde - 2en ieks ‘,.aniere,we% bewandelea via

da,,,,,,,ﬁmﬁeﬁn&:@gr@a& @,pvviadeDF T

239
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W beschouwen WRer €2 dnscreet Prequen{:cespect Lo
KX nhaP) waarvor gelde ‘X(nAP)’ =M voor alle
i in ket interal o0<n s N-1 . e Fase wordt weer
beschreven met een uniPorme lkansdichtheidsPunctie

De Buinctie X (nAP) wordt weer op boegevoegd complexe .

wga;e gesrieae(d gedqch}, ,teno(szi;ch&_e. Jan de veawﬁ’e-
,Quen{:?e. o o o o
Voor de imedod %ehorencie continue aul:o!oower‘sp&trum-
,?umtce Six (P} veronderstellen wi

Sxx(fl= S (ocP<hy) —_—

= e . eldes. T T

Er moek dan ge%den:

=, (M é?) N

A-C %OEQQ eﬂefale wmau& VAN ﬁoe(dz Sfectﬁ‘a W5 dan
gd&k Dk leidk tot -

s M - @.39)5

=

, \We_ SGC!Y\ oiw wi: Jan ﬁqe% continue SP@C@:%‘WM S

SRy

 fig1g

O

<@ 0
. § I

,Vwr de bg dit spec:&rum, behorende autocorrelakie-
Rux Cti= f o dF (24D




St

| . "
~ Veoor de toegevoegd Complexe hiervan : Raxe ) geldt

7

Qx); (T} = S e T - dtr (ZLﬂ}

,,,,&ze relatie besc.%rg,?&,,,,de gewone ?owiet:&ram?ormaﬁﬁg, o
_indien WB _de Pacametecs ,;E,e;n,,z ve,r:w}sse%en,,.Bepgaleﬂ,,,, o

,,,,,w%,,,dw ée.,,,,,,,,gaureee:ge%mm?mmgerda van de blok Funckie

. Sexlk)  en  vervangenwd dazma P deoc T dan
resulteert e

o Sin N |

e Qxx Lt}z'S'rN' P o e

o o TohN

_MN  sin(mTaz)

T2 = —L
- WL

Nt

\Ne;! %epa@% vaor dee ?umd:ie,, nw ,,,aiieen, ,,?umCEieMaai‘-,,
den  yoor T = pAT . (p=o,1,23, - N- } zodak :

i At

e T ey

 Oeze Punctie 15 alleen mg,,e%‘z,,aan,,,V\m&,,,,,,,\/ioo.r P

volgt dan:

R (o= MTI

 Omdat R (pAT) = E[x0) xlerp)] wolgh:

R . o
. EL X,ﬁc,,),?f},,,;:,,%?. = MN gy

2

=

 Elxtdatkepl] =0 voor pFo  (ys)

2@
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. Reﬁaiﬁe (2.yy) stemt wolledig overeen met relatie (2.25)
terwiyl (2.ys)  nagenceg overeenstemb met (2.28). @5
ik Eaa&.s&:e ontstaat het geringe wverschil deordab

%03 de af gea&mﬁ van @.23) w&geﬁaan is van de
D.FT i Fiaa&s _ van de ,,,Fo,,um‘er%mé&egm@.&,,

We kesc%ouwen Vervo 8ens bandwa\:\a limited wimLa noise
waariojj voor het discrete €Pe<‘.Et‘um aangewaw\en .

wordb

X(h&? |~, L g%“\ énfnzé;g‘l o (2yb)

\ \’ler&er nemen wy aan. oiai. Voor n > N g Pwmbe weer

, gevonden wordk door op hoeg»evoegd covhpiezfe wiyee be
%Pie@e en k.ov nN= ;;_N. o

i \Na gaaﬂ weer over cgs eSS mmﬁ:mue ,,;Sgec&rum e

E- i’*noe% d@ﬁ weer qe &eﬂ 2

Sathi=S 04) P P ?N\ (,g.%,”_”

S ( {Mé?} (ﬁfz ﬂﬁ

’%Le llen WS (ﬁl m‘; NB ,Qf P}} \ig*A? &av’\w:ﬁw

wordt &'
- T ( W
De Punﬁtse %xz (?‘} s %eeronder sd\ema ‘sdfs weeegegeueﬂ |

SRS 5o F % £~ I

T
':;T‘{?
Pl
i
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\/oor de au.tocorre obe ?g,mche sz( T) Vo g& nu

: -zTeTC?
R w=S(R-P Sin(T®-R). |
e oE {? 3 T T(6-8)

(? 3 Sm('ﬂf(? i?,)‘)
+S'UR-R) - T

 Herby is P = lé?+?)-i\l AP

e‘m“@f'm "

\A/'e. be&&j&%n weer enke& 9unctaewaamieﬁ VOOT. Z—-f AT
zodak :

We - +e.e

R
, Qxx(PAT)=, :
T ek

e - I S . - N e R e e S e
= Mzi\lig : S'W(VP"N@) 9 cosfam PN,;‘—?’."
T* 'ﬂ"P Ne o

7©6L %,e umuaam,@m Was is. 0\%3 weer een E‘eee ?aﬂthe

_zodakt

@wz (FA”‘}_ 2:1_2NB s:_(“Z N ) c@s{zTP N“"} @5?}
voar P;o_,, ie_ragen w% :

sz{oi "}VZ = .?:._.ﬁ\%_:‘:\}i:-g . zie ek @;%q}

_op ,,,‘Ltd‘.,gr;,sAQJ. , O<P<?N Zoais hiervoor bescw‘even‘)

lergary wy hem@.ﬁ?cie cesultaak als qegeven door
499 3 = : -3<4

, @;ﬁ.ﬁf} en (Q-L{v}a

o (z,qg).

Mfz NB Sm(ﬂm i:i ) { -QTFLP Nm 2T“LP 2TTLPNM§ |

lhdieﬁ,, N@-_—, N/fz * Nm = Ni[q , uﬁni:muae sp@chwm



\/Oor bandwith limited white noise van w‘l\iekeurig,,,e

__SAwmens l:;e.i,\l'ﬂa kunnen we de covariantie Covf%(k),kﬁc.—fpﬂ ,
aﬁ schatten door de  omhullende bte scheksen van de
,Punctfe,,,Rxx LpoT) wolgens refatie (2.50) . De hizruit

fesulterende comelatiece2PRicient s hfeﬁomderisd\emc;@{sf&f
—_oangegeven.

o v
?i'g.i'l.,u - Ny N Ng N Ng

o GmPWeg kan. ges,,&eld, worden dabk P(P) < 0.1 Indien
P> L{N/NP:.. \Voor iro&:e Nrs ,imp}h',cesari. dit dat

~ Slechts een gering aantal &F%v\v&g%&wde,,,,,,dn‘sccaike

__ _random variabelen i) s&a&isi:?sc“ln,,;;&?hanke%k,ZMHQ»-\ R

zan. Voor lkleine N z2al dere statistische afPhan-

 Lkelol heid 2ich over een groot gebied uibstreldlen,
9 e 9ot g

- Tadien 5§,vooréoee%d
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