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Hoofdstuk 1

Formulering en aanpak

De achtergrond van dit onderzoek is een door de Italiaanse firma CND gebruikte methode om
voorspanstaven in betonconstructies te onderzoeken. Een kortdurende puls (2 tot 10 nanose-
conden) wordt geinjecteerd in de staaf, die vervolgens in combinatie met zijn omgeving (grout,
omhulling, beton) als golfgeleider werkt. Op plaatsen waar de staaf en/of de omhulling aan-
getast zijn treden reflecties op. Op basis van de gereflecteerde signalen probeert men de plaats
en de aard van de beschadiging vast te stellen. Het hierbij gehanteerde model is dat van een
equivalente inhomogene LCRG transmissielijn. Deze benaming is afkomstig uit de theorie van
de elektrische netwerken en slaat op een elektrisch laddernetwerk, waarin een vergelijkbare
spanningspuls propageert. De letters LCRG slaan op de netwerkparameters van de segmenten
van dit netwerk [4]. We onderscheiden:

L = zelfinductie per eenheid van lengte in H/m,

C = capaciteit per eenheid van lengte in F/m,

R = serie weerstand per eenheid van lengte in Q/m,

G = shunt conductantie (geleidbaarheid) per eenheid van lengte in S/m.

Van deze parameters hebben L en C' de meeste invloed op de propagatie en de lokale reflecties.
De parameters R en G corresponderen met de elektrische verliezen (dissipatie van energie).
Wanneer een transmissielijn over enige lengte verliezend is geeft ook dit aanleiding tot reflecties.

Discussies met de Bouwdienst Rijkswaterstaat hebben tot de conclusie geleid dat er behoefte
bestaat aan een betere theoretische analyse van deze zogenaamde reflectometrische impulsmeet-
techniek (RIMT). Bij de aanvang van deze studie werd geconcludeerd dat zo’n theoretische
analyse tenminste moet bestaan uit de volgende drie stappen:

1. een feasibility study aan de hand van een geidealiseerd model van een oneindig lange,
golfgeleider die homogeen is in de voortplantingsrichting;

2. een meer nauwkeurige modellering van het elektromagnetisch gedrag van beschadigingen
(inhomogeniteiten) in een golfgeleider;

3. het ontwikkelen van een interpretatie algoritme, waarmee men de plaats en de aard van
de beschadigingen kan vaststellen.
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Daarnaast is ook experimenteel werk nodig, zowel voor de verificatie van de theoretische
resultaten als ter bepaling van representatieve waarden van de materiaalparameters.

Dit rapport beschrijft de eerste stap van het theoretische werk, de feasibility study. In deze
studie is gezocht naar het antwoord op de volgende vragen: '

e Onder welke condities is het ééndimensionale model van een equivalente transmissielijn
geldig?

¢ Als aan deze condities voldaan is, hoe kunnen dan de equivalente netwerkparameters van
een inhomogene, beschadigde structuur worden bepaald?

¢ Kan op grond van de resultaten een (voorlopige) uitspraak worden gedaan over de moge-
lijkheden van reflectometrie voor het analyseren van voorspanstaven in betonconstructies?

Hierbij is uitgegaan van het geidealiseerde model van een circulair symmetrische staaf, bestaande
uit een concentrische kern en mantel. Beide zijn ideaal geleidend en kunnen bedekt zijn
met een laag roest, die wordt benaderd door een verliesvrij, hoog permeabel materiaal. Het
tussenliggende gebied mag ofwel homogeen zijn in de dwarsrichting, ofwel bestaan uit een
laag grout en een laag lucht. De plaats van de overgang tussen beide lagen (de vulfactor) kan
willekeurig worden gekozen.

Dit model is in verschillende opzichten een idealisatie. Ten eerste leidt de keuze van een ideaal
geleidende en dus elektrisch ondoordringbare mantel tot een volledige scheiding tussen de elek-
tromagnetische velden binnen en buiten de staaf. Dit maakt het mogelijk om de beschouwing
te beperken tot de propagatie in het medium tussen kern en mantel. In werkelijkheid vindt
er ook golfpropagatie plaats langs de buitenkant van de staaf en zal er sprake zijn van een
(zwakke) koppeling tussen binnen- en buitengebied. Ten tweede is de hele configuratie verlies-
vrij verondersteld. Dit betekent dat de netwerkparameters R en G gelijk zijn aan nul en dat dus
alleen de parameters L en C hoeven te worden bepaald. In werkelijkheid is roest bijna altijd
geleidend, waardoor er verliezen optreden. Ook kan de grout vocht bevatten. Ten slotte is het
ijzer van kern en mante! waarschijnlijk niet ideaal geleidend en moeten dus weerstandsverliezen
aan de oppervlakte van het materiaal (skin effect) worden meegenomen. Dit verschijnsel wordt
in de elektromagnetische literatuur ook aangeduid met de term “ijzerverliezen”. Echter, de
verwachting is dat de reflecties ten gevolge van deze eigenschappen kleiner zullen zijn dan die
ten gevolge van een contrast in permittiviteit (luchtlaag) of permeabiliteit (roest). Ten derde
is de werkelijke situatie zeker niet ééndimensionaal; de kern zit in het algemeen niet in het
midden en de roest hoeft ook niet homogeen verdeeld te zijn over het kern- of manteloppervlak.
Echter, de resultaten voor dit eenvoudige model zijn waarschijnlijk representatief genoeg om
een eerste indruk te krijgen. Bovendien starten berekeningen voor meer algemene configuraties
vaak vanuit een geidealiseerde circulaire situatie, die vervolgens geleidelijk wordt overgevoerd
in een meer algemene.

Zelfs voor het hierboven beschreven eenvoudige model is een eenduidige definitie van equi-
valente netwerkparameters slechts bij benadering te geven. In het algemeen is het veld in de
staaf opgebouwd uit zogenaamde modi. Dit zijn bronvrije oplossingen van de vergelijkingen
van Maxwell, die bijvoorbeeld vergelijkbaar zijn met de natuurlijke trillingen van mechanische
constructies. Met elke modus correspondeert een zogenaamde afsnijfrequentie. Boven deze
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grensviak

z=0
Figuur 1.1: Excitatie, ideale en inhomogene staaf.

frequentie propageert de betreffende veldconstituent langs de staaf; voor lagere frequenties
dempt deze uvit. Bij lage frequenties blijft één modus over, die altijd propageert. Exacte vitdruk-
kingen voor equivalente netwerkparameters zijn alleen bekend voor zo’n dominante modus in
een golfgeleider die homogeen is in de dwarsrichting en die is afgesloten door ideaal geleidende
oppervlakken. Een dergelijke zogenaamde TEM modus komt ook in de huidige situatie voor,
in het geval van een “ideale” staaf die niet aangetast is door roest en geheel gevuld is met grout.
Daarom is zo’n staaf als referentie gebruikt en worden de netwerkparameters van de algemene
staaf, die in de dwarsrichting inhomogeen is, berekend uit de reflectiecoéfficiént aan de overgang
van een ideale naar een inhomogene staaf en uit de voortplantingssnelheid in de inhomogene
staaf, Dit leidt tot de situatie die geschetst is in Figuur 1.1. In deze configuratie worden zowel
bij de excitatie als bij de reflectie aan de overgang bij z = 0 oneindig veel modi aangestoten.
Echter, slechts één modus propageert en voor deze modus wordt de reflectiecoéfficiént bepaald.

Om het model van een equivalente transmissielijn te kunnen hanteren dient voldaan te zijn
aan de eis dat in de staaf slechts één zogenaamde modus propageert. Zoals hierboven is
beschreven, stoot een willekeurige excitatie, zoals die op de kop van een voorspanstaaf wordt
geinduceerd, in principe een oneindig aantal modi aan. Als de frequentie-inhoud (het spectrum)
van de opgedrukte spanningspuls beneden een zekere maximum frequentie blijft, propageert
maar één van deze modi langs de staaf. De overige modi dempen geleidelijk uit. De laagste
afsnijfrequentie voor de “schone” staaf, die relatief eenvoudig berekend kan worden, bepaalt
dan de kortste pulsduur waarvoor het LCRG model nog geldig is. In verband met het bereiken
van een zo groot mogelijke resolutie in de reconstructie van de eigenschappen van de staaf is
het verstandig om de werkelijke pulsduur in de buurt van deze kortste waarde te kiezen.

Dit rapport is als volgt opgebouwd. Hoofdstuk 2 beschrijft de veldverdelingen in een “ideale”
staaf. In Hoofdstuk 3 komt de inhomogene staaf aan de orde. Voor dit geval hoeven niet alle
modi te worden beschouwd, maar kan op grond van de resultaten van Hoofdstuk 2 een selectie
worden gemaakt. De strategie die gehanteerd is bij het oplossen van het reflectieprobleem wordt
besproken in Hoofdstuk 4. De numerieke implementatie wordt besproken in Hoofdstuk 5.
Representatieve resultaten zijn te vinden in Hoofdstuk 6. Hoofdstuk 7 bevat enkele conclusies
en aanbevelingen. Tenslotte worden in de Appendices een aantal aspecten in meer detail
uitgewerkt. Met name wordt in Appendix A voor lage frequenties een benaderde uitdrukking
afgeleid voor de equivalente netwerkparameters L en C. Getracht is om deze rapportage zo te
organiseren dat een lezer die minder geinteresseerd is in de details van de theoretische analyse
de betreffende hoofdstukken kan overslaan. In dat geval kan bijvoorbeeld worden volstaan met
deze inleiding, Paragraaf 5.2 en de Hoofdstukken 6 en 7.



Hoofdstuk 2

De ideale staaf

In dit hoofdstuk bekijken we eerst het geval van een “ideale” staaf, geheel gevuld met grout en
niet aangetast door roest. Zoals reeds in de formulering van het probleem is beschreven, nemen
we aan dat het elektromagnetische veld zich eerst langs een voldoende lang stuk “ideale” staaf
voortplant. Dit vergemakkelijkt de analyse in twee opzichten:

o De staaf is op een ingewikkelde manier verbonden met de kop waarop de spanningspuls
wordt ge€xciteerd en het gereflecteerde signaal wordt gemeten. Dit betekent dat er in
principe een groot aantal modi wordt aangestoten. Of deze modi propageren of dempen
hangt af van het spectrum van de exciterende puls. De situatie verschilt per modus en
wordt bepaald door de betreffende afsnijfrequentie. Als we het ééndimensionale model
van een equivalente transmissielijn willen gebruiken om de golfpropagatie langs de staaf
te beschrijven, dan mag alleen de laagste modus propageren. De overige modi dienen
uit te dempen voordat een beschadiging wordt bereikt. Dit betekent dat de exciterende
puls geen frequentie-componenten mag bevatten boven de frequenties waarbij de hogere
orde modi gaan propageren. Het analyseren van deze frequenties is voor een homogene
golfgeleider aanzienlijk eenvoudiger dan voor een inhomogene.

e Als er slechts één modus (de zogenaamde TEM modus) propageert, dan kunnen we
voor deze oplossing op eenvoudige wijze de netwerkparameters van een equivalente
transmissielijn defini€ren. Deze kunnen dan als referentie worden gebruikt voor het
vinden van de netwerkparameters voor een inhomogene staaf. Een rechtstreekse definitie
van netwerkparameters voor een inhomogene staaf is niet op dezelfde manier te geven.
Daarom bepalen we deze parameters in Hoofdstuk 4 op een indirecte manier.

Dit hoofdstuk is als volgt opgebouwd. Eerst brengen we de veldvergelijkingen van Max-
well in een geschikte vorm voor het beschrijven van golfgeleiding. Hierbij hoeven nog geen
aannamen te worden gemaakt omtrent de dwarsdoorsnede van deze golfgeleider. Vervolgens
specialiseren we de analyse voor het geval van een homogene golfgeleider bestaande uit een
elektrisch ondoordringbare ronde kern, een homogeen di€lektricum en een cirkelvormige elek-
trisch ondoordringbare mantel. De kern en de mantel zijn concentrisch opgesteld. Voor deze
configuratie analyseren we de complete verzameling van mogelijke oplossingen, de zogenaamde
modi. Voor elk van deze oplossingen leiden we een karakteristieke vergelijking af, die numeriek
moet worden opgelost. Ten slotte beschrijven we het equivalente netwerk voor de TEM modus.

5
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2.1 Veldvergelijkingen in een homogene golfgeleider

We gaan uit van de veldvergelijkingen van Maxwell in het plaats-frequentiedomein:

VXE = —jwuH, (2.1)
VxH = jweE. (2.2)

Hierin is V de gradiént operator en

E(z,y,z,w) = elektrische veldsterkte [V/m],
H(z,y,2,w) = magnetische veldsterkte [A/m],
€ = permittiviteit [F/m],

i = permeabiliteit [H/m].

In (2.1) en (2.2) is een complexe tijdsafhankelijkheid exp(jwt) verondersteld. Dat wil zeggen
dat de corresponderende velden in het tijddomein gevonden kunnen worden via een Fourier
transformatie van de vorm '

E(z,y,2) = %Re 7 P By, 2,0) explion) do, (2.3)

waarin F'(w) het spectrum van de exciterende puls voorstelt.

We zoeken nu naar oplossingen van (2.1) en (2.2) van de vorm

E(z,y,z,w). = e(z,y) exp[—v(w)z], (2.4)
H(I’ ¥, %, Lz)) = h(SE, y) exp[—'y(w)z], : (25)

waarin ofwel v = jk, met 0 < k, < w/c (voor een propagerende oplossing), ofwel 0 < v < oo
(voor een niet propagerende oplossing). Deze parameter beschrijft dus ofwel de propagatie
ofwel de demping in de richting van de staaf, d.w.z. de positieve z-richting.

Invullen van (2.4) en (2.5) in de veldvergelijkingen (2.1) en (2.2) en opsplitsen van de amplitudes
e en h en de gradiént operator V .in een transversale component met subscript T en een
longitudinale of z-component volgens

eT+izeza
hr +1i; k.,
V = Vr+1i,0,,

i~
I

leidt dan tot

i, (Vrxer) = —jwph,, (2.6)
Vre.+ver = —jwu(i, x hy), Q7N
i, - (Vr xhy) jwe e, (2.8)
Vrh,+vhr = jwe(i, x er). 29

I
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Hieruit kunnen de transversale veldcomponenten worden geélimineerd. Dit leidt tot twee
ontkoppelde tweede orde differentiaalvergelijkingen voor de “fundamentele onbekenden” ¢, en
h.. Na schaling van deze componenten vinden we uiteindelijk:

e: = (K49, (2.10)
he = (B +7) U, @2.11)
er = —7Vrie+ jwp(i. x Vo), (2.12)
hry = —y Vs — jwe (i. X V), (2.13)

waarin k£ % /¢ = w./eu en waarin 1.(x, y,w) en Yy (z, y,w) oplossingen zijn van de diffe-
rentiaalvergelijking:
[V + k7] Yen =0, (2.14)

. def .
waarin k% = k? + 2. Tenslotte moeten we nog de randvoorwaarden specificeren waaraan ),

en 1, moeten voldoen op de geleiders, d.w.z. op een grensvlak tussen een doordringbaar en
een elektrisch ondoordringbaar medium. Hierbij is belangrijk dat ¢, en v, elk op zich moeten
corresponderen met elektromagnetische velden die aan alle randvoorwaarden voldoen. In dit
geval wordt gebruik gemaakt van het gegeven dat de tangentiéle component van de elektrische
veldsterkte nul is op het grensvlak. Hieruit volgt dat

k. = 0, (2.15)
0 of .

5 U o Vo, = 0. (2.16)
7

In deze vergelijkingen is i,, de normaal op het betreffende grensvlak.

2.2 De circulaire golfgeleider

Voor de “ideale ” voorspanstaaf hanteren we het speciale geval waarin de golfgeleider circulair
symmetrisch is. We kiezen nu een zodanig cilindrisch codrdinatensysteem dat de z-as samenvalt
met de symmetrie-as van de configuratie. Zoals aangegeven in Figuur 2.1 bevindt de kern zich
in het gebied 0 < p < a en bevindt de binnenkant van de mantel zich op p = b. Tussen beide
geleiders bevindt zich di€lektrisch materiaal met een constante permittiviteit € en een constante
permeabiliteit .

In cilindrische codrdinaten gaat de differentiaalvergelijking (2.14) over in:
(0202 + p 8, + 02 + k2% then = O. (2.17)

Deze vergelijking kan worden opgelost met de methode van separatie van variabelen. Hiertoe

schrijven we
¥(p, 0, w) = R(p,w) D(p). (2.18)

Invullen van deze aanname geeft

62 + m?|®(p) =0 (2.19)
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e= Egroul ,IL: ,1'0

Figuur 2.1: Dwarsdoorsnede van de “ideale” staaf.

en
[0° 32+ p8, — m* + k70| Repp =0, (2.20)

waarin m een nog nader te bepalen constante is. Voor de oplossing van vergelijking (2.19) geldt
dat deze periodiek moet zijn met periode 2. Voor de oplossing van vergelijking (2.20) geldt
dat k% R.(p) = O en 8,Rx(p) = 0 voor p = a,b.

2.2.1 Een speciaal geval: de TEM modus

De meest eenvoudige oplossing van de differentiaalvergelijkingen (2.19) en (2.20) wordt ge-
vonden voor m = 0 en voor v = jk, = jk. Dan is dus k2 = k? — k? = 0. Uit (2.19) volgt
onmiddellijk dat in dat geval ®(¢) een constante moet zijn. Vergelijking (2.20) gaat dan over
in de differentiaalvergelijking '

[0 82 + pB,] Rep(p) =0, (2.21)
met als meest algemene oplossing
R n(p) = Aln(p) + B. (2.22)

Invullen van de randvoorwaarden leidt tot de conclusie dat R,(p) = B. Uit (2.10)~(2.13)
volgt dan dat e = 0 en h = 0, wat niet tot een zinvolle oplossing leidt. Voor R.(p) is
automatisch aan de randvoorwaarden voldaan, omdat k% = 0. Uit (2.10)—(2.13) volgt nu voor
de veldcomponenten:

ep(0,0) = —v0p%e(p) = —7 Alp, | (2.23)
ho(p,p) = —jwedpe(p) = —jwe A/p. (2.24)

De overige componenten zijn gelijk aan nul. Uit het feit dat v = —jk en uit (2.4) en (2.5) volgt
dat deze oplossing een elektromagnetische golf voorstelt, die zich met de lichtsnelheid voor
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het betreffende medium in de z-richting voortplant. Zowel het elektrische als het magnetische
veld staat loodrecht op de voortplantingsrichting. We spreken daarom van een transversaal
elektromagnetische of TEM golf. De meest opvallende eigenschap van deze oplossing is dat
deze voor alle waarden van w propageert.

2.2.2 Het algemene geval: TE en TM modi

De oplossing van (2.19) wordt gegeven door
D(p) = Pexp(jme) + Q exp(—jmep) (2.25)

waarin P en Q willekeurige, complexe getallen zijn. Omdat () een periodieke functie moet
zijn met periode 27 kan m alleen een geheel getal zijn. Invulien van deze waarde in (2.20) leidt
tot A
R(p) = A Jm(krp) + BYu(krp), (2.26)

waarin A en B nader te bepalen, complexe constanten zijn en J,,(-) en Y;,,(-) gewone Bessel
functies zijn van de orde m van de eerste en de tweede soort.

De coéfficiénten A en B volgen uit de randvoorwaarden. Voor 7.(p, ) volgt uit (2.15) dat
Ye(p, ) = 0 voor p = a en p = b. Invullen van de randvoorwaarde op p = a leidt tot

A = CYm(kTQ),
B = "CJm(kT(L),

met C een willekeurig complex getal. Invullen van (2.27) in (2.26) en opleggen van de rand-
voorwaarde bij p = b leidt dan tot de karakteristicke vergelijking

Yo (k@) I (kpb) — Jo(kpa) Yo (kpb) = 0. (2.28)

(2.27)

Uit (2.11) volgt voor het elektromagnetische veld dat met deze oplossing correspondeert dat
h, = 0. Het magnetische veld staat dus loodrecht op de voortplantingsrichting; we spreken
daarom van een transversaal magnetische of TM modus.

Voor ¥ (p, @) volgt uit (2.16) dat 3,3 (p, ¢) = 0 voor p = a,b. Dit leidt op soortgelijke wijze
tot

A = CY!(kra),

B = -CJ,(kra),
waar het accent differentiatie met betrekking tot het argument aanduidt. Invullen van dit resultaat
en de randvoorwaarde op p = b leidt dan tot:

Yo (kra) Jp, (krb) — J, (kra) Yo, (krb) = 0. (2.30)

(2.29)

Voor dit type oplossingen geldt dat e, = 0. Ze worden daarom transversaal elektrische of TE
modi genoemd.

Voor beide typen golven gelden de volgende opmerkingen:

e De karakteristicke vergelijkingen (2.28) en (2.30) moeten in het algemeen numeriek
worden opgelost. De oplossingen worden aangeduid met de index m en vervolgens voor
oplopende waarde van kr met een index n = 1,2,..., 0o. Bijvoorbeeld: de TEgs modus
correspondeert met de vijfde oplossing van (2.30) voor m = 0.
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e In de karakteristicke vergelijkingen komt de constante C' niet voor. Dit is het algemene
wiskundige principe dat homogene oplossingen van een differentiaalvergelijking op een
constante na bepaald zijn. Het ligt voor de hand om voor de constante C in elk geval een
reéle waarde te kiezen, omdat dan de oplossing (2.26) re€el blijft. De dan nog overblij-
vende vrijheid wordt gebruikt om in het koppelingsprobleem een geschikte normering in
te voeren.

¢ De frequentie w komt in geen van de vergelijkingen (2.25), (2.26) en (2.27)—(2.30) voor.
De frequentie is daarom alleen van invloed op de propagatiecoéfficiént in de z-richting,

die gevonden wordt uit
V= —k? =k} — P/ (2.31)

Uit deze vergelijking en (2.4) en (2.5) volgt dat de met een gegeven waarde van kr

corresponderende modus een veldoplossing voorstelt die in de z-richting vitdempt voor
0 < w < ckr en propageert voor cky < w < 0.

2.2.3 Consequenties voor het reflectieprobleem

Uitgangspunt is dat het spectrum van de exciterende spanningspuls zo wordt gekozen dat er in
de “ideale” staaf slechts één modus propageert. Omdat de TEM modus voor alle frequenties
propageert, moeten we dus zoeken naar de minimale waarde van kr voor de TE en TM modi.
Deze treedt in de praktijk altijd op voor de TE;; modus. Bij reflectie aan een overgang tussen
een ideale en een inhomogene staaf worden alleen hogere orde modi aangestoten waarvan de
veldcomponenten in dezelfde richting staan als de veldcomponenten van de TEM modus in de
“ideale” staaf. Bovendien moet het veld in de -richting op dezelfde manier variéren als dat van
deze modus, d.w.z. constant zijn. Voor het reflectieprobleem kunnen we ons daarom beperken
tot het analyseren van de TMy,, modi. De numerieke implementatie van beide stappen wordt
besproken in Hoofdstuk 5.

2.3 Equivalente transmissielijn

Voor de TEM modus geldt op grond van (2.4) en (2.5) dat het elektromagnetische veld geschreven
kan worden als '

E(p,z,w) = ep(p) exp(-jkz) ip’ (232)

H(p,z,w) = hy(p) exp(—jkz) i, (2.33)
met k = w/c = w,/Ep. Hierin worden e,(p) en h,(p) gegeven door (2.23) en (2.24) met
v = jk:

eolp,0) = —jkAlp, (2.34)
ho(p,p) = —jweA/p. (2.35)

Op grond van (2.32)—(2.33) kunnen voor deze oplossing een lokale spanning V(z) en een lokale
stroom /(=) gedefinieerd worden.



HOOFDSTUK 2. DE IDEALE STAAF 11

i i
I 0 Ldz p [+6 ldz
P— 0 P —
1 i
V 1 i 1V+§ Vdz
| N 1 z
1 Cdz i
¥ I ) [ *_
[ I

Figuur 2.2: Sectie van een equivalente transmissielijn.

Voor de spanning nemen we de gebruikelijke definitie E = —VV en beschouwen we de mantel
als referentiepunt. Het spanningsverschil tussen kern en mantel is dan gegeven door:

V(iz,w) = — /ba E,(p,z,w)dp = —jk Aln(b/a) exp(—jkz). - (2.36)

De stroom langs de kern volgt op de gebruikelijke manier uit een kringintegraal van de magne-
tische veldsterkte. Voor a < p < b leidt dit tot:

27
I{(z,w) = /0 H,(p, z,w) pdp = =27 jwe A exp(—jkz). (2.37)

Deze uitdrukkingen zijn identiek aan de spanning en de stroom in een homogene transmissie-
lijn zoals geillustreerd in Figuur 2.2. Deze transmissielijn wordt beschreven door de partiéle
differentiaalvergelijkingen:

8,V = —jwLl, (2.38)
8.1 = —jwCV. - (2.39)

De constanten L en C worden zo gekozen dat de impedantie en de snelheid voor beide systemen
hetzelfde zijn. Er moet dus gelden:

Combinatie van beide resultaten leidt onmiddellijk tot:

27e

~ In(b/a)’

L =L m@/a),

o (2.41)

Een meer gedetailleerde discussie van deze analogie is bijvoorbeeld te vinden in [4, 6].



Hoofdstuk 3

De inhomogene staaf

In dit hoofdstuk vervolgen we de analyse met een beschouwing van de inhomogene staaf. Net
als in Hoofdstuk 2 beperken we ons tot een circulair symmetrische situatie. Zowel de kern als
de mantel kunnen bedekt zijn met een laag roest; deze wordt benaderd door een doordringbaar
materiaal met een permittiviteit die ongeveer gelijk is aan die van vacuum e g & £¢ en een (hoge)
permeabiliteit 11z Tussen de kern en de mantel kunnen zich twee homogene gebieden bevinden
die gevuld zijn met lucht (permittiviteit €;, & &¢) of grout (permittiviteit e). In beide gevallen
is de permeabiliteit ongeveer gelijk aan die in vacuum, d.w.z. p; = ug = jo. De buitenkant
van de kern en de binnenkant van de mantel bevinden zich nog steeds op p = aen p = b. De
dikte van de roestlagen is respectievelijk Aa en Ab. Het grensvlak tussen beide tussengebieden
bevindt zich op py. Ter illustratie is een dwarsdoorsnede van de staaf geschetst in Figuur 3.1.

3.1 Velden in elk deelgebied

Bovengenoemde configuratie wordt opgesplitst in maximaal vier deelgebieden, waarin de elek-
trische materiaaleigenschappen constant zijn. De plaats van de verschillende gebieden en de
materiaaleigenschappen zijn voor de duidelijkheid nogmaals gespecificeerd in Tabel 3.1.

Zoals reeds is beschreven in Hoofdstukken 1 en 2, bevindt de staaf zich in het gebied z > 0
en wordt het elektromagnetische veld aangestoten door een TEM modus in een ideale staaf,
gevuld met grout, die zich in het gebied z < 0 bevindt. Dit betekent dat in de inhomogene staaf

Tabel 3.1: Verdeling van doorsnede van de inhomogene staaf in deelgebieden en bijbehorende
materiaalparameters.

][ Gebied ] Plaats ] Materiaal [ Permittiviteit | Permeabiliteit H
1. a<p<a+Aa roest £0 IR
2. a+ Aa < p < pg | lucht of grout ggofeg Mo
3. po < p < b— Ab | grout of lucht eq of g o
4 b—Ab<p<d roest €0 LR

12
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Figuur 3.1: Dwarsdoorsnede van de inhomogene staaf.

alleen modi worden aangestoten met dezelfde symmetrie eigenschappen en veldcomponenten
die gelden voor deze TEM modus. Voor het geval van de inhomogene golfgeleider worden
daarom alleen veldverdelingen onderzocht waarvan de veldverdeling niet van de hoek ¢ afhangt
en waarvoor alleen E,(p, z,w) en H,(p, z,w) van nul verschillen in het vlak z = 0. Dit zijn
weer de zogenaamde TMy,, modi.

Naast bovengenoemde veldcomponenten verschilt ook E,(p, z,w) van nul. De eerste van de
gezochte oplossingen heeft een longitudinale component E,(p, z,w) = 0 en correspondeert in
de limiet met de TEM modus in een homogene golfgeleider. In het algemeen propageert alleen
deze zogenaamde quasi-TEM modus in de inhomogene staaf. We nummeren deze modus als
TMgg, zodat de correspondentie in de nummering van de niet propagerende modi van hogere
orde gehandhaafd blijft.

Op grond van dezelfde redenering als in Paragraaf 2.2 geldt dat het veld de vorm (2.4) en (2.5)
aanneemt. Voor de veldverdelingen e(p) en h(p) binnen elk van de homogene deelgebieden
gegeven in Tabel 3.1 vinden we weer:

ex(pw) = (k+7°) Ye(p,w), (3.1)
ep(paw) - "78p¢e(p1w)a (32)
h‘P(paw) = —jwep 3,;%(;0,&)), 3.3)

waarin p het nummer van het betreffende gebied aangeeft en waarin 1.(p,w) een oplossing is
van de differentiaalvergelijking

[0%8; + 8, + (K} + 1) ] e, w) = O, (3.4)

met
k2 = Wieppy. (3.5)

Aan de randvoorwaarden op de grensvlakken tussen de verschillende gebieden kan alleen
worden voldaan voor alle waarden van z als de constante ¥ = jk, voor alle gebieden dezelfde
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waarde aanneemt. Deze is ofwel reéel met 0 < v < oo ofwel zuiver imaginair met 0 < &, <
wmax{,/Efl, | p = 1,..., P} waarin P het totale aantal homogene deelgebieden is. De
bovengrens van het k.-interval wordt bepaald door het feit dat in elk van de deelgebieden een
volledig stelsel oplossingen moet worden gekozen, d.w.z. dat k2 = kZ+* = k2 — k2 het hele
interval van nul tot oneindig moet doorlopen. Omdat k; per gebied een verschillende waarde
kan aannemen, kan ook het geval kﬁ)T = —&;T < 0 voorkomen.

Voor !cf,’T > 0 vinden we dezelfde oplossing als in (2.26), maar nu alleen voor m = O:

%De(ﬂ,w) = Ap Jﬁ(kp,’l’p) + Bp Yb(k ,Tp)- (36)

Voor k;T < 0 schrijven we de oplossing in termen van gemodificeerde Bessel functies van de
orde O:
Ve(p,w) = Ap Io(Kp,rp) + By Ko(Kp,rp). (3.7)

In beide gevallen zijn A, en B, nader te bepalen constanten.

3.2 Randvoorwaarden

De waarden van de constanten A, en B, volgen uit de randvoorwaarden. Op grond van (3.1)
geldt evenals in Paragraaf 2.2 dat v.(p) = 0 voor p = a en p = b. Op numerieke gronden is het
voordelig om de analyse bij p = a te beginnen. Opleggen van de randvoorwaarde leidt tot

A = CYy(kira) |
B, = —CJykira) (3.8)

voor ki > Oen

Al = CK()(K,I‘TG,)
BI = ~CI()(}"31’TCI,) (39)

voor &% = —k{ > 0.

Bij de overgang tussen twee verschillende gebieden p en ¢ wordt de continuiteit van de tangentiéle
veldcomponenten e, en h, gebruikt om de coéfficiénten in één gebied uit te drukken in de
coéfficiénten in een aangrenzend gebied. Omdat we met (3.8) of (3.9) beginwaarden hebben
kunnen we op deze manier v.(p) vinden voor het hele interval ¢ < p < b. Continuiteit van
e, leidt met (3.1) tot de conclusie dat 1/.(p) continu moet zijn aan het grensvlak p = p,,.
Continuiteit van h,, leidt met (3.3) tot dezelfde eis voor € 8,9 (p).

In deze context zou het te ver voeren om alle details van de analyse op te nemen. We beperken
ons daarom tot het geven van de eindresultaten. Als het veld in beide media beschreven wordt
door gewone Bessel functies zoals gegeven in (3.6) vinden we:

k meE
Ay = BT ik, ) (Ay ki ) + By Vil o)}
q

k k
— P»Tgp,qﬂ- k_ag Yﬂ(kq,Tpp,q) {Ap J()(k} T »ap,q) + Bp %(kp,f{‘ pp,q)} (3.10)
g,
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cn

k Tk
B, = P,Tgp’q k—-—p’; Ji (kq,Tpp,q) {Ap Jolkp.T Pp,g) + B, %(kp,T pp,q)}
q, :

k TE .
e —p,Tgp,q S_P Jg(kq’”[ﬂp,q) {Ap Jl(kp,T pp,q) + Bp Yl(kP,T Pp,q)}- (3' 1 1)
q

Als de oplossing in medium p gegeven wordt door gemodificeerde Bessel functies zoals gegeven
in (3.7) vinden we: :

A, = KP,TZ'OP"?W % Yi(kq.rPp.q) {Ap Io(kp,r p.g) + Bp Ko(kip7 Pp.q)}
_ —”p’szp:q” gz;.}@(kq,wp,q) {4p Li(kp, pp0) = Bo Ki(kpr 0pg)}  (3.12)
en «
By = - }%ZM %:% Ji(kq,70p,0) {Ap o(KpT Ppg) + Bp Kolkp,r £p0)}
+ KJP’TSP,Q’R— Z_Z- Jo(kq,10p.0) {Ap Li(kp. £p.g) = By Kilkpr ppg)}-  (3:13)

In dit geval leidt verwisseling van p en ¢ tot een andere fysische situatie. Daarom drukken we
ook A, en B, uit in A, en B,. Dit leidt tot

£
Ap = —korppg g_q Ko(kp1Pp,q) {Aq Ji(kqr ppg) + Be Yi(kor ppg)}
P
k
~ kg TPpg ’:—’: K (kp1ppq) {Aq Jolkgr Ppa) + By Yolker ppg)} (3.14)
P,
en
€
B, = kyrppg -f To(kgrpp.q) {Aq Ji(kqr ppg) + By Yi(ker o)}
P

k
—kq1Ppyg ;,i $i(kp1pp,) {Aq Jolkqr Ppg) + By Yolker ppg) }- (3.15)
P

Vergelijkingen (3.14) en (3.15) zijn uiteraard de inverse van (3.12) en (3.13). Ten slctté geven
we het resultaat voor oplossingen die zowel in gebied p als in gebied g beschreven worden door
gemodificeerde Bessel functies:

K T
Ay = KpThPpg I:T Ki(“q,Tpp,q) {4, IO(“p,T pp,q) + B, KO(K;P,T pp,q)}
q,

€
+ Kp,TPpyg g_p Ko(kerPp,e) {Ap Ti(KpT Pp.g) — Bp Ki(Kip,r Ppg)} (3.16)
q

€n

Kp,T
By = KpTPpyg ":T Ii(Kq,7Pp,q) {Ap Lo(Kp,T Pp.g) + Bp Ko(kp1 ppg) }
q,

=
— Kp,TPpg S_p Io(Kq,rPpq) {Ap Ih (’fp,T Ppg) — Bp Ki(kp1 /)p,q)}~ (3.17)
q

" De combinatie van de stelsels (3.10)—(3.11), (3.12)—(3.13), (3.14)—(3.15) en (3.16)—(3.17) maakt
het mogelijk om elk randwaardeprobleem aan het grensvlak tussen twee media op te lossen.
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3.3 Shooting method

Als we voorlopig C = 1 kiezen in (3.8) of (3.9) en P verschillende gebieden onderscheiden
tussen kern en mantel, kunnen we dus door herhaalde toepassing van de randvoorwaarden
de coéfficiénten Ap en Bp bepalen in de oplossing voor het gebied P dat aan de mantel
grenst. Opleggen van de randvoorwaarde 9.(b,w) = 0 leidt dan met (3.6) of (3.7) tot de
karakteristieke vergelijking voor de TMy, modi in een inhomogene golfgeleider. Evenals (2.28)
moet deze vergelijking numeriek worden opgelost. De gevonden veldverdeling is wederom op
een constante na bepaald, die kan worden gebruikt om een geschikte normering te kiezen.

De hierboven beschreven procedure, waarbij we op grond van de randvoorwaarde bij p = ¢
de beginwaarden A, en B, kiezen, randvoorwaarden op P — 1 grensvlakken opleggen, de
coéfficiénten in P gebieden bepalen en in het laatste gebied een randvoorwaarde opleggen om
de propagatiecoéfficiént y te vinden, staat in de literatuur bekend als een “shooting method”. Uit
het feit dat k, 7 en k,  van de frequentie w afhangen volgt dat deze procedure voor elke nieuwe
frequentie dient te worden herhaald. De numerieke implementatie hiervan wordt besproken in
Hoofdstuk 5.



Hoofdstuk 4

Het reflectieprobleem

Nu de modi in de ideale en in de inhomogene staaf bekend zijn, kunnen we deze kennis
gebruiken om het reflectieprobleem op te lossen. We generaliseren hiertoe een idee dat door
Collin is beschreven voor de overgang van een homogene naar een inhomogene rechthoekige
golfpijp [2, pp. 546-556]. Voordat we de gevolgde oplosmethode beschrijven moeten we eerst
een orthogonaliteitsrelatie afleiden voor de modi in een golfgeleider.

4.1 Orthogonaliteit en normering van modi

In de Hoofdstukken 2 en 3 hebben we gevonden dat we de analyse mogen beperken tot de
zogenaamde TMy, modi, met n = 0,..., co, waarbij de modus met n = 0 de TEM of quasi-
TEM modus voorstelt. Aangezien de index m altijd de waarde 0 aanneemt, wordt deze in
het vervolg niet meer expliciet aangegeven. Tevens laten we de frequentie-afhankelijkheid
onvermeld.

De gevonden veldverdeling wordt aangeduid met E,, en H,, en voldoet aan de vergelijkingen van
Maxwell (2.1) en (2.2). In deze paragraaf leiden we een relatie af tussen twee modi in dezelfde
golfgeleider. Ook hier volgen we Collin [2, pp. 416-419]. Deze relatie wordt dan gebruikt om
een inwendig product te defini€ren ten opzichte waarvan de modi orthogonaal zijn. Met behulp
van dit inwendig product wordt ook de normering bepaald.

Voorlopig is het voldoende om aan te nemen dat de golfgeleider uniform is in de z-richting,
dat deze bestaat uit een aantal homogene deelgebieden, en dat de dwarsdoorsnede eindig is en
begrensd wordt door ideaal geleidende oppervlakken. Een illustratie van zo’n dwarsdoorsnede
is gegeven in Figuur 4.1.

Laat een andere modus gegeven zijn door E, en H,. Dan volgt uit het feit dat voor beide modi
het elektromagnetische veld aan de vergelijkingen van Maxwell voldoet dat in elk homogeen
gebied geldt dat:

V-(E,xH,—E,xH,)=0. (4.1)

Als we nu gebruik maken van de voorstelling (2.4)—(2.5), dan kunnen we voor E,, en voor H,,
schrijven:

En(p,z) = en(p) CXp(—-’ynZ), (42)

17
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Figuur 4.1: Dwarsdoorsnede van een algemene inhomogene golfgeleider.

H.(p,2z) = hu(p) exp(—7nz), | (4.3)

met 7, de propagatiecoéfficiént die met deze modus correspondeert. Substitutie van deze
uitdrukkingen en een vergelijkbare vorm voor E,; en H; in (4.1) leidt dan tot

VT . (en X hgf— € X hn) = (’}fn -+ ’}’g) [iz . (en X hg — €y X hn)] (44)

in elk homogeen deelgebied. Vervolgens integreren we (4.1) voor een vaste, gegeven waarde
van z over de totale dwarsdoorsnede A tussen de geleiders. Dit leidt tot

(Y + 72) f/Aiz.(enxhe—eexhn)ds=fcin-(enxhe-eexh,,)szo. (4.5)

Hierin is i,, de normaal op het geleidende oppervlak; deze ligt volledig in het dwarsvlak. In de
afleiding is gebruikt dat i,, X e, en i, x h,, continu zijn op het grensvlak tussen twee homogene
deelgebieden en dat i, x e,, = 0 op het oppervlak van een elektrisch ondoordringbaar medium.

Op grond van symmetrie geldt verder dat met elke modus van de vorm (4.2)—(4.3) een tweede
oplossing van de Maxwell vergelijkingen correspondeert, die in de negatieve z-richting propa-
geert of dempt. Deze wordt verkregen door de substitutie

€,.r — e,r,

€nz — —ECnaz,
hn,T - _hn,Ta
hn,z - hn,m
T 7 —Tae

Voor deze oplossing en {e,, h,} stellen we een soortgelijke relatie op als (4.5). Lineaire
combinatie van beide resultaten leidt dan tot de conclusie dat voor v,, # ve:

f fA i, - (en x he)dS = 0. (4.6)
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Vergelijking (4.6) staat bekend als een reciprociteitsrelatie tussen twee modi.

In de circulaire configuraties die wij bestuderen geldt op grond van (2.12)—(2.13) en (3.2)-(3.3)
dat

enp(D) = —Tn0p¥a(p) 4.7
hno(p) = —jwe(p)d,¥n(p) (4.8)

de enige relevante veldcomponenten zijn. Hierin is het subscript e bij ¢ weggelaten, omdat
alleen de “elektrische” golffuncties van belang zijn. Invullen van deze uvitdrukkingen in (4.6)
leidt onmiddellijk tot:

[ 0e0) dptn() d0p) dp =0, +9)

voor n # £.

Voor een verliesvrij medium, zoals we in deze studie beschouwen, nemen de functies {4, }
alleen re€le waarden aan. In dat geval is het linkerlid van (4.9) een inwendig product. Voor
het algemene geval van verliezende media kan het in elk geval worden opgevat als een product
operator voor twee functies van p. Dit functieproduct kan ook worden gebruikt om de functie te
normeren. Voor een modus in een ideale staaf kiezen we de constante C in (2.27) zodanig dat

[ elosn(oP do=1. (4.10)

Voor een modus in een inhomogene golfgeleider is de permittiViteit niet langer onafhankelijk
van p. Om dezelfde dimensie te houden als in (4.10) introduceren we de relatieve permittiviteit

e-(p) def £(p)/zq en kiezen we C in (3.8) of (3.9) zodanig dat

[ oeco) Bone P dp= 1. @11)

Hiermee zijn de modi op een teken na gespecificeerd en kunnen we overgaan tot de oplossing
van het reflectieprobleem.

4.2 Formulering van het reflectieprobleem

We beschouwen nu de situatie dat zich in het gebied —co < 2z < 0 een ideale staaf bevindt zoals
beschreven in Hoofdstuk 2 (gevuld met grout met permittiviteit £¢) en voor 0 < 2z < oo een
inhomogene staaf zoals beschouwd in Hoofdstuk 3. De afmetingen van de kern en de mantel
nemen we in beide gevallen gelijk. Een schets van deze situatie is gegeven in Figuur 4.2.

Vanuit het gebied z < 0 valt een TEM modus in, die zo ver van het grensvlak is ge€xciteerd dat
bij z = 0 alle modi van hogere orde zijn uitgedempt. Omdat het hele probleem lineair is mogen
we deze modus een amplitudo geven die gelijk is aan ag = 1. Doel van de analyse is om de
reflectiecoéfficiént te vinden, die in dit geval gelijk is aan de amplitudo van de gereflecteerde
TEM-modus.

De oplossing wordt gevonden door de continuiteit te eisen van die veldcomponenten die aan
het grensvlak z = O continu zijn, d.w.z. de transversale componenten E, en H,. We dienen
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Figuur 4.2: Situatieschets van het reflectieprobleem.

hierbij rekening te houden met het feit dat alle TM,,, modi in beide media bij reflectic worden
aangestoten. De niet propagerende modi van hogere orde dempen snel uit in de positieve en
negatieve z-richting, zodat in 2z < 0 uiteindelijk weer alleen een TEM modus overblijft.

Uit (4.7) en (4.8) blijkt dat we voor E,(p, z) en H,(p, z) voor z T 0 kunnen schrijven:

o0

Ey,(p,0) = (14 Ro)mol(p)+ D anna(p), (4.12)
: 1

n==

o0
Hyu(0,0) = (1= Ro)mo(p) — D an Yintn(p). (4.13)
n=]
In (4.12) en (4.13) zijn de {a,} nader te bepalen constanten, is 7o(p)  1/p (zie ook (2.23) en
(2.24)) enis n,(p) x 8,9 »(p) zoals gevonden in (2.26). De admittantie Y; ,, volgt ook uit (4.7)
en (4.8) als:
. waG
Yin ’
waarin v, , de propagatiecoéfficiént in de ideale staaf voorstelt. Ten slotte volgen de tekens in
(4.13) uit het feit dat het gereflecteerde veld in z < 0 in de negatieve z-richting propageert of
uitdempt.

Yin

)

(4.14)

Op soortgelijke wijze schrijven we voor z | O:

Eyo(p,0) = D b Calp), (4.15)
n=0

Hyo(p,0) = > baYanea-(p)a(p). (4.16)
n=0

Hierin is (,(p) o 8,42, (p) met 1, »(p) zoals gegeven in (3.6) en (3.7). Omdat het medium nu
inhomogeen is, moet de definitie van Y ,, iets worden aangepast:

YE’.,n = jwsoa (417)
Y2,n

waarin 7, ,, de propagatiecoéfficiént in de inhomogene staaf voorstelt. De relatieve permittiviteit
£2»(p) komt nu expliciet voor in (4.16).

De normering van de functies {n, } en {{,} wordt gekozen zoals gevonden in (4.9), (4.10) en
“4.11):

fa ' P 11m(p) M(p) dp = by (4.18)
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[ 0226 6nl6) 6(0) dp = B @)

Hierin is 6, het zogenaamde symbool van Kronecker, dat gelijk is aan één voor m = n en
gelijk aan nul voor m # n.

Op grond van continuiteit mogen we nu stellen dat

E1,(p,0) = B3 ,(p,0) € E(p), (4.20)
H,4(p,0) = Hy,(p,0) & H(p). (4.21)

Combinatie van (4.20) met (4.12), (4.15), (4.18) en (4.19) leidt dan tot
b
1+ Ry = / p E(p) mo(p) dp,
b
an, = / p E(p)nai(p) dp voor n > 0, (4.22)
ab .
b = [ 0 B(p)22s(p) Gnlp) dp

Invullen van deze resultaten en (4.13) en (4.16) in (4.21) leidt vervolgens tot

i;gzno(p) / "o B () dif = / " Golo') 4 (D) g, (4.23)
waarin '
n_ o= Yin =N , ,
Glol) = 2 3 (o) () + z_:o—}-/l—geh(p) G () Gm(0) 24 (0)- (4.24)

In de volgende paragraaf zal blijken dat het quotiént (1 — Rp)/(1 + Ryp) in (4.23) op een
constante na gelijk is aan de ingangsimpedantie van de inhomogene staaf. We korten deze
grootheid daarom af als Vin. De relatie (4.23) is geldig voor elke p in het interval ¢ < p < b.
Aangezien we alleen geinteresseerd zijn in de waarde van de constante Vin, mogen we (4.23)
vermenigvuldigen met een geschikt gekozen functie p F(p) en het resultaat integreren van
p = a tot p = b. Dit resulteert in

Ym/ p Ei(p) no(p) dp / P E(p 770(P )dp' = / / pEl(p G(plp") o' E(p') dp'dp.
(4.25)
In deze vergelijking moeten we E(p) zodanig kiezen dat een substitutie van de vorm

pEi(p) — pEi(p)+5Fi(p),
pE(p) — pE(p)+6F(p),

waarin § F} (p) en 6 F (p) kleine verstoringen zijn, slechts een tweede orde effect heeft op ¥;,,. Dit
blijkt te lukken als we E(p) gelijk kiezen aan E(p). Voor de genormeerde ingangsimpedantie

vinden we dan b b :
fafapE(p)G(plp) E(¢)dpdp’  (4.26)

7, = \
{2 0 E(p) no(p) dp}”
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Deze formule lijkt sterk op het resultaat voor een inhomogene rechthoekige golfgeleider dat
beschreven wordt in [2, p. 552]. Het belangrijkste verschil is dat €, ,(p) expliciet voorkomt in
de definitie van G{p|p’). '

De vorm (4.26) wordt een variatie uitdrukking genoemd. Het belangrijkste voordeel van een
dergelijke uitdrukking treedt op in de numerieke implementatie. Uiteraard kunnen we slechts
een eindig aantal modi meenemen. We moeten dus de sommaties in (4.12)-(4.16) en in (4.24)
afkappen bij goed gekozen waarden n = N en m = M. Dit betekent dat we E(p) slechts met
een beperkte nauwkeurigheid kunnen bepalen. Door ¥, vervolgens te berekenen uit (4.26) en
niet uit bijvoorbeeld (4.22), vinden we deze parameter met een “kwadratische” nauwkeurigheid.
Hierdoor blijft het aantal mee te nemen modi beperkt en de numerieke berekening praktisch
uitvoerbaar.

Voor het uitwerken van de variatie uitdrukking voor de afgekapte ontwikkeling gaan we als
volgt te werk. Laten we eerst E(p) benaderen door

N
E(p) = Z n N (0)- (4.27)

n=0

Uit (4.26) volgt dat we in deze benadering één constante vrij mogen kiezen omdat F(p) twee
keer voorkomt in zowel de teller als de noemer. Als we vasthouden aan de keuze ag = 1 is de
noemer in (4.26) alvast gelijk aan één, zodat we die niet meer hoeven te berekenen. Invullen
van (4.27) in (4.26) geeft dan

N N
Yin =233 9panaq, (4.28)
p=lg=1
waarin de matrixelementen {g, ,} gegeven worden door
= Yin — Ya,m
EDY Y. On,p Om,g + BN Qpm Qg m- (4.29)
n=1 ) mz=0 B

Hierin stelt @, ,, de koppelingsintegraal voor tussen modi in gebied 1 (de ideale staaf) en gebied
2 (de inhomogene staaf):

Qo & [ 0m(0) 2, 6) o) . (430

De waarden van de coéfficiénten {a,|n = 1,..., N} worden bepaald door gebruik te maken
van het feit dat (4.28) nu een stationaire uitdrukking is, d.w.z. dat differentiatie naar de waarde
van één coéfficiént a, nul moet opleveren. Uitvoeren van deze differentiatie leidt dan tot het
stelsel lineaire vergelijkingen:

Y 9rg g = —8r0 G0 = —Gro, (4.31)
g=1

voorr =1,..., V.

De waarde van Y;, kan dus gevonden worden door de integralen {Q, .} te bepalen, daaruit de
matrix elementen {g, .} te berekenen, het stelsel (4.31) op te lossen en de gevonden waarden van
{a,} in (4.28) te substitueren. Hierbij dienen we er rekening mee te houden dat de admittanties
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{Yi.} en {Ya2.,} zoals gedefinieerd in (4.14) en (4.17) zuiver imaginair zijn voor n > 0 en
m > 0. We zullen de hierboven beschreven berekening dus in termen van complexe grootheden
moeten uitvoeren.

We merken op dat zowel voor het bepalen van de normering zoals gegeven in (4.18) en (4.19)
als voor het bepalen van de koppelingsconstanten gevonden in (4.30) integralen van produkten
van twee Bessel functies van de orde 1 moeten worden berekend. Met de methode besproken
in [1] zijn voor deze integralen analytische uitdrukkingen afgeleid. De beschikbaarheid van
deze integralen is de tweede omstandigheid die een redelijk effici€nte numerieke berekening
mogelijk maakt. In totaal zijn acht verschillende integralen berekend en geprogrammeerd. Het
zou te ver voeren om de berekening van deze integralen hier in detail te beschrijven.

Ten slotte moeten we nog aandacht besteden aan de oneindige sommatie over m in (4.29). Het
idee is om deze sommatie af te kappen bij een zo grote waarde van m = M dat elk van de
functies 7, (p) in (4.27) met voldoend grote nauwkeurigheid kan worden voorgesteld door een
lineaire combinatie van de functies {((p)}.

4.3 Equivalente netwerkparameters

Nu de reflectiecoéfficiént Ry in principe bekend is, kunnen we de equivalente netwerkparameters
bepalen voor de inhomogene golfgeleider. Zoals reeds is besproken in Paragraaf 2.3, gaan we
uit van referentiewaarden voor de ideale transmissielijn. Voor de reflectiecoéfficiént bij een
overgang tussen een ideale en een inhomogene transmissielijn schrijven we:

R():Y}d—yi

—_— 4.32
Vi ¥ Vi (432)

(zie ook Appendix B). Hierin stelt ;4 = 1/C;4/ L;4 de admittantie van de ideale staaf voor, zoals
die volgt uit (2.41), en Y;,, de admittantie van de inhomogene staaf. Oplossen van Y;,, uit (4.32)
geeft:

1 — Ry
14+ Ry
zodat de in Paragraaf 4.2 berekende grootheid inderdaad op een constante na de admittantie van
de inhomogene staaf bepaalt.

Met deze grootheid identificeren we het netwerk equivalent Y;,, = \/’ Cin/Lin. Als we verder

de snelheid van de propagerende modus relateren aan c;, = 1/v/L;,C}n, dan kunnen we de
parameters van het equivalente netwerk eenvoudig bepalen:

Cin = in/cin Lin = 1/(}/1,1161,11) (434)

Yin = Yia, (4.33)

Hiermee is het theoretische gedeelte van de analyse afgerond.

Voor de netwerkparameters van een radieel inhomogene circulaire golfgeleider kunnen ook
quasi-stationaire, benaderde uitdrukkingen worden afgeleid. De capaciteit per meter C blijkt in
deze benadering een functie te zijn van de permittiviteit van de lagen tussen kern en mantel en
de diktes van deze lagen. De zelfinductie per meter L wordt bepaald door de permeabiliteit van
de lagen en de laagdiktes. De betreffende uitdrukkingen staan beschreven in Appendix A.
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Numerieke implementatie

In dit hoofdstuk bespreken we de wijze waarop de in Hoofdstukken 2-5 ontwikkelde theorie
numeriek is geimplementeerd. Dit hoofdstuk is onderverdeeld in twee paragrafen. Allereerst
beschrijven we de gebruikte numerieke methoden. Waar mogelijk vermelden we ook de bron
van de gebruikte public-domain software. Vervolgens wordt ingegaan op de ontwikkelde
programmatuur.

5.1 Gebruikte numerieke methoden

De eerste stap in de numericke implementatie was het vinden van geschikte programmatuur voor
het berekenen van Bessel functies van gehele orde en re€el argument. De betreffende routines
zijn ontleend aan [5]. Het algemene idee is om de functies van orde nul (dus Jo(-), Y5(-), Io(-),
Ko(+)) en de corresponderende functies van de orde één te benaderen met een Padé benadering
(een quotiént van twee polynomen) en vervolgens de functies van hogere orde recursief te
berekenen. De in [5] beschreven routines zijn iets aangepast zodat bijvoorbeeld Jy(-) en Yy(+)
of J,(-) en J,4(-) simultaan worden uitgerekend. Dit scheelt ongeveer een factor twee in de
benodigde rekentijd.

Voor het bepalen van de nulpunten is gebruik gemaakt de methode van Muller [7]. Deze
methode convergeert ongeveer even snel als bijvoorbeeld de meer bekende Newton-Raphson
methode, maar heeft het voordeel dat geen afgeleiden hoeven te worden uitgerckend van de
functie waarvan het nulpunt moet worden bepaald. Een mogelijk nadeel is dat per interval
slechts één nulpunt mag voorkomen en dat de functie waarvan het nulpunt moet worden bepaald
lokaal benaderd moet kunnen worden met een kwadratische functie. Het eerste probleem is
opgelost door een geschikte stapgrootte voor kr of kr te kiezen. Als onbekende is steeds het
(dimensieloze) product van dit transversale golfgetal met de binnendiameter a gehanteerd. Het
tweede probleem is opgelost door waar nodig cerst een aantal bisecties uit te voeren om het
zoekinterval voldoende te verkleinen.

Zoals reeds is opgemerkt in Paragrafen 3.2 en 4.2 kan het opleggen van de randvoorwaarden, het
normeren van de functies {4 ,(p)} en {¢.,.(p)} en het bepalen van de koppelingscoéfficiénten
{Qpm} analytisch gebeuren. Hiervoor zijn een aantal subroutines geschreven, die elk één
specifieke combinatie van Bessel functies aan weerszijden van de overgang tussen de ideale en

24
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de inhomogene staaf behandelen.

Ten slotte moet het stelsel lineaire vergelijkingen (4.31) worden opgelost. De systeem matrix
van dit stelsel is symmetrisch en diagonaal dominant. Echter, de diagonaalelementen nemen
snel af voor toenemende ¢ in (4.31). Daarom is ervoor gekozen om de symmetrie op te geven ten
koste van een betere numericke conditie. Dit gebeurt door, voordat het stelsel wordt opgelost,
elke rij door het diagonaalelement te delen. Vervolgens wordt het stelsel opgelost met behulp
van LU-decompositie [3]. Vanwege het feit dat Yo en Y, zuiver reéel zijn en de overige
“admittanties” van dit type zoals gedefinieerd in (4.14) en (4.17) zuiver imaginair, moeten we
deze berekening en de daarop volgende berekening van de reflectiecoéfficiént complex uitvoeren.
In het algemeen zal ook R, complex zijn. Dit betekent niet dat er energie verdwijnt; R, bevat
dan een faseverschuiving ten gevolge van de aanwezigheid van reactief vermogen in de buurt van
het grensvlak tussen de ideale en de inhomogene staaf. In dat geval blijft de frequentie-domein
versie van de LCRG transmissielijn onverkort toepasbaar, maar moet in een tijddomein versie
rekening worden gehouden met nawerking.

5.2 Ontwikkelde programmatuur

Voor het berekenen van de eigenschappen van een inhomogene staaf van een gegeven samenstel-
ling zijn een aantal programma’s ontwikkeld. Deze maken alle gebruik van een bibliotheek van
ongeveer veertig subroutines, waarvan het merendeel in het kader van deze studie is ontwikkeld.
De overige zijn geput uit [3] en [5]. Alle programma’s maken gebruik van dezelfde invoerfile
CONFIG.PAR. Deze file spreekt eigenlijk voor zich. De enige parameter die een toelichting
verdient is de eerste, zogenaamde configuratieparameter. Dit is een viercijferig geheel getal dat
‘bestaat uit nullen en enen. Het cijfer 1 betekent een afwijking van de ideale staaf die roestvrij
is en geheel gevuld met grout. Het eerste cijfer slaat op de aanwezigheid van roest‘_op de kern.
De tweede en derde cijfers beschrijven de materi€le samenstelling van de binnenste en buitenste
tussenlaag. Het vierde cijfer betreft de aanwezigheid van roest aan de binnenkant van de mantel.

Zo betekent de combinatie 0101 bijvoorbeeld een schone kern in lucht, een overgang naar een
laag grout en roest aan de binnenzijde van de mantel.

De hoofdprograrmna s zijn:

STAAF Dit programma berekent voor €én enkele configuratie de reflectiecoéfficiént, de genor-
meerde snelheid van de propagerende quasi-TEM modus en de equivalente netwerkpara-
meters L, en C,. Voor dit laatste wordt uitgegaan van het re€le deel van de reflectiecoéf-
ficiént. Verder geeft het programma de netwerkparameters voor de ideale staaf die als
referentie dient, en de laagste afsnijfrequentie voor deze staaf. Uit deze frequentie wordt
de kortste tijdsduur voor een sinus-kwadraat puls bepaald en de vergelijkbare tijdconstante
voor een Gausse puls. De exacte vorm van beide pulsen is:

V() = V,sin*(xt/T) [u(t)-d(t-T)], (5.1)
V() = Vo exp(—t*/T?), (5.2)

‘waarin V; een amplitudo voorstelt en Z/(t) de eenheids stapfunctie in de tijd. De gegeven
waarden zijn slechts indicatief, omdat het frequentie-spectrum van beide pulsen oneindig
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breed is. Hetcriterium voor het verwaarlozen van frequentiecomponenten voor frequenties
|w| > wy is daarom enigszins subjectief en hangt onder ander samen met de beschikbare
meetnauwkeurigheid. Dit wordt in meer detail beschreven in Appendix C.

MODUS1 Dit programma maakt het mogelijk de veldverdelingen van de hogere orde modi
van de ideale staaf te bekijken. Per modus worden e,(p) en h,(p) geplot. Om deze
verdelingen goed zichtbaar te maken worden de veldverdelingen elk apart genormeerd
op de maximale grootte in het interval @ < p < b. Dit programma is niet nodig voor de .
berekening van de netwerkparameters; alle programma’s rekenen de afsnijfrequenties van
de hogere modi van een ideale staaf apart uit.

MODUS2 Dit programma maakt het mogelijk de veldverdelingen van de modi van de inho-
mogene staaf te bekijken. Per modus worden e,(p), e.(p) en h,(p) geplot. Om deze
veldverdelingen goed zichtbaar te maken worden de elektrische veldcomponenten e,(p)
en e.(p) genormeerd op de maximale grootte van beide componenten en wordt h,(p)
onafhankelijk op dezelfde manier genormeerd. De getoonde veldwaarden beslaan het
interval vanaf de roestlaag, als deze aanwezig is, en anders vanaf de betreffende geleider.
Ook dit programma is niet nodig voor de berekening van de netwerkparameters; alle
programma’s rekenen de propagatieconstanten voor de modi van een inhomogene staaf
apart uit. Het geeft echter wel een goed inzicht in de veldverdelingen die in zo’n staaf
kunnen bestaan.

STAVEN Met dit programma kunnen, uitgaande van een in de file CONFIG.PAR opgegeven
standaard configuratie, de frequentie w, de plaats van het interface tussen lucht en grout
en de dikte van de roestlaag of roestlagen worden gevarieerd. Voor elke waarde van
de variérende parameter worden de reflectiecoéfficiént Ry, de genormeerde snelheid
v/cy in de inhomogene staaf en de equivalente netwerkparameters L, en C, berekend
en opgeslagen in de file STAVEN.OUT. Voor de parameter die verandert wordt de in
CONFIG.PAR opgegeven waarde uiteraard genegeerd. Dit met uitzondering van de dikte
van de roestlaag, waar Aa de maximale dikte van een of beide roestlagen voorstelt.

PLAAT Met dit programma kunnen de uitkomsten van programma STAVEN grafisch worden
weergegeven. De uitvoer komt op het scherm van de PC of in een grafisch formaat naar
keuze in een file die naar een printer of plotter kan worden gestuurd.

Alle programmatuur is gecompileerd in Salford Fortran. Voor de rekenprogrammatuur is verder
gebruik gemaakt van in het public domain beschikbare software. Voor de grafische software is
gebruik gemaakt van de NAG Graphics Library. Voor het gebruik van deze library buiten de
campus van de Technische Universiteit Eindhoven dient een licentie te worden aangeschaft.
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Numerieke resultaten

Het ontwikkelde programma is uitgeprobeerd voor een aantal verschillende configuraties. Omdat
het programma met dit rapport wordt meegeleverd is het niet nodig hier meer dan één configuratie
te bespreken. Bespreken van de resultaten voor deze configuratie is wel zinvol, omdat hieruit
enkele voorlopige conclusies kunnen worden getrokken over de toepasbaarheid van het LCRG
model. De gebruikte configuratie is gekozen naar aanleiding van eerdere gesprekken met de
opdrachtgever en is gespecificeerd in Tabel 6.1. De waarde voor de permeabiliteit van roest, die
aanvankelijk onbekend was, is ontleend aan de waarde die in de olie-industrie wordt gehanteerd
voor roest op boorpijpen. Deze waarde wordt onder ander bepaald door de kristalstruktuur
van de roest en geldt voor zeer dunne roestlagen. Voor dikkere lagen moeten waarden vanaf
irr ~ 100 worden gebruikt.

Alle resulitaten zijn berekend met het programma STAVEN en geplot met het programma PLAAT.
Voor de ideale staaf zijn N = 20 modi meegenomen en voor de inhomogene staaf M = 50. Dit
is waarschijnlijk ongeveer twee keer meer dan noodzakelijk is.

De invloed van de frequentie is zichtbaar gemaakt in de Figuren 6.1-6.4. De frequentie is
opgevoerd van nul tot de maximale waarde waarvoor in de ideale staaf alleen de TEM modus
propageert. Deze figuren tonen aan dat de athankelijkheid van de frequentie over het gekozen
interval vrijwel verwaarloosbaar is. De verklaring hiervoor is dat de afsnijfrequentie voor de
TE;1 modus van de ideale staaf relatief erg laag is. Dit betekent dat in het toegestane frequentie-

Tabel 6.1: Standaard configuratie voor de numerieke berekeningen. De laag grout bevindt zich
aan de kant van de kern.

Grootheid Symbool | Waarde
Straal van de kern a 50 mm
Dikte van de roestlaag Aa 10 pm
Plaats van de overgang £o 55 mm
Straal van de mantel b 60 mm
Dikte van de roestlaag Ab 10 um
Relatieve permittiviteit van grout EG,r 9
Relatieve permeabiliteit van roest KR, 600
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bereik de frequentie nauwelijks van invloed is op k7 en kr in de verschillende deelgebieden
van de inhomogene staaf, of op de propagatieconstanten {7, ,} en {72, } voor de TM,,, modi
in de ideale en de inhomogene staaf. Het ontbreken van dispersieve effecten uit zich ook in de
grootte van het imaginaire deel van de reflectiecoéfficiént Ry, dat verwaarloosbaar klein blijkt
te zijn.

Een positieve conclusie it deze resultaten is dat de tijddomein versie van het LCRG model,
waarin L en C tijdsonafhankelijk en daarmee automatisch frequentie-onafhankelijk worden
gekozen, voor de beschouwde configuratie een goede beschrijving moet geven.

De invloed van de aanwezigheid van lucht wordt gedemonstreerd in de Figuren 6.5-6.8. In
deze figuren wordt de positie van de overgang tussen grout en lucht gevarieerd van pg = a + Aa
tot po = b — Ab. Het blijkt dat een variatie van de vulfactor inderdaad een grote invloed
heeft op de reflectiecoéfficiént, de genormeerde snelheid en de capaciteit per meter C,. De
zelfinductie per meter L, blijkt echter nauwelijks te veranderen. Dit leidt tot de conclusie dat
de equivalente capaciteit C, inderdaad een goede indicatie is voor de aanwezigheid van meer of
minder materiaal met een hoge permittiviteit.

De invloed van de aanwezigheid van roest wordt geillustreerd in de Figuren 6.9-6.12. In deze
figuren wordt de dikte van beide roestlagen gevarieerd tussen 0 en Aa = 10 um. Het blijkt
dat de dikte van de roestlaag een onverwacht grote invloed heeft op de reflectiecoéfficiént, de
genormeerde snelheid en de zelfinductie per meter L,. De capaciteit per meter C, vertoont
daarentegen een kleine variatie, die samenhangt met het verschil in permittiviteit tussen grout
en roest. De verklaring voor de grootte van het effect van de aanwezigheid van roest op de
reflectiecoéfficiént volgt uit de invloed daarvan op de snelheid in de inhomogene staaf. De
veldverdelingen van de verschillende modi blijken nauwelijks van vorm te veranderen. Dit
resultaat leidt tot de conclusie dat de equivalente zelfinductie L, inderdaad een goede indicatie
is voor de aanwezigheid van materiaal met een hoge permeabiliteit.

Een negatieve conclusie uit de in dit hoofdstuk besproken resultaten is dat de aanwezigheid van
roest of lucht hetzelfde effect heeft op de reflectiecoéfficiént. Deze situaties kunnen dus op
grond van het huidige, verliesvrije model niet van elkaar worden onderscheiden. Een mogelijke
oplossing is om de verliezen wel mee te nemen en de pulsvervorming van het gereflecteerde
signaal te onderzoeken. Een andere mogelijkheid is om ook een transmissiemeting te doen. De
invloed van beide verstoringen op de snelheid is namelijk wel verschillend. In dat geval moet
tegelijkertijd aan twee kanten van een voorspanstaaf worden gemeten.
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Figuur 6.1: Invloed van de frequentie op de reflectiecoéfficiént.
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Figuur 6.2: Invloed van de frequentie op de snelheid.
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Figuur 6.3: Invloed van de frequentie op de zelfinductie.
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Figuur 6.4: Invloed van de frequentie op de capaciteit.
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Figuur 6.5: Invioed van de vulfactor op de reflectiecoéfficiént.
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Figuur 6.6: Invloed van de vulfactor op de snelheid.
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Figuur 6.7: Invloed van de vulfactor op de zelfinductie.
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Figuur 6.8: Invloed van de vulfactor op de capaciteit.
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Figuur 6.9: Invloed van roest op de reflectiecoéfficiént.
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Figuur 6.10: Invloed van roest op de snelheid.
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Figuur 6.11: Inviced van roest op de zelfinductie.
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Figuur 6.12: Invioed van roest op de capaciteit.
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Hoofdstuk 7

Conclusies en aanbevelingen

Op grond van het in dit rapport beschreven, sterk geidealiseerde model van propagatie in een
voorspanstaaf kunnen de volgende conclusies worden getrokken:

e Het lijkt mogelijk om de voortplantingseigenschappen langs een radieel inhomogene
staaf te beschrijven in termen van een equivalente transmissielijn. In het in dit rapport
beschouwde, verliesvrije geval kan worden volstaan met een LC transmissielijn.

¢ Binnen het frequentiebereik waarvoor dit model geldig is de invloed van de frequentie w
zo klein dat het tot nu toe door de Bouwdienst Rijkswaterstaat gebruikte simulatiemodel
met tijdsonafhankelijke parameters L en C een gerechtvaardigde benadering is.

e Het model kan worden gebruikt als de eerste stap voor een berekening aan een meer
algemene, verliezende transmissielijn. Voor zo’n berekening is het namelijk nodig eerst
de verliesvrije situatie te analyseren en van daaruit de verliezen geleidelijk op te voeren.

e Zowel de aanwezigheid van een laag lucht in een voorspanstaaf als die van een laag
roest op de kern of de mantel leidt tot een reflectie die experimenteel meetbaar moet zijn.
Echter, in een verliesvrije situatie kan het effect van beide inhomogeniteiten niet worden
onderscheiden op grond van reflectiemetingen alleen.

¢ Het is mogelijk gebleken om een groot deel van de berekening analytisch uit te voeren.
Hierdoor kon een nauwkeurig numeriek simulatieprogramma worden vervaardigd, dat
zelfs op een PC acceptabele rekentijden geeft, maar werd de analyse wel aanzienlijk
ingewikkelder dan oorspronkelijk was ingeschat.

Op grond van bovenstaande conclusies lijkt het zinvol om, voor wat betreft het theoretische
werk, het geplande traject te vervolgen. Hierbij kan gedacht worden aan de volgende stappen:

¢ Uitbreiding van het nu ontwikkelde, eendimensionale model. Verliezen dienen zeker te
worden ingebouwd. Deze zullen waarschijnlijk leiden tot een behoorlijke waarde van de
shunt conductantie G. Verder lijkt het zinvol om te kijken naar een cascade van meerdere
overgangen tussen schone voorspanstaven en staven met verschillende typen anomalieén.
Hiervoor moet een variatie uitdrukking voor de transmissiecoéfficiént worden afgeleid,

35



HOOFDSTUK 7. CONCLUSIES EN AANBEVELINGEN 36

en moet de nu uitgevoerde berekening voor de reflectiecoéfficiént worden herhaald voor
overgangen tussen verschillende homogene en inhomogene golfgeleiders. Ten slotte kan
het nuttig zijn om ook de diameter van de kern te laten veranderen. Als zich op deze kern
een dikke laag roest vormt moet immers worden aangenomen dat hierdoor ijzer verdwijnt.
De resultaten van een dergelijke analyse kunnen worden vergeleken met een simulatie op
grond van het model van de equivalente transmissielijn.

e Beschouwen van een meer realistisch, tweedimensionaal model, waarbij de roest bijvoor-
beeld maar op een gedeelte van de kern of de mantel zit, of waarbij de kern niet langer
in het midden van de staaf zit. Het lijkt mogelijk beide situaties op een soortgelijke
half-analytische half-numerieke manier te beschrijven als toegepast is in het in dit rap-
port beschreven onderzoek. Voor het beschrijven van niet homogeen verdeelde roest kan
waarschijnlijk een gedeelte van de in dit rapport beschreven resultaten opnieuw worden
gebruikt. Beide problemen zijn echter aanzienlijk ingewikkelder dan het tot nu toe aange-
pakte geval en zullen een behoorlijke hoeveelheid werk met zich meebrengen. Mogelijk
kan een generalisatie van de in Appendix A beschreven benadering uitkomst bieden.

¢ Ontwikkelen van een reconstructie algoritme. De in dit rapport gevonden effecten zijn zo
groot dat bijvoorbeeld een eenvoudige Born-benadering [8] waarschijnlijk niet voldoende
is om tot een acceptabele reconstructie van de netwerkparameters als functie van de afstand
te komen. Deze benadering berust op een linearisatie en is daarom bij uitstek geschikt
voor het analyseren van zwakke reflecties. Bij sterkere reflecties is het reflectieprobleem
inherent niet-lineair en dienen meer geavanceerde inversie procedures te worden toegepast.
Het lijkt zinvol om in elk geval nu al een literatuurstudie te verrichten naar de beschikbare
reconstructie algoritmen. Hierbij kan nog worden opgemerkt dat inverse problemen in
het algemeen moeilijker oplosbaar zijn dan directe problemen. Het is dus verstandig om
tijdig na te gaan denken over het oplossen van het uit deze toepassing volgende inverse
probleem.

¢ Bovendien moet een keer gekeken worden naar de velden die zich aan de buitenkant van
de mantel voortplanten. Dit kan echter momenteel een iets lagere prioriteit hebben, omdat
de te verwachten effecten niet wezenlijk anders zullen zijn dan wat nu voor propagatie in
het binnengebied is gevonden. Wel is het koppelingsprobleem bij lekken tussen binnen-
en buitenkant van de mantel hoogst interessant. Zo is uit metingen gebleken dat bij
50 Hz ongeveer 25% van de stroom in een helix baan loopt. Een dergelijke stroom
correspondeert met velden aan beide kanten van de mantel. Bij hogere frequenties zal dit
vermoedelijk minder zijn. Ook dit probleem vereist een aanzienlijke hoeveelheid werk.

Van de genoemde onderwerpen verdienen met name de invloed van verliezen en het reconstructie
algoritme op korte termijn de aandacht. De andere stappen kunnen voorlopig even wachten.

Ten slotte lijkt het verstandig op niet al te lange termijn enkele van de gevonden theoretische
resultaten experimenteel te verifi€ren, al is het maar in een laboratoriumexperiment. Ideeén
hierover zijn te vinden in een notitie van Dr. A.PJ. van Deursen van de vakgroep EHC.



Appendix A

Uitdrukkingen voor L en C.

Uit de in Hoofdstuk 6 gepresenteerde resultaten kan de conclusie worden getrokken dat het
LC(RG) model alleen geldig is bij relatief lage waarden van de hoekfrequentie w. Bij hogere
frequenties propageert meer dan één modus en moeten een aantale paralelle transmissielijnen
worden beschouwd. Dit suggereert dat met behulp van een geschikt gekozen quasi-statische
benadering gesloten uitdrukkingen voor equivalente transmissielijn parameters L en C kunnen
worden gevonden. In deze appendix worden dergelijke vitdrukkingen afgeleid.

We beschouwen dezelfde configuratie als in Hoofdstuk 3. Tussen twee ideaal geleidende, cir-
culair cylindrische oppervlakken op p = a en p = b bevinden zich P homogene gebieden
pp—1 < p < ppmetp=1,..., P. Het medium in gebied p heeft permittiviteit £, en permeabi-
liteit p,. Voor deze configuratie zoeken we allereerst uitdrukkingen voor de componenten van
het elektromagnetische veld van de propagerende of quasi-TEM modus.

Evenals in Paragraaf 3.1 gaan we uit van de vorm (2.4) en (2.5), waarin de veldverdelingen e(p)
en h(p) worden gegeven door (3.1)—(3.4). We nemen nu echter aan dat

kpb = w feplp b K 1, (A1)
voor elk van de gebieden p = 1,..., P. Voor de quasi-TEM modus geldt dat v = jk, met
0 < k, < max{k, | p = 1,..., P}. Daarom mag onder aanname van (A.1) de term met de

factor (k2 + +?) p? in de differentiaalvergelijking (3.4) worden verwaarloosd ten opzichte van
de overige termen. De resulterende vergelijking is identiek aan de in Paragraaf 2.2.1 besproken
differentiaalvergelijking (2.21). Bovendien volgt uit (3.1) en (3.2) dat |e,| < |e,|.

Combinatie van deze conclusies leidt tot de volgende benaderde uitdrukkingen voor de relevante
componenten van e(p) en h(p):

e.(p,w) =~ 0, (A.2)
jk, A

& — — A.

ep(p,w) e P’ (A.3)
A

he(p,w) = —jwz. (A4)

In deze vitdrukkingen moeten de normeringsconstante A en de voortplantingscoéfficiént &, nog
worden bepaald.
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Bovenstaande uitdrukkingen wijken in twee opzichten af van de corresponderende uitdrukkin-
gen voor de TEM modus in de ideale staaf zoals gegeven in (2.23)—(2.24). Ten eerste komt de
factor €, nu voor in de teller van (A.3). Hierdoor wordt bereikt dat (p) e,(p, w) en h,(p,w)
continu zijn aan elk grensvlak tussen twee homogene gebieden. Ten tweede is de propaga-
tiecoéfficiént k, nog onbekend, terwijl in Paragraaf 2.2.1 gold dat k, = k. Dit betekent dat
ook de voortplantingssnelheid van de modus nog onbekend is. Hierdoor kan de rechtstreekse
identificatie van de equivalente netwerkparameters uit Paragraaf 2.3 niet worden herhaald.

Om dergelijke netwerkparameters toch te kunnen introduceren beschouwen we eerst de stroom
en de lading per eenheid van lengte op de binnengeleider. Uit de wet van Gauss volgt dat de
lading per eenheid van lengte gegeven wordt door

Q(z) = g exp(—jk.2) (A.5)

waarin ¢ gegeven is door
q =2mpe, e p,w) (A.6)
voor p in gebied p, d.w.z. voor p,_; < p < p,. Substitutie van (A.3) in (A.6) leidt dan tot

q = —jk, 27 A. (A.7)

Met de inductiewet van Faraday-Henry vinden we voor de totale stroom langs de binnengeleider

(de staaf):
I(z) =i exp(—jk.z2) (A.8)

waarin ¢ gegeven is als ,
i =27mphy(p,w) (A.9)

voor een willekeurige waarde a < p < b. Invullen van (A.4) leidt nu tot
= —jw2m A. (A.10)
De gevonden uitdrukkingen blijken te voldoen aan de wet van behoud van lading:
d.I(z) + jwQ(2) =0 (A.11)

en zijn dus onderling consistent.

Ter introductie van de capaciteit per eenheid van lengte C bepalen we nu eerst het spannings-
verschil tussen kern en mantel. Dit is mogelijk aangezien we in (A.2) hebben gevonden dat
het benaderde elektrische veld geen longitudinale component heeft en in (A.3) dat dit veld zich
voor elke vaste waarde van p “statisch” gedraagt. We vinden

V, -V, = —/ e, dp = —jk, AZ (-"L) (A.12)
p=1°6p Pp—1

Nu definiéren we de capaciteit per eenheid van lengte op de gebruikelijke manier als het quotiént
tussen lading en spanningsverschil (zie ook [6, Section 1.9]):

def
= =2 — In . A.13
¢ Vo=V " Z 1%p (,0,,_ ) ( :
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De zelfinductie van de staaf vinden we door de magnetische flux per eenheid van lengte tussen
kern en mantel te bepalen:

_ e P
<I>—/au(p)h<,o(ﬂ,w)dp— JwA;Mpln(p ) (A.14)

p—1

De zelfinductie per eenheid van lengte is nu gedefinieerd als (zie ook [6, Section 2.5]):

s® 1 &
LY 2= — Y ln (”—p) . (A.15)
T 27 e Pp—1

Met de gevonden definities kunnen uiteraard de impedantie Z en de snelheid ¢ gevonden worden
volgens (2.40). In het bijzonder vinden we

k,=w/c=wVLC, (A.16)

waarmee ook de propagatiecoéfficiént van de modus vastligt.

De in deze Appendix afgeleide benaderde formules zijn ook geprogrammeerd. De betreffende
berekening wordt uitgevoerd in de programma’s STAAFB en STAVENB, die op een vergelijk-
bare manier werken als de in Paragraaf 5.2 beschreven programma’s STAAF en STAVEN. Het
enige verschil is dat in STAVENB uiteraard niet de frequentie gevarieerd kan worden. Pe ge-
vonden netwerkparameters blijken goed overeen te komen met de numeriek bepaalde “exacte”
waarden. Voor de gevallen die in Hoofdstuk 6 zijn geanalyseerd komen beide resultaten ten-
minste in drie cijfers overeen. Ter illustratie worden in Tabel A.1 resultaten vergeleken voor
de standaard configuratie die gespecificeerd is in Tabel 6.1. Vanwege het kleine verschil tussen
beide resultaten was een grafische vergelijking niet zinvol.

Tabel A.1: Vergelijking van numerieke en benaderde resultaten voor de standaard configuratie
gespecificeerd in Tabel 6.1.

Grootheid Symbool Numeriek Benaderd
Zelfinductie per meter L, 0.8042 x 107" H/m | 0.8039 x 1077 H/m
Capaciteit per meter Cy 0.5688 x 107° F/m | 0.5682 x 10~° F/m
Reflectiecoéfficiént Ry 0.5306 - 0.00731 0.5307
Genormeerde snelheid | v, /¢ 0.4928 0.4932




Appendix B

Reflectie in een transmissielijn.

In de bepaling van de equivalente netwerkparameters voor een inhomogene staaf zoals beschre-
ven in Paragraaf 4.3 speelt de reflectiecoéfficiént R, een belangrijke rol. Daarom geven we in
deze appendix een korte afleiding van de daar gebruikte uvitdrukking voor deze coéfficiént. Net
als in Hoofdstuk 4 gaan we uit van twee half-oneindige, in de z-richting homogene transmissie-
lijnen die met elkaar verbonden zijn op z = 0.

De spanning en de stroom in een inhomogene transmissielijn voldoen aan de volgende twee
gekoppelde eerste orde parti€le differentiaalvergelijkingen:

8.V(z,w) = —jwl(z)I(zw), (B.1)
0.1{(z,w) = —jwC(2)V(z,w). (B.2)

Voor de hierboven gedefinieerde configuratie geldt dat

_J Ly voorz<Q,
I(z) = { Ly voorz>0 (B.3)
en soortgelijk
_ | Cy voorz <0,
Cle) = { C, voorz > 0. (B.4)

Als we de nummering ook hanteren voor de corresponderende gebieden z < Oen z > 0 kunnen
we in elk van deze gebieden een tweede orde differentiaalvergelijking afleiden, bijvoorbeeld
door eliminatie van I(z,w) uit (B.1) en (B.2):

8Vi(z,w) = —jw L; 8,I;(2,w) = —w? L;C; Vi(z,w) (B.5)
voor ¢ = 1, 2. De meest algemene oplossing van deze differentiaalvergelijking is van de vorm:

Vi(z,w) = A; exp(-—j§ z)+ B; exp(jg z). (B.6)

Hierin is ¢; = 1/,/&;11; de voortplantingssnelheid langs de transmissielijn en zijn A; en B;
willekeurige, complexe amplituden. De corresponderende stroomsterkte volgt uit (B.1) als

1

L(z,w) = —ij. 0, Vi(z,w) =Y, {Ai exp(—jgz) — B; exp(j%:-z)} . (B.7)
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Hierin is Y; = /C;/L; de admittantie van de betreffende transmissielijn.

Ter bepaling van de reflectiecoéficiént bekijken we nu de situatie dat B, = 0, d.w.z. er loopt
een invallend en een teruggekaatst signaal in Gebied 1 en een doorgelaten signaal in Gebied
2. In dat geval kunnen de coéfficiénten B, en A, worden uitgedrukt in A; met behulp van de
randvoorwaarden voor V(z,w) en I(z,w) bij z = 0. Daar geldt namelijk dat deze grootheden
continu moeten zijn. Voor I(z,w) volgt dit uit het feit dat zich lokaal geen eindige hoeveelheid
lading kan ophopen; voor V'(z,w) volgt dit uit de relatie tussen V(z,w) en E,(2,y, z,w).
Opleggen van deze randvoorwaarden voor de algemene oplossing (B.6)-(B.7) leidt dan tot

A+ B, = A,
i(Ai—By)) = YA, (B.8)

Dit is een stelsel van twee lineaire vergelijkingen voor de twee onbekenden By en A,. Hieruit
kunnen we B, eenvoudig oplossen door A, te elimineren:

i-Y

B, = A Y R A .
1 }/1_]{_};21 R()la (Bg)

waarin Ry de gezochte reflectiecoéfficiént voorstelt ten gevolge van een overgang tussen twee
homogene secties van een transmissielijn. Voor het geval van een verliesvrije transmissielijn
is deze coéfficiént onafhankelijk van de frequentie en wordt een invallende puls onvervormd
gereflecteerd, dan wel doorgelaten. ’



Appendix C

Spectrum van een sin’-puls.

In Hoofdstuk 6 is vermeld dat in programma STAAF de kortste tijdsduur van een sinus-kwadraat
puls wordt gerelateerd aan de laagste afsnijfrequentie van een homogene staaf w,. In deze
Appendix wordt dit in meer detail uitgewerkt. Uitgangspunt is de sinus-kwadraat puls

F(t) = sin®(rt/T) [U(t) — U(t ~ T, (C.1)

die desgewenst met een willekeurige amplitude mag worden vermenigvuldigd. Voor deze puls
bekijken we de Fourier transformaties “heen” naar het frequentiedomein en “terug” naar het
tijddomein:

T
Flw) = /0 F(t) exp(—jwt) d, (C.2)
. - |
Ft) = 5 f_ " Fw) exp(jwt) do. (C.3)
Opsplitsen van sin(7t/T) in e-machten levert na enig rekenwerk:
2n?
F(w) = j —~" v [L — exp(—jwT)]. (C4)

2
w (w2 - 41%)

Uit de vorm van (C.4) kunnen de volgende conclusies worden getrokken:

o In het algemeen geldt dat F'(w) # O voor alle frequenties —00 < w < 0o. Dit betekent
dat we T" alleen zo kunnen kiezen dat F'(w) bij benadering gelijk is aan nul voor |w| > wy.
De invloed van de betreffende frequentiecomponenten kan worden geanalyseerd door de
integratie in (C.3) “af te kappen” bij |w| = wp en het zo gevonden “gefilterde” tijdsignaal
met de exacte puls te vergelijken. Als beiden signalen binnen de meetnauwkeurigheid
aan elkaar gelijk zijn, mogen de weggelaten frequentiecomponenten inderdaad worden
verwaarloosd.

e De getransformeerde puls heeft een aftelbaar oneindig aantal nulpunten voor w,, =
2rm/T met m = £2,%3,...,+00. Als we de getransformeerde puls willen “afkap-
pen”bij een waarde |w| = wp is het handig om deze waarde samen te laten vallen met een
van deze nulpunten. Dit levert namelijk voor grotere waarden van ¢ de snelste daling op
van de afwijking tussen de echte en de “gefilterde” versie van F ().
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e De meest gebruikte keuzes zijnnum = 2of m = 3, d.w.z. wy = 47 /T of wy = 67 /T. In
het programma is gekozen voor de laatste waarde, die correspondeert met een maximale
afwijking in F(¢) van ongeveer 1073, Dit lijkt een acceptabele nauwkeurigheid, zeker
gezien de andere benaderingen die in het model al zijn gemaakt. We vindenzo T = 67 /wy.

Uiteraard is de gekozen waarde van T enigszins willekeurig. Zo zal een waarde van T' = 47 /wy,
die correspondeert met m = 2, in de meeste gevallen ook aanvaardbaar zijn.

Het programma STAAF geeft ook een waarde voor de tijdconstante 7 in de Gausse puls
F(t) = exp(—t2/7%). . (C.5)

Voor deze tijdconstante wordt hier een ander symbool gehanteerd dan in Hoofdstuk 6, om de
tijydconstanten voor een Gausse puls en een sinus-kwadraat puls aan elkaar te kunnen relateren.
Beide pulsen (C.1) en (C.5) hebben dezelfde maximale waarde, namelijk één. We Kiezen nu 7
zodanig dat deze pulsen ook dezelfde tijdintegraal hebben:

/  exp(—t2/7%) dt = /i = /0 " sin(mt/T) dt = T/2. (C.6)

Hieruit volgt dat :
T

N
Uiteraard is ook dit een benadering. Deze is zo gekozen dat beide pulsen visueel op elkaar
lijken.

(1)

T
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