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1. Inleiding.

Tot nu toe is het gebruik van de elementenmethode in de groep WE beperkt
tot elementen, waarvan de onbekende grootheden de gegeneraliseerde ver-—
plaatsingen zijn in de knooppunten.
De elementenmethode kan echter ook gebruikt worden om bepaalde soorten
2e orde partiele differentiaalvergelijkingen tot een oplossing te brengen.
Voorbeelden zijn de Laplace— en Poisson-—vergelijkingen.
Door Zienkiewiéz wordt in zijn boek "The finite element method in struc-
tural and continuum mechanics™ in hoofdstuk '10""Field problems - heat
conduction, seepage flow, etc.” hierover uitgebreid bewijsmateriaal en
te volgen werkwijze aangegeven.
Wij vermelden hier slechts dat problemen waarvoor de grootheid : ¢(x,y,2)
gezocht moet worden uit een d.v. van het type:

G B hr - th e =0
(¢: enkelwaardig in beschouwde gebied; kX, ky’ kz en Q zijn bekende

functies van (%, y, z) met randcondities:

RS S

van het type ¢ = gegeven op de rand
en/of k_,g%iv+k %9!@ +k 2 L +q+ap=0
2 0A A

Yy ¥ Z 3 A

N7

v

7

(2%, 2&, zz, componenten van de buitenwaardsgerichte normaal: q en g constant)

zich lenen om opide wijze die ons bekend is tot een oplossing gebracht

te worden.

Wijzzullen hier geen algemene afleiding geven; wij willen slechts - Zien-
kiewicz op de voet volgend — het probleem van de Saint—Venant torsie uit-
werken.

Dezkeuze van dit probleem is bepaald door het feit, dat wij hiermee goed

bekend zijn en door het feit, dat wij wellicht nog interessante resulta-

ten kunnen verkrijgen. In dit verband denken wij aan de berekening van de
spanningsverdeling bij hoeken en van de torsiestijfheid van open profie-

len (L, U, I)

Bovendien denken wij aan correcties op de Bredt-theorie voor betrekkelijk

dikwandige kokers.




2. De Saint Venant-theorie.

In fig. 2.1. is de dwarsdoorsnede getekend van een prismatische balk,

die getordeerd wordt (géén welvingsverhindering; geen scheeftrekken).

Deze figuur bevat verder nog enige afspraken.

Verolraariny fig. 2.1.

y |

verpladtsings componenten

wars door snede Z

Er geldt: u == -0y
v = 6x
o =Y dz
o¢
= 1 (M0 _
TXZ Go (BX y)
. a¢o
= T
Tyz Go (5§— + x)

Alle andere spanningen nul.

Uit evenwicht:
32¢O 32¢O
= ayr T

Randcondities op begrenzing:

dg 2 29,

— =—=mn +—=1n_=yn_ - Xn
x

dn 9X* X 9y ¥

"X

(2.1)
(2.2)
(2.3)

(2.4)

(2.5)
(2.6)

(2.7)
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Andere formulering van het probleem.

Voer in de functie ¥(x, y), gedefinieerd door:

9 . 3¢
o, 2% 2w __ o (2.8)
3y ¥x ox 9y
"Dan geldt:
= v (9 _
Tz + GO (ay v) (2.9)
= — ga' (d% _
Tyz Go (8i x) (2.10)

y moet voldoen aan:

32 92
SX% * ay% =0 (2.11)
v =4 (x?2+ y? op de rand (2.12)

Weer een andere formulering wordt verkregen door de substi-

tutie:
= v -1 (x%+y?) (2.13)

Hiervoor geldt:

= v 291 A
TXZ GO 33’ (2. :4)
- ot 29 (2.15)
vz th:4

waar ¢ moet voldoen aan:

32 32
5§§.+ 55% - -2 (2.16)

$ = 0 op de rand (wij beperken ons tot een enkelvoudig samen-—

hangend gebied)

82¢ . 929
. Het probleem: 5§2-+ 5;7 = -2: ¢ =0 op de rand.

Voor het in de kop van dit hoofdstuk geformuleerde probleem, willen

wij een oplossing geven.
Definieer de volgende functionaal:

= 1 rreeddye o 84y L
L= 4G Y G - bl G.1)



Bewering

\Wanneer ¢ = 0 op de rand dan volgt uit ¢I = 0 voor alle va-
riaties van ¢ (die voldoen aan 8¢ = 0 op de rand) de diffe-

rentiaalvergelijking:

82¢  82¢ _
ax? * ¥y 2

Bewijs

Het bewijs wordt geleverd door het variatieproces uit te voeren:

[
(!
|

= rped9 830 L 3¢ 63¢ _ =
fg{ax * Tax 3y © 3y Aol

i G2
X

3 (3
> §¢) + oy (ay §¢) }dF +

2 2
SISy {2+ .g_;g + 272,} dF-=

i

jﬁ %ﬁ-. n_+ Eg-ny} S¢ds +

x oy
rr 228 229, 5y sear
9x oy
Op de rand zou 8¢ = 0 zijn, Waardoorjfkover de rand verdwijnt.

Uit de oppervlakte—integraal volgt de verwachte differentiaal-

vergelijking.

Wij verdelen het te onderzoeken gebied in een aantal elementen
met eenvoudige geometrische begrenzingen (b.v. driehoeken).
In een element denken wij ons ¢ bepaald door de waarden van ¢

in de knooppunten

Wij bekijken b.v. het driehoekige element uit fig. 3.1.

(3.2)



YA ”
knooppunten i, j, m
( ‘ coordinaten (Xi’ yi) enz.
J
X
>
fig. 3.1
Wij kiezen voor g(xiy) in het element (lineair veld):

(Opm.: "wordt weer gebruikt om de afhankelijkheid der coordi-

naten te accentueren)

$ - {fqi &J. N | o (3.3)
met ée = (¢ I ¢ : (3.4)
en §i = (ai + biX + ciY)/ (2A) enz. (3.5)
Hierin zijn:

a, = ijm = mej, enz. (3.6)
b, = AN 3.7)
c; = X < Xj (3.8)

A = 1 (ai + aj + am) (oppervlakte driehoek) (3.9)
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Voor het element geldt:

T =3 {EYH + &Y -4 ¢) axay
e ax oy
opp.el.
' '
= 1 dg By 6o 9.5, (3.10)

Berekend kan worden dat geldt:

H, = by By By
hZI h22 h23 (3.11)
h3l h32 h33
. wd
met hrs = (brbs + crcs)/4A (3.12)
1 _ +2
en fe = TA( 1 1 1) (3.13)

Bij de berekening van (3.13) kan zinvol gebruik worden ge-

maakt van het feit dat geldt:

I/ xdx.dy A . x (x: x-cobrdinaat zwaartepunt)

el.
= ALz (x, +x, +
(x; X x_)
en verder van het feit dat ]
Ni =1, Nj = Nm = 0 voor (x, y) = (Xi, yi)
I:is te vinden door de superpositie van Ie voor alle elementen
waarin het oppervlak is verdeeld.

Er ontstaat op deze manier:

I=4¢HO~¢f (3.14)

waarbij in ¢ de waarden van ¢ in de knooppunten van het opper-—
vlak voorkomen. De knooppunten waar ¢ nul 1s (dit is met name
voor de randpunten het geval) zijn in de "vector der onbekende

¢ waarden niet opgenomen.

Alle componenten van ¢ kunnen onafhankelijk gevarieerd worden.



Uit &8I = 0 volgt dan:
Ho = £ v (3.15)

Op de bekende manier wordt H verkregen uit de afzonderlijke

matrices He van de bijdragende elementen.

Het is niet moeilijk H en f te construeren en vervolgens de

componenten van ¢ te bepalen.

Het is zinvol gebruik te maken van eventueel aanwezige symmetrie
in de dwarsdoorsnede. Bij een dwarsdoorsnede zoals in fig. 3.2
getekend, willen wij bijvoorbeeld alleen onze aandacht richten

op het gearceerde gebied.
1 Y

L/ 5

% /

{»——szmmp.{r/e /yn o/wars doorsme oo

|

X

fig. 3.2

Uit een symmetriebeschouwing volgt voor het in fig. 3.2 geteken-

de geval:

T__ =0 voor de lijn x = 0
vz

Wanneer wij de lijn x = 0 wensen op te vatten als een begrenzing
van het te onderzoeken gebied, dan moet daar voor ¢ gelden (zie

2.15)

39 _ do _
% 0 ofwel i 0 (3.16)
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Voor een symmetrielijn is deze betrekking steeds juist. Wanneer wij
onze aandacht richten op de uitdrukking voor &I in (3.2) en met
name op de term:

3¢ 99 ~
f(—-n * 3y ny) 8¢ds =

X X

¢ ~
an Sods

-~

dan was deze uitdrukking langs een materiele rand nul omdat ¢8¢-—= 0.
Voor een fictieve rand, samenvallend met een symmetrielijn, is deze

term eveneens nul omdat daar o
d¢

ol 0 ( zie 3.16)

Op grond van het voorgaande is triviaal dat geschikt gebruik gemaakt
kan worden van eventueel aanwezige symmetrie in het te onderzoeken

gebied.

Wanneer de vector ¢ bepaald is, is het probleem in principe opgelost.

Wij zijn echter direct geinteresseerd in de schuifspanningen 71__ en

X2z
Tz (zie 2.14, 2.15)
Uit (3.3): ¢= | N, NoON L4
) ' 3; L
volgt: T = GO~ | — = G c. c. c . O
XZ oy A 1 | m e
A (3.17)
T L2 - b, -b. -b
vz ox == = ] m

. .. . 1
Opm. In form.(10.20) van Zienkiewicz is ten onrechte de factor,iz
niet opgenomen.
Wii constateren dat bij het gekozen element de schuifspanningen

in een element constant zijn.

Het is zinvol de torsiestijfheid te berekenen.

Het is duidelijk dat voor het wringend moment Mﬁ geldt (zie fig. 2.1)



...9_

w

Met behulp van (2.14) en (2.15) wordt (3.18):

= — 1 _aﬁ _93 =
M Go g [yay + Xax} dxdy

NS £
= G9 él_ax (x¢) + 5y (y¢)| dxdy +

+

2G8' [ ¢dxdy =
F

Ge'.f‘¢(xnx + yny) + 268" J ¢dxdy =
F

2G6"' S ¢dxdy omdat op de rand ¢ = O

F
Er geldt dus:
M = 2G6' [/ ¢dxdy (3.
W
F
Karakteriseren wij de torsiestijfheid door Id’ gedefinieerd als:
= 1]
MW G Id 0 (3.
dan geldt kennelijk:
I,=2 [ ¢dxdy (3.2
d
F
De bijdrage aan de torsiestijfheid door een bepaald element, Ide’
wordt bij het gekozen element eenvoudig:
2
Ide-gA{l 1 1J.¢e (3.

)

, g o 1
4. Procedure ter berekening van de matrix He (3.11)

" "Wij duiden het element aan als TRIF 3, hetgeen staat voor

"triangular element for field problems with 3 nodes™.

1) De bijlagen waarnaar verwezen wordt, zullen elders beschreven

worden.

M = {; ( T, Y F Tyz x) dF (3.18)

19)

20)

22)
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Impliciet wordt verondersteld dat wij te maken hebben met 2-dimen-—

sionale problemen

Procedure TRIF 3 (xe, Vo He);

array X, ¥, He;

Het array X, bevat de x—coordinaten der knooppunten, dus (Xi b4

y, bevat (y; v ym)

Het 3 x 3 array He bevat de componenten van He.

Het blokschema voor bovenstaande procedure luidt:

‘Bereken a. = x,. - X ., enz.
. ;TR Y, T R, Vs

]
b. =vy. = enz.
g YJ Ym s
c. = X =~ X.- s enz.
1 m ]

it

1
; (a. +a., + a
2 ( i ] m)

|
Bereken h.. = (b. c. + c. ¢c.)/ & Opm; hij B hji
1] 1 3 1]

De tekst der procedure is opgenomen-in bijlage

Met de procedure TAUTRIF 3 worden de schuifspanningen volgens (3.17)
berekend (zie bijlage )

5. Opbouw computerprogramma.

Lees: aantal knooppunten

aantal elementen

I

Lees of bepaal uit geschikte

invoergegevens x [k] s Y [kl:

de x- en y-coordinaten van

knooppunt k




Lees of bepaal de knooppunt-

nummers horend bij een element
el; de waarde van le E el, i]
is het nummer van knooppunt i

(1, 2, of 3 van element el.

Bepaal de plaats in ¢ die wordt
ingenomen door de waarde van ¢

in de knooppunten waar ¢ niet
gegeven is. lop [kJ heeft de waar-
de nul, wanneer in knooppunt k ¢
nul is; 1lnp [k] heeft anders de
waarde die correspondeert met

de plaats van ¢ van knooppunt

k in de vector ¢

Bepaal H
Bepaal £

Bereken ¢ ]

|

Bereken schuifspanningen

—

Bereken torsiestijfheid I
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6. Generalisatie.

Tot nu toe hebben wij alleen randcondities ¢ = 0 en %% =0

in onze beschouwing betrokken

Wanneer wij b.v. het in ¢o geformuleerde torsieprobleem willen

oplossen, dan hebben wij te maken met de randconditie (zie 2.7)
—f§’= Tyn, T Exn (6.1)
De te varieren functionaal wordt in dit geval:

8q)o a¢o

=1 rr — %2 N2+ - L -

I PG +(3y )2.}dF = fCyn_ .Xny) ¢ ds

F (6.2)

De tweede term in deze integraal levert alleen een bijdrage in

de randpunten van het gebied.

De begrenzing van het gebied is zoals in fig. 6.1. is weergegeven.

fig. 6.1

Over het gedeelte A-B van de rand verandert ¢O bij TRIF 3 lineair.

Veronderstellen wij dat voor dit deel (ynX = Xny) constant wordt
genomen (b.v. de waarde in punt C), dan is de bijdrage van dit deel

aan I :
0 -1 - AR
b my — ) BB (0 * 0p)

Hetvis duidelijk dat bij randcondities van het type (6.1) bij de

keuze van het hier gehanteerde element Io te schrijven is als:



I =} ¢Ho - £

waarbij de vector ¢ de onbekende functiewaarden in de knocppunten

bevat. De componenten van fo’ die horen bij inwendige knooppunten zijn

nul. Door de knooppunten op de rand van het gebied kunnen de compo-
nenten van fo op de hiervoor aangegeven manier berekend worden.

In fig. 6.2 zijn voor een speciaal geval de waarden van fo

aantal randpunten weergegeven.

Y

Loe?
l3¢}

106/

2

s &,

fig. 6.2

fO representeert een ''randbelasting'.

1

Voorgeschreven is de functiewaarde aan dé

is niet nul. Wij hebben hier dus te maken met een generalisatie van

de voorgeschreven functiewaarde. (vroeger

7 5,2 * 7%,522

Een andere generalisatie wordt duidelijk wanneer wij ons richtem op
de
randen. Deze functiewaarde

was deze waarde nul)

Een verdere uitwerking zal hier niet gegeven worden.

x¥



7. Suggesties.

In de inleiding zijn reeds enige problemen gesuggereerd, die met
behulp van de elementenmethode mogelijk opgelost kunnen worden.

Wij willen er hier nogmaals expliciet op attenderen.

Gedacht kan worden aan dunwandige, open profielen.

Vragen die gesteld kunnen worden, zijn:

- Wat is de spanningsverdeling in de Saint-Venant theorie met name
in de buurt van afrondingen; wat is de invloed van de kromteschaal?’

- Wat is de torsiestijfheid van reéle profielenj wat is met name de
invliced van tapse flenzen?

In de literatuur zijn beschouwingen over deze aspecten bekend.

Een nadeel van het gebruik van de elementenmethode voor dunwandige

profielen is, dat de functie ¢sterk varieert over de dikte van het

préfiel. In dikte-richting zijn défhalve veel elementen nodig. Dit

impliceert dat in de richting der profiellijn zeer veel elementen

noodzakelijk zijn.

Ook voor gesloten profielen is de geschetste procedure toe te pas~
sen. De vraag hierbij is hoe de constante waarde die door ¢ aan de
binnenrand gegeven moet worden, verwerkt wordt. Door Zienkiewicz

wordt de holte vervangen door elementen met kleine glijdingsmodulus.

Met behulp van de elementenmethode kan bijvoorbeeld voor rechthoeki-
ge kokers een onderzoek naar de waarde van de Bredt-theorie worden
uitgevoerd. Het effect van de wanddikte en afrondingen zou nagegaan

kunnen worden.

Ook voor balken met massieve dwarsdoorsnede zijn interessante onder—
zoekingen uit te voeren. Gedacht kan worden aan spiegleuven, excen-

trische gaten enz.

Nagegaan zou kunnen worden of met behulp van de elementenmethode ook
torsieproblemen voor assen met varierende dwarsdoorsnede via de daar-

voor bestaande theorieén aangepakt kunnen worden.
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