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lnleiding

Een opperviak is opgebouwd uit vormfouten, golving en ruwheid. Bij

het bepalen van de ruwheid dient men deze van elkaar te scheiden.

De scheiding tussen golving en ruwheid is niet exakt te maken, en

zal tevens afhankelijk zijn van de grootte van de ruwheid. Voor

analoge meetinstrumenten heeft men een RC-filter (volgens interna-
tionaal afgesproken specifikaties) in de ruwheidsmeter ingebouwd.

Dit filter geeft geen optimale scheiding, maar het is wel eenvoudig

‘te maken. Tijdens het coliege zal uitgebreid worden ingegaan;in de
filtertechnieken, zowel voor analoge als digitale signalen. Hiertoe

zal tevens de impulsrespons van een filter worden onderzocht. Verder
zal bekeken worden wat het uitgangssignaal is van een diskreet ingangs-
signaal. De overdrachtsfunktie van het RC-filter zal besproken worden,
en de nadelen zullen wcrden behandeld. Dit zal leiden tot het ont-
werpen van een nieuw filter, het zogenaamde fase gecorrigeerde

filter.

Een ruw oppervlak kan opgebouwd worden uit een reeks sinusvormige
sigﬁalen. M.b.v. de diskrete Fourier transformatie zullen het power
spektrum en de autokorrelatiefunktie van een oppervliak worden berekend.

Tevens zullen de hierbij optredende beperkingen ter sprake komen.



1. Ilmpuls funktie

De impuls funktie speelt bij digitale technieken een belangrijke rol.

We gaan eerst kijken wat een impuls is.

a
f(t) =0 t <0
= a 0 <tz 1
a
= 1 .
t -—
% tZa
Fig. 1.1.
r 1
opperviak [ f(t) =1 e> -
0

impuls funktie &(t) = 1im f(t)

Qoo
We vermenigvuldigen de eenheid impuls met een konstante k, dit geeft

k§€t). k wordt de sterkte van de impuls genoemd.

2. Overdrachtsfunktie

Bescnouw het volgende netwerk

ele) AU ()
—

E(s) H(s) R{s)

r{t) wordt gegeven door de volgende integraal
t

r(t) = [ h(t) e(t-1) dr (konvolutie integraal) (2.1.)
ook geldt 0 .-

R(s) = H(s) . E(s) (Voor Laplace transformatie (2.2.)

Ziebiz30 )
r(t) = L' [H(s) . E(s)]

Impulsrespons,
Noem L™ [H(s)1 = relt)

dit geeft in (2.1)

t
r(t) = | rs(r) elt-t)dr =

! ré(t-r) e(t) dt (2.3.)

QY- et
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We kunnen de tijdresponsie van een netwerk op een willekeurige funktie
e(t) bepalen met behulp van de inverse transformatie van de over-
drachtsfunktie van het netwerk.

Neem als input funktie de eenheidsimpuls &(t), noem de responsie van
het netwerk hierop 5 (., met Llrg(t)] = Ry(s). Daar LL8(t)] =1
geeft dit in (2.2)R6(s) = H(s). )

LU Ry ()1 = rg() = LTTH(S)]

Dit zegt dat de inverse transformatie van de netwerkoverdrachtsfunktie

gelijk is aan de impulsrespons van het netwerk.

Laten we nu formule {2.3.) eens nader bekijken. We zien dat, als de
impuls respons bekend is, de respons op iedere andere funktie e(t)

is bepaald. We moeten daartoe het produkt nemen van de exitatie op
ieder tijdstip T en de impulsrespons, niet op gelijk tijdstip, maar op
een tijd t-1, en dan integreren (zie hfst. 3).

Een ander gezichtspunt is dcor te zeggen dat de input funktie wordt

‘'gewogen'' door de impuls-respons. Dit leidt tot de naam 'Weighting
function®.

3. Filteren door de konvolutie {analoog)

8ij een fysisch realiseerbasr filter start het ingangssignaal op t = 0,
dus f(t) = 0 voor t < 0. De impulsrespons van een reel filter kan niet
bestaan voordat het ingangssignaal aanwezig is, h(t) = 0 voor t < 0,

Dit bepaald de integratiegrenzen in de konvolutie integraal

t t
g(t) = [ f(1) h{t-1) dt = [ f(t-1) h(x) dt £3.1.) -
0 0

Cp het tijdstip t wensen we het uitgangssignaal g(t) te kennen. Voor
bovenstaande formule geldt dus dat 0 s 7 < t. Dit betekent dat t duidt
op een tijdstip in het verleden. De vorm (t-1) meet de tijd terﬂg

in het verleden, en zegt dus als het ware: hoelangis het tijdstip T,

op het moment t, al voorbij. De vorm h{t-t) strekt zich dus uit

in het verleder, de impulsrespons wordt omgeklapt. Het Qitgangssignaal
op het tijdstip t, namelijk g(t) is een superpositie van waarden in
het verleden van de ingang f(t), die werden vermenigvuldigd met h(t*f).
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)

Voor een deterministisch*

RC-filter.

Bepaal eerst de impuls-respons.

: ,zf

i) ——c |u,
RC =1
2 ,
Fig. 3.1,
. dic _
De D.V. luidt = -HE--+ Ue = Ui'

Laplace -t Uc(0) + t s Uc(s) + Uc(s) = ﬁ;(s)

Ue(d) =0
o - B 1. L
1 S + =
T
Fourier transformatie jwe i.p.v. s
R 1 1 . . .
H{jw) = = {sinusvormige signalen)

impulsreéspons Ra{s)‘= H(s)

e

Alet

1 [H(s)] =

A -

rﬁ(t) =L

ingangssignaal volgt hieronder een voorbeeld.

rs(t)

Fig. 3.2. Impulsrespons

Tijdrespons m.b.v. de konvolutie integraal (zie ook fig. 3.3.)

Neem als inputsignaal UI(t) =E£ .

t t
‘ - = rd - = ra - ’
Nu is r(t) é rs(x) u{t x) dx é rylt x) ulix) dx

¢ Xt t
Pty =Efe” dXlag (1-e7)
! ‘

#) Een deterministisch signaal is als funktie van b.v. de tijd t te

schri jven.



Verduidelijking met tekeningen.
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rg(t=X)
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impuls-respons

£
.

1
ré(t) =<e

gewichtsfunktie
ty=x

1
ra(t0 x) = se

T

ingangssignaa!

E . rs(q;x)

voort:ta
t

0
"'(td ="£ E rg(tﬂ.x) dx uitgangsgign;al

¢ te
Fig. 3.3.
Getallen neem 1 = | enE=1
rait) =e "
t ré(t) X rs(to*x)
0 1 ty rﬁ(ﬂ) =1
1 0,36 tg-l rs{I) = 0,36
2 0,13 tG-Z rs(z) = 0,13
3 0905 t0’3 r5(3) = 0’05

Uitgangssignaal op t = ty
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Is van een signaal de Laplace transformatie te bepalen, wat niet altijd

het geval is, dan kan men beter gebruik maken van formule 2.2,

R(s) = H(s) . E(s)
E
E(S)=-§'
1 _1 E_E 2 __¢%
I S Rk
T_t T i
r(t) =E {1 -e '}

L. Principe van de superpositie (digitaal)

Veronderstel het vcigende niet deterministische ingangsignaal e(t)

2(1)
t is een vaste tijd,

e x is een willekeurige tijd in
dit interval,
[ laat het interval in n gelijke
0 Ax kax t ' tijden zijn verdeeld met inter-
Fig. 4.1, ’ . . vallen Ax.

Digitaliseer het signaal op tijden kAx geeft de signaalsterkten Ax e(kax)

De hoogte van de pijien zijn hiermee evenredig.

- ———

fty)
: De impulsen zijn alle van oneindi-
y T [ ge lengte, zodat dit geen goede
1 l ! ! representatie is van de exitatie
{ I'l [ x | ] funktie. -
) . kax t

Fig. 4.2
I}

f(t) = Z e(kax) ax &(t-kax) (4.1.)
k=1

De respons van een van deze impulsen Ark is geliik aan de sterkte van

de impuls maal de impulsrespons op ds juiste wijze verschoven.

Ark = [e(kax) Ax] rs(t-kAx) (4.2.)
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Als we nu Ax naar 0 laten naderen, en k evenredig vergroten, zodat kax
konstant is, b.v. punt x, dan geeft dit voor 4.1 en 4.2

n
f{t) = § elx) 8(t-x) ax
k=1

Ary = e(x) ra(t-x) Ax

De respons op een willekeurige tijd t wordt verkregen door de responsen
van alle pulsen voorafgaande aan de tijd t op te tellen.
r(t) is de response van een aantal impulsen.
t t t
r(t) = 1im ) Arg=1lim § elx)r (t=x)ax = [ e(x) rg{t=x) dx
Ax>Q t=0 Ax+0 x=0 ]
in de limiet representeren de impulsen het ingangssignaal.
Twee belangrijke toepassingen:
a. numerieke berekening van een netwerk respons,
b. time domain synthesis.

ad a.

Veronsderstel dat we de respons willen weten van een tijdfunktie, die niet
in elementaire funkties voorgesteld kan worden. Nu is geen transformatie
mogelijk of zeer moeilljk. Nu is het gemakkelijk om e(t) in het tijd-

gebied als een reeks pulsen voor te stellen.

5. Overdrachtsfunktie van een dubbel RC filter

(Filter dat in een ruwheidsmeetinstrument is ingebouwd)

Dubbel RC Filter

N l }H{“’l

Fig. 5.1.



H(s) = (_1__41._5_;5_)2

. jw 2
HOw) = =5

Impuls response Ra(s) = H(s)

.12 _ .12 11 2
Rels) = (1 - q9)" =1 - 2 7+ & —7
s + = S + —
t T T
- lo-5HT
ré(t) = 6(t) - (2 1) e ;(5.1.)
Tl
A
Dit kunnen we verder uitwerken.
 m— t Voor sinusvormige signalen geldt
. (ijC)z l wir?c?
[HGw)] = 7 =T 2723
(1+jwRC)®| T+ R7C
Voor w = Wc is |H(jw)| = 0,75
(per definitie)
Fig. 5.2. .. Ree=t=20
w
¢
Met {c ==L enw =21 f_ = 2y, geeft dit
Ac C < Ac
/3 ic .
T*W (5.2.)

. . . X . .
Voeren we nu de dimensieloze grootheid a = e N dan krijgen we met

x = vt dat
t =

e (5.3.)

v -

5.2. en 5.3 invullen in 5.1 geeft

v AL
met A = L EE
T 3
Ac CAcy _ Ac ACy _ -Aa
of v h{ ~ —TG(O. V) A (2 Ad) e
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Bij Ac = 800 um en een stap van 2,5 um is o = 1/320.
Nu is W(o) = A(2-ct)e™ met o= mn k=1, 2, ...

W(a) wordt de '‘gewichtsfunktie'' genoemd.

w(a)

w(a) van het dubbel
RC-filter.

Fig. 5.3.

6. Filteren door konvolutie met de impuls-respons van het dubbel
RC-filter

De impuls in de impulsresponsie laat onmiddellijk een puls met

waarde f(t) door naar de uitgang, zie fig. 5.2. Het ''geheugengedeelte'
houdt rekening met vroegere waarden van f{t). Dit geeft ons de nega-
tieve ordinaat van de gemiddeide 1ijn m(t) van het ingangssignaal

op tijdstip t. Het totale uitgangssignaal r(t) = f(t) - m(t).

De ordinaat van de gemiddelde 1ijn m(t) is dus het resultaat van de
konvolutie van het ingangssignaal met de negatief omgeklapte impuls
respons, zonder begin impuls,w(t). Bij numerieke berekeningen

worden de kontinue funkties vervangen door diskrete, met stap

T .
At = Y Nu is

z}—
1
I
*
]

m(mAt) = t((m=n).at) . w(n.At)

n=y
Tevens kunnen we de impulsresponsie van het standaardfilter praktisch
afsnijden voor t, = 2,5 Xc.
Zie fig. 6.1, blz. 11.
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me) ' , ~
L - m(mAt) gemiddelde
)r——\é\ lijn ;
|
| w(T)
- winét) A% gev.ff’cfnﬁsz“‘an?:ﬁe
| #1118 S.F
. F-E E% .
rw bl ’2} ) . <
T T3 .
. ' . hAr
. o I opgenomnen
£(¢) ) | f(lmér) profiel
. V“ i
N o N[
| |

AV
A

=
pe
e

. ’ %h(f) . .
' - impulsresponsie
| S.F.
T ’ 0
A - \
T - gefilterd
T profiel

L]

NANAT AN,
RUALF A

rimAt) _‘ T

Fig. 6.1. Filtering met het standaardfilter.

7. Nadelen van het dubbel RC~fiiter

De overdrachtsfunktie van het dubbel RC-filter is als volgt te schrijven:

H{jw) = A(w) ejs(w)



w2
222 3G 1
wre c 3
1+w r‘c 1+ 3(;74 c
c
2/3 o~
9 = Arctan ———————
32 - g
T w
c
e .
180
- A
ol \\ » i i — =
60k
i n — i i ’k_)_' i t W
0 i p3 3 4 5 wig 8 ] 2 3 ““e
2 b
Fig. 7.1.
Fase en amplitude karakteristiek als funktie van B
: c
e a
;/"*'ZG‘"
60:'___/
z 1 toa.A A i I i
0.1 1 0 A v \ o lee
Fig. 7.2 )

De fase en amplitude karakeristiek.

We zien dat de faseverschuiving afhankelijk is van de frekwentie, en

dat deze vecor sinusvormige ccmponenten met een golflengte van ongeveer

Ac in de buurt van 60° Tigt.

in fig. 7.3 ziet men een sinusvormic en een driechoekig profiel. Het
meeschommelen van de gemiddelde lijn met het profiel wordt veroerzaakt
‘door de amplitudevervorming. De verschuiving naar rechts van de gemiddeide

iijn t.o.v. het profiel is het resultaat van de faseverschuivirg.
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Fig. 7.3.

- profiel

~--=- gemiddelde 1ijn standaard filter.

8. Het fasegecorrigeerde filter

Een eerste verbetering is een filter met een lineaire fase karakteris-

L S Yoo

tiek, zodat alle componenten limealre faseverschuiving (of dezelfde )
zullen ondergaan,

. . . . . 2TX
Nesm een profiel dat bestaat uit een sinussignaal f{x) = A sin - -

Zie Tig. 8.1. !
We habben dus hier een ruwheids-
Vx) ) , sigrnaal met golflengte aa.

Bii opname met een snelheid v

worzt dit signaal omgezet in ~—

Y
%

het tijdsdomein f(t) = A sin Wt

. X 271y
: Aa met t = — N W = —— -
- - v A

Fig. 8.1, Ruwheidssignaal

Na doorgang door een elektrisch filter met grensgoiflengte Ac krijgen
we het uitgangssignaal g{t) = A’ sin (wat + ¢a). Overgang naar de

x dimensie geeft het gefilterde profiel:

T X
3{x) = A" sin (235 o) met ¢ = __a
\a a’ a xa

We willen nu dat alle componentan dezeifde lengteverschuiving ondergaan.
Hieruit volgt nu dat
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g 27 Xa A¢
a Ac Aa
of Ac 21 ° Ac ¢
w
$_ =c . 21 Aa c . 2=
a Ac We

We zien dus dat de faseverschuiving a evenredig moet zijh met de hoek
frekwentie W,.

Hieronder volgt nu een andere aanpak.

Het filter wordt '"distortionloss' genoemd als zijn respons g(t) op
een willekeurige input funktie f(t) dezelfde vorm heeft als de input.
Dus als g(t} = Af(t-to). De Fourier getransformeerde van f(t) en g(t)
zijn respektievelijk F(w) en G(w). In het frekwentiegebied geldt

dat:

ot

-jwt0
Glw) = Alw) e Fw)

-jwt
De overdrachtsfunktie van het filter H{w) = A(w) e 0 is nu volledig

bepaald. Algemeen geldt H(w) = A{w) e-jékw). Zocat vecor de fasehoek nu geldt:

{ = -y = - -w—
J 2 w ¢ (w) wto we * Vet Yo
7 UC
—w
cto Zie fig. 8.2.
—2wecty De fasehoek is ook
12 lw) = 2 ; =
dus E%i = - ﬁL W t0
Fig. 3.2. Fasechoek. , < L. i
— = dit geeft
A c
T Ae 1
X AC
T T hof
—lucty
; ]
217 f; = " ST W, t0 = constant
I
A(:

Fig. 8.3. Lengteverschuiving.
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We kunnen nu ook de amplitude karakteristiek verbeteren. Uit omder-
zoekingen van D.J. Whitehouse en R.E. Reason blijkt dat bij een afsnij-
golflengte van 3 % de cut of
‘1engte een optimale filtering
van het signaal wordt verkre-
gen. Zie fig. 8.4, Het zo

verkregen 3 3 1 fase gecorri-

’»—%\- ’ geerde filter is volledig
gedefinieerd door zijn amplitude

en fase karakteristiek
Fig. 8.4. Amplitude karakteristiek.

De impuls-respons van dit filter in het tijdsgebied wordt gegeven door

de volgende formule:

Y2 "2
530(3*5){:“‘50} T an(l‘g)(t‘te) =5

2
h(t) = 8(t-ty) - — ) - 5
2 (h-tg)
V1
Hierin is B = — , Zie fig. 8.5.
W
2
Een eernheidsimpuls zail een
tijd tg later een signaal
- dcorgeven aan de uitgang.

g &° t > tB hebben

we het geheugen gedeelte. —

Voor t < t

Dit filter is fysisch zeer

moeilijk realiseerbaar. -

Fig. 8.5. Impulsrespons.

De gewichtsfunktie luidt, bij Ac = 800 um en een stap van 2,5 um:

. sin(1,5a) é-n * sin(I,E-a)A% 7
7 wl(e) = x 2 > a 1,5
-3-‘!T (1,5‘0.)
L 1

met o = 325 en k = 1,2, .... géC.
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9. Filteren door konvolutie met de impulsrespons van het fase-

gecorrigeerde filter

Om numerieke berekeningen mogelijk te maken, wordt ook hier de impuls-
respons afgesneden, en wel zo dat h{t) = 0 voor t < 0 en voor t 22t

met t, = 1,5 Xc. Hoe de fiitering verloopt kan het best aangetoond

0
worden met fig. S.1.

im) -, L

— T W -
w AN -

AN A emicfdeIaeW

\\‘ N
mitN___f
I ' \ \ \\

/
AN ...____.,1..
Q

o

&U‘
<
&, )
{,
.(
) M

o~

\gem:dde!da l(jng

nuitgangssignaal

gewichsfunlitie
RC.F.

-opgencmen

f //\ profiel
L t

. zm,nu[srespor:s:e
° o~ PC.F.

A T } D . . 3 '
o N : : . u:z‘m.ngssmnaa[
~

} .
>
;_.._..S:;_____ -

“~~
fl
S

(
J

O AAMAN AL

i I
‘ (VAAYAVAVA
M’ !/"\‘ | 1:7 ‘.\ i [f\\ (,\\ Ngifrlgi:z ,.

Fig., 9.1. Filtering met het fasegecorrigeerde filter.
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Het geheugengedeelte van het uitgangssignaal van het filter op het
ogenblik t = mAt is:

m
m(mat) =% ) F((m-n)at) W(n.at)
n=0
- : T 1
N is aantal ordinaten per grens golflengte:'ﬁ = At = 370 -

W(nat) is weer de negatief omgeklapte impulsrespons zonder puls.
m'(t) is de ordinaat van de gemiddelde 1ijn een tijd ty geleden.

Dus m'(t) = m(t-to). Het uitgangssignaal van het filter op . dit ogen-
blik t is G{t) = impulsprofielordinaat tijd ty geleden - m'(t).

Dus G(t) = f(t~t0) - m(t*ta). Stellen we door P(t) het gefilterde
orofiel voor, en door m(t) de gemiddelde lijn, dan is P(t-to) = g(t)
of P(t) = g(t+t0). '

Om het gefilterde profiel P(t) of de middenlijn m(t) op tijdstip t te
kennen, moeten we een konvolutie uitvoeren tot het tijdstip t+t0, dus
een tijd tg vooruit in de toekomst. Juist hierdoor is het mogelijk
fasevervorming te vermijden.

Het standaardfilter houdt enkel rekening met profielordinaten uit het

verleden, zodat we de fasevervorming kri jgen.

10, Numerieke berekening van de ruwheidsparameters

Door de opgenomen ruwheids ordinaten Yn s =1, 2, ... N, wordt eerst
m.b.v. de kleinste kwadraten methode een middenlijn bepaald. Van de B
ordinaten t.o.v. deze middenlijn (voor het gemak aangeduid met Yn)

worden de volgende ruwheidsparameters berekend.

N
Ty ; RT=Y  -Y .
- max min

RMS = 1‘1 2 Y2 ; RP = afstand van Y tot de kleinste
yN & max

kwadratenliin.

Ordinatenverdeling

De totale diepte van het profiel! wordt door parallelie lijnen in

equidistante stukken verdeeld {(fig. 10.7a),
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n -

e nJ AWA
4 7 U\

3./ [ RY R
y 27 V

. aftasthngte(L) N %m
a. profiel b. dichtheidsverdeling c¢. Abbot™ kromme
Fig. 10.1.

100

Het aantal ordinaten dat tussen 2 lijnen ligt M} i=1..,, 50, gedeeld

door het totale aantal ordinaten geeft de procentuele dichtheid van
die kiasse. Dit getal wordt rog gedee!d door de klassebreedte, waar-
door de dichtheidsverdeling gencrraliseerd wordt. De vorm van de

~

dichtheidsverdeiing wordt door Z parameters aangegeven.

N
»e . _» N \ 1 ] 3
Ko&fficient van scheefheid (skewness) = —3 -5 Y
3IMS N nZI n
. 1 1 N 4
Ko&fficient van platheid {kurtosiz® = —4~5 “ N E Y
: 3MS n=1 "

De ko8fficient van scheefheid is -u} a'3 de dichtheidsfunktie
symmetrisch is om de gemiddelde waard., Als er relatief meer ordinaten
in de top van het profiel ligger ‘s de waarde positief, anders
negatief. De koéfficient van platrneid is 3 voor een Gausskromme, de
waarde is5 groter dan 3 voor een suitsere~ en kleiner dan 3 voor een
vliakkere kromme. .. .50
De Abbotkromme s de som van de dicnineidsverdelingen, in formule |
(Fig. 10.1c). =1

Hellingsverdeling

De heliing van Z profiel ordinaten wordt gegevarn zoor YI-YZ/stap. Een
heilingsgebied van -0,6 tot 0,6 um/um £lijkt in de praktijk voldcende
te zijn. Dit hellingsgebied wordt verdeeld in 80 klassen., Het aantal
hellingen per klasse wordt bepaald en gedeeid door het totale aantal
hellingen. De hellingsverdeling wordt genormaliseerd door haar te

delen door de kiassebreedte en wordt daardoor uitgedrukt in %/um/um,

M;

%6
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Om deze waarde minder ongevoelig te maken voor zeer kleine plaatselijke
variaties, die in het gebied van de meetonzekerheid van het ruwheids-
instrument kunnen liggen, wordt de helling niet bepaals tussen 2 bpeen-
volgende punten, maar over 5 punten.

Ce RMS waarde van de hellingen wordt berekend volgens:

K l
L 2
RMS <1 ope IR szx (slope;)

De gemiddelde golflengte (geTntroduceerd door Whitehouse) is gelijk aan:

RMS

Avwl = 2% TS-sTope

Tevens wordt voor ieder van de 5 stukken profiel, ter lengte van A-cut off
(0,8 mm), de parameters RA, RMS, RT en RP berekend. R

Nadat de profielordinaten Yn digitaal gefiiterd zijn door het dubbel
RC-fiiter worden bovenstaande parameters wederom berekend. Dit gebeurd

eveneens na digitale filtering met het fasegecorrigeerde filter.
11. iIntermezzo

Een opperviak >evat meer informatie als de tot nu toe berekende parameters.
er is informatie aanwezig betreffende haar periodiciteit alsmede over de
frekwentievérde!ing. Het is op het ogenblik mogelijk om met speciale
hiertoe ontwikkelde apparatulr autocorrelatie-funkties en spectrale verde-_
lingen te verkrijgen (spectrum analyzers). Deze apparatuur is erg duur en
tot nu toe voor enkel ruwheidsonderzoek in een iaboratorium te kostbaar.
Door de opkomst van de snelle digitale Fourier transformatie met de
komputer (Cooley Tukey Algoritme) kan men in de laboratorium sfeer m.b.v.
digitale technieken de autocorrelatie-funkties en spectraie verdelingen van

oppervlaiken bepalen. In het hierna volgende zal hierop worden ingegaan.

12. Korrelatiefunkties en vermogensspectra

Analoog.
Neem 2 begrensde continue funkties f(t) en g(t), dus
+oo oo
[ if(e)ldt en [ jglt)ldt zijn bepaald er eindig.

-0 -
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Onder de (kruis)korrelatiefunktie van f(t) en g(t) verstaan we:

R ]
¢fs(r) = [ f(t) g(t-7)dt (convolutie integraal)

Voor de ergodische*)signalen geldt

T
Vg ) = Lim [ f(t) g{t-1)dt  voor t < 0

e F(6) = g(t) =

s f(t) = g(t) dan vinden we de autokorrelatiefunktie ¢ cc:

+<
vee = [ F(t) Fle-t)dt

-

met * = 0 en gemiddelde = 0 volgt wffiﬁ) = dz

.

Verder gelden 2 belangrijke relaties: Wiener-Khintchin relaties genoemd:

¢xx(w) =F wax(r)]
-1’
U (1) = F Te, (W]
met ?xx(w) = Flw). F*w) = vermogensspectrum. = |F(w)£2

Verklaring van het vermogensspectrum.

Beschouw een weerstand van 12. Het vermogen w = V{(t) . i(t) = V%t)

R 2ad ) .
e energie = | V%t) dt = f v(t) . %L J viw) eIt dw.dt
- <7 -0 I 4
\ \V
v(t)
|t o V T
== [ Viw [ v(e) 2" dt dw
-on \«-ca ]
\J
1 ™7 1+ *
= 5= -i V(w) V(-w) cw = 5 ~i V(w) V(w) dw
of

Vw1 dw Steiling van Parseval.

= 1
U(t) dt =
g T

? """\‘g

Ter verduidelijking een vocrbeeld:

, ik
Flw) = Riw) + j X{w) = Alw) e

%) De verwachtingswaarde van het signaal is onafhankeiijk van b.v. de tijd.
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Hierin is. A(w) = Fourier spectrum van f(t)
Az(w) = energie spectrum
¢{w) = fase hoek.

| Flw) = T met T = 1
R | F(W) _ 1 e"J bg tan w
—— 7
, 14w .
- 1 - j W
I+w2 ¥+w2

(Fig. 12.2.)
Fig. 12.1. RC-kring.

W=
w - W =0
Plej Xfw)
‘ Rfw)
Niguist
. diagram.
Fig. 12.2.

Diskrete funkties in een eindig interval

i.p.v. funkties f(t) en g(t)

2 rijex x {0, n-1]

y [0, n-1] x4l /4

At =

S

o

[R—
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Def. Kruiskorqelatie funktie.

n-

)
k=

1
: 1
1. wxy(}) == . x(k) y(k=A) Ax=20,1, ... n-1
k- modulo n, als k=X niet tussen 0 en n-1 ligt moet er een veelvoud
van n.worden opgeteld of afgetrokken. '

De rekentijd is evenredig met n2 bewerkingen.
2. Diskrete Fourier-Transformatie D.F.T.

1

‘F(h)=-1n-k

1

x(k) e " h=0,1, ... n-1
0
De rekentijd is evenredig met n2 bewerkingen.

B.F.T. [y_ (1)1 = F(h) F*(h)

1
J)XX

of ook wxx(x) = (D.F.T.)'1 [F(h) F*(h)]

M.b.v. de snelle D.F.T. is de rekentijd evenredig met n log n bewerkingen.

Via schijnbare omweg grote tijdsbesparing 2n we verkrijgen tevens het

vermogensspectrum.
A DFT I
| Xikat) st F(hat)
autocoi'relatie - }* ¥
A

-1
[0 FT] o

*XX

~ ¢
Het principe van de snelle Fourier-transformatie staat beschreven in

hoofdstuk 17 .

13. Sampling theorema van Shannon

'n de praktijk meten we gedurende een eindige tijd of over een eindige
afstand.

1 R _
Dan geldt F__ = Al sampiing afstand (2,5 um)

= ! = 200 cyci/mm .

5.107°

F
max
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; 2 F a 1 i
Frekwentie step = er =TTN T
Aftastlengte L = N ., Al
Frekw. stap = é%%% = 0,195 =~ 0,2 cycl/mm

golglente 2 ~ 5 mm

Voor lagere frekwenties dient men langer te meten (grotere aftastweg)

Voor hoge Fmax dient men snel achter elkaar te meten.

14. foutenkronnen

. Aiiasing errors

Als men een analoog signaa! heeft met een bepaalde max. frekwentie F,
en er wordt niet snel genoeg gemeten (dus Fmax is kleiner dan F), dan
komen deze frekwenties in een lagere frekwentie tevoorschijn, en wel

zoals in fig. 14.1 is aangegeven.

) 2,2 kHz zal gezien worden
« [FIKHZ -
e = als 1,8 kHz enz.
$$
» =
k- X
&~
s 3
3=
2KHz A¥ Mz
Fmax

Fig. 14.1. inputfrekwentie.

Neem als voorbeeld het signaal van fig. 14.2. in fig. 14.2a is Fa

3

getekend. Fm = % cycl/em, Al = 1 cmen L = 20.A1 = 20 cm,

ax 1 1

frekwentiestap = T =%
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Fuit
A /7
P
7
V4
1
3
1 2 » Fi
r 2z 3 & 5 4
6 8 ? 6 6
Fmax
Fig. 1b.3,

Fig. 14.2b toont een signaal met een frekwentie van 2/3 cycli/cm. Wordt
dit signaal nu gesampeld met een Al van 1 cm dan vinden we de in de
figuur aangegeven meetpunten. Door deze meetpunten gaat ook een signaal
met een frekwentie van 1/3 cycl/cm (zie fig. 14.2c). Dus frekwenties
hoger dan F__  geven een bijdrage in de lagere frekwentie (fig. 14.3).
Dit effekt wordt ook wel ''Fall back'' genoemd. ‘

b. Window error

Analocg

Wordt vercorzaakt omdat het signaal niet periodiek is gedurende de
opneemt! id, , ;-

i. Bit kan verbeterd worden door langere sampling tijd, dan wordt

de breedte van G{w} (fig. d) kleiner.

2. Door een andere vensterverm te kiezen, o.a. Hanningvenster.



- 26 -

AWt Ta R N o

\VARVAR o

5(w+w0) - 6(w-w0)

f(t) = cos wy t Flw) = 3
1 ~
l’r \‘
{ c.
4 0 T
2 7
1
sin (=)
g(t) =1 ]t < 3 Gw) = 1 ﬁz
=0 |t] < %- 2
;o
e(t) = f(t) . g(t) E(w) = 5= [ F(s) G6(w-s) s

Fig. 14.4
1 Flw)
3
fie 2 . ‘
Betere ampiitude nauwkeu-
righeid maa;‘groteﬁe ’
T l l w - frekwentie-onzekerheid.
! N
Fig. 14,5,
s 2rt
.1 mcos ==
gltj = 5 Hanning-venster.
Digitaal

Ls is de pericde van de sinus, met n een geheel getal. De sinus ‘'past"
in het venster als L = n.Ls.

De frekwentie van de sinus fs = t%- en f =‘% (frekwentiestap)

fs = n Af of w, =n Aw.,
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3

Dit wil zeggen dat de Fourier getransformeerde precies op naw ligt.

wo
Fig. 1h.6.

is n niet geheel dan krijgen we het volgende

wo={n+5) Auw

;_ —AD

.’rT‘TIJT?f‘

" Fig. 14.7.

c. Wrap around errcr

Een probleem bij de correlatie berekening ligt in het feit dat het
gebruikte algoritme, hoewel ze slechts een funktie opgegeven krijgt
binnen een eindig interval bepaald door het rechthoekig venster, dit
interpreteert als een funktie die ook buiten dit interval bestaat in de
vorm van een periodieke herhaiing. Dit heeft tot gevolg dat bij de
correlatie berekening bij verschuiving van A, b.v. de laatste ordinaat
waarde X(n-1) niet wordt vermenigvuldige met x

y» mear met X
Undices werden modulo n beschouwd).

(n=1+2 (x+1)
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Fig. 14.8.

De hierdcor onstane afwijking noemt men wrap around error.

Om deze te vermi jden berekent men vaak een quasi-autocorreiatie funktie,
door op de gegevens eenmaal een volledig venster van lengte L en eenmaal

een venster ter lengte L/2 toe te passen, en de twee ontstane funkties
met eikaar te correleren.

15. Berekening van het frekwentie spektrum en de autocorrelatie funktie

Voor bovenstaande berekening maken we gebruik van 2048 ordinaat waarden
(2048 = 2™ dit f.v.m. FFT, zie hoofdstuk 17 ). We maken 2 series ordinaat
waarden, het ene bevat 2048 ordinaatwaarden, x signaal, en het andere

signaal, y, bevat 1024 ordinaten die gelijk zijn aan de eerste 1024 van
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“het x signaal en 1024 ordinaten gelijk aan 0. Schematisch weergegeven
in fig. 15.1a.

KV = 1 . KV = 2 KV > 2

- -

-
]
1

<4

Fig. 15.1.

Afhankelijk van de waarde van een bepaalde faktor {(KV) in het programma
worden de einden cosinusvormig afgerond (de eerste en lastste 20 ordinaten)
Zie fig. 15.1b en c. Meestal wordt bij de berekeningen KV = 2 gekozen.

De berekeningen vinden plaats volgens het schema in fig. 15.2. Hierin staat
FFT voor de Fast Fourier Transformatie. Om het power spectrum te norma-
liseren, wordt het gedeeld door de bandbreedte in cycl/um, zodat de

3

dimensie um” wordt. Theoretisch zou men de inverse Fourier transformatie
toe kunnen passen op het verkregen autopower spectrum. Dit zou aanleiding
geven tot de besproken ‘''wrap around error''., Daarom werdt het cross power
spectrum berekend van de 2 signalen x en y en wordt hierop de inverse
Fourier transfcrmatie téegepast. Om deze funktie te normaliseren wordt

ze gedeeld door de waarde die overeenkomt met een verschuiving nul.

De fase informetie gaat bij de autocorrelatie funktie verloren. Een sinus-
vormig of een cosinusvormig signaal (50° faseverschuiving) hebben beide -
een cosinusvormige autocorrelatiefunktie.

Zie fig. 15.2 op biz. 30. s
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INPUT SIGNALS
N-ORDINATES

x {t}

b FFT

Sx ()

y COSINE WINDOW

Sx(flx Sx7{f) CONJUGATE

MULTIPLICATION .

i

Gxx (f} AUTO-POWER

SPECTRUM

A | NORMALIZED
Gxxifl+ ammwmmi POWER SPECTRUM
CYCLES/MM

-

y (t) INPUT SIGNALS
. N/2 - ORDINATES
y FFT
!
Syl{f}
1
Sy(fixSxif)
E 4
Y
Gxylf) |CROSS POWER
SPECTRUM OF
x{t] & y (t)
r Fe7
Rxx (t] AUTO -CORRELATION
IN TIME DOMAIN

%
|

Rxxit]+ Rxx{o)

NORMALIZED AUTO-
CORRELATION

The Fourier transform "

Fig. 15

-

16. Laplace en Fourier transformatie

.2,

5

F(s) = [ £(t) e °% dt = L [f(t)]
0
inverse Laplace transformatie
Cjbe
f(t) = f%? [ F(s) et ds

Cj=e

Laplace transformatie (enkelzijdig, f{t) = 0 voor t < 0). Definitie:
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Tabel Laplace transformaties:

f(t) % F(s) geldig voor
c <% s >0

n nt
ct Sn+1 s > 0
at 1
e s-a s>a
n_at n! »
t (S a)nﬂ s > a

5
cos bt 2+b2 s > {0
sin bt "-E-f s >0
92+b

s(t) 1

Eigenschappen van Laplace transformaties:

e®tF (1) F(s-a)

flt-t,) e-thg F(s)

£(n) (4 $"F(s) - £ (0) - s£"72(0) -... -s""Te(0)
F(t) = g(e) F(s) . G(s) B

Er bestaat ook nog de dubbelzijdige Laplace transformatie -

4@ :
F(s) = [ £(t) e 5% dt, e

X

hierop gaan we niet verder in,

Fourier transformaties

In bovenstaande Laplace transformaties kan s complex zijn, s = a + 8j.
Vervangen we s door -jw, dan onstaat 2ls bijzonder geval van de twee-

zijdige Lapiace transformatie de Fourier transfcrmatie

D e )
Flw) = [ £(r) &% at

met inverse
1 Jjwt
F{t) = 5= -i Fiw) e dw .



-32-

De Laplace transformatie heeft een minder snel aansprekende interpre-
tatie. Aanvankelijk werd hij slechts beschouwd als een wiskundig
hulpmidde! om problemen (o.a. met beginwaarde en inschakelverschijnselen)
te vereenvoudigen. In de moderne theorie van elektrische kringen krijgt
de Laplace transformatie echter wel een interpretatie, en bepalen polen

en nulpunten het gedrag van een elektrische kring.

17. Principe van de snelle Fourier transformatie (FFT)

De algemene schrijfwijze van een getal is:

0O<i<n n=1000=10x10x 10
=ﬂ1 anxna
e ,a10f w10t s i =01 L q=0,0 L, ngel
i = iz(nln ) + i]n1 + 30 i1 =0,1 ... q=0,1 ..., n2-1
' g =01 ceog=0,1 .0, n-l

Analoog bij willekeurige ontbinding n = Refafy oew Moo

teder getal i kan geschreven worden als:

p + ,,. i, P

m=1 m-2 " m-2 0'0
met . PQ = 1 ’ 50 =0,1 ..., n1_1 S—

Py =nm i = 0,1 ey 0l
PZ =n.n,
Pm-i = NNy ... Nm~1 im-l =0,1 ..., nm-I

mod (E,Pl}
; T e—————
0 Fa j=1
. mod {:,Pj+1) - k;G PP
J P,

1

-

mod (i,P}+I) is de rest van de deling B-ET . De geTnverteerde van een getal i
is g zodanig dat’ J

’ga 1'0 qm_! + !1 qm_2 + ... sm__1 qo
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Qpoq = NP co.

m m’ m=1 2

Dezelfde coefficienten ij,;gld die behorende bij het getal i, maar in

omgekeerde volgorde.

. 27
+j =
a. Beschouw de term e = w
b b+n b+kn n 0
W =W = w (w =w =
. on . 2W . 2mb
j=—b j = (b+n) j =—
(wb =e W o " =e

b. Het verwerken van de parameters h en k volgens een veralgemeende

schrijfwijze.

Hierdoor wordt het mogelijk in het produkt h.k de veelvouden van n

af te scheiden, zodat de uitdrukking
. 21hk
=J

e =w

sterk vereenvoudigd kan worden (zie a.).

Voorbeeld: n=n .n, (ontbinding in 2

Aigemende schrijfwijze van h en k:

h=h,.ng +ho hy = 0,1,
h1 = 0,1,
k= kyeng+ Kk kg = 0,1,
k1 = {,1,
Nu wordt . 2whk
1 n=1 =i =
F(h) == 1 X{k) e h =
n
k=0
na=1 n,~1
1 2 TZ
F(h,n +h,) = — x(k . n +k.) w
el Tw L Ly

0 1

1)

i2nb
e =

a

, 2mb
J-——---

n

deelfzktoren}.

- -

veny nT-i
. nz-i
sy n7-i
ceesy ni-i
8,1, ..., n-1
-(h n

11

)

+h0).(k1n2+k
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h1k1n‘n2 ='wh1k1n 0

Volgens a is w =w =1,

| 1“2" ny=l ~hgkyn,]  =hk,
F(h,n +h,) == ) x{kyny+ky) w w

kg Lk
Stel nu:
ny - ~hgkyn, '
X, (hgnytky) = kzu x(kyn tky) w A.
1=
Ny~ -hky .
Xo(hgno+h)) = ] x (hono+ko) w B.
k,=0
0
dan is
1
F(h1n1+h0) == xz(h0n2+hl) cC.
a. x, berekenen uit x volgens A.
b. Xy berekenen uit X, volgens B.
c. Xy inverteren en delen door n om de rij F volgens C.
te verkrijgen;A(h0n2+h]) is het geTnverteerde getal van (h1h1+h0).

h0n2+h1 is de geTnverteerde van h1n1+h0.
Volgens a. ngen elementaire bewerkingen.
b. nyen H "

Totaal p.(n1+n2)

Tijd voor inversie verwaarlcosbaar,

= 'R - s . i &tg-d H P, ‘.
Algemeen n = n .n, n : n, Nu is J‘ evenredig met n(n1+n2 n.)s
noem alle n,=r (n = r") dan is de benodigde rekentijd evenredig met

nmr = n log n.

Bewi js:

n=r en t =n.m.r

Voor welke r is t minimaal. .

!og n

iogn=mlog r > =n Tog 7

. T

dt _ {iog r-1) log n
(tog r)

Extreem als logr =1 dusals r=e , nuist=n e!og n.
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