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Voorwoord 

De geschiedenis van het ontstaan van dit boek zal onge
twijfeld grote gelijkenis vertonen met die van andere 
leerboeken, voortgekomen als het is uit de wens van de 
auteurs de inhoud van hun colleges aan hun studenten in 
een goed toegankelijke vorm ter beschikking te stellen. 
Het geraamte van de tekst is dan ook stof door ons aan 
de T.H. Eindhoven gedoceerd aan studenten met hoofdvak 

.wiskunde in de eerste vijf semesters van hun studie. De 
door ons gegeven colleges vormen echter slechts een ge
deelte van het onderwijs voor de wiskundestudenten; een 
zeer belangrijk deel van hun precandidaatsopleiding be
staat uit een cursus in analyse en lineaire algebra waar 
de nadruk n·iet zozeer ligt op strengheid als wel op· het 
hanteren van wiskundige vaardigheden; de door ons ver
zoigde cursus daarentegen is heel sterk gericht op exact
heid en correcte formulering, maar gaat voorbij aan toe
passingen en rout-inevraagstukken. Deze opzet van het 
onderwijs in Eindhoven heeft tot gevolg, dat een boek 
dat niet meer zou bevatten dan hetgeen wij doceren niet 
bruikbaar zou zijn voor lezers die nog geen. onderwijs in 

_ de meer technische aspecten. van de wiskundige analyse 
'hebben ontvangen. Ondermeer door het opnemen van zoge
, naarode herhalingspa_;r.agrafen ·hebben wij gepoogd dit be_. 
zwaar te 'ondervange'h zonder Overigens iets af te doen 
aan onze bedoeling een boek te schrijven niet over de 
toepassingen, maar over de opbouw van de reële en com-· 
plexe analyse en over de daarvoor relevante delen van de 
verzamelingenleer, de .algebra en de topologie. 

Dit is ·een leerboek en geen leesboek; vraagstukken vormen 
een essentieel onderdeel van de tekst. De stijl weer
spiegelt het feit, dat we geschreven hebben voor studen
ten van wie behalve de kennis ook de wiskundige rijpheid 
geacht wordt toe te nemen. De eerste hoofdstukken zijn 

_zeer uitvoerig gesteld; later wordt de beschrijving 
bondiger. We raden iedere lezer m~t klem aan te beginnen 
met de sectie: handleiding voor de gebruiker. 
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VI VOORWOORD 

Wij vermelden in dankbaarheid dat wij bij onze onderwijs
taak door velen met adviezen en medewerking zijn bijge
staan; heel wat suggesties hebben bijgedragen tot dit 
boek. Ook is een gedeelte van de vraagstukken ontleend 
aan de Eindhovense instructie-collectie, die in de loop 
der jaren dQor een team van medewerkers is vergaard. 
Onze dank gaat ook uit naar diegenen die ons met het 
klaarmaken van het manuscript hebben geholpen: naar de 
heer E.J. Balder, wiens kritische opmerkingen tot ver
schillende verbeteringen aanleiding zijn geweest, naar 
mt:vrouw ll. I<. van der Putten-Bosscher, die het gehele 
manuscript met zorg heeft getypt, en naar de heer 
Th.W.J. Koek, die de figuren getekend heeft. Het stemt 
ons tot vreugde, dat de samenwerking van de uitgever, de 
firma Wolters-Noordhoff N.V. en de heer drs. H.J. Stomps 
het mogelijk gemaakt heeft, dat dit boek in een goedkope 
en toch behoorlijk verzorgde uitgave verkrijgbaar is. 

Eindhoven, juni 1970 

S.T:M. Ackermans; J.H. van Lint 

VOORWOORD BIJ DE T\;EEDE DRUK 

Als wij, zoals in een voorwoord bij de tweede druk van een 
boek gebruikelijk is, willen wijzen op verschillen ·tussen 
deze editie en de vorige, dan vermelden wij er drie: ver
betering van een vrij groot aantal drukfouten en onnauw
keurigheden; uitbreiding met een afdeling "gemengde opga
ven" en een verandering van uitgever. 

Al degenen die ons op onvolkomenheden in de tekst gewezen 
hebben zijn wij zeer erkentelijk. Ook zijn wij veel dank 
verschuldigd aan de stafleden van de Onderafdeling Wiskunde 
van de Technische Hogeschool te Eindhoven, die met ons het 
onderwijs in 11Algebra en Analyse" verzorgen. De aan deze 
drUk toegevoegde serie gemengde opgaven, die bijna uitslui
tend uit Eindhovense examenopgaven bestaat, is grotendeels 
hun werk. 

Tenslotte geeft het ons grote voldoening dat Academie 
Service en zijn directeur Drs.H.J. Stomps, die reeds bij 
het tot stand komen van de eerste druk zo'n belangrijke 
rol hebben gespeeld, thans de uitgave zelf ter hand hebben 
genomen. 

Eindhoven, april 1976 

S.T.M. Ackermans; J.H. van Lint 
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Handleiding voor de gebruiker 

0.1. Indeling van het boek 

Dit boek is bedoeld als een leerboek over de opbouw van 
de reële en complexe analyse en over de daarvoor rele
vante delen van de verzamelingenleer, de algebra en de 
topologie. Het bestaat uit acht hoofdstukken. In de 
hoofdstukken 1 en 2, geheten verzamelingen en afbeelding
en resp. relaties, wordt de lezer vertrouwd gemaakt met 
het hedendaagse wiskundige taalgebruik; hierbij moeten 
wij twee kanttekeningen maken. Hoewel begrippen uit de 
verzamelingenleer en ook uit de logica overal in dit boek 
gebruikt zullen worden, gebeurt dit uitsluitend als 
bouwstenen van de wiskundige taal; aan problemen van 
wiskundig grondslagenonderzoek zijn wij daarom bewust 
voorbijgegaan.- Een tweede kanttekening is deze: eenieder 
die poogt de taalmidde1en die hij zal gaan gebruiken 
volledig te beschrijven, raakt verzeild in het dilemma 
tussen purisme en souplesse. Ons compromis tussen beide 
is bepaald door wat heden en naar wij verwachten zeker 
ook in de nabije toekOmst in de wiskundige literatuur 
,gangbaar is. Eén voorbeeld: in 1.17.5 wordt geworsteld 
:met het vrij en gebonden voorkomen van veranderlijken, 
,-maar de door Church ingevoêrde symboliek die hier volle
dig helderheid zou brengen wordt niet gebruikt. Hoofd
stuk 3 geeft een inleïding in de algebra: (serni)groepen, 

-ringen, lichamen en lineaire algebra. Na al deze voorbe-
reidingen is de lezer in staat de exacte opbouw van het 
getalbegrip zoals in hoofdstuk 4 beschreven te apprecië
ren. Het vijfde hoofdStuk bevat een inleiding in een 

-ander van de mathematische basisvakken waar de analyse 
op rust, namelijk de topolOgie, in het bijzonder de topo
logie van de metrische ruimten. Pas in hoofdstuk 6, 
differentieerbaarheid, komen onderwerpen aan de orde die 
onder de traditionele naam ··van de analyse namelij.k infi
nitesimaalrekening vallen. Het differentiëren van com
plexe functies komt -ook in hoofdstuk 6 aan de orde. De 
laatste twee hoofdstukken behandelen de integraalrekening. 
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x HANDLEIDING 

In hoofdstuk 7 wordt de theorie der Riemann-integraal 
(en die van de Riemann-Stieltjes-integraal) behandeld; 
Lebesgue-integratie wordt niet besproken. Hoofdstuk 8 
gaat over lijnintegralen in het complexe vlak en alles 
wat daarmede samenhangt. Het boek bevat tevens een eerste 
kennismaking met tal van min of meer zelfstandige deel
gebi'eden van de analyse (voorbeelden: Fouriertheorie in 
§ 7.8; differentiaalvergelijkingen in§ 7.9), terwijl wij 
ook een aantal nogal ongebruikelijke onderwerpen hebben 
besproken (voorbeelden: Boole-algebra in § 3.12; de 
methode van Lehrner-Schur in§ 8.5). 

0.2. Voorkennis 

Van de lezer wordt verwacht dat hij vertrouwd is met de 
grondbeginselen van de algebra, goniometrie en analytische 
meetkunde zoals die op de middelbare school onderwezen 
worden. Dat houdt ondermeer in-, dat hij een intuïtief be
grip heeft van de verzamelingen der natuurlijke, gehele,· 
rationale en reële getallen - wij noteren die met resp. 
N, Z, 0, R - en liefst ook van de complexe getallen, C. 
Nadat de lezer tot en met hoofdstuk 4 in dit boek is 
doorgedrongen kan hij het intuïtieve begrip van deze ge
tallen vervangen door het dan streng ingevoerde getal
begrip. Men moet er zich wel goed van bewust zijn dat het 
intuitleve begrip slechts gebruikt wordt in voorbeelden 
en bij de opbouw-van hoofdstuk 4 geen wezenlijke rol 
speelt! 
We nemen ook aan dat de lezer vertrouwd is met het rekenen 
met machten, wortels en logarithmen; dat hij de gonio
metrische functies sin, cos en tan (waarbij het argument 
uitgedrukt wordt in radialen) kent; dat hij weet wat de 
cartesische coördinaten uit de analytische meetkunde zijn 
en dat hij enigszins vertrouwd is met begrippen als li
miet, continuïteit en differentieerbaarheid - thans deel 
van de stof van het middelbaar onderwijs -, hoewel deze 
begrippen uiteraard nog uitvoerig aan de orde komen. Het
zelfde geldt voor het begrip eindige verzameling. 
Zoals we in het voorwoord beschreven, zijn de colleges 
die voor ons aanleiding tot het schrijven van dit boek 
geweest zijn, de tweede ronde van een twee-rondensysteem. 
Toch menen we dat de lezer met slechts middelbare-school
kennis als voorkennis, dit boek heel goed kan gebruiken 
om er de opbouw van de analyse, algebra enz. uit te leren. 
We hebben nl. alle nodige onderwerpen uit een eerste ronde 
opgenomen in zogenaamde herhalingsparagrafen. Mocht een 
lezer bij het maken van de vraagstukken uit deze herha
lingsparagrafen in ernstige moeilijkheden geraken, dan 
moeten wij hem adviseren een uitvoeriger boek ter hand te 
nemen. Zeer geschikt voor dit doel is: G.R. Veldkamp, 
Inleiding tot de analyse, Wolters-Noordhoff N.V. Groningen 



HANDLEIDING XI 

1957. In de bibliografie vermelden wij nog verscheidene 
andere uitstekende boeken over analyse. De toepassingen 
van de analyse worden in dit boek niet behandeld. 
Tenslotte dient een lezer de volgende notaties te kennen: 
R2 , (R 3 ) voor de geordende paren (tripels) van reële 
getallen, zoals gebruikt als coördinaten in de analytische 

n 
meetkunde; L ak' 

k=l 
b b •. ·b 

1 2 m • 

rn 
TI bt voor resp. a

1
+a

2
+ ••• +a

0
, 

t=l 

0.3. Het bestuderen van een wiskundeboek 

Men moet duidelijk twee dingen onderscheiden: het ver
werven van wiskundige inzichten en het vastleggen daarvan. 
Over de wijze van het tot stand komen van wiskundige 
kennis bestaat weinig zekerheid; het is een studie-object 

·voor psychologen. Een wiskundeboek, ook een leerboek, 
geeft vastgelegde wiskundige kennis; de gebruiker moet 
zich zelf de beschreven inzichten eigen maken. De erva
ring heeft ge.leerd, dat het middel bij uits-tek om dit te 
doen is het rnaken van vraagstukken, waarvan wij er vele 
honderden, verstrooid tussen de tekst en verzameld in 
aparte paragrafen hebben opgenomen. Een lezer die alle 
vraagstukken overslaat, maakt een slecht gebruik van dit 
.boék en zal er niet veel uit leren. Een geb~uiker heeft 
·pas de zekerheid dat hij het aangeboden materiaal werke
lijk beheerst, indien hij het 'merendeel der vraagstukken 
zonder moeite kan maken. Maar meer nog dan als controle 
op begrip bieden wij de vraagstukken aan als echte oefen
stof, d.w.z. dat men nadenkend over de opgaven de er op 
be.trekking hebbende theorie gaat doorzien. 
Achter in dit boek vindt men een afdeling met commentaar 
bij de vraagstukken, waarin over het merendeel van de 
vraagstukken iets gezegd wordt. Een verstandig gebruik 
van deze afdeling is het volgende: lukt het maken van een 
vraagstuk, kijk dan naar het gegeven commentaar ter con
~role; lukt het niet, kijk dan of het gegeven commentaar 

.een aanwijzing bevat en probeer het vraagstuk opnieuw. 

0.4. Verwijzingen 

Alle items (stellingen, definities, opgaven, enz.) in 
dit boek hebben drie nummers; verwijzing geschiedt steeds 
doOr vermelding van alle drie de nummers. Achter in het 
boek geven wij in de bibliografie een aantal aanbevolen 
boeken; verwijzing naar één van deze in de tekst geschiedt 
Poor het nummer van de titel tussen vierkante haken, [ J, 
eventueel gevolgd door het hoofdstuk of de paragraaf van 

•·'het geciteerde boek. 
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XII HANDLEIDING 

De lijst van symbolen en het register zijn er voor het 
gemak van het terugzoeken! 

Wij wensen de gebruiker een vruchthare studie! 

Voor alle op- en aanmerkingen houden wij ons ten zeerste 
aanbevolen. 



I Verzamelingen en afbeeldingen 

1.1. Inleiding; definities en bewijzen 

1.1.1. Het doel van dit eerste hoofdstuk is de lezer ver
trouwd te maken met een aantal begrippen en notaties uit 
de verzamelingenleer en de symbolische logica. Het is 
thans algemeen gebruik voor het vastleggen van wiskundige 
inzichten de terminologie van de verzamelingenleer te be
nutten. Altijd hebben wiskundigen het als een belangrijk 
deel van hun taak beschouwd, om hun wiskundige inzichten 
zo te beschrijven dat de hoogst mogelijke graad van 
zekerheid en duidelijkheid gewaarborgd wordt, Wàt rnen_nu 
precies de hoogst mogelijke zekerheid noemt, is een 
filosofisGhe vraag; de waarde die men toekent aan door 
ervaring verkregen inzichten speelt bij de beantwoording 
,een belangrijke rol. Wij zullen ons met deze vraag niet 
diepgaand bezighouden. We volstaan met de constatering 
dat de eigentijdse beantwoording van deze vraag geleid 
heeft tot het wijdverspreide gebruik van de begripp-en en 
notaties uit dit hoofdstuk. 

1.1.2. Eén naieve misvatting moeten we kort nader be
Schouwen, en wel de misv-atting dat men de hoogst mogelijke 
zekerheid bij het vastleggen van ·kennis zou kunnen 
Verkrijgen door elke gebruikte uitdrukking te verklaren, 
elke beweri.ng ·te bewijzen. Bij nadere beschouwi.ng blijkt 
dit principieel onmogelijk. Immers om een uitdrukking of 
begrip te verklaren heeft men andere uitdrukkingen en 
begrippen nodig die al aan de lezer bekend zijn. Deze 
moeten dus in een eerder stadium van het betoog verklaard 
zijn. Maar ook daar waren voor de verklaring van de 
gebruikte begrippen eerder verklaarde begrippen nodig; 
enzovoort .. Met beweringen is het al net zo gesteld: voor 
het bewijs van een bewering moet men gebruik rnaken van 
e$rder bewezen beweringen; enzovoort. De lezer die ver
trouwd is met de vlakke meetkunde weet welke. vorm men 
aan .een wiskundige theorie geeft om niet in de bovenge-
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2 VERZAMELINGEN EN AFBEELDINGEN 1.1 

schetste nimmer eindigende teruggang van steeds eerder 
verklaarde begrippen en eerder bewezen beweringen te 
geraken. Als uitgangspunt. neemt men een klein aantal tot 
de vast te leggen theorie behorende begrippen die on
middellijk begrijpelijk schijnen (bijv. Punt, lijn, 
evenwijdigheid, ..•• in de meetkunde). Deze begrippen 
worden zonder verklaring gebruikt. Men noemt ze de onge
definieerde of primitieve begrippen (de logici spreken 
ook wel van "primitieve termen 11

) van de theorie. Tegelijk 
met het aQngeven vafi de primitieve begrippen aanvaardt 
men de verplichting van elk ander begrip de betekenis 
vast te leggen met behulp van de primitieve begrippen en 
reeds 11 eerder" in de theorie verklaarde begrippen. De zin 
die de betekenis van een begrip vastlegt heet de defi
nitie van dat begrip. Op soortgelijke wijze gaat men te 
werk bij beweringen. Een aantal min of meer evident 
lijkende beweringen over de primitieve begrippen wordt 
zonder bewijs als waar aangenomen. Men noemt ze axioma's 
of postulaten. Alle andere beweringen moeten bewezen 
worden met behulp van "eerder" bewezen beweringen en 
axioma's. Later heeft men ingezien, dat de wiskundige een 
zekere vrijheid heeft in de keuze van zijn axiomastelsel 
en dat evidentie zeker niet het enige criterium is. (Zie 
bijv. 2.6.1.) We zullen ons nu echter niet bezig houden 
met axiomastelsels. Men begrijpt wel dat men aan een axio
mastelsel zekere eisen moet stellen, bijv. dat het geen 
tegenspraak bevat. De meeste stukken wiskundige theorie 
vangen niet bij de axioma's en primitieve begrippen 
aan; ze berusten zelf weer op andere theorieën. Zo gaat 
aan de analyse de theorie van het reële getal vooraf. De 
processen die men in de wiskunde op ieder niveau voort
durend bedrijft zijn: definiëren en bewijzen. Men moet 
zich goed realiseren dat definities en bewijzen een 
analoge rol spelen bij de opbouw van een wiskundige 
theorie. Het is gebruikelijk bij het wiskunde-onderwijs 
veel aandacht te besteden aan het geven van bewijzen. 
Iedereen weet dat bewijzen volledig dienen te zijn en van 
het te bewijzene niet verkapt al gebruik mogen rnaken 
(vicieuze cirkel bij het bewijzen). Het is goed dat men 
zich bewust is dat dezelfde eisen voor definities gelden: 
de definitie moet zijn een volledige verklaring van het 
te defini.ëren begrip met behulp van uitdrukkingen waarvan 
de betekenis onafhankelijk van het te definiëren begrip 
vastligt. Een vicieuze cirkel bij het definiëren is even 
ernstig als een vicieuze cirkel in het bewijs van een 
stelling. Het is van belang dat de zinnen die een nieuw 
begrip definiëren als zodanig kenbaar zijn. Dit kan ge
beuren door ze vooraf te laten gaan door het woord: 
"definitie", maar ook door het gebruik. van zinswendingen 

1 " · d t " · " h 'et " · " n a s: we zeggen a . . . , een . . . ~ . . . , . . . oeroen 
we ... ". Een notatie die we zullen gebruiken indien een 
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gelijkteken gebruikt wordt om een nieuw begrip te defi
niëren is " := ", waarbij men het nieuw te· definiëren 
begrip aan de kant van de dubbele punt plaatst en de 
uitdrukking waarvan de betekenis al bekend is aan .de 

andere zijde van het gelijkteken. Zo zou men met s':=/5 
de ui,tdrukking 5 ~ definiëren op een moment dat IS al 
bekend is. (Voor een ruimere opvatting van het begrip 
definitie zie 1.27.15). 

1.2. Verzamelingen 

3 

1.2.1. In de verzamelingenleer treden de begrippen "ver
zameling" en 11 is element van" op als primitieve begrippen. 
We moeten dus aannemen dat ze intuïtief aan de lezer 
bekend zijn. We beperken ons niet tot verzamelingen van 
wiskundige objecten; niet alleen N, Z, Q, Ren de ver
zameling van de punten in het Euclidische vlak zijn 
voorbeelden van verzamelingen, maar eveneens: de ver
zameling van· de inwoners van Europa, of van de trefwoor
den, in het Groot Woordenboek der Nederlandse Taal. De 

'grondlegger van de verzamelingenleer Georg Cantor (1845-
1918) omschreef een verzameling als: "Eine Zusarnmenfassung 
von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer An
schauung oder uns·eres Denkens (welche die Elemente 
ge_nannt werden) zu einem Ganzen." Uit deze formulering 
kan iemand die nog helemaal nïets weet beslist niet leren 
wat een verzameling is, evenmin als iemand die niet weet 
wat eèn punt is veel geholpen wordt door Euclides' be
gripsbepaling: "een punt is, wat geen deel heeft". 
Eén uiterst belangrijk kenmerk van verzamelingen belichten 
we nadrukkelijk: verzamelingen zijn volkomen gekarakter
iseerd door hun elementen en niet door hun beschrijving. 
Zo .·is er geen verschil tussen: "de verzameling der getal
len 2, 3, 5 en 7" en "de verzameling van de priemgetallen 
die kleiner dan of gelijk aan 10 zijn''. Herhalingen 
in de opsomming van de elementen zijn voorbeelden van 
verschillende beschrijvingen van dezelfde verzamelingen: 
de verzameling bestaande uit 2, 2, 2 en 3 is dezelfde 
als de verzarnelihg bestaande uit 2 en 3. 

1.2.2. De volgende notaties worden overal gebruikt: 
aEV voor "a is een element van V"; a~V voor "a is niet 
een element van V". In plaats van: 11 a is een element van 
V~' zegt men ook wel: "a ligt in V"; 11 a behoort tot V". 
Een van de methoden om verzamelingen aan te geven is: 
tussen accolades alle elementen opschrijven, gescheiden 
dóor komma's. zo stellen {1,2;3}={3,1,3,2} en {{1},1} 
verzaffielingen voor. We zullen verzamelingen vaak met 

"' 

' ,, 
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'. -' 

letters aangeven. 
hoofdletters. 

Bij voorkeur kiezen we hiervoor Latijnse 

1.2.3. Cantor's verzamelingenleer is vanwege een aantal 
filosofische en logische moeilijkheden die er uitvloeiden 
aanleiding geweest tot een bijzonder snelle ontwikkeling 
van het grondslagenonderzoek der wiskunde. In dit boek 
zullen wij bewust voorbijgaan aan alle vragen van wijs
gerige aard. We zullen de ·grondslagenmoeilijkheden van 
de verzamelingenleer gewoon negeren, met een vakterm: wij 
zullen naieve verzamelingenleer bedrijven (zie ( 11] ,l 12]) 
Ook op het naieve standpunt zal onze behandeling niet 
axiomatisch zijn: behalve naief is onze behandeling ook 
intuïtief. 

1.3. Inclusie 

1.3.1. DEFINITIE. Laat A en B verzamelingen zijn. A heet 
een deelverzameling van B (notatie AcB; c heet het in
clusiesymbool) indien ieder element van A ook een element 
van B is. 

In het bijzonder is dus voor iedere verzameling A: AcA. 
Is ACB en AtB dan noemen we A een echte deelverzameling 
van B. A is geen deelverzameling van B noteren we als 
A~B. Uit A~B concluderen we dus dat A ten minste een 
element bevat, dat niet tevens element van Bis. B~A be
tekent hetzelfde als AcE. 

1.3.2. Het zal blijken dat veel formules een stuk een
voudiger worden als we ook beschouwen de verzameling die 
geen enkel element bevat; deze wordt de lege verzameling 
genoemd; we noteren deze met ~-

1.3.3. DEFINITIE. Is A een verzameling dan noemt men de 
verzameling van alle deelverzamelingen van A~ de machts
verzameling van A (notatie P(A)). 

We hebben dus: AEP(A); als BCA, dan BEP(A). 

1.4. Eigenschappen. We zullen in dit hoofdstuk vele 
eigenschappen moeten vermelden, die niet de aanduiding 
stelling verdienen. We geven slechts af en toe bewijzen; 
de ontbrekende bewijzen zal de lezer ze1·f zonder veel 
moeite kunnen geven. 

1.4.1. Is ACB en BCC, dan is ook Acc. 
Bewijs. Laat aEA, dan is aEB omdat AcB. Verder is dan 
ook aEC omdat aEB en BcC. Daar aEA willekeurig is, 
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geldt bovenstaande redenering vo~r ieder element van A; 
dus AcC. 

1.4.2. Is AcB en BcA, dan is A=B. vaak bewijst men dat 
twee verzamelingen A en B gelijk zijn, door eerst te 
laten zien dat AcB en vervolgens dat BCA. 

1.4.3. Voor iedere verzameling A geldt ~CA en dus ook 
~EP (A) . 

1.4.4. Is U een verzameling, aEU, AcU, dan is precies 
één van de beide beweringen aEA en a~A waar. 

1.5. Voorbeelden 

Wezenlijk voor de verzamelingenleer is het onderscheid 
tussen verzameling en element. Verwar nooit c en E; {a} 
en a. De voorbeelden 1.5.1, 1.5.2 en 1.5.3 illustreren 
dit onderscheid. 

1.5.1. 1E(1,2,3) maar (1)C{1,2,3). 

1.5.2. ~E(~}, ~c(~} (denk aan 1.4.3). 

1.5.3. Als F:={S,T}; S:={a,b,c,d}, T:={a,c,e}, dan Z~Jn 
de volgende beweringen waar: aES; {a,c}cS; {a,c}CT; 
{S}cF; SEF; S)LT; TjLS (F is een "federatie" waarvan de 
11 clubs 11 s en T ~ 1 lid 11 zijn). Niet waar zijn de volgende 
beweringen: aEF, {a,c}CF; SCF. 

1.5.4. {1,2,3} cNcZcQcR en à1 deze inclusies zijn echt. 

1.5.5. Alle deelverzamelingen van de verzameling {B,L,N} 
~ijn: ~,{B},(L} {N},(L,N},(B,N},(B,L},(B,N,L}. 

1.6. Opgaven over het begrip verzameling 

1.6.1. Welke van de volgende verzamelingen zijn aan el-
kaar gelijk? ~. (O}, {~}. 

1.6.2. Heeft iedere verzameling een echte deelverzameling? 

1.6.3. Hoeveel elementen heeft de verzameling {~,{~},~}? 

1.6.4. Zij A:~{(1},(2,3}). Ga na welke van de volgende 
beweringen juist zijn: !EAJ {!}CA; {2,3}cA; {{2,3}}cA. 

1.6.5. V:={0,{1,2}}. Bepaal alle deelverzamelingen van 
V; deze vormen een verzameling W, bepaal alle deelver
zamelingen van W. 

1.6.6. Hoeveel verschillende deelverzamelingen heeft een 
verzameling met n elementen? 

" ,, 

-.; 

l 
'~ 
1 

''1 
- -_,.-
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1.7. Venn-diagralnmen 

Men illustreert verzamelingstheoretische beweringen vaak 
met z.g. Venn-diagrammen. Dit is een voorstellingswijze 
waarbij men doet alsof alle optredende verzamelingen 
deelverzamelingen zijn van het blad papier. Venn-diagrarn
men zijn geen bewijzen. Bij eigenschap 1.4.1 zou figuur 1 
als illustratie kunnen dienen. 

A A 

8 --s \ 

c 

. . . . . . . . . I .. 

: : . ' 

: : : : 
.. : : : 

: : : 

Figuur l 

Meestal laat men het merendeel der arceringen weg. A 
wordt dan voorgesteld door het inwendige van de gesloten 
kromme waar A bij staat. De bewering: 11 Als ACC en BCC 
dan is ACB of BCA" is niet voor alle verzamelingen A,B,C 
waar. 

Figuur 2 

c 

De verzamelingen uit fig.2 stellen een tegenvoorbeeld voor. 
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Een ander tegenvoorbeeld is: A:={l,2}, B:={2,3}, C:={l,2,3}. 

1.8. Vereniging 

1.8.1. DEFINITIE. De vereniging van de verzamelingen van 
A en B (notatie AUB) is de verzame Zing die als elementen 
heeft de elementen van A en de elementen van B. 

In het Venn-diagram van figuur 3 geeft de arcering de 
vereniging AuB aan. 

Figuur 3 

Voorbeelden van vereniging zijn: ZuN=Z; {1,2,3,4,5}u 
U{2,4,6}={1,2,3,4,5,6}. 
De bewering cEAUB betekent dus cEA of cEB. "Of" is hier 
gebruikt in niet uitsluitende zin: het kan zijn dat c 
element van A is en tevens element van B. In de omgangs
taal gebruikt men "of" zowel in uitsluitende zin ("het 
kan vriezen of dooien'') als in niet-uitsluitende zin 
(''als het regent of stormt fiets ik niet''). 

EIGENSCHAPPEN 

De lezer tekene Venn-diagrammen. 

1.8·.2. voor alle verzamelingen A en B geldt: Ac(AUB) 
BC(AUB). - . 

1.8.3. Als ACB, dan is AUB=B. 

' ~ 

·l .. .• 

,., \ 

' 
' ' 

Bewijs. Wegens 1.8.2 is BC{AUB). We bewijzen nu (AUB)cB. 
Laat cEAUB, dan is cEA of cEB. Indien echter cEA dan m: 
is wegens AC.B ook cEB. In elk geval is dus cEB. Daar c ·.'i 

willekeurig is, is (AUB)CB. Wegens 1.4.2 is AUB=B. 

1.a.4. (Bijzonder geval van 1.8.3). Voor elke verzameling 
A geldt: AUA~A. 

' ? 

~' 
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1.8.5. Omdat een verzameling volkomen bepaald is door de 
elementen die hij bevat geldt voor alle A en B: AUB=BUA 
(we noemen deze eigenschap de commutativiteit van de 
verenigingsvorrning). 

1.8.6. Voor alle A geldt: AU~=A. 

1.8.7. Voor alle A, Ben C geldt: (AUB)UC=AU(BUC) (dit 
noemen we de associativiteit van de verenigingsvorming). 
Op grond van de associativiteit kunnen we zonder gevaar 
voor verwarring definiëren AUBUC:=(AUB)UC=AU(BUC). 
Evenzo AUDUCUD, enz. 

1.9. Doorsnede 

1.9.1. DEFINITIE. De doo~snede van de vevzamelingen A en 
B (notatie AnB) is de verzameling bestaande uit de ele
menten die zowel element van A als element van B zijn. 

In figuur 4 is de doorsnede van A en B gearceerd. 

8 

Ane 

Figuur 4 

Voorbeelden van doorsneden zijn: Z nN=N; {1,2,3,4,5}() 
n{2,4,6}={2,4}. De beweringcEAnB betekent dus cEA én cEB. 
De invoering van het begrip doorsnede is een voorbeeld 
van het nut dat het gebruiken van ~ heeft. Voor alle ver
zamelingen A en Bis AnB een verzameling, ook indien A 
en B geen elementen gemeenschappelijk hebben. We mogen 
daarom AflB opschrijven zonder vooraf te verifiëren of A 
en B elementen gemeenschappelijk hebben. 

1.9.2. DEFINITIE. Als AnB=~ dan zegt men dat A en B dis
junct zijn (zie figuur 5). 

EIGENSCHAPPEH 
De eigenschappen 1.9.3- 1.9.8 zijn analoog aan 1.8.2 
- 1.8.7. 
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A 8 

Figuur 5 

1.9.3. Voor alle verzamelingen A en B geldt: (AnB)cA; 
(AnB)CB. 

1.9.4. Als AcB, dan is AnB=A. 

9 

1.9.5. (Bijzonder geval van 1.9.4.) Voor elke verzameling 
A geldt: AnA=A. 

1.9.6. Doorsnedevorming is commutatief: AnB=BnA voor alle 
verzamelingen A en B. 

1.9.7. Voor alle A geldt: An~=~. 

1.9.8. Doorsnedevorming is associatief: (AnB)nC=An(BnC) 
voor alle verzamelingen A, B en c. Associativiteit ont
neemt het gevaar voor verwarring aan de definitie 
AnBnC:=(AnB)nc (zie figuur 6). 

A 

B 

•.... 
Ansnc 

c 

Figuur 6 

,l 
•·"·~ 
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1.10. Verschil 

1.10.1. DEFINITIE. ~et verschil van de verzamelingen A 
en B (notatie A\B) is de verzameling die als elementen 
heeft die elementen van A~ die niet tevens element van 
B zijn. 

In het Venn-diagram van figuur 7 geeft de arcering het 
verschil A\B aan. 

A 
B 

A',B 

Figuur 7 

Voorbeelden van verschilvorming zijn Z\N =de verzameling 
bestaande uit 0 en de negatieve gehele getallen; N\Z=~; 

{1,2,3,4,5}\{2,4,6}={1,3,5}. De bewering cEA\B betekent 
dus cEA én c~B. Ook van verschilvorming sommen we een 
aantal eigenschappen op 

EIGENSCHAPPEN 

1.10.2. Voor alle verzamelingen A·en B geldt: (A\B)cA; 
(A\B)nB~0. 

1.10.3. Als ACB dan is A\B~0. 

1.10.4. (Bijzonder geval van 1.10.3.) Voor elke verzamel
ing A geldt: A\A~0. 

1.10.5. Voor alle verzamelingen A en B geldt: A=(A\B)u 
u (AnB) . 

1.10.6. OPMERKING. Verschilvorming is niet associatief; 
dat wil zeggen dat de verzamelingen (A\B)\C en A\(B\C} 
in het algemeen niet gelijk zijn. Als voorbeeld nemen we 
de verzamelingen uit figuur 8. Een ander voorbeeld: 
A:~{0,1,2}; B:~{-2,-1,0}; C:~{-1,0,1}. Nu A\B~{l,2}; 
(A\B)IC~{2}; B\C~{-2}; A\(B\C)~A. 
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A 

8 

11 A\(8'\Cl 

Figuur 8 

1.10.7. DEFINITIE. Het symmetrisch verschil van de ver
zamelingen A en B (notatie AfB) is de verzameling die 
bestaat uit de elementen die wel tot A en niet tot B he
horen en de elementen die wel tot B en niet tot A behoren. 

In figuur 9 is A~B gearceerd. 

A 

A-7-B 

Figuur 9 

VoOrbeelden van symmetrische verschillen: z~N=Z\N; 
{1,2,3,4,5}•{2,4,6}={1,3,5,6}. 
Het behulp van het wel uitsluitende '-'óf" (zie 1.8.1) 
kan men dus Zeggen: cEA~B betekent: óf cEA, óf cEB, 
maar niet beide. i' 

' i~ 
.:. 
' 

l 
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EIGENSCHAPPEN 

1.10.8. Voor alle verzar.lelingen A enD geldt: A-i-B=(A\B)u 
U(B\A)~(AUB)\(AnB). 

1.10.9. Als ACB dan is A+B~B\A. 

1.10.10. (Bijzonder geval van 1.10.9.) Voor elke verza
meling A geldt: A>A~~. 

1.10 .11. Het symmetrische verschil is conunutatief: A-i-8 = 
=B+A voor alle verzamelingen A en B. 

1.10.12. Het syr.unetrische verschil is associatief: (A-i-8);
-=-C=A-i- (B-i-C) voor alle ve.rz.amelingen A, B en C. We defi
niären: A+B+C:=(A:B) :c (zie figuur 10). 

A 

8 

c 
A+B C 

Figuur 10 

1.11. ·we vermelden enige eigenschappen, die telkens 
meerdere van de bewerkingen n, U en \ bevatten. Voor alle 
verzamelingen A, B en C geldt: 

l.ll.l. (AUB)nC ~ (AI'C)U(BI'C), 

1.11.2. (AnB)UC ~ (AUC)n(BlX:), 

1.11.3. A\ (BUC) ~ (A\B)n(A\C), 
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1.11.4. A\(Br'C) = (A\B)U(A\C). 

De bekende eigenschap uit de rekenkunde dat voor getallen 
a, b en c geldt (a T b) x c = a x c + b x c drukt men wel 
uit door te zeggen dat de bewerking vermenigvuldiging 
distributi•f is ten opzichte van de bewerking optelling; 
evenzo verwoordt men 1.11.1 door te zeggen: doorsnede
vorming is distributief ten opzichte van verenigingsvorm
ing. Eigenschap 1.11.2 is dan de distributiviteit van de 
verenigingsvorming ten opzichte van de doorsnedevorming. 

1.11.5. Van het bewijs van 1.11.1 (zie figuur 11) zullen 
we slechts laten zien dat 

( *) ( (AUB) C1C) C ( (AC'C) U (BC'C)) • 

Er ontbreekt dan nog het bewijs van de inclusie 

( **) ( (AC1C)U(BC1C)) C ( (AUB)nc), 

dat we aan de lezer overlaten. 

A 
B B 

(AUBlnC 

=ene 

Figuur 11 

Bewijs van (*). Laat aE(AUB)nc, dan is aE(AUB) en aEC. 
Omdat aE(AUB) is aEA of aEB; maar omdat tevens aEC is, is 
aE(Anc) indien aEA en aE(BîC) indien aEB. Minstens één 
van de beide beweringen aE(Ar~) en aE(BîC) is dus waar; 
derhalve aE(Ar1C)U(Br1C). Deze redenering geldt voor elk 
element van (AUB)nc; derhalve is (*) bewezen. 
De lezer producere zelf Venn-diagrammen en bewijzen van 
de overige eigenschappen. 

" 
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1.11.6. DEFINITIE. Zijn i,z een beschouwi11g alle voorkomen
de verzamelingen deelverzameling va·n een vaste verzameling 
U dan noetnt men het verschil U\A ook wel: het complement 
van A (notatie A*) (soms spreekt men ook van het comple
ment van A ten opzichte van U). U noemt men het u1ziversum. 

A 

Figuur 12 

EIGENSCHAPPEN van complernentvorming: (alle verzameling
en zijn deelverzamelingen van U). 

1.11. 7. Voor elke verzameling A geldt: * ._, 
hu A =U; A11A -,.,. 

1.11.8. Voor alle verzamelingen B geldt: * en c B \C=Br )C 

1.11.9. Voor elke verzameling A geldt: (A*) *~A. 

1.11.10. BCC dan en slechts dan indien * * B ::JC • 

1.11.11. Voor alle verzamelingenBen C geldt: 

* * * (BuC) ~s nc , 

l • 11 • 12 • en ook: * * * (B<1C) ~B uC . 

. 

De eigenschappen 1.11.11 en 1.11.12 staan bekend als de 
dualiteitswetten van de Morgan {1806-1878) i ze volgen uit 
1.11.3 en 1.11.4 door A=U te nemen; 1.11.10 drukt de 
dualiteit van c en~ uit. Het door 1.11.9 t/m 1.11.12 uit
gedrukte duaZiteitsbeginseZ b~tekent dat vele eigenschap
pen van de vorm "voor alle verzamelingen A, B, ... geldt: 
... " steeds in paren voorkomen, waarbij de tweede van het 
paar ontstaat uit de eerste indien men c vervangt door ~, 

~ door c, u door n, n door u. Het betekent ook dat de 
afleiding van de tweede van het paar uit de eerste kan 
gebeuren door complementvormingen en toepassing van 
1.11.9, ·1.11.10, 1.11.11 en 1.11.12. We lichten dit toe 
aan een voorbeeld: 1.8.2 en 1.9.3 zijn duaal. We leiden 
1.9.3 - althans de eerste van de beide inclusies - af 
uit 1.8.2. Laat A en.B geqeven verzamelingen zijn. Uit 
1.8.2 volgt nu A*c(A*uB*), immers de inclusie in 1.8.2 
geldt voor alle verzamelingen en dus ook voor A* en B*. 
Uit 1.11.10 volgt nu (A*)*~(A*ua*)*; met 1.11.9 wordt 
dit A~(A*UB*)*; dus A~((A*)*n(B*)*} wegens 1.11.11; der-
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halve A~(AnB) weer op grond van 1.11.9. Daar A en B wille
keurig zijn volgt 1.9.3. 

* * 1.11.13. EIGENSCHAP. Voor alle A en B geldt: A~B=A ~B · 

1.11.14. WAARSCHUWING. De lezer die een boek over ver
zamelingenleer raadpleegt, moet er op bedacht zijn dat er 
geen eensgezindheid bestaat in het gebruik van de ver
zamelingstheoretische symbolen. Zo ziet men in plaats 
van AUB ook wel A+B; in plaats van AnB ook wel AB; in 
plaats van A\B ook wel A-B; in plaats van A-:·B ook wel 
AóB of AtB; in plaats van A* ook A',· of ((A). Soms ook 
gebruikt men de beide verenigingssymbolen u en + naast 
elkaar in dezelfde betekenis, waarbij men + alleen ge
bruikt voor de vereniging van verzamelingen waarvan men 
weet dat ze disjunct zijn. 

1.12. Opgaven over de verzantelingstheoretische bewerkingen 

1.12.1. Zijn de volgende beweringen waar voor ieder drie
tal verzamelingen A, B, C; zo neen, geef een tegenvoor
beeld. 

(a) A C ( (AnB)UC). 

,(b) (AUB)nC = (AnB)UC. 

(c) (A\B)nC = (AnC) \ (BnC). 

1.12.2. Zij A:={1,2,3,4}; 8:={2,3,5,6}; C:={3,4,6,7}. 
Schrijf van elk van de volgende verzamelingen alle 
elementen op. 

(a) C\ ( (AUB)\ (AnB)}. 

(b) Cn(AUB). 

(c) (AUBUC) \ (AnBnC). 

(d) A,B,C. 

1.12.3. Bewijs de volgende eigenschappen (teken Venn
diagrarnmen) ·. 

(a) Als AcB, dan i "" - _, (AuC)C(BUC) en (AnC)C(Br"\C). 

(b) Als ACC en BCC, dan is (AUB) CC. 

(c) Als CCA en -CCB, dan iS CC(AnB). 

(d) Als AUB=ArîB,dan is A=B. 

1.1-2.4. Bewijs dat voor ieder tweetal verzamelingen geldt: 

(a) Als AVB=B, dan is ACB, 

(b) Als AnB~A; dan is ACB, 

(c) A\(B\A)=A, 
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(d) A\(A\B);AnB, 

(e) AUB;(A\B)U(AnB)u(B\A), 

(f) Als AfB;A, dan is B;~, 

(g) Als A<B;~, dan is A;B. 

1.13 

1.12.5. Bewijs dat van de volgende paren eigenschappen 
de tweede uit de eerste afgeleid kan worden door comple
mentvormingen ten opzichte van een verzameling U waarvan 
alle voorkomende verzamelingen deel zijn en toepassing 
van 1.11.9 t/m 1.11.12. 

(a) 1.8.3 en 1.9.4. (ei 1.8.7 en 1.9.8. 

(b) 1.8.5 en 1.9.6. (d) 1.11.1 en 1.11.2. 

(e) 1.12.3 (b) en 1.12.3 (c). 

1.12.6. ZijnEN; A1 ,A
2

, ... ,An een n-tal verzamelingen. 

(a) A1uA
2

u ••. uAn bestaat uit alle elementen die element 

zijn van minstens één van de verzamelingen A
1

,A
2

, 

... ,An. Bewijs dit. 

(b) A1nA
2

n ••• nAn bestaat uit alle elementen die element 

zijn van alle verzamelingen A1 ,A 2 , ... ,A. Bewijs dit. 
. n 

(c) A 1 ~A 2 ~ ... +An bestaat uit alle elementen die element 

zijn van een oneven aantal van de verzamelingen 
A1 , ... ,An. Bewijs dit. 

1.12.7. T is een verzameling van verzamelingen met de 
eigenschap dat voor alle AET en BET geldt dat ook 
(A\B)ET. Bewijs dat uit AET en BET volgt dat (AnB)ET. 

1.12.8. Voor deelverzamelingen van een verzamelin~ U 
definiëren we: AIB:=A*uB*. Bewijs dat AUB;(AIAl I (BIB) 
voor alle ACU, BeU. Druk ook de verzamelingstheoretische 
bewerkingen n, \, ~en~ uit met behulp van j. 

1.12.9. Y is de verzameling van alle deelverzamelingen 
A van R waarvoor geldt (R\A) cz. Bewijs dat uit AE'i en 
BEY volgt dat (AnB)EY, (AUB)EY en (A\B)~Y. 

1.13. Het aangeven van verzameüngen 

We zullen ons in deze en de volgende paragrafen bezig 
moeten houden met het wiskundige taalgebruik. 

1.13.1. De in 1.2.2 besproken methode om een verzameling 
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aan te geven door middel van een opsomming van de ele
menten tussen accolades is natuurlijk alleen bruikbaar 
bij verzamelingen met een gering aantal elementen. Wil 
men bijvoorbeeld de verzameling van alle reële getallen 
die groter dan 1 en kleiner dan 2 zijn aangeven dan lukt 
die opsomming .in het geheel niet. Men neemt in zulke 
.situaties zijn toevlucht tot het gebruik van een ver
anderlijke en zegt dan bijv.: de verzameling van alle 
reële x die voldoen aan l<x<2. Bekijkt men de zin: 
l<x<2 dan is dat geen bewering (je kunt niet zeggen: 
"ja, dat is waar", of "nee, dat is onwaar") omdat de 
letter x zelf geen betekenis heeft. Als we voor x een 
reëel getal invullen (substitueren) dan gaat de zin 
l<x<2 over in een bewering, bijv. in "l<~?T<2" (hetgeen 
waar is) of "1<3<2" (hetgeen onwaar is). Zinnen die een 
veranderlijke bevatten en die overgaan in beweringen 
indien men voor die veranderlijke iets substitueert noe
men we beweringsvormen. In plaats van de naam bewerings
vorm gebruikt men meestal "predicaat". We zullen be
weringsvormen aanduiden met P(x), Q(x), R(x), .... Als 
men voor x iets invult dan ontstaat er een bewering, die 
al of niet w.aar is. Om niet-zinvolle beweringen zoals 
"driehoek ABC is een positief getal" bij voorbaat uit te 
sluiten, zullen we ons bij het substitueren beperken tot 
de elementen van een bepaalde verzameling: de individuen
verzameling. Zo is: ''x is een positief getal'' een be
weringsvorm met R als individuenverzameling. "x is een 
prierngetal 11 is een beweringsvorm met N als individuen
verzameling; "7 is een priemgetal" is een juiste bewering; 
"9 is een priemgetal" is een onjuiste bewering. Als door 
substitutie van a in P(x) een ware bewering ontstaat dan 
zeggen we dat a aan de beweringsvorm P(x) voldoet. 
Zij P {x} een beweringsvorm met indiv-iduenverzameling U, 
dan geeft men de deelverzameling van U bestaande uit de 
elementen die aan P(x) voldoen aan met: 

{x\ P(x)}. 

We zeggen dat P(x) een definiërende beweringsvorm is van de 
verzameling {xl P(x) }. Sommige auteurs gebruiken {x: P(x)} 
of {x; P(x)} in plaats van {x\ P(x)}. 
In de wiskunde zullen we alleen beweringsvormen P(x) ge
bruiken, die door de verzameling {xl P(x)}=:P volledig 
gekarakteriseerd worden, dat wil zeggen dat we alleen 
zulke P (x) zullen gebruiken dat P (x) steeds door xEP 
vervangen kan worden. We laten niet toe beweringsvormen 
Waarin iets over de naam van x gezegd wordt. Een klassiek 
voorbeeld van een dergelijke beweringsvorm is: het hemel
lichaam x draagt zijn naam omdat het .,s avonds zichtbaar 

.is; (individuenverzameling is de verzameling van de hemel
lichamen). Korten we deze bewering af met P(x} dan is 

lxl P(x)} - {avondster}. 
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Nu is {avondster}~{morgenster}~{planeet Venus}; en het. 
is onzin te zeggen dat de beweringsvorm P(x) door de ver
zameling {morgenster} gekarakteriseerd is; men kan P(x) 
niet door xE{morgenster} vervangen. Anderzijds is "x is 
een priemgetal kleiner dan 10" volledig gekarakteriseerd 
door de verzameling V={2,3,5,7} omdat alle elementen van 
V aan de beweringsvorrn voldoen, en omdat alle elementen 
die aan de beweringsvorrn voldoen element van V zijn. 

1.13.2. VOORBEELDEN. De verzameling van alle reële x die 
voldoen aan l<x<2 noteert men als: {xl x ER en l<x<2} 
of {x I x E R,l<x<2}. De middelloodlijn van het segment 
ST in het platte vlak wordt dan genoteerd als {PIP is 
een punt,PS=PT}. Een verzameling van punten die aan 
een bepaalde beweringsvorm voldoen heet(te) in de meet
kunde vaak meetkundige plaats. Dreigt er geen verwar
ring dan laat men aanduidingen als "Pis een punt"; 
11 X ER", enz. gewoonlijk weg. l-1en schrijft ook wel 
{xE RI l<x<2}. 

1.13.3. In de analytische meetkunde kan men de cirkel 
met straal 1 om de oorsprong aangeven met {(x,y) \ 
x2 +y2 =1} . 

1.13. 4. Is A een verzanteling dan is XEA een bewerings
vorm en A={x\ xEA}. Wc nemen steeds aan dat alle in 
een beschouwing voorkomende verzamelinqen deelverza
meling zijn van een universum U. In xEA heeft x zo'n u 
als individuenverzameling. 

l. l3. 5. N = { x I x E Z, x> 0} . 

1.13.6. We kunnen dus een verzameling aangeven door op
somming van zijn elementen, en met behulp van een defi
niërende beweringsvorm. Er is nog een derde manier in 
gebruik die een variant is van de tweede. Deze illustreren 
we aan enige voorbeelden. 
De verzameling K van alle kwadraten van natuurlijke ge
tallen kan met behulp van een definiërende beweringsvorm 
aangegeven worden als: 

{y \ er is een natuurlijk getal x met y=x2
}. 

Deze schrijfwijze is omslachtig; we gebruiken daarom de 
notatie K:={x2 j xehl}. Deze wijze van noteren ~omt er 
dus op neer dat men een met een formule beschrijfbaar 
deel van een definiërende beweringsvorm in de notatie 
{ I } links van I zet. (Terzijde: welwillende lezers zul
len bereid zijn ook in de uitdrukking {1,4,9,16, ... } een 
aanduiding van K te zien.) 

1.13~7. VOORBEELD. Met behulp van de conventie uit 1.13.6 
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kan men de cirkel met straal 1 om de oorsprong (zie 
1.13.3) in het analytisch meetkundige vlak beschrijven 
als: 

((cos $, sin $)] OS$<2•}. 

Evenzo is {(a+ r cos$, b + r sint) I ÜS$<2ff} de cirkel 
met straal ]r] en middelpunt (a,b). 
(((a+ r cos$. b + r sin$)] OS$<2•}] a ER, bER, rER} 
is de verzameling van alle cirkels in het vlak. 

1.13.8. HERHALING. Voor sommige deelverzamelingen van R 
heeft men aparte notaties in gebruik. Naast de genoemde ,.~: 

N, Z en Q zullen we met a ER, b ER ook de volgende ge- ·,• 
bruiken. 

[ a,b) :~{x] asxsb}, [ a,oo) :~(x] asx}, 

[a,b):=(xj a::s;x<b}, (a,oo) :~(x] a<x}, 

(a,b) :~lx] a<x::;;b}, (-oo ,b] :~(x] xsb}, 

(a,b) :~lx] a<x<b}, (-oo,b) :~lx] x<b}. 

Al deze verzamelingen heten intervallen. De intervallen 
[ a,b], [ a,b), (a,b], (a,b) heten begrensd; de andere 
heten onbegrensd. (a,b), (a,oo), (-oo,b) heten open; 
[a,b], [a,oo), {-=,b} heten gesloten. [a,b) noemt men 

.wel links gesloten, rechts open; eveneens heet {a,bl 
links open, rechts gesloten. De uitdrukking (a,b) zal 
nog een heel andere betekenis krijgen {zie 1.21.1); 
gevaar voor verwarring is echter nauwelijks aanwezig. 

OPGAVEN 

1.13.9. Welke van de volgende deelverzamelingen van R 
zijn leeg: 

(a) (x] x' ~9 en 2x~4l. (c) 

(b) (x] x;ix}, (d) 

(e) (x] x'>-1}. 

{x] 

{x I 
x+8=8}, 

x 2 =3 of X
2 = 1}, 

1.13.10. Beschrijf met een notatie als ingevoerd in 
1.13.1 of 1.13.6 de verzameling bestaande uit 

(a) de even getallen, 

(b) de Cirkels in R2 (het coördinatenvlak uit de ana-
lytische meetkunde) met straal 2, 

(c) de rechten in R2 die evenwijdig zijn aan de Y-as, 

(d) alle rechten in R2 
, 

(e) de natuurlijke getallen die het product Zl]n van 
twee verschillende priemgetallen (noem de verzame

.ling van de priemgetallen P), 

' 1 

··~ 
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(f) de niet lege open intervallen in R. 

1.14. Nodige en voldoende voorwaarden 

1.14.1. De in de titel·Van deze paragraaf aangegeven 
algemeen gebruikte wiskundige termen, duiden niet op 
oorzakelijk verband of iets dergelijks. We leggen hun 
betekenis vast met behulp van verzamelingen. 
Laat P {x) er. Q (x) b8v;cring.svormen zijn met individuen
verzameling U. P:={xl P(x)}; Q:={xl Q(x)}. We zeggen dat 
P(x) een nodige voorwaar·de is voor Q(x) als QCP, P(x) 
heet een voldoende voorwaarde voor Q(x) indien PCQ. Als 
P=Q dan zeggen we dat P(x) een nodige en voldoende voor
~aarde voor Q(x) is; of ook wel dat P(x) en Q(x) gelijk
waardig zijn. Andere zegswijzen die uitdrukken dat P=Q: 
P(x) geldt dan en slechts dan als Q(x); P(x) dan en dan 
alleen als Q (x) . 
Als P(x) een nodige voorwaarde voor Q(x) is dan betekent 
dit dus dat elk individu dat aan Q(x) voldoet ook aan 
P(x) voldoet. Is a zo 1 n individu, d.w.z. dat Q(a) waar 
is,· dan is ook P(a) waar. Evenzo; als P(x) een voldoende 
voorwaarde voor Q(x) is, en als P(a) waar is, dan is Q(a) 
waar. De lezer die al vertrouwd was met de uitdrukkingen 
nodige en voldoende voorwaarde overtuige zich er van dat 
de betekenis van deze termen inderdaad neerkomt op ver
zamelingsinclusie. 

1.14.2. VOORBEELD. (Als individuenverzameling treedt R 
op •) 

x>O is een nodige voorwaarde voor x>1, 

x>l is een voldoende voorwaarde voor x>O, 

Opdat xfO is nodig en voldoende dat x 2 >0. 

1.14.3. OPGAVE. Ga van de volgende paren beweringsvormen 
met N als individuenverzameling na of de eerste een 
nodige en/of voldoende voorwaarde voor de tweede is. 

(a) x is deelbaar door 25; x is deelbaar door 5, 

(b) x'2:100; x>99, 

(c) x is een priemgetal; x is niet deelbaar door 7. 

1.15. En, of, niet 

We zullen in deze paragraaf enige symbolen uit de logica 
leren gebruiken. 
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1.15.1. Uit twee beweringen kan men een nieuwe bewering 
maken door ze te verbinden met het woordje "en". Uit de 
beweringen "Eindhoven ligt in Brabant" en "Eindhoven is 
een stad" ontstaat de bewering: "Eindhoven ligt in Bra
bant en Eindhoven is een stad 11

• Stelt a een bewering 
voor en stelt b een bewering voor dan noteert men de 
bewering "a en b" als aAb. Deze laatste bewering is al
leen dan waar als a en b beide waar zi]n. 

1.15.2. Evenzo maakt men uit de beweringen a en b de 
bewering: "a of b", waarbij "of" in niet-uitsluitende 
zin gebruikt is (zie 1.8.1). We noteren dit als avb. 
avb is waar in de volgende drie gevallen: a waar en b 
onwaar; a onwaar en b waar; a waar en b waar. 

1.15.3. De ontkenning van een bewering, a, noteert men 
als: -la. la is dus een bewering die alleen waar is als 
a onwaar is. 

1.15.4. GEVOLGEN 
"l(aAb) is dan en slechts dan waar als ("la)v("lb) waar 
is. 
"l(avb) is dan en slechts dan waar als ("la)A("lb) waar 
is. 
"l"la is dan en slechts dan waar als a waar is. .. 

1.15.5. De notaties A, v en 1 gebruikt men ook bij be
weringsvormen. Zijn P(x) en Q(x) beweringsvormen en is U 
de individuenverzameling voor x dan zijn P(x)AQ(x), 
P(x)vQ(x) en IP(x) eveneens beweringsvormen. Een element 
aEU voldoet aan P(x)AQ(x) als P(a)AQ(a) waar is; a vol
doet aan P(x)vQ(x) als P(a)vQ(a) waar is; a voldoet aan 
1P (x) als .P (a) onwaar is. 

Is P:=!xl 

!x I 
{x I 
{x I 

.. 
P(x)}; Q:=!xl Q(x)} Ban is 

P(x)AQ(x)} = !xl P(x) ,Q(x)} = PnQ, 

P(x)vQ(x)} = PUQ, 

"lP(x)} = U\P = P * 

1.15.6. WAARSCHUWING. Let op afwijkende notaties zoals 
x~O voor (x>O)v(x=O); xtl voor "l(x=l); x~A voor "l(xEA); 
O<x<l voor (x>O)A(x<l); enz. 

OPGAVEN 

1.15.7. pis een afkorting voor de bewering: 2x2=5; q is 
een afkorting voor de bewering: Eindhoven ligt in Bra
bant; r is een afkorting voor de bewering: bier is 
vloeibaar. 

··Ga na welke van de volgende beweringen waar zijn, welke 

'·., 
' :·.~ 

' ' 

l 
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onwaar: 

(a) pv (qAr), 

(b) (pAr) V (qAr), 

(e) ' 

(C) ,, (pAr)) A (qv nr)), 

(d) (rvp) A ('p), 

(' (pvq)) A(' (pvr)). 

l. Ï6 

1.15.8. A, B en C zijn deelverzamelingen van U. Druk de 
volgende verzamelingen uit met behulp van U, A, B, c 
en de symbolen n, u en \. Teken Venn-diagrammen. 

(",\ r...,.l ff'<?.::J\)•'...,..r.:n\\"(~cc\\ 
, ..... , c•~ I • \ '"~'-~· ", .... ._._.,I· "~'- 1 J 1 

(b) {x! 

(c) {x\ 

(d) {x\ 

(xEA) A ( (xEB) V (xEC)) } , 

(x\l'A) v (x\l'B) } , 

(X\l'A) A ( (XEB) V (xj'C))}. 

1.15.9. Schrijf de volgende verzamelingen met behulp van 
een definiërende beweringsvorm opgebouwd uit xEA, xEB, 
xEC en de symbolen A, v en I. Teken Venn-diagrammen. 

(a) (A\B)nc, 

(b) (AUB) nc, 

(c) (A\C)U(BnC), 

(d) (AUB) \ (AnB). 

1.15.10. Schets in R2 de volgende verzamelingen: 

(a) { (x,y) I (x>l) v (y<-1) l, 

( b) { (x,y) I (x 2 +y 2 .5:1) A (x+y;::l)}, 

(c) { (x,y) \ 1 (l<x2 +y 2 <2)}, 

(d) { {x,y) \ ,, (x;,3)v(x+y<l)] }. 

1.16. Implicatie 

1.16.1. Opgebouwd uit twee beweringen a en b is ook de 
bewering: "als a dan b". Notatie hiervoor is: a=>b; (soms 
gebruikt men een enkele pijl: a~b; in de wiskunde heeft 
de enkele pijl echter al veel verschillende betekenissen; 
wij nemen daarom~ als implicatiesymbool). De betekenis 
van de implicatie wordt vastgelegd door de afspraak dat 
a~b waar is in de volgende drie gevallen: a waar en b 
waar; a ·onwaar en b waar; a onwaar en b onwaar. l(a~b) 
is dus alleen waar als a waar is en b onwaar. In het 
dagelijks spraakgebruik denkt men bij als ... ,dan ... 
vaak aan iets als een oorzakelijk verband tussen de eerste 
bewering en de tweede. De afspraak omtrent de waarheid 
van a~b kan daarom niet in overeenstemming zijn met ·wat 
in de omgangstaal gebruikelijk is. We zullen echter zien 
dat het voor de opbouw van de wiskunde een verstandige 
afspraak is. 
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1.16. 2-. Een van de voorbeelden waar men in de wiskunde 
gebruik maakt van ware implicaties met onwaar linkerlid 
(het linkerlid is de uitdrukking die links van ~ staat) 
is het zg. bewijzen uit het ongePijmde. Stel dat men een 
bewering a moet bewijzen. Een bewijs van a uit het onge
rijmde heeft nu de volgende vorm. Bewijs dat (!a)~b, waar
bij b een bewering is waarvan bekend is dat deze onwaar is 
bijv. doordat b een contradictie bevat, of in tegenspraak 
met een van de gegevens is. De conclusie is dan: omdat b 
onwaar is, maar (la)~b waar, moet {!a) onwaar zijn; a 
moet dus waar zijn. 

1.16.3. Laat P(x) en Q(x) beweringsvormen zijn met indi
viduenverzameling U; men kan nu ook de beweringsvorm 
P(x)~Q(x) vormen. Zij als gebruikelijk P:=(xEUj P(x)); 
Q:=(xEUj Q(x)); uit de afspraken omtrent de waarheid van 
P(a)~Q(a) volgt nu: 

(XEUj P(x)~Q(x)) = (U\P)UQ = (U\P)U(PnQ). 

We hebben eveneens 

(xEU I '(P(x)~Q(x))) = P\Q (zie figuur 13). 
u 

Q 

r--::::::::--, u 
../ p 

Q 

(xEUj P(x)~Q(x)) (xEUj '(P(x)~Q(x))) 

Figuur 13 

Zijn A en B deelverzamelingen van U dan volgt uit de af
spraak omtrent het waar zijn van de implicatie dat ACB 
betekent dat (cEA)~(cEB) waar is voor elke cEU. 

OPMERKINGEN 

1.16.4 .. Voor (a=*b)A(b"*a) gebruiken we de kortere notatie 
a-::.b', a<>b leest men als: "a dan en slechts dan als b". 
Indien <> gebruikt wqrdt in definities dan plaatsen we: 
a:an de kant van de te definiëren beweringsvorrn (vergelijk 
dit met de notatie:= ingevoerd in 1.1.2). 

1.!6.5. Een veel gebruikte redeneerwijze is de volgende: 
alS de bewering p waar is en als. eveneens de bewering 
P":'g waar is,,.Q.an kan men concluderen dat ook q waar is. 
(Men noemt deze wijze van gevolgtrekken modus ponens.) 

·Het ~s een veel gemaakte fout deze gevolgtrekking ook 

' ' 

.. ~ 
',:.; 

i 
' 

' ' 

·~· 

' ' 
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met P*q weer te geven. Het 
bruiken voor derhalve .... 

symbool ~ mag men nooit·ge
. Een goed symbool hiervoor 

is . ·. . 
Bovenstaande redenering zou men dus kunnen weergeven met: 

I ~.~q l .. q 
OPGAVEN 

1.16.6. p is een afkorting van: 2x2=4; q is een afkorting 
van: 2x2=5. Ga na welke van de volgende beweringen waar 
zijn, welke onwaar. 

(a) p=> (p=>q), ( e) (p=>q)=>p, 

(b) p~ ( q"'P) ' (f) (p~q)~q, 

( c) q=>{q=>p), (g) (q=>p) =>pI 

(d) q=> ( p=>q) , (h) (q~p)~q. 

1.16.7. Schrijf de verzameling {xERI (O<x<2)*(l<x<3)} 
als een. vereniging van intervallen. 

1.16.8. Schets in R2 de volgende verzamelingen: 

(a) 

(b) 

( c) 

{ (x,y) I 
{ (x,y) I 

{ (x,y) I 

(x+y~o)~(x~O) l, 

(x+y~o)~(lx+yl>ü)}, 

I( (x>y)~(x+2>y)) }. 

1.16. 9. Voor welk natuurlijk getal n is de volgende be
wering waar: 

{x E NI (x>n}.,(xsnt2)} = {1,2,3,4}. 

1.17. Het gebruik van veranderlijken 

1.17.1. OBJECTSVORMEN. In 1.13.1. definiëerden we: een 
beweringsvorrn is een zin die een veranderlijke bevat, en 
die overgaat in een al dan niet ware bewering als we de 
veranderlijke door een element uit een zekere verzameling 
(de individuenverzameling) vervangen. 
Bekijk nu de uitdrukking: "het getal x 2 +7". Dit is geen 
beweringsvorrn (als we voor x iets substituer~n dan ont
staat er geen bewering). Vervangen we x door een element 
uit de verzameling der reële getallen dan ontstaat er 
een object (een grootheid): ''het getal 22 +7''. Dergelijke 
uitdrukkingen noemen we objeetsvormen. Evenals in het 
geval van beweringsvormen beperken we ons bij het sub
stitueren in een objectsvorm tot de elementen van een 
bepaalde verzameling, de individuenverzameling. 
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Als we van een uitdrukking met een veranderlijke willen 
uitrnaken of het een beweringsvorm dan wel een objects
vorm is, dan substitueren we een individu voor de ver
anderlijke en we kijken of wat er door deze substitutie 
ontstaat een bewering (je kuht er van zeggen of hij waar 
is of onwaar) is dan wel een object (getal, verzameling, 
of iets dergelijks). Ook grammaticaal zijn beweringsvor
men en objectsvormen te onderscheiden. Beweringsvormen 
zijn zinnen; zij bevatten dus (soms verstopt, bijv. in 
= of ~) een werkwoord. Objectsvorrnen daarentegen zijn 
geen zinnep. Let op dat men vaak de woorden: 11 de verza
meling van" in de aanduiding van objecten weglaat. Zo is: 
"de even getallen 11 één object, nl. {2nl nEN}. 

1.17.2. OPGAVE. De individuenverzameling voor de verander
lijke x in elk van de volgende uitdrukkingen is N. Ga 
na welke uitdrukkingen beweringsvormen zijn en welke 
objectsvormen zijn. 

{a) x is deelbaar door 7, 

(b) de verzameling van de delers van x; de delers van 
x, 

(c) de priemgetallen die ~x zijn, 

(d) x is het kwadraat van een natuurlijk getal, 

(e) het kleinste kwadraat dat sx is, 

(f) 100 is het kleinste kwadraat dat ~x is, 

(g) 101 is het kleinste kwadraat dat ~x is. 

1.17.3. MEER VERANDERLIJKEN. In de tot nu beschouwde 
gevallen trad eigenlijk slechts één veranderlijke op. 
(In 1.13.3 was dat het veranderlijke punt (x,y).) We 
zouden ons ook in de toekomst tot slechts één verander
lijke kunnen beperken, doch dit is hoogst gekunsteld. 
We zullen daarom ook objectsvormen en beweringsvormen 
beschouwen met meer veranderlijken. Steeds moeten we bij 
de veranderlijken de individuenverzamelingen aangeven. 
zo is voor reële veranderlijken x en y:. "x~y" een f>ewe
ringsvorm met twee veranderlijken; "7?z.y" is een bewerings
vorm met één veranderlijke; "7?z.4" is een bewering. 
Evenzo is "x+y" een objectsvoim met twee veranderlijken; 
"7+y" is een. objectsvorrn met één veranderlijkei "7+4" is 
een grootheid. 

N.B. Indien in een uitdrUkking meer veranderlijken voor
kbmen dan mog~n de individuenverzamelingen van de ver
schillende veranderlijken verschillen; bijv. ''punt x ligt 
op lijn y" is. een beweringsvorm met de veranderlijken x en 
y waarbij de individu_enverzameling van x die van de punten, 
de individuenverzameling van y die van de lijnen is. 

.. 1·. 
> 
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Beweringsvormen met twee veranderlijken noemt men ook 
wel relaties. Vaak laat men de veranderlijken uit de 
aanduiding weg. Zo spreekt men van de relatie ~ i.p.v. 
x?..y. 

1.17.4. OPGAVE. De individuenverzameling van de verander
lijken x, y en z in elk van de volgende uitdrukkingen 
is N. Ga na welk~ uitdrukkingen beweringsvormen zijn 
en welke· objectsvormen. 

(c:) x+3<y+4, 

(b) x 2 +y1 -z 1 
, (d) de delers. van xy, 

(e) de delers van xy vormen een deelverzameling van de 
delers van z. 

1.17.5. VRIJ EN GEBONDEN VOORKOMENDE VERANDERLIJKEN. 
Naast de veranderlijken in beweringsvorrnen en objects
vorrnen, komen in de wiskunde ook veranderlijken voor, 
waarvoor in het geheel niets gesubstitueerd kan worden. 

Zo is J~ x
2

dx= J een bewering, hoewel er een verander

lijke x in voorkomt; lxl (xEZ)A(x>O)} is een object (nl. 
de verzameling N) ongeacht het voorkomen van de letter x. 
Dergelijke veranderlijken noemt men gebonden verander
lijken; om uit te drukken dat het gebonden zijn van een 
veranderlijke door de context veroorzaakt wordt is het 
beter om te spreken van gebonden voorkomende verander
lijken. Gebonden betekent hier dat de veranderlijke zo 
in de uitdrukking voorkomt dat de betekenis van deze 
uitdrukking vastligt zonder dat voor de veranderlijke 
iets gesubstitueerd behoeft te worden. (x EZ) A (x>O) is 
wel een beweringsvorm, doch in de uitdrukking {x) (XE Z)A 
A(x>O)} komt x gebonden voor. Men kan van de bewering 

r 
1 

x 
2 

dx=· l zeggen dat deze waar is, zonder eerst voor x 
. 0 3 

iets te substitueren. Substitutie is zelfs niet mogelijk 

zonder tot onzin te komen: J~ 4
2
d4 is onzin. 

In tegenstelling tot gebonden voorkomende veranderlijken 
noemt men de veranderlijken, die zo in de context voor
komen dat er wel voor gesubstitueerd kan worden vrije 
veranderlijken; deze worden ook wel - en beter - vrij 
voorkomende veranderlijken genoemd. Om na te gaan of een 
veranderlijke vrij of gebonden voorkomt moet men dus na
gaan of men er iets voor substitueren kan of niet. In 
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beweringen en objecten komen geen vrije veranderlijken 
voor. Gebonden veranderlijken kan men ook vaak daaraan 
herkennen dat men ze overal in de uitdrukking waarin ze 
voorkomen door een ander symboo~ kan vervangen, zonder 
dat de betekenis·van deze uitdrukking verandert. 

Jl 2 l f' 2 l 
0 

x dx= 3 en 
0 

y dy= 3 is dezelfde bewering; 

[x[ x'=4}, {z[ z'=4} en{§[ § 1 =4} is hetzelfde object 
(nl. { -2,2}) . Men moet bij het vervangen van gebonden 
veranderlijken door andere symbolen natuurlijk wel sym
bolen nemen die binnen de uitdrukkin~ geen betekenis 

· hebben. Dus niet: { 4[ 4' =4} of { { [ { =4} of { = [ =' =4} . 
We wijzen er nogmaals op dat het van de context afhangt 
of veranderli~ken vrij of gebonden zijn. In x2 =4 is x 
vrij in {x[ x =4} is x gebonden. Het is vaak moeilijk om 
te beslissen of veranderlijken vrij of gebonden voor
komen. Zo zal men x in "sin x" vrij moeten noemen; sub
stitueert men nl. voor x een reëel getal a dan is sin a 
een object nl. een getal; in de veel gebruikte uitdruk
king "de functie sin x" komt x daarentegen gebonden voor; 
("de functie sin" is overigens een betere aanduiding van 
het laatste object; ook acceptabel is: "de x-functie sin x", 
in welke uitdrukking het gebonden karakter van x 
duidelijk naar voren komt). In de bewering: "de vergelij
king x 1 +1=0 heeft geen reële wortels" komt x gebonden 
voor. 
We geven·nog een tweetal voorbeelden (de individuenver
zameling van alle voorkomende veranderlijken is R). 

· ·rx 
:In jO eat is teen gebonden veranderlijke, x een vrije 

veranderlijke; t 2 dt en f" Jxo 
0 

vorm. 
In "de beweringsvorm "x>y 11 z1~n x en y 
lijken; in de objectsvorm {XI x>y} is 
y een vrije veranderlijke. 

dezelfde objects-

vrije 
x een 

verander
gebonden, 

1.17.6. OPGAVE. Onderscheid vrije en gebonden verander
lijken in de volgende uitdrukkingen. Van alle ver
anderlijken is R de indiviPuenverzameiing. Onderscheid 
tevens beweringen, objecten, beweringsvormen, objects
vormen. 

(a) Jt xdx> 1, 
0 ' 

(b) {t[ I: xdx>y}, 

' ( 
'J 

' ·l 
' ' ! 

~ 

' 

'Î 

' 
,, 
''!. 

' ./ 
-,• ' 

_,,.' 
' 

., 

' I , 
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(c) de parabool met vergelijking y=x 1 
, 

(d) de vergelijking x 2 +6x+8=0 heeft twee verschillende 
reële wortels. 

1.17.7. We wijzen er op dat men een uitdrukking als 
X1 +6X+8=0 vaak Opvat als een vervelijking, dat iS als 
een opdracht, nl. "bepaal: {xl x +6x+8=0}". Aan de for
mule Xl+6x+8=0 kan men niet zien of hier een bewerings
vorm bedoeld is of een vergelijking. 

1.18. Propositiecalculus 

1.18.1. In de propositiecalculus, een onderdeel der 
symbolische logica, bestudeert men beweringsvormen die 
slechts opgebouwd zijn uit de logische symbolen A, v, I, 
~ en ~, haakjes en veranderlijken waarvan de individuen
verzamelïng de verzameling van alle beweringen (proposi
ties) is. Dergelijke beweringsvormen noemen we propositie
vormen of volzinsvormen, de er in voorkomende verander
lijken: propositieveranderlijken of volzinsveranderlijken. 
Als propos i tieveranderlijken gebruiken we ·de letters p, 
q, r, . Substitueert men een bewering voor iedere 
propositieveranderlijke in een propositievorm dan ont
staat een bewering. In de propositiecalculus gaat men na 
hoe de waarheidswaarde (waar of onwaar) van een propo
sitievorm afhangt van de waarheidswaarde ~an de er in 
voorkomende propositieveranderlijken. Zo is pv(/p) een 
propositievorm met één veranderlijke p; deze is steeds 
waar d.w.z. als voor peen ware bewering gesubstitueerd 
wordt dan is pv(lp) een ware bewering en als voorpeen 
onware bewering gesubstitueerd wordt dan is nog steeds 
pv(ip) een ware bewering. 

1.18.2. Van propositievormen stelt men zg. waarheidstafels 
op; dat zijn tabellen waarin voor alle mogelijke waar
heictswaarden (waar, onwaar) van de· te substitueren be
weringen aangegeven wordt of de door substitutie ontstane 
volzin waar of onwaar is. Voor de propositievormen lp, 
pAq, pvq, p~q en p-q zien de waarheidstafels er aldus 
uit: 

p q pAq pvq p~q p~q 

p "lp w w w w w w 
w 0 w 0 0 w 0 0 
0 w 0 w 0 w w 0 

0 0 0 0 w w 
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Ingewikkelde propositievormen behandelt men door ze in 
stukken te knipPen. In plaats van w(aar) schrijft men 
gemakshalve vaak 1, i.p.v. o(nwaar) 0. 

1.18.3. VOORBEELD. ((p*q)A(q*r))*(p*r) 
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p q r p*q q*r p*r (p*q) A (q*r) ((p*q)A(q*r))*(p*r) 

1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 0 1 0 0 0 l 

1 0 1 0 1 1 0 1 

1 0 0· 0 1 0 0 . 1 

0 1 1 1 1 1 1 1 

0 l 0 l 0 l 0 l 

0 0 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 1 1 1 1 1 

1.18.4. VOORBEELD. ((pvq)Ar) ~ ((pAr)v(qAr)). 

L M 

p q r (pvq) (pvq)Ar pAr qAr (pAr)v(qAr) L~M 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 0 1 0 0 0 0 1 

1 0 1 1 l 1 0 1 1 

1 0 0 1 0 0 0 0 1 

0 1 1 1 1 0 1 1 1 

0 1 0 1 0 0 0 0 1 

0 0 1 0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 

N.B. de letters L en M worden hier gebruikt als 
aanduidingen van de propositievormen (pvq)Ar resp. 
(pAr) V (qAr). 

1.18.5. De propositievormen uit de voorbeelden 1.18.3 
en 1.18.4 gaan bij iedere substitutie voor de verander
lijken over in een ware bewering. Dergelijke propositie
vormen heten "steeds ware propositievormen". Als L en R 
propositievormen zijn en als L~R een steeds ware propo
sitievorm is, dat heten L en R gelijkwaardig. 

1.18.6. Laat P(x), Q(x), R(x), ... beweringsvormen zijn 
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met dezelfde individuenverzameling U. Laat L{x) en M(x) 
beweringsvormen zijn opgebouwd uit P(x), Q(x), R(x), .•. , 
haakjes, en de symbolen v, A, 1, ~ en ~. Vervangt men in 
L(x) en M(x) de beweringsvorm P(x) door de propositieveran
derlijke p, Q(x) door q, R(x) door r, enz. dan· ontstaan er 
propositievormen L en M. We zullen nu een stelling formu
leren die het belang aangeeft van de prooositiecalculus 
voor de bestudering van samengestelde beWeringsvormen. 

1.18.7. STELLING. Als (in de notatie van 1.18.6) L~M een 
steeds ware propositievorm is, dan is L(x) een voldoende 
voorwaarde voor M(x). 

Bewijs. We moeten laten zien dat !xl L{x))c{xl M{x)). 
Laat aE{xl L(x) }. L(a) is nu een ware bewering. L(a) 
is de bewering die ontstaat door in L voor de proposi
tieveranderlijke p de bewering P(a), voor q de bewering 
Q(a) enz. te substitueren. M(a) is de bewering die door 
dezelfde substituties uit M ontstaat. L(a)~M(a) is waar, 
L(a) is waar, dus M(a) is waar. Derhalve aE{xl M(x)}. 
Aangezien a willekeurig is geldt !xl L(x))C{x M(x)). 

1.18.8. GEVOLG. Als L en M gelijkwaa~dig zijn dan is L(x) 
een nodige en volàoende voorwaaràe voor M(x). 

1.18.9. VOORBEELD. Laat A, B, C verzamelingen ZlJn; neem 
xEA voor P (x) , xEB voor Q (x) , xEC voor R (x) . Zij L.{x) 
de beweringsvorm (P(x)vQ(x))AR{x), en M(x) de bewerings
vorrn (P(x)AR(x))v(Q(x)AR(x)). Dan zijn L en M de propo~ 
sitievorrnen (pvq)Ar en (pAr)v(qAr) uit voorbeeld 1.18.4, 
Anderzijds is {x I L(x) )~(AUB)nc; {x I M(x) )~(AnC)U(BnC). 
Stelling 1.18.7 en de tabel uit voorbeeld 1.18.4 vormen 
dus samen een bewijs voor eigenschap 1 .. 11.1. Dit voor
beeld laat ons twee dingen zien: het belang van de 
steeds ware propositievormen en het feit dat er een 
parallellisme bestaat tussen de verzamelingstheoretische 
bewerkingen u en n en de logische symbolen v en A, Op 
di.t parallellisme komen we terug in de paragraaf over 
Boole algebra (3.12.13). Soms onderscheidt men in een 
redenering zg. "logische" stappen van meer specifieke 
stappen. Deze 11 logische" stappen zijn steeds invulling
en in de zin van 1.18.6 in steeds ware propositievormen. 

1.18.10. STELLING. De volgende propositievormen zijn 
steeds ware propositievormen. 

pv ("lp) 

p*("l("lp)) 

"l(pA("lp)) 
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(p~q) ~ (("lp) vq) 

("l (pvq)) ~ (("lp) A ("lq) ) 

("l (pAq)) ~ (("lp) V ("lq) ) 

(p~q) ~ ( (<q) ~("lp)) 

(pA (p~q)) ~q 

(p~(qA(<q)))~(<p) 

((pvq)vr)<>(pv(qvr)) (associativiteit van v) 

((pAq)Ar)<>(pA(qAr)) (associativiteit van A) 

(wegens deze associativiteiten schrijft men vaak 
pvqvr en pAqAr in plaats van (pvq)vr en (pAq)Ar) 

( (pvq) Ar)~( (pAr) v (qAr)) 

( (pAq) vr)~ ( (pvr) A (qvr)) 

(p~(q~r))~((pAq)~ r). 

} (distributiviteiten) 
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1.18.11. OPMERKING. Het plaatsen van haakjes in proposi
tievormen sluit iedere dubbelzinnigheid uit. De spreek
taal mist deze mogelijkheid. Hoe moeilijk het is in de 
spreektaal dubbelzinnigheden te vermijden blijkt bijv. 
indien men probeert onderstaande propositievormen in 
geschreven nederlands over te brengen. 

[ ("lp) vq] ~ (p~q) ' 

( < (pvq) I~ (p~q)' 

OPGAVEN 

(<p)v[q~(p~q)]' 

[' (pv (q~p))] ~q. 

• 
I 
I 

,, 
' j 
' 

i 
', 

~~ ' 
• 

. •,I ,, 
,, 

• .'i; 

1.18.12. Bewijs stelling 1.18.10. Geef enige van deze · ·•·' 
bewijzen zonder de waarheidstafels uit te schrijven. ,.~·J. 

1.18.13. Druk de propositievormen uit opmerking 1.18.11 " 
in geschreven nederlands uit. Welke van deze propositie
vormen zijn steeds ware propositievorrnen. 

1.18.14. Substitueer zodanige beweringen voor de propo
sitieveranderlijken in de onderstaande propositievormen, 
dat ware beweringen ontstaan. 

(a) pvq, 

(b) (<p) Aq, 

(c) p~q, 

Geef ook zodanige 
ontstaan. 

(d) (pvq)~r, 

(e) (pvq)~(pAr), 

(f) <[ pvq] • 

substituties dat onware beweringen 

',--
~-

.·; 

• 
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1o18ol5o Stel de waarheidstafel op van ('p)v(,q)o In 
plaats van ('p)v(,q) zullen we schrijven plq (I heet 
het symbool van Scheffer). Nu is PIP gelijkwaardig met 
'Po 
Geef propositievormen opgebouwd uit p, q, I en haakjes 
die gelijkwaardig zijn met: 

(a) pvq, (c) p~q, 

(b) P'q, (d) p~qo 

Vergelijk deze opgave met 1.12.8. 
(N.B. In rJ heeft het symbool "nlm" de betekenis: "nis 
een deler van rn". ) 

1o19o Quantoren 

1.19.1. We zullen thans een zeer belangrijke manier leren 
kennen om veranderlijken in een beweringsvorm te binden. 
Beschouw de volgende bewering: "Voor alle reële getallen 
x is x 2 ~0". Deze {ware) bewering is opgebouwd uit twee 
delen: een beweringsvorrn "x 2 ::::0", met als individuenver
zameling R, en de aanduiding: "voor alle reële getallen 
x". We kunnen uit een beweringsvorm P(x) een bewering 
maken door er voor te zetten: "voor alle x uit de ver
zameling V geldt". Deze V moet dan een deelverzameling 
van de individuenverzameling van de veranderlijke x uit 
P(x) zijn. We noteren de zo gevormde bewering aldus: 

"xEV [P(x)}; VXER [x'>OJ 0 

In deze beweringen is x een gebonden veranderlijke. Het 
symbool V heet al-quantor (soms ook universele quantor). 

XEV 
De bewering V V [P(x)] kan waar zijn of onwaar. De be

xE 
weringen V N [x>O] en V ER [ (x+l) 2 =x 2 +2x+l] zijn waar. 

XE X . 
De beweringen V x EZ [ x>O] en V x ER [ x

2 
>0] zijn onwaar. 

Als de verzameling V maar uit eindig veel elementen be
staat, bijv. V={a,b,c} dan is de bewering VxEV [P(x)] 

dezelfde als P(a)•P(b)•P(c) o 

Is P:~{xl P(x)} dan is de bewering VxEA [P(x)J dezelfde 

als ACP. Daarom kan men ACB ook schrijven als VxEA [xEB] 

Ook in beweringsvormen met meer veranderlijken kan men 
een of meer van de veranderlijken met al-quantoren binden. 
Zo is V [x>y] een beweringsvorm met één vrije ver-

x ER 
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anderlijke (nl. y}; V [V (x>y]] is een (onware) 
yER XER 

bewering. 

1.19.2. Beschouw de bewering: "Er bestaat een reëel getal 
x waarvoor x2 ==1 11

• Deze bewering is opgebouwd uit de be
weringsvorm X

2 
=1 en de aanduiding: "er bestaat een reëel 

getal x waarvoor". In symbolen schrijven we: 

3 lx'=l]·3 IP(x)]. 
x ER ' xEV 

3 V heet existentiël-e quantoi"; x is in bovenstaande XE 
beweringen een gebonden veranderlijke. Beweringen van de 
vorm 3 V [P(x)J kunnen waar zijn zoals 3 R [x2 ~0] en 

XE XE 
3 EN [ x 2 =1] of onwaar zoals 3 R [ x 2 <0] en 3 N [ x 2 ==2] 

X XE XE 

Is V:={a,b,c} dan is de bewering 3 V (P(x)] dezelfde 
XE 

als P(a)vP(b)vP(c). 

Zij U de individuenverzameling van x en zij P:={xl P(x)}, 
dan is 3xEU [P(x)J dezelfde bewering als P~0. Is ACU dan 

is 3xEA [P(x)] dezelfde bewering als AnP~~. De bewering 

A~~ kan men dus ook geven in de vorm 3XEA [xEA]. Men moet 

zich goed realiseren dat 3 A (P(x)] alleen waar kan zij·n 
XE 

als A~~. VxE~ [ P(x)J is waar welke beweringsvorm men voor 

P(x) ook neemt; 3 0 IP(x)] is onwaar. 
XE" 

Bij het construeren van puzzels van de vorm: "zoek de 
fout in het volgende bewijs .... '' is de gevolgtrekking 
'"uit V A IP(x)] volgt l A IP(x)] ''waarbij A=l even 

XE XE 
vruchtbaar als het veel gebruikte verkapt delen door 0 
van beide leden van e'en gelijkheid. 

Ook existentiële quantoren kunnen gebruikt worden bij 
beweringsvormen met meer dan één veranderlijke. 3 R XE I x>y] 

y) • ' ,. 
·' . ' 

·~ 

i.s een beweringsvorm met één vrije veranderlijke (nl. 
3y ER I \ER [ x>y]] is een (ware) bewering. 

Vy ER [ 3x ER [ x>yJ] is eveneens een (ware) bewering. 

3x ER [ Vy ER [ x>yJ] is een onware bewering. 

' : ?,;~'-,!~':..l .. '.' 

OPMERKINGEN 

1.19.3. Gebruikt men meerdere quantoren dan schrijft men 
deze achter elkaar zonder haken. Zo schrijft men 
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Vy ER 3x ER [ x>y) in plaats van Vy ER [ 3x ER [ x>y)) • 

V x ER 3y ER V2 ER [ X
2 

+y
2 

+z
2 
=t

2
] moet gelezen worden als 

VxER [ 3yER [VzER [X
1

+y
2

+Z
2
=e]]]; het is een bewerings

vorm met één vrije veranderlijke; nl. t. 

1.19.4. Indien in een stuk tekst slechts één verzameling 
als individuenverzameling optreedt, en alle quantoren op 
deze individuenverzameling betrekking hebben, dan ver
Hteldt men deze soms niet in de quantoren. Hebben bijv. 
alle veranderlijken R als individuenverzameling en hebben 
alle quantoren ook betrekking op R dan kan men rustig 
schrijven: V 3 V ( x 2 +y 2 +z 2 =t2 1 . x y z 

1.19.5. Soms ziet men beweringsvormen of gedeelten van 
beweringsvormen in quantoren. We geven enige voorbeelden: 
V >O betekent V E[O ); 3 d( S)~l betekent 3 A X- x ,~ n,g.g. n, nE 
waarbij A:~{nENI g.g.d(n,S)~l). 
In het algemeen kan men slechts zeggen, dat elke aan
duiding acceptabel is, die aan de lezer binnen de context 
ondubbelzinnig duidelijk maakt op welke verzameling de 
qUantor betrekking heeft. 

1.19.6. Het is een slechte doch waarschijnlijk onuitroei
bare gewoonte van wiskundigen om al-quantoren weg te 
laten. Zo spreekt men in de middelbare school-algebra 
over de stelling: "(a+b} 2 =a2 +2ab+b 2 

", terwijl men bedoelt 
dat nvaER VbER [ (a+b} 2 =a 2 +2ab+b1

] .. , waar is. 

Een wel correcte notatie die men vaak ziet is: P (x) (xEV) 
in plaats van V XEV [ P (x)] • In uitdrukkingen als R (n ,m} 

(n E N,m EN} schrijft men in plaats van {n EN, mEN) vaak 
(n,mEN). 

1.19.7. In de literatuur komt men allerlei 
anten tegen: zoals (x) en A in plaats van 

x 
V in plaats van 3 • 

notatievari
V • (E ) en x' x 

x . x 

1.19.8. Indien men dat zou wensen kan men door een kunst
greep verkrijgen dat alle quantoren in een beschouwing 
betrekking hebben op het beschouwde universum. Men ge
bruikt dan nl. de gelijkwaardigheid van de volgende paren 
beweringen. 

"x>O [!x! ~x), 

VxEA I P(x)] 

3 [ x 2 >1] 
X?:O 

' 

VxER[(x>O)~(!xl ~x)), 

V xEU [ (xEA) ~P (x)] , 

l R [ (x?:O) A (x2 >1], 
XE 
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lXEA ( P(x)] ' lxEU [ (xEA) AP (x)] • 

1.19.9. We wijzen er nog eens met nadruk op dat de volg
orde van de quantoren van wezenlijk belang is voor de 
betekenis van een uitdrukking: V R 3 R [x>y) is waar; 

XE yE 
doch 3y ER V x ER [ x>y] is een onware bewering. Wel mag 

men twee naast elkaar staande al-quantoren verwisselen 
en eveneens twee naast elkaar staande existentiële quan
toren. Als nl. R(x,y) een relatie is, met X als indivi
duenverzameling voor x, Y voor y dan zijn de volgende 
beweringen waar: 

OPGAVEN 

(VxEX VyEy [R(x,y)]) ~ (VyEY VxEX (R(x,y)] ), 

(lxEX lyEY ( R(x,y)]) ~ (lyEY 3xEX ( R(x,y))). 

1.19.10. Ga van de volgende beweringen na of ze waar zijn. 
De individuenverzameling van x is in alle gevallen R. 

(a) V x ER 
( XE{l,2,3}) 1 (el V 

XEN 
[ J,x E Q] , 

(b) l 
x ER 

( XE(l,2,3}) ( f) 3 
xEQ 

( 2x E N] , 

(c) l 
x ER 

[x E NI (g) V 
x EN 

[ x+4>3], 

(d) V 
XER 

(XE Q) (hl '! 
xEQ 

L-l<sinx<l] 

l.l9.ll. Ga na welke van de volgende beweringen waar zijn: 

(a) V 
x ER ly ER [ x' >y] 

' 
. ( c) 

Vy ER 3x ER [ x2 >yJ ' 

(b) lx ER V 
yER 

{ x2 >y] , (dl ly ER "xE R·[ x' >y] 

1.19.12. Door plaatsing van één der beide symbolen 
V x EN' 3x EN en é~n der beide symbolen Vy EN' 3y EN 
voor de beweringsvorm xy=1 maakt men een bewering. 
Welke van de acht (denk aan de volgorde!) zo te vormen 
beweringen zijn waar? Geef deze acht beweringen in 
geschreven nederlands weer. 

1.19.i3. Laat P(x), Q(x) beweringsvormen zijn met indi
viduenverzameling U, P:={xl P(x)), Q:={xl Q(x)}. Alle 
qUantoren hebben betrekking op U. Verifiëer de volgende 
lijst van "vertalingen" van beweringen geformuleerd met 
P(x) en Q(x) in verzamelingentaal. 

I 
" 

I 

~ 
. ' 
.~ 
'I 
r.. 
;J, 

;j 
,·'·1 

,JI 

:~ 
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V [ P(X}AQ(x}l P=Q=U, 
x 

V [ P(x} vQ(x) I PUQ=U, 
x 

V [ P(x)~Q(x)l PCQ x 

V [ P(x)~Q(x)l P=Q 
' x 

lx [ p (x) AQ (x) I PnQ;"~, 

lx [P(x)vQ(xJJ PUI,.);iÇi, 

l [P(x)*Q(x)l p*uo;<~, 
x 

lx [ P(x)~Q(x)l p,Q;iU. 

Geef een verzamelingsvertaling van de volgende bewering-
en. Ga na of ze voor iedere keuze van U, P(x} en Q (x} 
waar zijn; zo neen geef een tegenvoorbeeld 

(a ) (V x [ P(x)*Q(x) I) * ((V x [ P(x)l )*(Vx [Q(x)])), 

(b) (V x [ P(x) vQ(x) I) ~ ((Vx [P(x}]}v(Vx !Q(x}])), 

( c) ( l x [ p (x) AQ (x} I ) ~ ( ( l x [ P(x)] )A(lx [Q(x)])), 

(d) (lx [P(x)~Q(x)]) * ( ( l x [ P(x)J l~(lx [Q(x}l)). 

1.19.14. Laat R(x,y) een relatie zijn, met X als indivi
duenverzameling voor x, Y voor y. Is de volgende be
wering waar? 

(vergelijk dit met 1.19.9.} 

1.19.15. "xER 3yER [ (y>O)A(X+y=z)J is een beweringsvorm 

met z als vrije veranderlijke. We korten deze af met 
P(z). Geef aan uit welke elementen {zl P(z)} bestaat. 

1.19.16. DE ONTKENNING VAN UITDRUKKINGEN MET QUANTOREN. 
De ontkenning van "xEV [P(x)] kan op twee manieren ge-

schreven worden,nl. als I V V [ P (x)] en als 3 V [ IP(x)] 
XE XE 

De ontkenning van 3 V {P{x)} kan geschreven worden als 
xE 

'l V [ P (x) 1 en als V V [ 'P (:<)I • Op deze eigenschappen 
XE XE 

berust de mogelijkheid tot "mechanische ontkenning" van 
uitdrukkingen met veel quantoren. 
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1.19.17. VOORBEELD. Zo is 

3aER Vc>O 3mEN VnEN, 

de ontkenning van 

De lezer die al enigszins met de analyse vertrouwd is 
zal herkennen dat de tweede bewering uit dit voorbeeld 
waar is, en uitdrukt dat de rij (-1,1,-1,1,-1, .•• ) niet 
convergent is (zie 4.1.8). 

OPGAVEN 

1. 19. 18. (a) Geef een oneindige rij reële getallen (a 
1

, 
a 2 , a

3
, ••• ) aan zó dat de bewering 

V l V I a > k[ 
mEN k ER n EN, n>m n 

waar is. Geef ook een rij waarvoor deze bewering on
waar is. 
Doe hetzelfde in de volgende gevallen. 

(b) JmEN VkER JnEN, n>m [an>k]' 

(c) l(lmER VkEN 1nEN, n>k [an>m]). 

1.19.19. Geef een eindige deelverzameling veN aan waar
voor 

waar is. Geef ook een eindige deelverzameling V c N 
waarvoor bovenstaande bewering onwaar is. 

1.19.20. ANDERE QUANTOREN 

.Natuurlijk komen er meer quantoren voor dan al-quantoren 
en existentiële quantoren. We noemen een aantal voor
beelden: 
(a) Voor precies één individu, 
(b) Voor tenminste twee individuen, 
(c) Voor ten hoogste één individu. 
Hiervan is alle~ri het voorbeeld (a). zo belangrijk dat we 
er een apart symbool voor invoeren, nl. 3! 
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Zo is 3!xE R [x
1

=1] onwaar en 3! R >Q [x2 =11 waar. x E I X-
Men kan de onder (a), (b) en (c) genoemde quantoren 
(evenals andere niet genoemde) uitdrukken met behulp van 

V, 3 en de symbolen A, v, ~, I en= (en uiteraard veler
lei haken). 

(a) Een andere uitdrukking voor~! V [P(x)] is 
XE 

(b) Voor tenminste twee elementen x uit V geldt P(x) kan 
men in symbolen bijvoorbeeld weergeven als 

lxEV lyEV [ P (x) AP (y) A (x;'y)] • 

(c) Voor ten hoogste één xEV geldt P(x) wordt dan bijvoor
beeld 

"xEV VyEV [ (P (x) AP (y))~ (x=y) I . 

OPGAVEN 

1.19.21. Laat VCR. Schrijf "l(l!xEN [xEV]) op een andere 

manier. Geef een voorbeeld van een verzameling V waar
voor deze bewering waar is. Geef ook een voorbeeld van 
een verzameling V waarvoor deze bewering onwaar is. 

1.19.22. Geef een voorbeeld van een relatie R(x,y) met 
reële veranderlijken x en y waarvoor: 

l!xER vyER [R(x,y)] waar is en 

VyER l!xER [R(x,y)] 

(Vergelijk dit met 1.19.14.) 

onwaar is. 

1.19.23. Geef een voorbeeld van een deelverzameling vc R 
waarvoor de bewering 

waar is; geef ook een voorbeeld van een V c R waarvoor 
deze bewering onwaar is. 
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1.19.24. Gegeven is een beweringsvorm P(x); de individuen 
zijn de natuurlijke getallen. Geef de volgende bewering
en in symbolen weer: 
(a) ten hoogste twee natuurlijke getallen voldoen aan 

P (x) ' 
(b) precies twee natuurlijke getallen voldoen aan P(x), 
(c) ten minste drie natuurlijke getallen voldoen aan 

P (x) • 

1.20. Vereniging en doorsnede van een willekeurige 
collectie verzamelingen 

1.20.1. DEFINITIE. Is I een verzameling en is aan ieder 
element iEl een A. toegevoegd dan definieert men U, I A. 

l lE l 

We noemen I de indexverzameling. 

OPMERKINGEN 

1.20.2. Is I een verzameling met eindig veel elementen 
dan komen deze definities overeen met die van 1.8.7 en 
1.9.8. 

1.20.3. In uiEI Ai en niEI Ai is i een gebonden verander

lijke: 

1.20.4. Is I een verzameling van natuurlijke getallen 
van de vorm {k,k+l,k+2, ... ,m} of {k,k+l,k+2, ... } dan 

m 
schrijft men in plaats van uiEI Ai: ui=k Ai resp. 

oo m 
ui=k Ai en evenzo in plaats van niEI Ai: ni=k Ai resp . 

. EIGENSCHAPPEN. Laat gegeven ZlJn A.CW (iEI); laat* , 
complementvorming ten opzichte van W aanduiden. Nu 

' 

'·.,. 
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gelden de volgende generalisaties van de dualiteits
wetten van de Morgan (1.11.11 en 1.11.12): 

!.20.5. (U iE I A.)* * = n. Ai. l lEI 

(niEI 
* * 

Ai) = u. Ai. lEI 
!.20.6. 

CPCi\VEN 

1. 20. 7. Voor iedere rE R definiëren we: 

Cr := { (x,y) ER' I x'+y'=r' }. 

Bewijs: 

(a) ur ER Cr = R2 , 

1.20.8. I=N,A!,A2, ..• is een rij verzamelingen. Laat zien 

dat: u;=l n~=rn Ak = {xl x~Ai voor slechts eindig veel 

waarden van i}; n:=l u~=m Ak = {xl xEAi voor oneindig 

veel waarden van i}. 

1.20.9. Bewijs de volgende gegeneraliseerde distributieve 
wetten: 

(a} 

(b) 

1.20.10. Welke zijn de volgende deelverzamelingen van R; 
de notatie is die van 1.13.8. 

(a) n 
nEN 

[n,ro), ( d) u 
nEN 

l l 
l -n, nl 

(b) u 
nEN 

(n,oo), ( e) n 
nEN 

{ -n,n], 

( c) n nEN 
l l [ -n:, n 1 ' 

(f) u nEN 
[-n,n}. 

1.21. Cartesische producten 

1.21.1. Van nu af zullen we gebruiken het begrip geordend 
paap. Zijn a en b elementen van een zekere verzameling 
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dan noteren we het geordende paar van a en b als (a,b). 
In het algemeen is {a,b);l(b,a); (a,b)={b,a) dan en 
slechts dan als a=b. 
We wijzen er op, dat door deze afspraak het begrip ge
ordend paar als een ongedefiniëerd begrip ingevoerd is. 
Dit is echter alleen gemakshalve gebeurd; men kan met 
behulp van de tot nu toe ingevoerde verzarnelingstheore
tische begrippen een definitie van geordend paar geven. 
We verwijzen naar [ 12] hoofdstuk VI. 
Zijn a ER, b ER dan beduidt {a,b} zowel het geordende 
paar als het open interval {xl a<x<b} (zie 1.13.8). In 
de praktijk komt uit deze tweeduidigheid geen verwarring 
voort. 

1.21.2. DEFINITIE. Het cartesisch product van de verza
meZingen A en B (notatie AxB) is de verzameling die als 
elementen heeft de geordende paren (a,b) waarbij aEA, 
bEB. 

Met de notatie uit 1.13 kunnen we dus schrijven AxB= 
={{a,b)) aEA,bEB}. Geheel analoog definiëert men AxBxC 
als een verzameling waarvan de elementen geordende 
tripels zijn: AxBxC := { (a,b,c)) aEA,bEB,cEC}. 
We hebben hier niet gedefiniëerd wat een tripel is, met 
gebruikmaking van geordende paren kan men dit wel makke
lijk doen (zie 1.22.32). Evenzo voor AxBxCxD enz. 
De in 1.17.3 aangeduide kunstgreep om beweringsvormen 
met tneer veranderlijken te vermijden bestaat er nu in 
een beweringsvorm R(x,y) met X en Y als individuenver
zamelingen voor· x en y te beschouwen als een bewerings
vorm met één veranderlijke die XxY als individuenverza
meling heeft. Evenzo voor R(x,y,z) enz. Dit is overigens 
gekunsteld; we zullen het in· de regel niet doen. 

1.21.3. We gebruiken de volgende notaties: 
AxA=:A1 ,AxAxA=:A3 enz. in het bijzonder is RxR=:R~, 
RxRxR=;R3 enz. 

1.21.4. De naam Cartesisch product wijst op de analogie 
met de door Descartes (=Cartesius) (1596-1650) ingevoerde 
coördinaten irt het platte vlak dat in de analytische 
meetkunde geÏdentif.iceerd wordt met R1 

• De lezer kan 
sommige beweringen over Cartesische producten illustreren 
met deelverZamelingen· van R1 waarbij de "factoren" deel
verzamelingen zijn van de X en Y as. Zie figuur 14. In 
een willekeurig Cartesisch product AxB noemt men a, resp. 
b wel de eerste resp. tweede component van (a,b). 

EIGENSCHAPPEN 

1.21.5. Het Cartesische product is niet associatief: 
(AxB)xC en Ax(Bxc) zijn in het algemeen verschillende 

.verzamelingen (AxBxC i~ nog een andere verzameling) . 

' 
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8 

A A ..__. 
AnB 

A x tB n C l : (A JC B l n (A x C ). <An 8 l x <C n 0 ): CAxC)nCBxO ). 

Figuur 14 

1.21.6. Ax~=~xA=~ voor elke verzameling A. 

1.21.7. Ax(BnC)=(AxB)n(AxC) voor alle A, Ben C. 

1.21.8. (AnB)xC=(AxC)n(BxC) voor alle A, Ben C. 
1.21.7 en 1.21.8 drukken uit dat het Cartesische product 
distributief is ten opzichte van doorsnedevorrning. 

1. 21.9. (AnB)' (CnD) = (A>C) n (A>D) n (B>C) n (B>D) = 

=(A>C)n(BxD)=(A>D)n(B>C). 

1.21.10. A>(BUC)=(AxB)U(A>C) voor alle A, Ben C. 

1.21.11. (AUB)xC=(AxC)U(BxC) voor alle A, Ben C. Deze 
laatste twee eigenschappen geven de distributiviteit 
van x ten opzichte van u aan. 

OPGAVEN 

1.21.12. Zij A:={1,2,3}; B:={a,b}. 
(a) Geef alle elementen aan van de volgende verzame

lingen: A2
; AxB; BxBxA. 

(b) Geef van elk van de volgende verzamelingen drie 
elementen aan: (AxB) xA; Ax (BxA); Bx (BxA); A2 xB. 

1.21.13. u, V en W zijn verzamelingen; welke van de 
volgende beweringen zijn waar voor elk drietal verza
melingen U, V en W waarvoor U=Vnw? 

(a) U>U={V>V)n(W>W), 

(b) U>U=(VxW)n(WxV). 

1.21.14. A is een verzameling met m elementen, B is een 
verzameling met n elementen. 
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(a) Hoeveel elementen heeft AxB? 

(b) Hoeveel deelverzamelingen heeft AxB? (vergelijk 
1.6.6). 

(c) Hoeveel deelverzamelingen van AxB zijn van de vorm 
A0xs

0
, waarin A0cA en s

0
cB? (N.B. 1.21.6!) 

1.22. Afbeeldingen 

1.22.1. We zullen ons in deze paragraaf bezighouden met 
.het begrip afbeelding. Het is gebruikelijk afbeeldingen 
te introduceren met behulp van het ongedefiniëerde be
grip: voorschrift. Men zou dan kunnen zeggen: "onder een 
afbeelding Van een verzameling A in een verzameling B 
verstaat men één of ander voorschrift waardoor aan elk 
element van A precies één element van B wordt toegevoegd." 
Naast het woord afbeelding gebruikt men ook wel het woord 
"functie". Men spreekt dan van eenB-waardige functie op 
A; in het bij zonder: is B = R dan spreekt men van een 
reëelwaardige Of reële functie op A. Het bezwaar van de 
bovengegeven begripsbepaling is de vaagheid van de uit
drukking 11 één of ander voorschrift 11

• Als we denken aan 
de door middel van tabellen gegeven functies, vermeld in 
een statistisch jaarboek (het aantal inwoners als functie 
van de gemeente enz.) weten we dat voorschrift meer omvat 
dan formule. We kunnen dit bezwaar wegnemen, door het 
begr.ip afbeelding te definiëren' op de nu volgende rnanier. 

1.22.2. DEFINITIE. Een afbeelding F van een verzameling 
A in een verzameling B is een deelverzameling van AxB 
met de eigenschap 

vaEA l !hEB I (a,b)EF(. 

We zeggen ook wel dat F is een functie op A met waarden 
in B. A noemt men wel de definitieverzameling van F. 
L.:iten we nagaan wat de definitie inhoudt indien A=B=R. 
Een reële functie F op R is dan een deelverzameling van 
R~ , met de eigenschap dat er voor elke reële x, precies 
één y ER is met (x,y)EF. Een dergelijke deelverzameling 
van R2 is men gewend een grafiek te noemen. In 1.22.2 
(definitie) wordt dus geen onderscheid gemaakt tussen 
functie en grafiek. N.B: de tekening die een schets is 
van de grafiek als deelverzameling van R

2 noemt men_heel 
vaak ook weer grafiek. 

1.22.3. OPGAVE. Schets de volgende deelverzamelingen van 
R2 en ga na, welke afbeeldingen van R in R zijn. '·'· 
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(a) ( (x,y) I x' +y' =l), 

(b) ( (x,y) I lxl=lyl ), 

(c) ((x,x'll XER}, 

(d) {(x, sin x) I x ER}, 

( e) ( (x, y) I x' +y' = 1 , y > 0). 

l. 22 

1.22.4. We gingen er toe over afbeeldingen te definiëren 
als deelverzamelingen van een Cartesisch product omdat 
het begrip "voorschrift 11 niet voldoende 'duidelijk leek 
om als ongedefiniëerd begrip te gebruiken. Ook kwamen we 
zo tegemoet aan het streven (dat overigens niet het onze 
is; zie 1. 21.1) het aantal onyedefiniëerde begrippen 
zoveel mogelijk te beperken. De lezer doet er echter 
goed aan het intuïtieve begrip 11 Voorschrift van toevoeging" 
te bewaren. De voorstellingswijze ln de figuren 15, 17, 
18 en 19 gaat ook van dit intuïtieve begrip uit. 

OPMERKINGEN 

1.22.5. Voor afbeeldingen gebruikt men meestal de letters 
F,G,H, ..• , f,g,h, ... $ 1 X 1 i.f!, • ••• Een handige notatie om 
aan te geven dat F een afbeelding van A in B is de 
volgende: F: A-+B. 

1.22.6. We gebruiken de symbolen F:A-+B in twee betekenis
sen: 

a. Als aanduiding van; "Fis een afbeelding van A in B11
• 

b. Als aanduiding: "F, die een afbeelding van A in B 
is, " • 0 0 0 

1.22.7. Als B deelverzameling van Cis, dan is AxB het 
van AxC. Iedere deelverzameling van AxB is dan ook 
deelverzameling van AxC. Bij iedere afbeelding van A 
in B bestaat er dus een afbeelding van A in C die uit 
dezelfde paren bestaat. 

1.22.8. DEFINITIE. Is F een afbeelding van A in B~ en is 
(a,b)EF dan heet b het beeld van a; notatie b=F(a) (soms 
ook b=Fa). Is A

0
cA dan heet F(A0 ):={F(a) I aEA

0
} het beeld 

van A
0

• 

OPMERKINGEN 

1.22.9. Is F een afbeelding van A in B dan is y=F(x) een 
relatie waarbij A de individuenverzameling van x is en 
B die van y. Een veel gebruikte wijze om afbeeldingen 
te beschrijven is van ieder element uit A het beeld in 
B aan te geven; zo kan men de functie F:R-+R gedefini
ëerd door F:={ (x,x2

) I x ER} ook definiëren door 
"xER [F(x):=x']. 
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F 

F:A---+8 

Figuur 15 

Figuur 16 

1.22·.10. Let op het verschil. Is F:A+B, aEA, dan is 
F(a)EB; F((a})=(F(a) )CB. 

45 

1.22.11. Bij F:A+B hoort een afbeelding van de verzame
ling van alle deelverzamelingen van A in de verzameling 
van alle deelverzamelingen van B gedefiniëerd door 

Het dubbele gebruik van het woord beeld in 1.22.8 en 
het verschil gesignaleerd in. 1.22.10 komt voort uit 
het feit dat we deze afbeelding van'P(A)=(A0 1 A

0
cA} 

in P(B)={B
0

1 s 0cB} weer met F aangeven. 

j 
.. ,~ , , , 
" 
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1.22.12. 
we: is 

F:A~B en de bijbehorende 
dan F(Ao)=U A {F(a)}. aE 

0 

1.22.13. Voor elke F:A+B geldt: F(0l=0. 

F:P(A)+P(B) hebben 

1.22.14. DEFINITIE. Is F:A-+-B en is B0 CB dan heet 

F+(B
0

) :={aEAI F(a)EB
0

J het volLedig origineel van B0 • 

Een gevolg van deze definitie is dat F+({b})={aEAI F(a)=b} 
{bEB). Deze laatste verzameling noemt m~n wel slordig; 
"het volledig origineel van b". Een verder gevolg: 
p+(Bo)=UbEBQ p+({b}). 

1.22.15. Is F:A-+-B dan 
+ 

is F :P(B)+P(A). 

EIGENSCHAPPEN 

Voor elke F:A-+-B, en elke A
1
cA, A

2
cA, B

1
cB, B

2
cB geldt: 

l. 22 .16. F (Al uA
2

) = F (A
1

) UF (A2 ) , 

1.22.17. F(A
1

nA2 ) c F(A
1

)nF(A 2), 

A 

F: A .-8 

Figuur 17 

8 
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1.22.22. VOORBEELD. De inclusies in 1.22.17, 1.22.20 en 
1.22.21 kunnen echt zijn zoals blijkt uit het volgende 
voorbeeld: Zij F:{l,2}~{a,b} gedefiniëerd door: 
F~((l,a),(2,a)}; zij A

1
:=(l}C{l,2}=:A, A

2
:={2}CA, ) 

B
1 

:={b}c{a,b}=:B. Nu is A
1

nA
2

=W, F(A
1

nA
2

)=W (1.22.13), 
+ + 

F(A
1

)=F(A 2 )={a}=F(A
1

)nF(A2 ); F (F(A ) )=F ({a})=A; 
+ + l 

F (B
1

)=1, dus F(F (B
1

))=W. 

OPGAVEN 

1.22.23. A={l,2,3,4}; B=(l,2,3}; 
F= { ( l , l) , ( 2 , l) , ( 3 , 2) , ( 4 , 2 ) } . 

(a) Bewijs dat F een afbeelding van A in B is. 

(b) Bepaal F(A). 
+ + 

(c) Bepaal F (B) en F ({l}). 

1.22.24. Bewijs de eigenschappen 1.22.16 t/m 1.22.21. 

1.22.25. Beschouw de afbeelding F:R~R gedefiniëerd door 
F:~{(x,x'll xER}. Schets (de grafiek van) F. Geef 
deelverzamelingen A1 , A

2
, B van R waarvoor: F(A1 nA2 )~ + + 

;'F(A
1

)nF(A
2
); F (F(A

1
));1A

1
; F(F ( B));IB. 

1.22.26. Zij F:A~B, A
1

cA, A
2
cA, B1 cB, s 2cB. 

(a) Bewijs: 

(b) Geef een voorbeeld waarvoor de inclusie in (a) echt 
is. 

!.22.27. Geef een voorbeeld van een. afbeelding F:R+R 
waarvoor geldt: 

1.22.28. f:R2 :+R2 is gedefiniëerd door 

·11' ,, ,, 

j 
' 
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V(x,y) ER' [f((x,y)):=(x' ,y')] 

Zij X:=((x,l) / x ER}. Bepaal f+(X). 

1.22.29. Zij f:R+R' gedefiniëerd door 

zij 

zij 

g:R+R2 gedefiniëerd door V R 
XE 

VxE R [ f(x) :=(x,x+2)] 

[g(x) :=(x+2,x)]; 

V:(x/ Osxsl}. Bepaal g+(f(V)). 
. . 

1.22.30. A is een verza1ttelir1y varl m elementen, B is een 
verzameling met n elementen. 
Hoeveel afbeeldingen van A in B zijn er? 

We besluiten deze paragraaf met nog enige opmerkingen. 

1.22.31. Voor de verzameling van alle afbeeldingen van 

A in B gebruikt men vaak de notatie: BA. 

1.22.32. Het begrip afbeelding kan dienen om een defini
tie te geven van het begrip rij, dat we tot nu in voor
beelden en opgaven gebruikt hebben zonder het gedefiniëerd 
te hebben. 

DEFINITIE. Een rij van elementen uit een verzameling A 
is een afbeelding van N in A. 
Wil men f:N+A alS rij beschouwen dan schrijft men in 
plaats van f~!(n,f(n))/ nEN) meestal (f(l),f(2),f(3), ... ). 
Meestal schrijft men in plaats hiervan dan ook nog oo 

{f 11 f 2 ,t3 " ..• ). Een andere notatie is (fn)nEN of (fn)n=l 

of (f ) . Men dient zich goed te realiseren dat de rij n n 
van elementen van A, (f ) , iets anders is dan { f I n EN}. 

n n n 
Een voorbeeld mag 
niëerd door V N 

nE 
terwijl (f(n) )n EN 

dit verduidelijken: zij f:N+R gedefi
[f(n):=l] dan is {f(n)/ nEN}=f(N)=(l} 

de rij (1,1,1, ... ) voorstelt. 

Gebruik makend van de notatie afgesproken in 1.22.31 kan 
men de verzameling van alle rijen reële getallen dus 

voorstellen door: RN. 
In het voorafgaande werd alleen over oneindige rijen 
gesproken; we kunnen dezelfde notationele afspraken ook 
voor eindige rijen maken. Schrijft men bijvoorbeeld in 
plaats van de afbeelding f:{l,2}+A gegeven door 
f~( (1 ,a

1
), (2 ,a

2
) l waarbij dus a

1 
=f (1), a2 ~f (2), de eindige 

rij (a
1

,a
2
), dan ziet men dat daardoor het onderscheid 

tussen A{l, 2 } en A2 komt te vervallen. Evenzo A{l, 2 , 3} 
en A1 enz. Zo zou men ook kunnen definiëren AxBxC:= 
:=(f/ f:{l,2,3}~AUBUC, f(l)EA, f(2)EB, f(3)EC}. 
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(Zie 1.21.2.) 

1.22.33. OPGAVE. Beschouw de volgende 11 definitie" die 
bedoeld is om de in 1.21.1 gesignaleerde moeilijkheid 
te ondervangen: liet Cartesisch product AxB van de 
verzamelingen ·A en B is de verzameling van al die af
beeldingen f van {1,2} in AuB waarbij f(l)EA en f(2)EB. 
Ga na dat deze definitie en 1.22.2 aanleiding zijn tot 
een vicieuze cirkel. 

1.22.34. RESTRICTIE 
Is F:A~B en is A

0
cA dan is { (a,b)EFI aEA

0
} een afbeelding 

van A0 in B. Deze wordt de restrictie van F tot A
0 

ge

noemd. Meestal noteert men de restrictie weer met F; vaak 
ook met F 1 A a. 

1.22.35. Is F: R1 -+R, dan zegt men ook wel: 11 F is een 
reële functie van twee reële veranderlijken", men ge
bruikt dan meestal de haakjesloze notatie uit 1.22.8 
(definitie) dus F(x,y) in plaats van F((x,y)). Evenzo 

voor afbeeldingen van R3 , Rn. Dit gebruik is juist tegen
overgesteld aan de conventie gesignaleerd in 1.21.2. 

1.22.36; Het is gebruikelijk reële functies aan te geven 
met behulP van formules, bijv. f(x)=1j(x 2 -1). Tenzij uit
drukkelijk anders vermeld bedoelt men dan steeds dat deze 
functie beschouwd wordt als een afbeelding van de gehele 
deelverzameling van R bestaande uit die reële getallen 
waarvoor de formule zin heeft. In het voorbeeld is dat 
R\{1,-1}. Wil men restricties aangeven dan dient men dit 
te vermelden. Zo is f(x)=l/{x2 -l} (0<x<1} de restrictie 
tot (0,1) van de beschouwde functie. 

1.23. Afhe.el~gen op; één-éénduidigheid; inversen 

1.23.1. F:A+B heet een afbeelding van A~ Bindien 
F{A)~B. (Men zegt ook wel: F is een surjectie van A op B: 
Fis· surjectief.) 
F:A+B is dus EL indien ieder element van B beeld is van 
ten· .. roinste één element van lL We kunnen die ook formuleren 
aJ.s'·vbEB laEA [ F(a)=b]. 
. ' . 

1·~'23~2. DEFINITIE. F:A+B heet êén-één"Juidig indien 

\/bEF(:;\.) l!aEA [ F(a)=b] • 

~~o zegt ook wel: p·is een injectie van A in B; Fis injec
hef. l 

'/. 

' 

; ,. 
" ..... 
" ~i 

l 
. " 

".;i< 

.i 
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F:A~B heet dus één-éénduidig indien ieder element van B 
beeld is van ten hoogste één element van A. We kunnen 
één-éénduidigheid ook formuleren op een van de volgende 
manieren: 

va EA 
l 

F 

V aoEA I (al ;'a2) ~(F (al) ;'F (a2)) I . 

" 

8 
A 

F :A ..... B is niet éél'l-éénduidig. F:A....,.B is geen atbeetding ~8. 

Figuur 18 

Een afbeelding kan dus één-éénduidig Zl]n zonder afbeelding 
2E te zijn en omgekeerd. (Een afbeelding die één-éénduidig 
en ~ is heet ook wel bijectief of een bijectie). 

1.23.3. STELLING. Is F:A~B een één-éénduidige afbeeLding 
van A op Ben is G:={ (b,a) I (a,b)EF} dan is Geen één
éénduidige afbeelding van B op A. 

Bewijs. Omdat F(A)=B, en F één-éénduidig is geldt: 

Krachtens de definitie vanG betekent F(a)=b echter 
(b,a)EG. G is dus een afbeelding van B in A. 
Voorts is G(B)~ia/ lbEB I (b,a)EG] )=A dus G is een af
beelding op. 
Is b 1;'b 2 , G(b 1)=a1 , G(b 2 )~a 2 , dan is b 1=F(a 1 ), b 2=F(a 2) 

en dus a 1 ~a 2 omdat F een afbeelding is; dit betekent 

echter tevens dat G één-éénduidig is. 
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1.23.4. DEFINITIE. Is F:A~B een één-éénduidige afbeelding 
van A EE B, dan heet de in 1.23.3 (stelling) gedefiniëerde 
afbeelding G:B+A de inverse van F. · 

Als notatie van de inverse afbeelding zullen we soms 
weer gebruiken p+, Dit gebruik is in overeenstemming met 
de reeds eerder gemaakte afspraak een afbeelding van A 
in B en de bijbehorende afbeelding van P(A) in P(B) met 
hetzelfde symbool aan te geven. Nu spreken we af een 
bepaalde afbeelding van P(B) in P(A) en de bijbehorende 
afbeelding - zo deze tenminste bestaat - van B in A met 
hetzelfde symbool te noteren. Als we opschrijven p+(b) 
dan zit in deze notatie reeds besloten dat F een inverse 
heeft en dus dat F één-éénduidig en op is. Laat F een 
inverse hebben en laat F(a)=b dan hebben we dus tevens: 
F((a})=(b}, p+(b)=a, p+({b})={a). Veel auteurs zijn hierin 
zeer slordig: vaak ziet men F+(b) nu eens in de door ons 
atgesproken betekenis en even later in de betekenis van 
F ({b}). 
Zij F e~n één-éénduidige afbeelding van A op B en zij 
B0ca. p+(a

0
) heeft nu ook bij ons twee interpretaties: 

(i) het beeld van de deelverzameling B
0 

bij de afbeelding 

F+:B~A; (ii) het beeld van het element a 0 bij de afbeel-
+ + 

ding F :P(B)+P(A). Bij beide interpretaties is F (B0 ) 

evenwel dezelfde deelverzameling van A. Dreigt er geen 
verwarring dan noteert men de inverse van F ook vaak 

-1 
met F . Loopt de lezer echter gevaar de inverse van F 
en het quotient 1/F(x) te verwarren, dan gebruikt men 
voor de inverse uitsluitend de notatie F+. Beide wijzen 
van noteren van inverse afbeeldingen zijn gebruikelijk. 
De lezer moet bij vluchtig raadplegen van een boek nauw
keurig nagaan welke notatie er gebrUikt wordt. soms heeft 

sin- 1 de betekenis 1/(sin x), soms arcsin x (zie 1.26.15 
(herhaling)). _ 1 

We ·zullen voorlopig de inverse' van F met F aangeven. 

' 
EIGENSCHAPPEN 

l. 2~;;5. Is G=F- 1 en F(a)=b dan is G(b)=a. 
·i' 

G=F- 1 F=G - 1 . L23.6. Is dan is 

1.23J7. Zijn A en B deelverzameling van R dan betekent 
de ·a:vergang van (a,b) op (b,a) in R2 .juist spiegeling 
l!en opzichte van de diagonaa~ :={ (x,x) I x E Rl. Dit be
~~~ènt dat de gegeven definitie van eèn inverse afbeel
ding in overeenstemming is met de gebruikelijke defini
tie van invers·e functie. (Zie ook 1.26.14 (herhaling).) 

] 
·~ 

. ., 
:i} 

' _.(l.j 

.. 
' 

' . ' 
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1.23.8. DEFINITIE. Is A een verzameling dan heet 
IA:={ (a, a) I aEA) de identieke afbeelding van A q_r_ zich-

zelf. 

IA is een één-êénduidige afbeelding van A 2E A. Er geldt: 
-1 

VaEA [ IA(a)=a]; IA =IA. 

OPGAVEN 

1.23.9. A is een verzameling met n elementen. 

(a) Hoeveel afbeeldingen van A in A zijn er? 

(b) Hoeveel afbeeldingen van A 2E A zijn er? 

(c) Hoeveel één-éénduidige afbeeldingen van A in A zijn 
er? 

1.23.10. A is een verzameling met n elementen; B is een 
verzameling met m elementen. Hoeveel één-éénduidige 
afbeeldingen van A in B zijn er? 

1.23.11. (Schubfachschlussprinzip, Pigeon hole principle.) 
Zij A een verzameling met n elementen; zij B een ver
zameling met rn elementen; zij n>m. Als f:A~B, dan is 
f niet één-éénduidig. 

1.23.12. B={O,l}. Wat zijn alle afbeeldingen van B in B? 
Welke van deze afbeeldingen zijn één-éénduidig en ~? 

1.23.13. A={xl XER,0<x<1}, 
F:A-+A is gedefiniëerd door: "xEA {F(x) :=11-x2

] 

(a) Is F een afbeelding van A ~ A? 

(b) Heeft F een inverse? 

1.23.14. R+:={xERI x'O}; Q+:={xEO[ x"O}. 

(a) f:R+-+R+ is gedefiniëerd door "x ER+ [ f (x) :=x2
] 

Is f 2E, één-éénduidig? 

(b) g:Q+-+0+ is gedefiniëerd door VxEO+ [g(x) :=x 2
]. 

Is g 3E 1 één-éénduidig? 

1.23.15. f:R2 -+R1 is gedefini~erd door 
V (x,y) E R2 [ f (x,y) :=(x,O)]. 

(a) Is f een afbeelding ~; is f één-éénduidig? 
~ 

(b) Wat is f ({ (1,0) }) ? 
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1.23.16. Voor iedere 

gedefiniëerd door: 

a ER wordt een afbeelding 

V R [ f (x) :=x+a] • x E a 

53 

(a) Bewijs dat voor iedere a ER de afbeelding fa één
éénduidig en op is. 

(b} 
-1 

Bepaal f
7
(f

3 
(8)). 

1.23.17. Geef een één-éénduidige afbeelding van de ver
zameling der natuurlijke getallen op de verzameling 
der even natuurlijke getallen. 

1.23.18. Geef een één-éénduidige afbeelding van het inter
val (x E RI l<x<2} op R. 

1.23.19. ~:RR+R 2 is gedefiniëerd door 
VfERR [ o(f) :=(f(l) ,f(2))]. 

(a) 

(b) 

Is 4 één-éénduidig, op? 
~ 

wat is o ( ( ( 0, 0) } ) ? 

1.23.20. Bewijs dat voor een afbeelding f:X+Y geldt dat 
f één-éénduidig is dan en slechts dan als 
VAEP(X) VBEP(X) [ f(AnB)=f(A)nf(B)]. 

1.23.21. Zij F:A+B één-éénduidig en op; bewijs dat de 
bijbehorende afbeelding F:P(A)+P(B) ook één-éénduidig 
en op is. 

1.23.22. F:P(R)+P(R) is gedefiniëerd door 

VAEP(R) [F(A) :'e{xl (Xtl)EA}]. 

B~wijs dat F één-éénduidig en op is en bepaal de inverse. 

1.24. Samengestelde afbeeldingen 

1.24.1. DEFINITIE. Is F:A~B; G:B~C dan is 

Go F : = { (a, G ( b) ) I aEA, b=F (a I } . 

Nu iS GoF een afbeelding van A in C. GoF heet de samen
gesü:'lde afbeelding van G en F. 
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A 
G c 

• FcaJ G CF Cal! 

GoF 

Figuur 19 

EIGENSCHAPPEN. In elk van de onderstaande eigenschappen 
is F:A~B; G:B+C; H:C+D. 

1.24.2. VaEA [GoF(a)=G(F(a))] 

1.24.3. Is F één-éénduidig en is G één-éénduidig dan is 
GoF één-éénduidig. 

1.24.4. Is F een afbeelding van A op Ben is Geen af
beelding van B op C dan is GoF een afbeelding van A op 
c. 

1.24.5. Is F een één-éénduidige afbeelding van A op B dan 
-1 -1 

is F oF=I ; FoF =I . 
A B 

1.24.6. Is F één-éénduidig en op, en is G één-éénduidig 
en op dan is GoF één-éénduidig en op en 

(GoF)- 1=F- 1 oG- 1 • 

Bewijs. He weten al dat (GoF)-l en F- 1 oG-l beide één
éénduidige afbeeldingen van C op A zijn. Laat cEC; zij 

-1 -1 -1 -1 
F oG (c)=a, dat wil zeggen F (G (c) )=a wegens 
1.24.2. 

-1 -1 -1 
Nu is G'F(a)=G(F(a) )=G(F(F (G (c)) ))=G(G (c))=c 

wegens 1.24.5. Dus (GoF)-
1

(c)=a; dus (GoF)-
1

(c)= 
-1 -1 

=F oG (c). 

+ + + 
1.24. 7. Is c

0
cc dan is (GoF) (C

0
)=F (G (C 0 )). 
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1.24.8. Afbeeldingssarnenstelling is associatief: 

Bewijs. Zij aEA, dan is Ho(GoF) (a)=H(GoF(a))=H(G(F(a))), 
terwijl (HoG)oF(a)=HoG(F(a))=H(G(F(a))). Daar a wille
keurig is, sternmen de afbeeldingen Ho(GoF) en {HoG}oF 
in ieder element van A overeen. t'le definiëren HoGoF:= 
•= (HoG) oF. 

1.24.9. Afbeeldingssamenstelling is niet commutatief. In 
het algemeen zijn FoG en GoF niet beide gedefiniëerd. 
Als A=C en FoG dus evenals GoF gedefiniëerd is, dan is 
in het algemeen FoGfGoF immers FoG:B~B, terwijl 
GoF:A+A, Zelfs indien bovendien A=B, dan is in het al
gemeen nog steeds FoGfGoF. We illustreren dit met de 
afbeeldingen f:R+R en g:R+R gedefiniëerd door: 

V RI f(x) •= sin x, g(x) •= 2x 2+1] 
XE 

Nu is fog(x)=sin(2X2 +1) en gof(x)=2(sin x) 2 +1. 

1.24.10. GEÏTEREERDE AFBEELDINGEN 
Zij F:X+X dan is FoF:X+X; FoFoF:X+X enz. We gebruiken de 
notaties F

1
:=F; F

2
:=FoF; F

3
:=FoFoF; Fn+l:=FoFn=FnoF 

( n E N) . De afbeeldingen F 2 , F 
3

, enz. heten de gei te re er

den van F. Men gebruikt ook F 2
, F 3

, maar daaraan kleven 
soortgelijke bezwaren als besproken in 1.23.4. 

OPGAVEN 

1.24.11. Zij F:R-).R2 gedefiniëerd door V x ER 

:=(x+1,2x)], zij G:R2 -).R gedefinieerd door 

[G((x,y))•=y]. Bepaal (GoF)+((xl O<X<2}). 

[ F(x) •= 
V ( ' X ,y)ER 

1.24.12. Zij F:X-).X. Zij A een deelverzameling van X met 
de eigenschap F{A)~A. 

(a) Voor elkenEN geldt F 
1

(A)::>F (A). Bewijs dit. n+ n 

(b) ZiJ' V•=U~ F (A); dan is F(V)=V. Bewijs dit. 
n=1 n 

(c) (Voorbeeld) X•=R, V x ER [ F (x) :=x' I. Bereken V voor 

A:={xl O~x~l},en voor 
A:={x O<x~2}. 

, ·1 , 
, 
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1.24.13. Zij F:X+X. Zij A een deelverzameling van X met 
F(A)cA. Geef de beweringen die in deze situatie over
eenkomenmet 1.24.12 (a) en 1.24.12 (b). Bewijs deze. 

1.25. Karakteristieke functies 

1.25.1. We beschouwen een vaste verzameling U; W:={O,l}. 
Aan it!Uexe deelverzameling J",cu voegerr we toe de ~.fbeeJ.ding 
xA:U+W gedefiniëerd door: 

XA (x) := 
{

1 als 

0 als 

xEA, 

• XEU\A=A . 

Het andere woorden: xA:={(x,lll xEA}U{(x,O)i xEU\A). 
+ 

xA(x) heet de karakteristieke functie van A. Uit xA ({1})= 

=A volgt dat een deelverzameling van U door zijn karakter
istieke functie volledig bepaald is. Merk op dat 
11xEU 11AEP(U)[ (xA(x) )'=xA (x)]" 

EIGENSCHAPPEN. Voor alle deelverzamelingen A en B van 
U en voor elke xEU geldt: 

1.25.2. 

1.25.3. 

1.25.4. 

1. 2"5. 5. 

1.25.6. 

XAnB(x) = xA(x)xB(x) = min(xA(x),xB(x)); 

XAuB(x) = xA(x)+xB(x)-xA(x)xB(x) = 

= max (x A (x) .x 8 (x)); 

1.25.7. Onderstaande tabel geeft de waarden van de 
karakteristieke functies van de verzamelingen AnB, AUB, 
A\B, A,B. 
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XA (x) x8 (x) XAnB(x) XAuB(x) XA\B(x) xA,B(x) 

1 1 l 1 0 0 

1 0 0 l 1 1 

0 1 0 1 0 1 

0 0 0 0 0 0 

1.25.8. VOORBEELD. Als illustratie van het gebruik van 
karakteristieke functies geven we een-ander bewijs van 
1.11.1 (eigenschap). Laat A, B, C deelverzamelingen 
zijn van U. 
De karakteristieke functies kunnen de volgende waarden 
hebben: 

*) XA XB Xe XAUB X(AUB)nC XAnc Xanc x(Anc)u(snc) 
a l 1 1 l 1 1 1 l 

b 1 l 0 l 0 0 0 . 0 

c 1 0 1 1 1 l 0 1 

d l 0 0 1 0 0 0 0 

e 0 1 l l 1 0 1 l 

f 0 1 0 l 0 0 0 0 

g 0 0 1 0 0 0 0 0 

h 0 0 0 0 0 0 0 0 

*) letters corresponderen met het Venn-diagram van 
figuur 20. · 

We zien uit deze tabel dat x(AUB)nc(x)=x(AnC)U(BnC) (x) 
voor alle xEU en dus (AUB)nc=(Anc)u(snc). 

A 8 

Figuur 20 
c 

h u. 
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1.25.9. De lezer vergelijke de tabel uit 1.25.8 met de 
waarheidstafel in 1.18.4 (voorbeeld) waarvan we in 1.18.9 
al hebben laten zien dat hij kon dienen als een bewijs 
van 1.11.1. We komen op dit verband terug in 3.12.13. 

OPGAVEN 

1.25.10. Zij U={l,2,3,4,5,6,7}. Bereken de karakteristieke 
functies van de verzamelingen genoemd in 1.12.2 (a), 
(b), (c), (d). 

1.25.11. Geef de bewijzen gevraagd in 1.12.4 (opgave) 
met behulp van karakteristieke functies. 

1.25.12. Bewijs met behulp van karakteristieke functies 
dat voor alle deelverzamelingen A, B, C van U geldt: 

(a) A*u(suc)* = (Ans)*n(AncJ*, 

* * (b) A 'B = A~B, 

(c) * * * (A,B) = (AnB)U(A nB ). 

1.26. Enige eigenschappen van reële functies (herhaling) 

1.26.1. Zij S een deelverzameling van R waarvoor geldt: 
V R [ (xES)"~'( (-x)ES)J; we zeggen dan dat S symmetrisch 

XE 
is ten opzichte van 0. 

1.26.2. DEFINITIE. Zij V een verzamel.ing t
1 

:V-+R, f
2 

:V-+R. 

Dan is de som t
1 

+f
2 

een afbeelding van V in R gedefiniëerd 

door: 

Op analoge wijze definiëert men de som van twee afbeel
dingen V-+T, indien T een verzameling is van objecten 
waarvoor een optelling gedefiniëerd is (zie 3.3.1). 

1.26.3. DEFINITIE. Zij S symmetrisch ten opzichte van 0. 
f:s~R heet even indien V SI f(x)=f(-x)]. f:s~R heet 

XE 
oneven indien VxES I f (x) =-f (-x)] . 

EIGENSCHAPPEN. S is een deelverzameling van R, sym
metrisch ten opzichte 0. 
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1.26~4. Zij f:S~R, dan is er precies één even functie 
f 1 :s~R en precies één oneven functie f

2
:S7R zodat 

f=f
1
+f

2
• Men neme nl. t

1 
(x) :=>lf(x)+f(-x)); 

f
2

(x) :=,(f(x)-f(-x)) (xES). 

1.26.5. Zij f:S7R even, g:f(S)+R dan is gof even. 

1.26.6. Zij f:S+R oneven, dan is f(S) eveneens symmetrisch 
ten opzichte van 0. Zij g:f(S)+R, dan geldt: als g 
even is dan is gof even; als g oneven is dan is gof 
.oneven. 

OPGAVEN 

1.26.7. Sis symmetrisch ten opzichte van 0; OES; f:S+R 
is oneven; bewijs f(O)=O. 

1.26.8. Geef voorbeelden van even en oneven functies op 
R. Schrijf de volgende functies als een som van een even 
en een oneven functie: (a

0
, a

1
, a

2
, ••• zijn vaste 

reële getallen (n EN)) • 

(a) f(x):=a
1
x+a

0 
(xER), 

(b) 

(cl f (x) :=sin (x+l) (x ER) • 

1.26.9. DEFINITIE. (Monotonie.) ZiJ VCR; f:V-Jo-R heet 
monotoon stijgend indien 

f:V~R heet monotoon dalend indien 

· .. • 

Naast deze monotonie eigensc:happen heeft men ook de 
volgende: 
f:v~R heet monotoon niet dalend (ook ~el zwak monotoon 
stijgend) indien 

" 

. , •. 
' 
' 
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f:V~R heet monotoon niet stijgend (zwak monotoon dalend) 
indien 

OPMERKINGEN 

1.26.10. Als V=N dan staat in 1.26.9 (definitie) een 
definitie van de monotonie eigenschappen van reële rijen 
(zie 1.22.32). 

1.26.11. De naamgeving is niet overal eensluidend; som
mige auteurs gebruiken monotoon stijgend in plaats 'van 
zwak monotoon stijgend, en sterk monotoon stijgend in 
plaats van monotoon stijgend. Soms laat men het woord 
monotoon weg; de uitdrukking monotoon stijgend is inder
daad pleonastisch; wij zullen echter het woord monotoon 
blijven gebruiken om het taalkundig onderscheid tussen 
niet monotoon stijgend en monotoon niet stijgend te 
handhaven. 

OPGAVEN 

1.26.12. f
1 
:R~R, f

2
:R+R zijn monotoon stijgend; g

1 
:R~R 

g 2 :R~R zijn monotoon dalend. Onderzoek de monotonie 

van flof2; flog1; glof1; glog2.-

1.26.13. Is f:V~R monotoon (stijgend of dalend), dan is 
f één-éénduidig en monotoon. Bewijs dit. 

1.26.14. Zij v
1 

CR, v
2

cR; f:V
1

-+v
2 

één-éénduidig en op. 

In 1.23.7. merkten we op dat de inverse afbeelding 
g:V

2
+V

1 
een grafiek heeft die de gespiegelde is ten op-

zichte van de diagonaal van de grafiek van f. 
We beschouwen enige voorbeelden. 
De afbeelding f:[O,ro)~[O,ro) gedefiniëerd door f(x) :=x1 

(Osx<ro) is één-éénduidig en op. De inverse g is gedefini
èerd door g(x):=/X(Osx<ro). De inverse g van f:R~R met 
f (x) :=x3 (x ER) is gedefiniëerd door g (x) :=VX. 
f (x) :=10x (x ER) is een één-éénduidige afbeelding van R op 
(Q,ro). De inverse afbeelding g van (O,ro) op Ris gede-

finiëerd door g(x) :~ 10 log x (O<x<oo) (zie 4.3.32). 

1.26.15. CYCLOMETRISCHE FUNCTIES. 
f(x):=sinx (-~"sxs~rr) is een één-éénduidige afbeelding van 
[ -~1r, ~11'] op ( -l,lJ. De inverse afbeelding van f -1, lJ op 



l. 27 VOLLEDIGE INDUCTIE 

[-~w,~w] heet arcussinus (afgekort arcsin). a=arcsin b 
betekent dus dat -~rr~a~~" en b=sin a. 

61 

f(x) :=cos x (O~x:-;tr) is een één-éénduidige afbeelding van 
[ O,tr] op [ -1,1]. De inverse afbeelding van [ -1,1] op 
[O,rr] heet arcuscosinus (afgekort arccos). 
f(x) :~tan x (-\rr<x<\rr) is een één-éénduidige afbeelding 
van (-~tr,~tr) op R. De inverse afbeelding vanRop (-~rr,~tr) 
heet arcustangens (afgekort arctan). 

OPGAVEN 

1.26.16. Teken de grafieken van de functies; arcsin, 
arccos en arctan. 

1.26.17. Bepaal 

(a) arcsin \ ' (b) arccos (- \) ' 
(c) arctan .!. + arctan 1 

2 3" 

1.26.18. Teken de grafiek van arcsin 0 sin. 

1.27. Volledige inductie (herhaling) 

1.27.1. Laat P(n) een beweringsvorm voorstellen met N 
als individuenverzameling voor· de veranderlijke n. Onder 
bewijzen met behulp van volledige inductie verstaat men 
het toepassen van het-volgende redeneerschema: 
Als de beweringen: P(l) 
en 

V N(P(n)*P(n+1)) 
nE 

waar zijn, dan concludeert men dat ook de bewering 

VnEN (P(n)) 

waar is. 

OPGAVEN 

1.27.2. Bewijs dat voor ieder natuurlijk getal n geldt: 

n 
I k' ~ in(n+1) (2n+l). 

k~l 

' -~' 
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1.27.3. 

getal 

Zij hE(-1,~); bewijs dat voor ieder natuurlijk 
n n geldt: ( 1+h) >l+nh. 

1.27.4. OPMERKING. De moeilijkheid bij het gebruiken 
van volledige inductie in bewijzen is het Vinden van be
weringen die het te bewijzene tot gevolg hebben en die 
zich voor volledige inductie lenen. Moet men bijvoorbeeld 
bewijzen dat voor ieder natuurlijk getal n de som 

I~=l k 3 het kwadraat van een natuurlijk getal is, dan 

kan men niet zonder meer volledige inductie toepassen, 
,n ' d omdat de aanname dat Lk=l k voor zekere n een kwa raat 

. ,n+l , 
is, n1ets zegt over Lk=l k . Heel gemakkelijk is echter 

met volledige inductie te bewijzen dat V n EN [ I~=l k
3 

= 

=(~n(n+l)) 2 }, en uit deze veel preciezere bewering volgt 
het gestelde onmiddellijk. 

1.27.5. Varianten van het bewijsschema der volledige in
ductie die wel eens nuttig zijn, zijn de volgende: 
Als P(l) en V N [ (P(l)AP(2)A •.. AP(n))~P(n+l)] waar zijn, 

nE 
kan men concluderen: 

VnEN [P(n)] 

Uit P(k) en "n>k [ P(n)~P(n+l)] (k zij een vast natuurlijk 

getal) volgt: 

"n>k[P(n)]. 

1.27.6. OPGAVE. Laat zien dat de varianten vermeld in 
1.·27.5 inderdaad varianten zijn van 1.27.1 door 1.27.1 
toe te passen voor de beweringsvormen: 

P(l)AP(2)A ••• AP(n), 

( n= 1 ) v ( n= 2) v ••• v ( n=k-1) v P ( n) • 

1. 27.7. STELLING. Zij V C N; V'f~, dan geldt: 
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In spreektaal uitgedrukt is de inhoud van deze stelling: 
iedere niet lege deelverzameling der natuurlijke getal
len heeft precies één kleinste element. 

Bewijs. We geven eerst een bewijs uit het ongerijmde 
van het feit dat V een kleinste element bevat. Stel 
dat V~~ en dat V geen kleinste element bevat. Zij 

W :; {wE NI VvEV [v>w] }. 

We zullen nu met volledige inductie bewijzen V n EN [ nEW} 

Triviaal is: lEW. Als voor een natuurlijk getal k geldt 
kEWnV, dan is k kleinst element van V. Zij nEW dan is 
n~V op grond van de aanname dat V geen kleinste element 
heeft. Uit VvEV [v~n] en n~V, volgt VVEV [v>n), dus 

V V [v>n+1], dus n+1EW. Derhalve V N [(nEW}*((n+1}EW)] 
VE n E 

Met volledige inductie volgt nu W=N; maar dit betekent 
dat V=~, hetgeen in tegenspraak is met de aanname. 
Volledigheidshalve moeten we ook nog laten zien dat V 
slechts één kleinste element bevat. 
Zij n1EV, VVEV [v:<:n1], n 2EV, VVEV [v:<:n 2]. 

Door specialisering van de beide al-beweringen voor 
n

2 
resp. n

1 
volgt hieruit n

2
:<:n

1
, n

1
:<:n

2
; en dus n

1
=n

2
. 

1.27.8. DEFINITIE. ZijnEN, aER. 

n! := 1·2·3···(n-l)n, 

.0~ := 1, 

n! 

{~) := l. 

De uitdrukkingen (~), (~) heten bino~iaal coëfficiënten 

(wegens 1.27.12); men spreekt ze uit als ''a over n'', 
''a.over nul''. n! wordt uitgesproken: ''n faculteit''. 

EIGENSCHAPPEN Zij m,k EN, m:<:k. 

1.27.9. (m} m! = k! (m-k)!' k 

(m) m 
= (m-k) ' k 

1.27.10. 

(m+l) m m 
(stelling Pascal). = (k}+ 1k-1) van 

k 
1.27.11. 

'i I 
' 

' '" 

.... ,. 
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1.27.12. STELLING. Zij aER, bER. Voor ieder natuurZ.ijk 
getal n geldt: 

(binomiaaZ.formule Van Newton). 

1.27.13. OPGAVE. Bewijs 1.27.12 met behulp van volledige 
inductie. 

1.27.14. TAAK. Verifiëer Uw oplossingen van de opgaven 
1.6.6; 1 .. 12.6; 1.21.14; 1.22.30; 1.23.10; 1.23.11; 
1.24.12; 1.24.13. Geef bewijzen met volledige inductie 
van de resultaten. 

1.27.15. RECURSIEVE DEFINITIES 
Soms wordt een rij objecten {0

1
,o

2
,o3 , ... ) als volgt 

gedefiniëerd. Men definiëert allereerst o
1 

met behulp 

van bekende begrippen, men geeft vervolgens voor iedere 
n EN een definitie van 0 

1 
gebruikmakend van 0 , n+ n 

eventueel van o
1

, .•. ,on. Men zegt dan dat de rij objecten 

recursief gefiniëerd is •" Een voorbeeld van recursieve 
definitie is de invoering van de rij van de geïtereèrden 
van een functie in 1.24.10. Een ander voorbeeld treft men 
aan in het bewijs van 2.5.13 (stelling). Een veel voor
komende variant van het schema van een recursieve defi
nitie is de volgende: een eindig aantal van de objecten 
o

1
, ••• ,ok worden gedefiniëerd met behulp van reeds be-

kende termen, en vOor n~k wordt on+l uitgedrukt in 

termen van o
1

, ••. ,on. Een voorbeeld van deze variant 

vindt men in de volgende opgave. 

1.27.16. OPGAVE. De getallen van Fibonacci. 
We definiëren a 1 :=1~ a 2 :=l; an+ 2 :=an+l+an (nE N). De ge-

tallen a 1 ,a2 , .•• heten de getallen van Fibonacci. Bewijs 

met volledige inductie dat voor elke n E N de volgende 
beweringen over Fibonacci-getallen juist zijn. 

n 
(a) L ak=an+2-1' 

k=1 
(b) a 3n is even, 

(c) 2a 1=a 
3
-a . 

n+ n+ n 



2 Relaties 

2.1. Relaties als deelverzamelingen van een Cartesisch product 

2.1.1. In 1.17.3 definiëerden we een relatie als een 
beweringsvorm met twee veranderlijken. Zij R(x,y) een 
relatie, met -X als individuenverzameling voor x en. Y 
als individuenverzameling voor y. We spreken wel over: 
een relatie tussen de elementen van X en die van Y. Nu 
is R:={ (x,y) I R{x,y)} een deelverzameling van XxY. We 
zullen wederom slechts beschouwen relaties waarvoor 
R{x,y) overal door (x,y)ER vervangen kan worden (zie 
1.13.1). Deze beperking houdt in dat alles wat we over_ 
relaties zullen zeggen ook gef.ormuleerd kan worden met 
behulp van deelverzamelingen van een Cartesisch product. 
Zij F:X+Y dan stelden we in 1.22.9 reeds vast dat F(x)=y 
een relatie is. Voor de bijbehorende deelverzameling van 
X•Y geldt: { {x,y) I F(x)=y)=F. i 
2.1.2. Bij de omzetting van uitdrukkingen met relaties 
in uitdrukkingen met deelverzamelingen van een Cartesisch 
product zullen we gebruik maken van een tweetal afbeel-· 
dingen, die voor elk cartesisch product op dezelfde wijze 
gedefiniëerd en genoteerd zullen worden. 

DEFINITIE. Laat A 1 en A 2 verzamelingen zijn. Voor i==l ,2 
definiëren we rr. :A

1
xA

2
-+A, door: 

1 .1. 

De afbeeldingen rr 1 , rr 2 heten projecties op de eerste 
resp. tweede component. (In bovenstaande definitie is de 
haakjesloze notatie gebruikt; zie 1.22.8.) 

·.I 
• 
' I 

', 'j 
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2.1.3. Zij nu R(x,y) een relatie, met X als individuen
verzameling van x, Y als individuenverzameling van y, 
dan kunnen we met behulp van R:={(x,y) I R(x,y)} bijvoor
beeld de volgeilde "vertalingen" geven. 

R(a,b) (a,b)ER, 

VyEY R(a,y) 
~ 

rr 1 ((a})CR, 

lyEY R(a,y) aErr 1 (R) 

VxEX VyEY R(x,y) XxY::::R, 

vxEX lyEY R(x,y) rrl(R)=X, 

lxEX VyEY R(x,y) rr 1 ( XxY\ R) ;"X 

lXEX lyEY R(x,y) R;-'0. 

2.1.4. In plaats van te spreken over de relat~e R(x,y) 
gebruikt men heel vaak een aanduiding die de verander
lijken niet bevat; zoals :s:, 'f, ~ . Als we deze aanduiding 
weer R noemen, gebruikt men vaak de notatie xRy in plaats 
van R(x,y). Zo: xsy, x'f.y. 

2 .1. 5. \Ve bespraken de overgang van beweringsvormen met 
twee veranderlijken op deelverzamelingen van een Carte
siach product. De weg de andere kant op is geheel van
zelfsprekend: is R een deelverzameling van XxY dan is 
(x,y)ER een relatie. 

De lege relatie tussen de elementen van X en die van Y 
is de relatie waaraan geen enkel paar (x,y) voldoet; het 
is dus de relatie (x,y)E~. 

Zij P(x) een beweringsvorm met individuenverzameling x. 
Is P:(xl P(x)), dan is PxYcxxY; (x,y)EPxY is dan een 
relatie tussen de elementen van X en die van Y. 

OPGAVEN 

2.1.6. Schets van de volgende relaties waarvoor de in
dividuenverzamelingen voor x en voor ~beide R zijn, 
de bijbehorende deelverzameling van R . 

(a) x=y+l, ( e) xy>O, 

(b) x>y, ( f) x;;;y, 

( c) x;"y, ( g) I x-y I <1, 

( d) x::;y<x+2, (h) x=y. 
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2.1.7. Laat Rl(x,y) en R2 (x,y) relaties zijn met dezelfde 
individuenverzamelingen X en Y. 
Laat R1 en Rz de korresponderende deelverzamelingen van 
XxY zijn. Welke deelverzamelingen komen overeen met de 
relaties: 

(a) 

(b) 

( c) 

R 1 (x,y) ~ R 2 {x,y), 

R 1 (x,y) A R2 (x,y), 

R 1 (x,y) v R2 (x,y). 

Bewijs dat VxEX VyEY [(R 1 (x,y)~R2 (x,y) )] vertaald kan 

worden met R1cR2 . 

2.2. Enige bijzondere eigenschappen van relaties 

2.2.1. We zullen ons in de rest van hoofdstuk 2 beperken 
tot relaties xRy waarbij de individuenverzameling van x 
dezelfde is als die van y. Als deze verzameling V heet, 
is R:={ (x,y)j xRy} dus een deelverzameling van v 2 . We 
spreken in dit geval van een relatie in V. We nemen 
verder in dit hoofdstuk aan dat V~~- We zullen nu een 
naam geven aan een aantal eigenschappen die relaties al 
of niet kunnen hebben. Steeds duidt R zowel de relatie 
als de bijbehorende deelverzameling van V2 aan, waarbij 
V de individuenverzameling voor x en y is. 

2.2.2. DEFINITIE. De relatie R heet reflexief indien 
VxEV [xRx]. 

Met behulp van de deelverzameling Rcv 2 kunnen we dus 
zeggen: de relatie heet reflexief indien IVcR (zie 1.23.8). 

2.2.3. DEFINITIE. De relatie R heet antireflexief indien: 

VxEV [l(xRx)]. 

In verzamelingentaal: de relatie heet antireflexief 
indien rvnR:;::~. 

2.2.4. DEFINITIE. De relatie R heet symmetrisch indien: 

I 

:i 

I 

l 
' 

~: 

i 
' 

,.,, 

'·' 
' 
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Symmetrie van de relatie R betekent dus dat de verzame
ling R symmetrisch is ten opzichte van IV. Dat wil zeggen 

dat (a,b)ER dan en slechts dan als (b,a)ER. 

2.2.5. DEFINITIE. De re~atie R heet antisymmetr{soh indien: 

V xEV V yEV [ ( (xRy) A (yRx)) ~ (x=y)] . 

2.2.6. De r>eZo.t{e F l)qet tr>angitief indien: 

2.2.7. VOORBEELDEN EN OPMERKINGEN. We nemen V=R. De 
relatie x~y is reflexief; de relatie x<y is antire
flexief; de relatie x=y2 is noch reflexief, noch 
antireflexief. Reflexiviteit en antireflexiviteit 
sluiten elkaar uit (V~0). De relatie x 2=y2 is symme
trisch en niet antisymmetrisch; de relaties x~y en 
x<y zijn antisymmetrisch en niet symmetrisch; symmetrie 
en antisymmetrie sluiten elkaar niet uit: de relatie 
x=y is zowel symmetrisch als antisymmetrisch; ook de 
lege relatie heeft deze beide eigenschappen. De relatie 
2x>y is niet symmetrisch ((3,1) voldoet maar (1,3) 
voldoet niet) en niet antisymmetrisch ((2,3) en (3,2) 
voldoen beide en 2#3). De relatie x#y is. niet transi
tief; de relatie x>y is wel transitief. 

2.2.8. We zullen ons in de volgende paragraaf bezighouden 
met het uiterst belangrijke geval van relaties die re
flexief, symmetrisch en transitief zijn. Deze drie eigen
schappen zijn onafhankelijk, in die zin dat uit het 
gegeven dat een relatie één of twee van deze eigenschap
pen al of niet bezit niets afgeleid kan worden over het 
al of niet bezitten van de andere eigenschap(pen). Dit 
blijkt uit de relaties vermeld in 2.1.6 (opgave) waarbij 
alle acht mogelijke combinaties van het hebben of niet 
hebben van deze drie eigenschappen gerealiseerd zijn. 

OPGAVEN 

2.2.9. Ga van elk van de relaties uit 2.1.6 (opgave) na 
of deze al of niet reflexief, al of niet symmetrisch, 
al of niet transitief is. 

2.2.10. RcV2 is zodanig dat de relatie (x,y)ER zowel 
symmetrisch als antisymmetrisch is. Bewijs dat RciV. 
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2.2.11. Ga van de volgende relaties na of ze reflexief, 
symmetrisch, transitief zijn; individuen zijn de gehele 
getallen. 

(a) x-y is oneven, 

(b) de grootste gemene deler van x en y is gelijk aan 2, 

(c) xy~O. 

2.2.12. Van een relatie R (individuenverzameling V) is 
gegeven: 

(i) V 
xEV l yEV 

[ xRy) , 

(i i) R is symmetrisch,. 

(iii) R is transitief. 

Bewijs dat R reflexief is. 

2.2.13. U is een verzameling, U#~. Ga van de volgende re
laties tussen de elementen van P(U) na of ze reflexief. 
antireflexief, symmetrisch, antisymmetrisch, of transi
tief zijn: 

(a) XnY=~, (b) XnY~~' 

(c) XUytU, 

(e) X7Y=~, 

(d) XCY, 

(f) X\Y=~. 

2.2.14. Van de relatie xRy in de niet lege verzameling V 
is gegeven dat deze antireflexief en transitief is. Be
wijs dat de deelverzameling R:={ (x;y) /xRy)cv2 geen af
beelding van V in V is. 

2.2.15. In V zijn de relaties xR 1y en xR 2y beide transi
tief. Bewijs dat (xR 1y)A(xR 2y) transitief is. 

2.2.16. RESTRICTIE VAN EEN RELATIE 
Zij V een verzameling, RcV~V, v 0cv. Als R0 :=Rn(v 0xv 0 ) 
dan is (x,y)ER 0 een relatie in v 0 . Deze relatie heet de 
restrictie tot v 0 van de relatie (x,y)ER. 
Een eigenschap van een relatie heet erfelijk (hereditair) 
indi.en elke restrictie van die relatie ook die eigen
schap heeft. 

2.2.17. OPGAVE. Bewijs dat de eigenschappen van reflexi
viteit, antireflexiviteit, symmetrie, antisymmetrie 
en transiviteit erfelijk zijn. 

2.3. _ Equivalentierelaties 

,, 
'" ' 

', 
~': 

1 ,' ' 

,.; '1 
2.3.1. DEFINITIE. Een re~atie xRy met V als individuen- ~~ 
verzameling voor beide veranderlijken heet een equiva- ···:j 

• ' 
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Zentierelatie in V indien R reflexief~ symmetrisch en 
transitief is. 

Men gebruikt voor eert equivalentierelatie vaak het 
symbool ~; X""Y wordt u.1.tgesproken: "x is equivalent met 
y"; 

VOORBEELDEN 

2.3.2. In iedere verzameling V is x=y een equivalentie
relatie. 
Voor een goed begrip van wat equivalentierelaties zijn 
is dit triviale voorbeeld heel belangrijk. Een van àe 
inzichten die de lezer bij het bestuderen van deze 
paragraaf moet verwerven is het inzicht dat iedere 
equivalentierelatie zoiets als een gelijkheid is, een 
gelijkheid in een zeker opzicht, het gelijk zijn van 
een zeker aspect. 

2.3.3. Laat V zijn de verzameling van de rechten in het 
platte vlak; de relatie {x//y)vlx=y) is een equivalen
tierelatie. (Twee rechten zijn equivalent als ze 
dezelfde 11 richting" hebben.) 

2.3.4. In de verzameling der driehoeken in het platte 
vlak is de relatie: x·gelijkvormig y, een equivalentie
relatie. (Twee driehoeken zijn equivalent, indien ze 
dezelfde 11 vorm'' hebben.) 

2.3.5. In Z is de relatie: x-y is een 5-voud, een 
equivalentierelatie. (Twee getallen zijn equivalent 
als ze na deling door 5 dezelfde rest - gekozen uit 
0, 1 , 2 , 3 , 4 - hebben. ) 

2.3.6. DEFINITIE. Zij V een verzameling, R een equiva
lentierelatie in v. Een deelverzameLing WCV heet een 
equivalentieklasse (ook wel: equivalentieklasse bij de 
relatie R} indien voldaan is aan de volgende drie voor
waarden: 

(a) w,<~, 

(b) VxEW VyEW [xRy]' 

(c) VXEW VyEV\W [ o(xRy)] 

In woorden: een equivalentieklasse is een niet lege 
deelverzameling W van V met de eigenschap dat elk twee
tal elementen uit W equivalent is, en geen element uit 
W equivalent is met een element dat niet tot W behoort. 
Ieder element uit een equivalentieklasse heet een 
representant van die klasse. 
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2.3.7. STELLING. ZijReen equivalentiePetatie in V. Als 
W1 en w2 equivalentieklassen-bij R zijn~ dan geldt: àf 
W 1 nW2 =~, àf W1=W2 . 

Bewijs. We zullen laten zien dat uit W1nW2f0 volgt dat 
w 1 ~w2 • (Per definitie is W1f0#W 2 zodat W1=W2 en W1nw2=0 
zeker niet beide gelden.) 
Zij aEW 1nW2 • Zij xEW 1 willekeurig. Nu geldt (daar aEW 1} 
aRx (2.3.6 (b)). Als xEV\W2 dan zou (daar aEW 2 ) gelden 
l(aRx) (2.3.6 (c)), tegenspraak. Dus xEW2 . Omdat x 
willekeurig in W1 gekozen is geldt: w1cw2 . Geheel ana
loog bewijst men w2cw 1 . Derhalve W1=w2 . 

2.3.8. STELLING. Zij R een equivalentierelatie in V, 
aEV. Dan is W(a) :={xj aRx} een equivalentieklasse. 

Bewijs. We verifiëren de drie eisen van 2o3.6 (defini
tie). 

(a) W(a)f0 want aEW(a) daar R reflexief is. 

(b) Zij xEW(a), yEW(a) dan geldt aRx, aRy. Omdat R 
symmetrisch is volgt xRa uit aRx. Wegens transivi
teit van R volgt uit xRa en aRy dat xRy. 

(c) Zij xEW(a), yEV\W(a) dan geldt aRx, l(aRy). Uit 
aRx en xRy zou volgen aRy hetgeen niet waar is; 
dus 1 (xRy) . 

2.3.9. STELLING. ZijReen equivalentiereZatie'in V~ dan 
is V de vereniging van alle equivalentiekZassen bij R. 

Bewijs. Daar VxEV [XEW(x)] geldt UxEV W(x)~V. 

Bovendien blijkt zonder moeite dat iedere èquivalentie
klasse ook een W(x) is; zij n.l. Ween equivalentieklasse, 
dan Wrf~, dus er is een aEW. Nu is aEWnW(a), dus W==W(a) 
(2.3.7 (stelling)). 

2.3.10. bEFINITIE~ Een partitie van een VePzame.ling V is 
een vePzameling U van verzameZingen met de voZgende 
eigenschappen: 

(a) VWEU [ W;'~] ' 

( b) u W =V, 
. WEU 

(c) vWlEU VW2EU [ (Wl~Wz) v (Wlnw2~~) I. 

Uit (b) volgt in het bijzonder dat VNEU [ WcV]. Enigszins 

slordig sprekend kunnen we dus zeg'gen: een partitie van 
V is een splitsing ·van V in niet lege paarsgewijze dis'
juncte delen. 
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We geven nog enige herformuleringen van de resultaten 
uit deze paragraaf. 

2.3.11. STELLING. Laat Reen equivalentiereLatie in V 
zijnJ dan vormen de equivalentieklassen een partitie van 
V. 

2.3.12. STELLING. Laat R een equivalentierelatie ~n V 
zijn~ dan bestaat er een partitie U van V met de eigen-
"c'j.,,...,.,..., rln+ 
'-' '"""/:" -~" 

VxEV VyEV [xRy ~ lWEU l (XEW)A(yEW)]j. 
-v 

We kunnen nu de vage opmerking in 2.3.2 preciseren: bij 
iedere equivalentierelatie hoort een partitie; twee 
elementen zijn precies dan equivalent indien ze in het
zelfde element van die partitie liggen. Omgekeerd behoort 
bij iedere partitie een equivalentierelatie zoals aange
geven in de volgende stelling. 

2.3.13. STELLING. Zij U een. partitie van V, dan-~s de 
relatie R gedefinieerd door: 

V V [ xRy :~ lWEU [ (xEW) '(yEW) ]] xEV yEV 

een equivalentierelatie in V. De equivalentieklassen bij 
deze equivalentierelatie zijn juist de elementen van U. 

VOORBEELDEN 

2.3.14. Is V een verzameling, dan merkten we reeds o~ 
dat x=y een equivalentierelatie is (2.3.2). U={{v}l vEV} 
is de bijbehorende partitie bestaande uit equivalentie
klassen. 

2.3.15. De deelverzamelingen Zo,ZI,Zz,Z 3 ,Z~ van Z Z1Jn 
gedefiniëerd door: Z 0 :={5xl xEZ); Z 1 :={5x+ll xEZ); 
Z 2 :={5x+21 xEZ); Zg:={5x+31 XEZ); Z 4 :={5x+41 xEZ). 
Nu is {Z 0 ,Z 1 ,Z 2 ,Z 3 ,Z 4 } de partitie behorende bij de 
equivalentierelatie uit 2.3.5 (voorbeeld). 

2.3.16. In R2 is de relatie~ gedefiniëerd door: 
V(x,y) ER2 V(u,v) ER2 [ ((x,y)~(u,v):~(x2+y2=u2+V2)] 
een equivalentierelatie. (Twee punten zijn equivalent 
indien ze dezelfde afstand tot de oorsprong hebben.) 
De equivalentieklassen zijn { (0,0)} en alle cirkels 
met middelpunt in de oorsprong. 
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2.3.17. Zij Teen verzameling; ACT. In P(T) is de relatie 
~ gedefiniëerd door: 

VXCT VYCT [ (X-Y):~(XnA=YnA)] 

een equivalentierelatie. De bijbehorende partitie is: 

{{XcTI XnA=Bl I BEP(A) }. 

2.3.18. Als F:v~w dan is F(x)=F(y) een equivalentierela
tie in V. De bijbehorende partitie is 

+ 
{F ({w}) J wEF(V) }. 

2.3.19. De equivalentieklassen bij een equ~valentierela
tie kunnen "in grootte" zeer· verschillen. In Ris 
l R ~o {ax=y) een equivalentierelatie. Er zijn a E ,ar 
slechts twee equivalentieklassen: {0} en R\{0}. 

OPGAVEN 

2.3.20. Voor reële Cl zij V :={(x,y) ER 2 j x>O,y=ax}. 
a 

Bewijs dat {Va I a ER} een partitie .is van V:={ (x,y) E R21 

X>O}. Bewijs dat dit de partitie is van de equivalentie
relatie ~ gedefinieerd in V door: 

2.3.21. Is v 0cv en is U een partitie van V, behorend bij 
de equivalentierelatie (x,y)ER, dan is Uo :={Wnv0 I 
WEU, wnv 0 ~~} een partitie van v 0 en de bijbehorende equi
valentierelatie is 

2 (x,y) E RnV 0 • 

Een restrictie (2.2.,16) van een equivalentierelatie 
is 'dUs ook een equivalentierelatie. Bewijs dit. 

2.3.22. Is U een partitie. van V dan is {(x,W) I WEU, xEW} 
een. afbeelding van V op U. Bewijs dit. 

2.3.23. Geef alie partities U van N die de volgende 
· eig'enschap hebben: 

. 
' 

!) 

' j 



74 RELATIES 2.4 

(g.g.d.(x,y) is de grootste gemene deler van x en y). 
Is g.g.d. (x,y)fl een equivalentierelatie? 

2.3.24. V stelt het platte vlak voor. 0 is een vast punt 
in V. Is de relatie: "er gaat een rechte lijn door de 
punten 0 en x en y, een equivalentierelatie in V? In 
\7\f()1? . ' ' . . . 

2.3.25. In de verzameling van alle afbeeldingen van R 
in R definiëren we een relatie ~ door: 

Bewijs dat: 

(a) de relatie is een equivalentierelatie, 

(b) (f:R+RI f(Z)~[O)) is een eguivalentieklasse. 

2.4. Definitie door abstractie 

2.4.1. In 2.3.2 wezen we er op dat men er goed aan doet 
te denken dat een equivalentierelatie het gelijkzijn 
van een aspect betekent. In 2.3.3 beschouwden we bij
voorbeeld de equivalentierelatie in de verzameling van 
de rechten in het vlak: (x1/'y) v (x=y). Het aspect dat twee 
equivalente rechten gelijk hebben, zeiden we, is hun 
richting. Deze opmerking is natuurlijk alleen illustra
tief voor de lezer die het begrip "richting van een 
rechte., kent. In feite gaat men bij de opbouw van de 
wiskunde vaak in tegenovergestelde richting te werk. Het 
komt namelijk heel veel voor dat ffien een nieuw begrip 
vormt juist door in een bekende verzameling een equiva
lentierelatie te definiëren en vervolgens de equivalen
tieklassen als nieuwe objecten te beschouwen. Deze wijze 
van invoeren van begrippen heet: definitie door abstrac
tie. Zo zou men met behulp van de relatie uit 2.3.3 het 
begrip "richting" in de meetkunde kunnen invoèren. t1en 
begint dan met de equivalentierelatie in de verzameling 
der rechten: (x!/ y) v (x=y) (of indien men de term /I ook 
niet gebruiken wil met de gelijkwaardige relatie: "het 
is niet zo dat x en y precies één punt gemeenschappelijk 
hebben,,) . Daarna def iniëert men: een richting is een 
equivalentieklasse van de bovenbeschreven relatie. 
Correct zou dan zijn de zegswijze: de lijnen Z en m 
behoren tot dezelfde richting. Men zegt toch l en m 
hebben dezelfde richting. 
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We zullen in deze paragraaf enkele voorbeelden van defi
nitie door abstractie schetsen. De resultaten zijn in 
zoverre niet zo belangwekkend omdat de lezer met de ge
definiëerde objecten al wel vertrouwd zal zijn. 

2.4.2. We zullen eerst een voorbeeld bekijken dat ons de 
betekenis van het woord "abstractie" in de uitdrukking 
"definitie door abstractie 11 leert zien. Denken we ons 
terug in een zeer primitief stadium van de cultuur, nl. 
naar de ontwikkelingsfase waarin de primitieve mens zich 
de kunst van het tellen eigen maakt. Het ontwikkelings
proces van het getalbegrip kan men zich als volgt voor-· 
stellen. De wereld is vol verzamelingen van stoffelijke 
dingen: de vrouwen van het stamhoofd A, de geiten van 
B; de vissen vandaag gevangen. Ook zonder te kunnen 
tellen komt men er toe zulke verzamelingen wat grootte 
betreft te vergelijken. Als stamhoofd A aan elk van zijn 
vrouwen een vis wil geven, dan kan zijn vangst daarvoor 
onvoldoende, of precies toereikend zijn, of er blijven 
nog _.één of .meer vissen over na de uitdeling. Nu is het 
voor A natuurlijk onaangenaam om pas te kunnen vaststellen 
of zijn vangs~ voldoende is, nadat hij zijn vrouwen. op een 
rij gezet heeft, en gepoogd heeft de gevang·en vissen één
éénduidig aan zijn gades toe te voegen. Gelukkig heeft 
hij ontdekt dat als hij de vissen één-éénduidig aan de 
vingers van ~ijn hand kan toevoegen, de één-éénduidige 
toevoeging aan zijn vrouwen ook lukt. Met behulp van 
deze kunstgreep kan hij al op het viswater uitmaken of 
ZlJn vangst toereikend is. Om dit anecdotisch verhaal 
niet voort te zetten: voorafgacinde aan het getalbegrip 
komt het inzicht dat in de verzameling van alle verza
melingen van stoffelijke ding'en de relatie: x en y 
bestaan uit evenveel dingen; - dat wil zeggen de relatie: 
er bestaat een één-éénduidige ·afbeelding van x op y -
een equivalentierelatie is .. De getallen (aantallen) zijn 
nu de equivalentiekla-Ssen bij deze relatie. Vijf is de 
equivalentieklasse waarvan de verzameling van de vingers 
van A's linkerhand een representant is. Dit voorbeeld· 
maakt duide~ijk waarom dit proces definitie door abstrac
tie heet •. Abstractie betekent letterlijk aftrekking. Bij 
de overgang van de vingers van A's linkerhand en van A's 

. vrouwen naar vijf gaa.t iets verloren. 

Z.4.3. GEHELE GETALLEN 
We nemen nu aan dat we over .de verzameling N met al zijn 
eigenschappen beschikken. We zullen bespreken hoe men in 
de taal vart de natuurlijke getallen de gehele getallen 
)<a:n definiëren. We doen dit slechts schetsmatig; de lezer 
overwege alle .details terdege. 
We heginnen rnet op. te merken dat we .behoefte hebben aan 
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een uitbreiding van N, bijvoorbeeld omdat we vergelijking
en a+x=b niet steeds in N kunnen oplossen. We "weten 11 

dat elk geheel getal het verschil van twee elementen uit 
N moet zijn (denk aan winst en verlies of iets dergelijks): 
-3=1-4=2-5= ... , en ook 2=4-2=5-3= .... Zo komt men tot 
het idee paren van elementen uit N te beschouwen, waarbij 
men (a,b) en (c,d) hetzelfde gehele getal laat voorstel
len indien a+d=b+c. Hier betekent + de reeds bekende op
telling van natuurlijke getallen. 
Nu de exacte invoering. 

Beschouw N2 ; definiëer met deze verzameling als indivi
duenverzameling de relatie (a,b)~(c,d) door te stellen: 

V (a ,b)EN2 V (c,d)EN2 [ ( (a,b)- (c,d) :~(a+d=b+c)] 

Deze relatie is een equivalentierelatie. De equivalentie
klassen (dat zijn deelverzamelingen van N2) noemt men nu 
per definitie gehele getallen. Men moet nu voor de ver
kregen objecten arithrnetische operaties (som, product, 
verschil) en de ~ relatie definiëren. We schetsen dit nu 
voor de som. Nen zou + willen definiëren door: 

(*) klasse(a,b) + klasse(c,d) := klasse(a+c, b+d) 

((a,b),(c,d) EN2). 

(klasse(a,b) is de equivalentieklasse waarvan (a,b) een 
representant is). Het+ teken in het rechterlid betekent 
de bekende optelling der natuurlijke getallen; het + 
teken in het linkerlid duidt de nieuw te definiëren 
bewerking aan. Dat wil zeggen: men neemt een representant 
nl. (a,b) van de ene klasse en een representant (i.c. 
(c,d}) van de andere, telt deze.componentsgewijs op en 
noemt de klasse waartoe het paar (a+c, b+d) behoort de 
somklasse van de beide klassen. Men heeft pas het recht 
te stellen dat zo een optelling van klassen gedefiniëerd 
is, nadat men heeft laten zien dat bij de gedefiniëerde 
optelling, - hoewel deze geformuleerd is met behulp van 
representanten - de somklasse onafhankelijk is van de 
keuze van de representanten van de op te tellen klassen. 
Voordat men ( *) als de fini tie van de optelling van de gehele ge
tallen kan geven moet men dus laten zien dat uit klas-se (a,b) = 
=klasse(a',b') en klasse(c,d)=klasse(c',d') volgt dat 
klasse(a+c,b+d)~klasse(a'+c',b'+d'). Dit tonen we aan. Nu 
betekent klasse{a,b)=klasse(a' ,b') dat (a,b)~(a' ,b') en 
dus a+b'=a'+b. Hieruit en uit c+d'=c'+d volgt inderdaad 
a+b'+c+d'=b+a'+c'+d of (a+c,b+d}~(a'+c' ,b'+d'). We kunnen 
(*) dus als definitie van de optelling nemen. 
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~e.volgende ~tap is dat men laat zien dat de gedefini
eerde optell~ng commutatief en associatief is. Dan moet 
men vermenigvuldiging definiëren. Deze vermenigvuldiging 
zal moeten uitdrukken dat (a-b) (c-d)~ac+bd-(ad+bc). 
Daarom definiëren we: 

klasse(a,b) ·klasse(c,d) = klasse(ac+bd,ad+bc) 

( (a,b), (c,d) E N2 ) 

In het-rechterlid betekent weer ac.het bekende product 
van de natuurlijke getallen a en c, enzovoort. Nu is te 
verifiëren: 

1. De onafhankelijkheid van de representantkeuze. 

2. De commutatieve en associatieve eigenschappen van 
de gedefiniëerde vermenigvuldiging. 

3. De distributiviteitseigenschap van de vermenig-
vuldiging t.o.v. de optelling (x(y+z)=xy+xz). 

Een volgende definitie kan zijn: klasse(a,b)>klasse(c,d) 
dan en slechts dan als a+d>b+c waarbij dit laatste > de 
bekende groter-relatie van de natuurlijke getallen 
weergeeft. Wederom moet men de onafhankelijkheid van de 
representantkeuze en alle eigenschappen verifiëren. 
Als dit alles gedaan is, is men nog steeds niet klaar. 
Men wil immers het systeem van de gehele getallen be
schouwen als uitbreiding van dat der natuurl±jke getallen. 
Merk op dat de ingevoerde gehele getallen en de natuur
lijke getallen dingen van totaal andere soort zijn. Als 
men echter aan het natuurlijk getal n toevoegt het gehele 
9etal: klasse(n+l,l) dan corresponderen alle bewerkingen 
met. natuurlijke getallen met de overeenkomstige bewer- ·;1 
kingen met de gehele getallen. Zo komt n+m overeen met ·) 

klasse(n+rn+l,l) ~ klasse(n+rn+2,2) ~ 

= klasse(n+l,l) + klasse(m+l,l). 

We rnaken ook dan gèen onderscheid meer tussen het na
tl.~urlijk getal n en .het gehele .getal klasse(n+l,l). Men 
zegt da'il. dat men beide identificeert. Dit betekent dat 
de natuurlijke geta1len zoals men die in de eerdere fase 
van. de opbouw van het getalsysteem had, hun dienst gedaan 
hebben; z~ worden nu vervangen door ~e nieuw gedefini
ëerde objecten: klasse(n+l,l). Het enige dat men dan nog 
te; d6en heeft is de .notatie voor gehele getallen te defi
niëren: n:=klasse(n+i,l); O:=klasse(l,l); -n:=klasse(l,n+l) 
{n ·not.atie van e.en natuurlijk getal}. De eerste van 
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deze drie regels brengt de bovenomschreven identificatie 
in de notatie tot uitdrukking. 

2.4.4. OPGAVE. RATIONALE GETALLEN 
Neem aan dat we de beschikking hebben over het systeem 
der gehele getallen. Beschouw in z2 de deelverzameling 

V : = ( (a, b) I a E Z , b E Z , b~ 0}. 

Voor V als individuenverzameling definiëren we de rela
tie (a,b)~(c,d) door 

\f (a,b)EV v(c,d)EV I ((a,b)-(c,d) :~(ad=bc)]. 

Deze relatie stelt ons in staat om, op gelijke WlJZe 
als in 2.4.3 de gehele getallen ingevoerd zijn, nu de 
verzameling der gehele getallen uit te breiden tot die 
der rationale getallen. Geef een schets van deze in
voering. 

2.4.5. DE GEHELE GETALLEN MODULO M 
Zij mE Z. We beschouwen de equivalentierelatie ,... gedefi
niëerd door: 

VXEZ vyEZ I (x-y):~lkEZ lx-y=km]]' 

in woorden: x is equivalent met y indien het verschil 
x-y een m-voud is. De equivalentieklassen bij deze rela
tie heten de gehele getallen mod m (spreek uit: "module 
ro"). We zullen ons bij het beschouwen van gehele getallen 
rood m beperken tot roE N. Dit is echter nauwelijks een 
beperking. Het is immers duidelijk dat de gehele getallen 
rood m en de gehele getallen mod -ro dezelfde zijn, terwijl 
de verzameling der gehele getallen rood 0 de verzameling 
( ( z} I z E Z} is. 
Men moet zich realiseren dat de gehele getallen rood m 
deelverzamelingen van Z zijn. Is bijvoorbeeld rn=S dan 
zijn de gehele getallen rood 5 de verzamelingen Z 0 , Z 1 , 
Z2, Z3, Z4 uit 2.3.15 (voorbeeld). (We zullen in het 
vervolg wél notaties kiezen waaraan te zien is, welke 
de waarde van mis.) We willen voor de gehele getallen 
mod rn arithmetische bewerkingen definiëren. Evenals in 
2.4.3 en 2.4.4 doen we dit door de bewerkingen voor de 
klassen te definiëren door middel van bewerkingen uitge
voerd met representanten. De definities liggen voor de 
hand: 
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klasse a + klasse b := klasse (a+b) (a,bEZ), 

klasse a klasse b := klasse ab (a,bEZ). 

In het rechterlid betekent a+b en ab de som en het pro
duct van de gehele getallen a en b. We zullen nu eerst 
moeten verifiëren dat beide definities werkelijk bewer
kingen met de equivalentieklassen definiëren. We moeten 
laten zien dat uit a~a', b~b' volgt: a+b~a'+b', ab~a'b'. 

Nu betekent a~a', b~b' dat a=a'+k 1m, b=b'+k 2 m voor zekere 
k 1 , k 2 E_Z. Dan is a+b=a·'+b'+(k 1+k 2 )m, ab=a'b'+(a'k2+b'k 1+ 
+k 1k 2m)m en dus a+b~a'+b' en ab"'a'b'. Men noteert klasse a+ 
+ klasse b = klasse c voor de gehele getallen module m 
als "a+b ::: c rood ID 11 of "a+b;:;c (m) "; (Men zegt: "a+b congru-
ent c roodulo m"). Evenzo schrijft men ab = c mod rn of 
a·b = c rood rn of a·b:c(rn) in plaats van klasse a 
·klasse b = klasse c voor de gehele getallen rncd rn. In 
deze notatie verraadt dus slechts = rnod rn dat we met de 
gehele getallen rood rn, dus met deelverzamelingen van Z werken, 
en dat a betekent klasse a enz. Iedere formule met de -gehele 
getallen rnod m kan men opschrijven met de representanten 0, 1, ... , 
m-1. Historisch overgeleverd is het spraakgebruik: 11 met 
de gehele getallen rekenen rood rn", alsof men weer met de 
gewone gehele getallen rekent maar op een andere manier. 
Evenals in 2. 4. 3 willen we vasts-tellen dat de ingevoerde 
optelling en vermenigvuldiging·commutatief en associatief 1 
zijn en dat de vermenigvUldiging distributief is ten ·l· 
opzichte van de optelling. Net een voor de hand liggende ~ 
interpretatie van de zoeven afgesproken symboliek bete- · ·.-' 
kent dit dat we willen verifiëren dat voor alle a, b, _ ·-~.~. 
c E Z, m E N geldt: ~ 

a+b : bta rood ro, ab = ba mod m, 

(atb) +c _ a+ (b+-c) rnod ro, {ab) c = a (bc) mod m, 

a(b+c) _ ab+ac mod m. 

He-i:. ::·is onmiddelijk duidelijk dat al deze eigenschappen 
a·i~ê-Ct volgen uit de overeenkomstige eigenschappen van 
de bewerkingen. in Z. 
AlS voorbeelden vermelden We 2+3 = 0 rnod 5; 2·3 = 1 mod 5; 
2+3 = 5 rnod 6; 2·3 = 0·3 : 0 rood 6. Uit het laatste voor
beeld blij.kt dat uit ac : bc rood m niet volgt dat 
a= brood m (zie 2.4.7 (opgave)). 

·. · .. I, 
' ·'. 
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OPGAVEN 

2.4.6. Zij a = b mod m. Bewijs dat voor elke cE z geldt: 
a+c: b+c rood rn; ac = bc.mod m. 

2.4.7. (a) Zij eEN, mEN, g.g.d.(c,m)~1 (zie 2.3.23), 
ac = bc rnod m. Bewijs dat a = b rood m. 

(b) Zij p een priemgetal dan volgt uit ab = 0 rnod p 
dat a = 0 mod p of b = 0 rood p. 

2.4.8. Zij mEN, z~J a EZ, dan is de verzameling van de 
gehele getallen mod m: 

((rox+kl XEZJI k~0,1,2, ••• ,ro-1} 

gelijk aan 

((mx+a+kl XEZll k~0,1,2, •.. ,ro-1}. 

2.4.9. (a) Zij peen priemgetal, zij kEN, k<p. 

Bewijs dat (~) = 0 rnod p (zie 1. 27. 8). 

(b) Zij p een priemgetal. Bewijs dat 

(a+b)p = aP+bp rood p 
(Gebruik 1.27.12). 

(a,bEZ). 

2.4.10. KARAKTERISTIEKE FUNCTIES MET WAARDEN IN DE GEHELE 
GETALLEN !10DULO 2 

De verzameling der gehele getallen roodulo 2 bestaat uit 
twee elementen. Als we deze voorstellen met de represen
tanten 0 en 1 dan wordt de rekenkunde beschreven door de 
regels: 0+0=0(2), 0+1=1(2), 1+1=0(2), 0•0°0(2}, 0·1=0(2), 
1·1=1(2) en door de eigenschappen van commutativiteit, 
associativiteit en distributiviteit. Zij U een vaste 
verzamel~ng; aan iedere deelverzameling A van U voegt 
men toe een afbeelding x'A van U in de verzameling der 

gehele getallen modulo 2, gedefinieerd door x'A(x):=l 

als xEA; x'A(x):=O als xEU\A. De afbeelding x'A heet 

weer karakteristieke functie van A. Het werken met ka
rakteristieke functies met waarden in de gehele getallen 
module 2 is vaak eenvoudiger dan met de in 1.25.1 inge
voerde karakteristieke functies. 
Er is voldaan aan de volgende regels: 
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x'u\A(x) - l+x'A(x) ( 2) ' 

X' AUB (x) - x'A(x)+x'B(x)+x'A(x)·x'B(x) ( 2) ' 

x'AnB(x) - x 'A (x) ·x '
8 

(x) ( 2 ) ' 

x'A\B(x) - x'A(x)·(l+x' 8 (x)) ( 2) ' 

x'A,B(x) - x'A(x)+x'
8

(x) ( 2) 0 

2.4.11. OPGAVE. Maak 1.25.12 (opgave) nogmaals, nu met 
gebruikmaking van karakteristieke functies met waarden 
in de gehele getallen roodulo 2. 

2.5. Aftelbare verzamelingen 

2.5.1. DEFINITIE. De verzamelingen V en W heten gelijk
machtig indien er een één-éénduidige afbeelding van V 
op W bestaat • . 

Gelijkmachtigheid is een relatie in de verzameling van 
alle deelverzamelingen van een universum U. Dit universurn 
U komt in de bovenstaande definitie echter niet voor. We 
kunnen daarom gelijkrnachtigheid definiëren zonder vooraf 
de in de definitie voorkomende verzamelingen te beperken 
tot deelverzamelingen van een vaste verzameling u. Nu is 
de collectie van alle verzamelingen zelf geen verzameling. 
(Nadere toelichting van deze bewering zou ons met het 
wiskundige grondslagenonderzoek in contact brengen. In 
de naieve verzamelingenleer stoort men zich niet aan deze 
moeilijkheid. De geïnteresseerde lezer wordt verwezen 
naar de discussie van Russell's paradox bijv. in [6) ,§5.3.) 
We mogen wel spreken van de klasse van alle verzamelingen. 
De ui tbreidi'ng van het relatieQegrip tot het geval waar 
de individuen elementen van een klasse zijn is geen aan
leiding tot enige moeilijkheid. Omdat er van naief stand
punt geen verschil te zien is tussen klassen en verzame
lingen, zullen we niet eens de moeite nemen het begrip 
klasse te oinschrijven. We zullen daarom in h.et vervolg 
over gelijkmachtigheia van verzamelingen spreken, zonder 
on~ tot deelverzamelingen vqn een universum te beperken. 

2.5.2. STELLING. GeZijkmaehtigheid is een equivalentie
relatie. 

----- ----

Bewijs. Omdat voo~ iedere verzameling V de identieke 
afbeelding Iv:Y~V één-éénduidig en op is, is de ge
lijkmachtigheidsrelatie reflexief. De symmetrie volgt 
uit het feit dat als F:V-+ftl één'-éénduidig en op is, de 
inverse afbeelding F+:W-+V eveneens één-éénduidig en op 
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is. Tenslotte is de transiviteit een gevolg van het 
feit dat de samengestelde afbeelding GoF :V-,.X van twee 
afbeeldingen F:V+W en G:W+X die beide één-éénduidig en 
op zijn, zelf één-éénduidig en op is (zie 1.24.6). 

We zullen o~s in deze paragraaf bezighouden met enkele van 
de equivalentieklassen behorende bij de gelijkrnachtigheids
relatie. Voor eindige verzamelingen V en W betekent gelijk
machtigheid dat V en VJ evenveel elementen hebben. We zullen 
eindigheid nog precies definiëren in 2.5.9. 

2o5o3o ENKELE NOTATIES 
V gelijkmachtig met W zullen we noteren als: v~w. 

N := {1,2,ooo,nl={kENI bnl 
n 

(n EN) 0 

OPGAVEN 

2.5.4. Bewijs dat voor alle n,mEN uit N ,.".N volgt dat 
n m 

n=m. 

2.5.5. Bewijs dat N en z gelijkmachtig zijn. 

2.5.6. Laat A en B verzamelingen zijn; bewijs dat AxB en 
BxA gelijkmachtig zijn. 

2.5.7. Laat zien dat de verzamelingen I en C1 gelijk
machtig zijn, waarbij 

I := {xER] Osx<l}, 

C1 := { (x,y) E R2 1 x 2 +y 2=1} o 

2.5.8. Bewijs datRen {xER.I O<x<l} gelijkmachtig zijn. 

2 0 5 0 9 0 

V=0 of 
DEFINITIE. Een verzameling V heet 
indien er een n EN is met v~N 

n 

eindig indien 

2.5.10. DEFINITIE. Een verzameling V heet oneindig indien 
V niet eindig is. 

2.5.11. DEFINITIE. Een verzameling V heet aftelbaar in
dien v~N. Een één-éénduidige afbeelding van N Op V heet 
een aftelling van V. 

2.5.12. DEFINITIE. Een verzameling V heet overaftelbaar 
indien V niet eindig en niet aftelbaar is. 
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Er komen nogal verschillen voor in de nomenclatuur. Soms 
noemt men bijv. de eindige verzamelingen ook aftelbaar. 
De elementen uit {VI V-N} heten dan aftelbaar oneindig. 

2.5.13. STELLING. Iedere oneindige verzameling bevat een 
aftelbare deelverzameling. 

Bewijs. Zij V oneindig, dan is Vi~, V bevat dus een 
element al. Nu is V\{a 1 } niet leeg, anders was immers 
V={a 1 } en derhalve eindig. Er is dus een element 
a 2EV\(a,l. In het bijzonder is a 2ta 1 • V\(a 1 ,a 2 lt~ 
anders was V={a 1 ,a 2 } en derhalve eindig. Zij a 3EV\{a 1 , 
a 2 }; in het bijzonder is dan a 3#a 1 , a 3 ~a 2 • We gaan zo 
door: a 4EV\{a 1 ,a2 ,a3 }; an+lEV\{a1 ,a2 , •.. ,a

0
} (n~4). 

De rij a1,a 2 ,a 3 , ... is door de hier beschreven proce
dure recursief gedefinieerd (zie 1.27.15). De verzame
ling v1={a 1 ,a 2 , ••• } is aftelbaar en v1cv. 

De aftelbare verzamelingen spelen een belangrijke rol; 
ze zijn weliswaar oneindig maar toch nog overzichtelijk 
op te schrijven: als f een aftelling van V is dan is 
v~(f(1), f(2), f(3), ••• ) en alle elementen van V worden 
in de schrijfwijze {f(l), f(2), f(3), ... }precies één
maal-vermeld. Vaak schrijft men f 1 in plaats van f(l), 
enz. 

2.5.14. STELLING. Als er een afbeelding f:N+V bestaat 
die een afbeelding van N op V is~ dan is V eindig of af
telbaar. 

Bewijs. v~f(N)~(f(l), f(2), f(3), •.. ).Schrap in de 
r1J (f(l), f(2), ... ) vari links naar rechtsgaande 
ieder element dat men al eerder is tegengekomen. Wat 
er na dit_ proces overb~ijft is een eindige of oneindige 
rij (f(nd:, f(n 2 ), f(n 3 ), ••• ) waarvan· alle elementen 
verschiJlend zijn. (N.B: .. • n 1=1.) Is deze rij eindig dan 
is V eindig; is deze --rij .oneindig dan is f*: N+V gedefini
eerd door: VkEN (f*(k):~f(nk)) een aftelling van V. 

2.5.15. ST~LLING. Is V aftelbaar en V 0cv dan is Vo eindig 
of aftelbaar. 

Bewijs~ Zij f:N~v een. aftelling van V. Is V0=0 dan is 
v 0 eindig en er is niets te bewijzen. Is Vo~0 dan is er 
eénkEN met f{k)EV 0 . Nu is g:N~Vo gedefinieerd door: 
g(n) :~f(k) indien f(n)\I'Vo en g(n) :~f(n) indien f(n)EV 0 
(n EN), een afbeelding vanNop Vo. Uit 2.5.14 (stelling) 
voigt nu het gestelde. 

Iri 2.5.5 (opgave) zagen we dat een oneindige verzameling 
(i.c. Z) gelijkmachtig kan zijn met een echte qeelverza
melin~- (i.c. N). D~ze eigensch.ap is karakteristiek voor 

·. . 
" : 

' :i 
i 

~ . 

' ~ 
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oneindige verzamelingen zoals blijkt uit de volgende 
stelling. 

2.5.16. STELLING. Een verzameling V is dan en sleehts 
dan oneindig als V gelijkmachtig is met een echte deel
verzameling van V. 

Bewijs. (i) Zij V oneindig; v 0 een aftelbare deelver
zameling van V (2.5.13); f:N~v 0 een aftelling van v 0 . 
Laat 0:={2n-1] nEN}. We definiëren g:V+V\f(O) door: 
g(x):=x als XEV\Vû; g(f(n))~=f(2n) (nEN). Nu is g 
één-éénduidig en op. 
(i i) Is anderzijds V"'Nk voor zekere kEN, dan heeft 

een echte deelverzameling v0 van V ten hoogste k-1 
elementen. V is dan niet gelijkmachtig met v0 (1.23.11 
(opgave)). De enige deelverzameling van~ is~ en 
deze inclusie is niet echt. 

We hebben van sommige verzamelingen aangetoond dat ze 
aftelbaar zijn. We hebben echter nog geen overaftelbare 
verzameling aangegeven. 

2.5.17. (O,l}N is oVePaftdbaaP. 

Bewijs. Ieder element van {O,l}N is een rij nullen en 

enen. Zij F:N+{O,I}N; we zullen laten zien dat F niet 
op kan zijn. Voor iederenEN is F(n) een rij nullen 

en enen; zij F(n) .: het jde cijfer uit de rij F(n). We 

construeren een eÎement van {O,l}N dat niet in F(N) is. 
We nemen a.:=l-F(j). (jEN). De rij (al,a2,a3,···) 

J J 
komt niet in F(N) voor daar iedere rij uit F(N) in ten
minste één component van (a 1 ,a 2 ,a 3 , ••• ) verschilt; 
door de constructie van (a 1 ,a2 ,a 3 , ••• ) hebben we immers 

bereikt dat a ongelijk is aan de nde component van 
n 

F(n) (nEN). 

De in dit bewijs gebruikte methode heet het diagonaal
procédé van Cantor. Stel dat de er in voorkomende aftel
ling F zo is dat: 

F ( l) = (Q, 0 ' 1 ' l ' 0' 0' l ' . . . ) , 
F ( 2) = (l, l· 0' 0' l ' 0 ' l ' ... ) , ' 

F ( 3) = ( 0 ' 1 ' Q. 1' 0, 1 ' 0 ' • • • ) I 

F ( 4) = ( 0 ' 0, 0 ' l· 0 ' 0' 0' ... ) ' 
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Voor de constructie van de rij (a 1 ,a2 ,a 3 , ... ) beschouwen 
we nu de elementen, voorkomende op de diagonaalplaatsen 
in het bovenstaande schema, i.c. de onderstreepte getal
len. In dit geval zou a 1=1 (want F(l) 1=0), a 2=0, a 3=1, 
a4=0, •... Een belangrijke toepassing van het diagonaal
procédé van Cantor is de volgende stelling (zie opmerking 
na 4.1.6). 

2.5.18. STELLING. R is overaftelbaar. 

Bewijs. Het is voldoende om te laten zien dat 
{x E RI O<x<l}=:E overaftelbaar is (zie 2.5.8). Zij 
F:N~E; we zullen laten zien dat F niet op is. Laat voor 
iedere n het getal F(n) als een oneindige decimale 
breuk geschreven zijn: F(n)=O,anlan2an 3an 4 •.• ; de cij-

fers anj zijn elementen van { 0,1, .•• , 9} (n EN, jEN). 

We geven nu aan een decimale breuk O,b 1b 2b 3 ... voor
stellende een element van E dat niet tot F(N) behoort. 
We nemen b :=4 als a #4 en b :=5 als a =4 (n EN). Nu 

n nn n nn 
is O,b 1 b 2 b 3 ... een decimale ontwikkeling van een getal 
in E; dit getal is zó dat O,b 1b 2b 3 .•. zijn enige deci
male voorstelling is. (De lezer houde voor ogen dat 
decimale ontwikkelingen niet éénduidig bepaald zijn, 
0,100000 ... en 0,0999 ... zijn voorstellingen van het
zelfde getal (zie 4.5.23).) O,b 1 b 2 b 3 •• ,. verschilt van 
de gekozen voorstellingen van alle elementen van F(N). 
Omdat het gétal 0 ,b 1b 2'b3 ... geen andere voorstellings
wijze heeft (dit bereikten we immers door de keuze van 
de b's te beperken tot de cijfers 4 en 5) mogen we 
concluderen dat het niet tot F (N) behoort. 

De volgende stellingen zijn vaak nuttig bij aftelbaar
heidsbewij zen .. 

2.5.19. STELLING. De vereniging van twee aftelbare ver
zamelingen is aftelbaar. 

Bewi]s. Laat V1 en v 2·- aftelbaar zijn en F1 :N-+V1, 
F 2 :N-+V2 aftellingen van v 1 res,p. V2 . Nu is G:N-+Vluv 2 
gedefinieerd door G(2n-l):=F 1 (n); G(2n):=F 2 (n) (nEN) 
een afbeelding vanNop v 1uv2 . Wegens 2.5.14 is nu 
V1uv2 eindig of aftelbaar; maar V1UV2 heeft een on
eindige deelverzameling-nl. V1 dus V1UV2 is aftelbaar. 

Men kan het bovenstaande bewijs als volgt voorstellen: 
V1={F 1 (1), F 1 (2), ... ), V2=(F 2 (1), F 2 (2), ..• );nu is: 
v 1uv 2={F 1 (1), F 2 (1), F 1 (2), F 2 (2), •.. ).Gis de afbeel-

ding die aan n toevoegt het nde element uit de rij 
(F 1 (1). F 2 (1), F1 (2), F 2 (2), .•• ). ' 'l. 

'.~ 

'l 
l 
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2.5.20. GEVOLG. De vereniging van eindig veel aftelbare 
verzamelingen is aftelbpar. 

2.5.21. STELLING. De Vereniging Van een aftelbare aallee
tie aftelbare verzamelingen is aftelbaar. 

Bewijs. Voor elke n EN zij W een aftelbare verzameling. 
n 

We moeten laten zien dat un EN wn aftelbaar is. Laat 

van elke w een 
n 

aftelling gegeven zijn door: 

Wl = {Wj(l), Wj(2), Wj(3), ... } 
Wz = {wz (l)' Wz ( 2) 1 w2 ( 3) , ' 

0 •• j 

w, = {w 3 (l), w, (2)' w3 (3), ... ) 

d.w.z. dat w :N-+W voor elke n EN een één-éérîduidige n n 
afbeelding van N op Wn is. Nu is 

In de laatste opsomming komt eerst het element wn(k) 

met n+k=2, dan de elementen met n+k=3, dan die met 
n+k=4, enz. Definiëren we nu: N-+u N W door w1 (1)=: nE n 
=:.p(l), w1 (2)=:.p(2), Wz(l)=:.p(3), w1 (3)=:.p(4), 

de 
w2 (2)=:.p(5) enz., dus .p(n):= het n element uit de 
rij (w 1 (1), w 1 (2), w2 (1), ••• ),dan is$ een afbeelding 
van N op u N W . De laatste verzameling is niet nE n 
eindig en dus aftelbaar. 

We maken nog een drietal opmerkingen over het bewijs van 
2.5.21 (stelling): (i) We hadden aangenomen dat de af
telbare collectie verzamelingen geïndiceerd was met N, 
Dit betekende geen verlies van algemeenheid. Is immers 
I={~ 1 ,i 2 ,i 3 , ... } een aftelbare verzameling en is voor 
ieder element ik van I een aftelbare verzameling 

V. (kEN) gegeven dan definiëren we W :=V. (n EN). Nu is 
1k n ln 

uiEI vi = unEN wn. 

(ii) We gebruikten in het bewijs niet dat de verzamelingen 
W (n EN) alle verschillend zijn. 

n 
(iii) Het in het bewijs gebruikte proces heet het diago
naalprocédé van Cauchy. We noemden de elementen uit het 
tweezijdig oneindige schema van de w (k) (n,k EN) zo op 

n 
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dat we regelmatig aan beide zijden van de diagonaal (dus 
naar rechts en naar beneden) elementen namen. Op die 
manier bereikten we dat ieder element aan de beurt kwam, 
d.w.z. een eindig rangnummer in de rij kreeg. Er zijn 
vele varianten mogelijk. We noemen er slechts één. Neem 
eerst de wn(k) met rnax(n,k)=l, dan die met max(n,k)=2, 

die met max(n,k)=3 enz. Dan krijgen we bijv. de rij: 
(w 1 (1),w 1(2), w2(2), w2,(1), WJ(3), w2 (3), w 3 (3), w 3 (2), 

w3 (1), ••• ). 

2.5.22. STELLING. Q is aftelbaar. 

Bewijs. Definieer voor elke n E N de verzameling 

Wn:=(~[ gEZl. Dan is wn-z en dus aftelbaar (nEN). 

Voorts is Q=U N W • DUS Q is aftelbaar op grond van nE n 
2.5.21 (stelling). 

We zullen ook enige stellingen bespreken over de.aftel
baarheid van Cartesische producten. 

2.5.23. STELLING. Is V aftelhaar en W aftelbaar dan is 
vxw aftelbaar. 

Bewijs. Laat f:N+V, g:N~w aftellingen zijn. Nu is 
VxW=un EN ( (f (k), g (n)) [ kEN), zodat het bewijs volgt 

uit 2.5.21 (stelling). 

2.5.24. STELLING. Is V aftelbaar dan is Vn aftelbaar 
voor elke n EN. 

Bewijs. We passen volledige inductie toe. V1 (=V) is 
aftelbaar. We merken op dat voor elke n EN 

vn+I ..... vnxV want 4>:Vn+l+Vnxv gedefinieerd door 
ljJ ( V,l 'V'2, • • • 'V n + 1) : = ( (V 1 'V 2 , • • • 'V n) , V n + 1 ) (V 1 ' • • • , V n + 1 EV) 

is·- -één-éénduidig en op. ·Als Vn aftelbaar is volgt dat 

Vil'+l· aftelbaar is omdat VnxV dan wegens 2.5.23 aftel
baar is. 

De volgende stelling geeft een opmerkelijk verschil aan 
tussen de aftelbaarheidseigenschappen van verenigingen 
en van Cartesische producten. 

2.5.25. STELLING. Is V een verzameling dan is VN niet 
aftelbaar. 

Bewijs. Als v~~ of als V uit één element bestaat is 

VN eindig (nl. leeg resp. bestaande uit één element). 
Als V tenminste twee elementen, zeg a en b heeft, dan 

' .. , 

• ...... · 

';_ , . 

. >. 
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is VN~{a,b}N, terwijl {a,b}N-{O,l}N en deze verzameling 
is overaftelbaar (2.5.17). 

OPGAVEN 

2.5.26. Bewijs dat de volgende verzamelingen aftelbaar 
zijn: 

(a) 

(b) 

( c) 

r •• ~ o I 
lA.'--"1 sin "c n} ...... ..... ...... , 
{X E R! tan x E Z} . 

2.5.27. Bewijs dat de vereniging van een aftelbare col
lectie eindige verzamelingen eindig of aftelbaar is. 
Geef van elk van beide mogelijkheden een voorbeeld. 

2.5.28. We definiëren een deelverzameling W van {O,l}N 
door: 

Bewijs dat W aftelbaar is. 

2.5.29. V is een aftelbare verzameling: Wis de verzame
ling van alle eindige deelverzamelingen van V. Bewi.js 
dat W aftelbaar is. 

2.5.30. Bewijs dat P(N) overaftelbaar is. 

2.5.31. OPMERKING. We hebben ons in deze paragraaf voor
narnelijk beziggehouden met de equivalentieklasse {VI V~N}. 
Een belangrijk gedeelte van de verzamelingenleer van 
Cantor bestaat uit de bestudering van alle equivalentie
klassen van de gelijkmachtigheidsrelatie. Deze equiva
lentieklassen heten kardinaalgetallen. De geïnteresseerde 
lezer zij bijv. verwezen naar [ 6] , [12] of [ 18]. 

2.6. Ordeningsrelaties 

2.6.1. DEFINITIE. Een relatie R in een verzameling V 
heet een ordeningarelatie in V indien R voldoet aan de 
volgende beide eisen: 

(Ol I R ~s transitief~ 

(02) R is antireflexief. 
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In plaats van ordeningsrelaties gebruikt men ook wel de 
namen: ordening, partiële ordening (ter onderscheiding 
van de lineaire ordeningsrelaties die we in 2.6.15 zullen 
definiëren) of orderelatie. 
Is Reen ordening in V dan heet het paar (V,R) een ge
ordende ve~zameling (partieel geordende verzameling). 
Vaak spreekt men over de geordende verzameling V in 
plaats van over (V,R) 1 doch dit is slordig taalgebruik 
dat men beter kan vermijden. Voor ordeningsrelaties 
gebruikt men vaak symbolen lijkend op het kleinerteken 
< uit de rekenkunde, aus <, <o, <•, of iets dergelijks. 
We zeggen vaak ook: x is kleiner, eerder, minder dan y, 
gaat vooraf aan y. De geordende verzameling noteert men 
dan (V, <o), (V, <•) enz. Is V c R dan duidt < steeds de 
gewone "kleiner dan" relatie voor reële getallen aan. 
Men noemt (01) en (02) wel de axioma's voor een geordende 
verzameling. In deze ~uitdrukking is 11 axiorna" in een 
andere zin gebruikt dan in "de axioma's van de Euclidische 
meetkunde'' (zie 1.1.2). 

VOORBEELDEN 

2. 6. 2. In V c R zijn de relaties x<y en x>y ordenings
relaties. 

2.6.3. In _de verzameling van alle mannen is de relatie: 
"x is een voorvader van y" een ordening. 

2.6.4. In Nis de relatie: 3 EN 1 [y=nx], (in woorden: n , n> 
"x is een echte deler van y") een ordening. (In deze 
terminologie is 1 een echte deler van elk getal n>l.) 

2.6.5. In iedere verzameling is de lege relatie (2.1.5) 
een ordening. 

2.6.6. Zij Ween verzameling. In P(W) is de relatie: 
(XcY)A(X~Y) (in woorden: X is een echte deelverzameling 
van Y) .-een ordening .. We noteten deze ordening met Co. 

2.6.7 .. Zij Ween verzameling. In RW definiëren we een 
ordening <o door 

V W 
gER 

[(f<•g):~vxEW [f(x)<g(x)]J 

(zoals afgesproken in 2.6.1 beduidt <.de gewone orde
nil)g in R) • 

2. 6. 8. In R2 definieert men een ordening <• door: 

,:: . I 
,<j 

'_,_, 

'" 

' '' . ' 
' ' 

' ', ,, ' ' 

' ~-\ 'I ' ' 
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Een dergelijke ordening heet ZexicogPafische oPdening. 

2.6.9. In Nis de relatie <ogedefinieerd door 

(x<oy l :~ { (x-y~l(2) en x is even) v ( (x-yoO (2)) A (x<y))} 

(x,y EN) 

een ordening die we kunnen voorstellen door: 2<o4<o6<o 
<o ••• <o l<o 3 •• • 

2.6.10. In Z is de relatie K een ordening indien 

(x<y) :~ lllxl<lviJv((lxl=lvllA(x<y))} (x,yEZ). 

Deze ordening kan voorgesteld worden door: 0K-1KlK-2K2~ 

K-3 ••. 

~ 

2.6.11. EIGENSCHAP. Is Reen ordening in V dan is R ge-
gedefinieerd door 

+ 
\lxEV VyEV [ (xRy) :~(yRx)] 

eveneens een ordening. 

2.6.12. GEÏNDUCEERDE ORDENING 
Is (V,R) een geordende verzameling, v 0cv, dan is de 
restrictie van R tot Vo (2.2.16) een ordening in V0 . 
Deze heet de door R geÏnduceerde ordening in Vo. 

2.6.13. STELLING. Is (V,R) een geordende verzameling, 
aEV, bEV, dan is ten hoogste één van de beweringen 
aRb, bRa, a=b waar. 

Bewijs. Als a=b waar is, is wegens (02) aRb onwaar en 
bRa ook. Als aRb waar is, geldt a~b wegens (02). Ook 
bRa is dan onwaar want wegens (01) zou uit aRb en bRa 
volgen aRa in tegenspraak met (02). Als bRa waar is, 
volgt geheel analoog dat aRb en a=b onwaar zijn. 

2.6.14. DEFINITIE. Zij (V,R) een geordende verzameling. 
Twee elementen aEV, bEV heten vergelijkbaar indien 
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(aRb) V (bRa) V (a=b). 

Twee verschillende elementen a en b van een geordende 
verzameling zijn dus vergelijkbaar als a voorafgaat aan 
b of b voorafgaat aan a. 

2.6.15. DEFINITIE. Een geordende verzameling (V,R) heet 
lineair (ook wel: totaal) geordend indien ieder tweetal 
elementen vergelijkbaar is; dat wil dus zeggen dat R 
voldoet aan: 

(03) VxEV VyEV I (xRy)v(yRx)v(x=y)]. 

De ordeningsrelatie in een lineair geordende verzameling 
heet lineaire ordening. 

2.6.16. VOORBEELDEN. De ordeningen in de voorbeelden 
2.6.2, 2.6.8, 2.6.9 en 2.6.10 zijn lineair; de orde
ningen in 2.6.6 en 2.6.7 zijn lineair als W ten 
hoogste een element bevat, ze zijn niet lineair als W 
meer dan één element bevat. De lege relatie in een 
verzameling V is alleen een lineaire ordening indien 
V ten hoogste een element bevat. De ordeningen in 
2.6.3.en 2.6.4 zijn niet lineair. 

OPGAVEN 
2.6.17. (a) Definieer de lexicografische ordening in Rn 

( n E N) en in RN. 

(b) Zij (V, <o) een lineair geordende verzameling; 

definieer'de l~xicografische ordening in vn 
(n EN) en laat zien dat deze lineair is. 

2 .. 6.18. Zij (V, <•) een- geordende verzameling, W een ver

zameling. Definieer een ordening in VW analoog aan 
2.6.7 (voorbeeld). 

2.6.19. Zij {V 1 R) een geordende ·Verzameling. BeWijs dat 
R-dari en slechts dari lineair is als R lineair is. 

2.6.20. (a) Laat zien dat voor de ordening uit 2.6.4 
·(voorbeeld) de relatie "x -vergelijkbaar yr1 

geen equivalen~ienelatie in N is. 
(b) Geef een voorbeeld van een -niet-lineair ge

ordende verzameling waarir1 de bijbehorende 
vergelijkbaarheidsrelati~ een ~quivalentie
relatie is. 

! ,, 

·, ., 
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(c) Zij (V,R) een geordende verzameling waarvoor 
de vergelijkbaarheidsrelatie een equivalentie
relatie is. Bewijs dat een deelverzameling 
VacV een equivalentieklasse bij de vergelijk
baarheidsrelatie is dan en slechts dan als 
Vo voldoet aan de beide volgende eisen: 

(i) de geïnduceerde ordening (2.2.16) in 
V 0 is lineair; 

(ii) als v 0cV1 en als de geïnduceerde orde
ning in V1 lineair is, dan is V0=V1. 

2.6.21. We bekijken een wijze waarop een ordening ge
definieerd kan zijn. Zij (W,R) een geordende verzameling, 
V een verzameling; zij ~:V+W, Nu is de relatie R~ ge-

gedefinieerd door: 

een ordening in V. 
Is (W,R) een lineair geordende verzameling, dan is de 
relatie l((xR~y)v(yR x)) een equivalentierelatie, waar-

+ ' ~ voor {(~ ({w}} ll wE~(V}} de bijbehorende partitie van V 
in equivalentieklassen is (zie 2.3.18 (voorbeeld) en ook 
2.6.22}. 
2.6.22. Heeft men een ordeningsrelatie in een eindige 
verzameling dan kan men de relatie soms voorstellen in 
een punten en pijlen diagram (gerichte graaf) waarbij 
"x gaat vooraf aan y 11 aangeduid wordt doordat er een 
reeks pijlen loopt van het punt dat x voorstelt naar het 
punt dat y voorstelt. We zullen dit aan een voorbeeld 
toelichten. Stel dat V={a,b 1 ,b 2 ,b3,cl,c2,dl,dz,d 3 ,d4} 
de verzameling is van de personen in een zekere hiërar
chische organisatie; één van deze personen, a, heeft de 
rang van 11 aanvoerder 11

, b 1 ,b 2en b 3 hebben de rang 11 baas", 
c 1 en c 2 hebben de rang "chef" en tenslotte d 1 ,d2 ,dg en 
d 4 hebben de rang "dienaar". 
De rangen zijn lineair geordend door de afspraken: 
aanvoerder is hoger dan baas, chef en dienaar; baas is 
hoger dan chef en dienaar, chef is hoger dan dienaar. 
We beschouwen in V de ordeningsrelatie: "x is hoger in 
rang dan y". Deze relatie kan voorgesteld worden door 
het diagram van figuur 21. 
Zij W de verzameling van de rangen: aanVoerder, baas, 
chef en dienaar met bovenomschreven ordening. Is ~:V+W 
gedefinieerd door: V V [~(x):=rang van x] dan is de 

XE 
beschouwde ordening in V te verkrijgen op de wijze 
beschreven in 2.6.21. 
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a 

Figuur 21 

We merken nog op: {xEV) x vergelijkbaar met b 3}={a,b 3 , 
·c 1 ,c 2 ,d 1 ,d2 ,d 3 ,d 4 }; {xEV) x vergelijkbaar met b 1 }= 
={a,b 1 ,cl,c2,dl,d2 ,d 3 ,d4}. Uit het feit dat deze twee 
verzamelingen noch disjunct, noch gelijk zijn, ziet men 
dat de vergelijkbaarheidsrelatie geen equivalentierelatie 
is (vergelijk 2.6.20). · 

2.6.23. Het zal aan de lezer bekend ZlJTI dat we bij het 
bestuderen van de ordeningsstructuur in R zeer vaak ge
bruikmaken van de relatie X$Y in plaats van de relatie 
x<y. Voor·een willekeurige geordende verzameling is dit 
eveneens mogelijk. 

2.6.24. DEFINITIE. Is R een ordeningsrela~ie in V dan 
definieert men de relatie R door>: 

V xros V yEV [ ( x~y) : ~ ( ( xRy) v ( x=y) ) 1 

2.6.25. STELLING. Is R een ordeningsrelatie in V, dan is 
R reflexief, antisymmetrisch en transitief. 

Bewijs. Toepassing Van de definities, de distributivi
teit van A ten opzichte van v (1.18.9) en 2.6.13 
(stelling). 

2. 6. 2 6. We hadden ook. een ref.lexieve, 'àn.tisymrnetrische 
en transitieve relatie als uitgangspunt van deze para
graaf kunnen neme·n· (somrilige auteurs· dOen dit ook). De 
gelijkwaardigheid van beide uitgangspUnten volgt uit de 
volgende omkering van 2. 6. 2 5 (stelling) . 

'I 
~' 

·'·,\ 
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2.6.27. STELLING. Is de relatie R reflexief~ antisymme
trisch en transitief in V dan is R* gedefinieerd dooP 

vxEV * VyEV [ (xR y) :~( (xRy)A(X;'y) )] 

een ordening in V. 

Bewijs. ~oepassi~g van definities. 

Als we een ordening moeten aangeven kunnen we dus ook 
aangeven welke elementenparen aan de relatie x~ voldoen. 

2.6.28. DEFINITIE. Ordeningsisomorfie. De geordende 
VeY'zamelingen (V ,R) en (Vl ,Rl) heten ordeningsisamorf 
indien er een één-éénduidige afbeelding~ <!J, van V op v 1 
bestaat die voldoet aan: 

Een dergelijke afbeelding $ heet een ordeningsisomorfisme 
van (V,R) en (V 1 ,R 1 ). Men bewijst gemakkelijk dat orde
ningsisomorfie in de klasse van alle geordende verzame
lingen een equivalentierelatie is. Dat twee geordende 
verzamelingen ordeningsisamorf zijn betekent grof gezegd 
dat ze wat betreft hun ordening hetzelfde zijn. Als men 
ordeningsrelaties bestudeert interesseert men er zich 
vaak in het geheel niet voor wat de elementen van V nu 
wel voor dingen zijn; slechts de door de ordening aan
wezige structuur wordt dan van belang geacht. Precieser 
gezegd betekent dit dat men een equivalentieklasse van 
onderling ordeningsisamorfe geordende verz~melingen 
bestudeert. We zullen in hoofdstuk 3 zien dat iedere 
"abstracte structuur" zijn bijpassend isomorfiebegrip 
heeft. 

VOORBEELDEN 

2.6a29. Zij Veen aftelbare verzamelingenf:N-+Veenaftel
ling van V, dan is R gedefinieerd door V n EN Vrn EN 

[ ( f ( n) Rf (m) : «> (n <m) J een lineaire ordening in V en (V, R) 
is ordeningsisamorf met (N,<) 

2.6.30. Zij Ween willekeurige verzameling, W;'~. In 

{O,l}W definiëren we de ordening <odoor: 



2.7 KLEINSTE ELEMENTEN 

w (f,gE(O,l) ) . 
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Bewijs dat (P(W),Co) en ({O,l}w,<o) ordeningsisamorf 
zijn. (Als deelresultaat moet men dus ook bewijzen dat 

P(W) en {O,l)w gelijkmachtig zijn.) 

OPGAVEN 

2. 6. 31. (V, R) en (V 1 , R 1 ) ZlJTI geordende verzamelingen; 
~:V7V 1 is een één-éénduidige afbeelding van V op v 1 . 
Bewijs dat ~ dan en slechts dan een ordeningsisomorfis
me van (V,R) op (V 1 ,Rl) is indien: 

2.6.32. Geef een ordeningsisornorfisme van (N,<) op de 
geordende verzameling uit 2.6.10 (voorbeeld). 

2.6.33. Bewijs dat (N,<) en (2,<) niet ordeningsisamorf 
zijn. 

2. 7. Kleinste elementen, minimale elementen, ondergrenzen 

2.7.1. We zullen beschouwen een geordende verzameling 
(V,R). Ter ondersteuning van onze intultie zullen we R 

+ + 
voorstellen door <o . De ·relaties R, R en R worden voor-
gesteld door: '$o , o> en o;::. We wijZen op de dualiteit 
tussen <.oen o:.:.; als gevolg hiervan komen alle begrippen 
en stellingen uit deze- paragraaf voor in paren.· We kunnen 
er mee,_volstaan slechts één uit elk paar nauwkeurig te 
bestuderen; de andere zal steeds uit de beschouwde ont
staan door verwisseling van <o en o> . 

2.7.2. DEFINITIE. Zij (V,<o) een geordende verzameling~ 
v,cv. 
(i) Een 

van 

(ii) Een 
van 

element aEVo heet het eerste (kleinste) element 
v 0 bid de ordening <o indien VxEVo [ a::P x]. 

element bEVo heet het laatste (grootste) element 
v0 bid de ord;Jnin.g <o indien V EV [ b~ x]. 
' x 0 

Vaak zullen -we het eerste~~esp. laatste element van V0 
noteren als min v 0 re~p. rnax Vo. Als Vo geen kleinste 
element heeft zeggèn we wel: "min V0 bestaat niet". 

,, 

' ' 
' 

-. i 

-' ' 

<; 
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2.7.3. STELLING. Zij (V,<o) ~en geordende verzameling; 
v,cv. 
(i) V 0 heeft ten hoogste één eerste element, 
(ii) V 0 heeft ten hoogste één laatste element. 

Bewijs. (i) Stel dat a 1 en a 2 eerste element van v0 zijn. 
Dan is VxEVo l a 1 :::;o xj dus in het bijzonder a 1 :::;o.a 2 en 

VxEVo [ az~ x] dus in het bijzonder a 2 ::;o a 1 • Hieruit 

volgt a 1=a 2 wegens 2.6.25 (stelling). 

2.7.4. VOORBEELDEN. In al onze voorbeelden is Vo=V. We 
spreken dan van het eerste element van de geordende 
verzameling. De geordende verzameling uit 2.6.2 heeft 
geen eerste element. Volgens het verhaal van het boek 
Genesis is Adam het eerste element uit de geordende 
verzameling uit 2.6.3. Het getal 1 is het eerste ele
ment van N met de ordening uit 2.6.4. Van (P(W) ,co) is 
~het eerste element (2.6.6). De geordende verzameling
en uit 2.6.7 (met W~0) en 2.6.8 hebben geen kleinste 
element. In de voorbeelden 2.6.9 en 2.6.10 zijn 2 resp. 
0 het kleinste element. Van de geordende verzameling 
uit 2.6.22 is a het eerste element. · 

2.7.5_. DEFINITIE. Zij (V,<o) een geordende verzameling; 
v0 cv. 
(i) Een element aEVo hf]et een minimaal eLement van Vo 

bij de ordening <1> indien VxEVa [ (x:S:o a)~(x=a)], 

(ii) Een eLement bEVa heet een maximaal element van Va 
bij de ordening <t> indien VxEVa [ (xo~b)=>(x=b)]. 

Een element aEVa heet dus een minimaal element indien 
het voorafgaat aan alle met a vergeliJkbare van a ver
schillende elementen van Va; het is het kleinste element 
indien het voorafgaat aan alle van a verschillende 
elementen van v 0 . Het verschil tussen de begrippen mini
male element en kleinste element komt ook tot uitdrukking 
in de volgende eigenschappen. 

EIGENSCHAPPEN 

2.7.6. Zij (V,<o) een geordende verzameling; Vacv. Als 
Va een eerste element heeft bij <o , dan is dit het 
enige minimale ftlement. 
Bewijs. Zij a= min Va dan is VxEVa [ a:o;;o x]; tevens is 

dan V [ (x:so a)=>(x=a)]. Dus is a minimaal. Zij böven-
xEVa 

dien a 1 een minimaal element van Va. Uit het feit dat 
a het eerste element is volgt: a:S:o a 1 . Uit het feit dat 
a minimaal is vólgt (a :.:Pa 1 )~(a=al). Conclusie: a=a1 
(zie 1.16.5). 
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2. 7. 7. Zij (V, <o ) een geordende verzameling, v 0cv. Als 
de geÏnduceerde ordening in v 0 lineair is dan heeft 
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v 0 ten hoogste één minimaal element; als er een minimaal 
element is, dan is dat tevens het eerste element. 
Bewijs. Zij (v 0 ,<o) lineair geordend, zij a een mini
maal element van V0 ; we zullen laten zien dat a het 
eerste element van v0 is, uit 2.7.6 volgt dan tevens 
dat a het enige minimale element is. We hebben nu: 

" xEVo 
(x:s;o a)~(x=a)], 

'<! [ (x<o a)v(a<o x)]. 
XEVo 

Dit beide regels volgt: 

V [ a::S"o x] • 
xEVo 

Bij de eigenschappen 2.7.6 en 2.7.7 zal de lezer zonder 
moeite de duale beweringen voor maximale en laatste 
elementen kunnen formuleren. Merk ook dat de kleinste 
en minimale elementen bij de ordening <0 0Vereenkomen met 
de grootste en maximale elementen bij to , die we als o> 
genoteerd hebben. 

VOORBEELDEN 

2.7.8. Beschouw N met de ordening uit 2.6.4 ("x is een 
echte deler van y''). Van de verzameling N\{1} zijn alle 
priemgetallen minimale elementen. 

2.7.9. Beschouw (P(W) ,co) (zie 2.6.6) voor W;'0. van 
. P (W) \{0} zijn alle deelverzameli-ngen van W die uit 
slechts één ·element bestaan minimale elementen. 

2.7.10. Bij de ordening uit 2.6.22 zijn d1,d2,d 3 ,d4 
maximale elementen. 

2.7.11. Het is mogelijk dat een geordende verzameling 
pr.ecies één minimaal elerner1t. maar geen eerste element 
heeft (vergelijk met 2.7.6). In Z\(D) definiëren we 
een ordening door: 

(x<oy) :~ ((xy>D)A(x<y)} (x,yeZ\(0)). 

Nu is 1 het enige minimale element van Z\{0} doch er is 
geen eerste element. o-e beschouwde ordening induceert in N 

' ' i 
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en in -N::::::{x EZ I x <0} de gewone ordening naar grootte, 
doch de elementen van N zijn onvergelijkbaar met die 
van -N. 

2.7.12. DEFINITIE. Zij (V,<o) een geordende verzameling; 
v0cv. 
(i) Een element aEV heet een ondergrens van Vo bij de 

ordening <o indien: 

V [ a~C' X] 
xEVo 

(ii) Een element bEV heet een bovengrens van v0 bij de 
ordening <o indien: 

V [x<ob] 
XEVo 

We zullen de verzameling van alle ondergrenzen resp. 
bovengrenzen van v0 noteren met O{V 0) resp. B(V 0). Het 
is natuurlijk heel goed mogelijk dat O(V 0 )=~ of B(V 0 )=~. 
Let op dat noch van een ondergrens noch van een boven
grens van v 0 geëist wordt dat deze element van v 0 is. We 
hebben: 

2. 7. 13. EIGENSCHAP. Zij (V, <o ) een geordende verzameling; 
VocV; aEVo. Nu is aEO(V 0) dan en slechts dan als 
a=minVa. 

2 .. 7 .. 14 .. DEFINITIE. Zij (V,<o) een geordende verzameling. 
VacV heet naar onder begrensd indien: O(Va)#~ .. VacV heet 
naar boven begrensd indien: B(Vo)#~. Va heet begrensd 
indien: O(Vo)J'~T'B(V 0 ). 

Heeft (V, <o ) een eerste element dan is (min V) EO (Va) 
voor elke V 0cV; heeft (V,<o} een eerste element dan is 
elke v 0cv naar onder begrensd. 

VOORBEELDEN 

2.7.15. We beschouwen (R,<). Zij U:={xERI Q:::::;xs:l}, 
V:=(x E RI O<x<l) dan is 

O(U) = O(V) = {xERI x<OJ =: R 

B(U) = B(V) = {x E RI xd). 
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2.7.16. In R2 beschouwen we de lexicografische ordening 
(zie 2.6.8). Zij 

c := {(x,y)ER2 1 x2+y2<1}, 

D := {(x,y) ER 2 1 x2+y2sl} ,· 

E := {(x,y)ER2 1 (O<X<1) A (O<y<1)}' 

F := {(x,y) ER2 1 (Osxs1)A(O<y<1) }. 

We hebben nu: 

O(C) = {(x,y)ER2 1 X:$-1} 1 

O(D) = {(x,y)ER21 x<-1 }u{ (-1 ,y) I y:.:;-0}, 

0 (E) = {(x,y) ER 2 1 X$.Ü} 1 

O(F) = {(x,y)ER21 x<O}u{ (O,y) I y<O}. 

2.7.17. In R2 beschouwen een ordening gedefinieerd door: 

( (x,y) <o (u,v)) :~ ( (x<u) A (y<v)) 

({x,y),(u,v) ER2). 

We bepalen bij deze ordening de ondergrenzen van de 
verzamelingen c, o, Een F uit 2.7.16. 

O(C) = ((x,y)ER2 1 (x<-1)A(y<-1)}, 

0 (D) = ( (x,y) E R2.1 (x<-1) A (y<-1)}, 

O(E) = { (x' y) E R2 I (x<O) A (ysO)}, 

0 (F) = {(x,y)ER2 1 (x<O) A (y<O)}. 

(N. B. Beschouwen we R2 als RP , 2 l dan is de in dit 

voorbeeld beschouwde ordening de in 2.6.7 (voorbeeld) 
gedefinieerde.) 

2.7.18. ··DEFINITIE. Zij (V,<o) een geordende verzameling; 
v0cv. 
(a) Als O(V 0 ) een laatste element bevat·dan heet dit het 

infimum van v 0 (notatie: inf Vo) dus 

inf v0 := max O(V 0 ), 

(b) Als n(v 0 ) een eerste element bevat dan heet dit het 
supremum van v 0 (notatie: sup Vo) dus 

sup v 0 :=min B(V 0 ). 

., 
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Men noemt het infimum resp. supremurn ook wel ,de "grootste 
ondergrens" resp. "kleinste bovengrens" van v 0 . 

EIGENSCHAPPEN 

2.7.19. Als inf v 0 E Vo dan is inf v 0 =min v 0 . 

2.7.20. Iedere deelverzameling van een geordende verzame
ling heeft ten hoogste één infimum en ten hoogste één 
supremum. 

2.7.21, Zij (V,<o) een geordende verzameling; v 0cv. Nu 
geldt w = inf V0 dan en slechts dan indien aan de beide 
volgende voorwaarden voldaan is: 

(a) V [ W:f.o x] , 
xEVo 

( b) V V I (V V [ V$o x[ ) ~ (v<o w)] • 
VE XE 0 

De karakterisering van het infimum in 2.7.21 laat zien 
dat de volgende omkering van 2.7.19 ook geldt. 

2. 7.22. Zij (V,<o) een geordende verzameling; v 0cv. Indien 
min v 0 bestaat dan is min v 0 = inf Vo. 

2. 7.23. Zij (V,<o) een geordende verzameling; inf V be
staat dan en slechts dan als V een eerste element heeft 
en inf V= min V. Evenzo sup V= max V. 

VOORBEELDEN 

2.7.24. In 2.7.15 geldt: inf V= inf U= min U= 0. 

2.7.25. In 2.7.16 geldt: inf C bestaat niet. C is dus 
een naar onder begrensde deelverzameling van een line
air geordende verzameling die geen infimum heeft. 
Voorts: inf D = (-1,0) = min D; inf E bestaat niet; 
inf F = (0,0) en min F bestaat niet. 

2.7.26. In 2.7.17 geldt: inf c bestaat niet; alle ele
menten van { (-1,y) I y5-1}u{ (x,-1) I X5-1} zijn maximale 
elementen van O(C). Voorts: inf D bestaat niet; inf E 
bestaat niet; inf F bestaat niet. 

2. 7. 27. Zij W een verzameling. Nu is (P (W) ,Co ) een ge
ordende verzameling met de fraaie eigenschap dat voor 
elke deelverzameling UcP(W), inf u en sup U beide 
bestaan. We hebben nl. 



2.7 KLEINSTE ELEMENTEN 

inf U = 

sup U = UW EU Wo• 
0 

101 

De lezer overtuige zich van de juistheid van deze be
weringen door toepassing van de karakterisering uit 
2.7.21 en de duale van deze karakterisering voor supre
ma. 

OPGAVEN 

2.7.28 •. V is een verzameling; f:V-+N. We definiëren: 

(De ordening <* is de ordening in V die door f en (N, <) 
volgens 2.6.21 wordt voortgebracht.) Beschrijf de mini
male elementen van (V,<*). Bewijs dat (V,<*) dan en 
slechts dan lineair geordend is als f één-éénduidig is. 

2.7.29. Zij V:=N\{1}. We definiëren een afbeelding n van 
V in N door te stellen: voor allenEVis n(n):= aantal 
priemfactoren (geteld met multipliciteit) van n; (dus .. 
n(2)=n(3)=1; n(4)=.n(6)=2; n(12)=3 enz.f. In V defi- :ij 
niëren we een ordening •< door te stellen: 

'lnEV "mEV { (n•<m) :~(n(n)<n(m) )] • 

Zij X:={l5,30); Y:={15,30,35). 
Bepaal O(X), O(Y). Bepaal zo mogelijk inf X, inf Y, 
sup X, sup Y. 

2. 7. 30. ·rn P (N) definië~en we de relatie <· door te stel
len: 

(A,BCN) 

(a) Is (P (N) ,<·) een geordende verzameling? 

(b) Heeft (P (N), <·) een grootste element? 

(c) Heeft (P (N), <·) minimale elementen? 

2. 7. 31. -'we beschouwen een aantal ordeningen in R2 • Onder
zoek bij elk van deze ordeningen of de verzamelingen 
c, D, Een F uit 2.7.16 (voorbeeld): 

! 
.•. ~:~ 
'::J 
'·:~ 

, I'' \; 
,·' \' \;,. 
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(i) een kleinste element hebben; 

(ii) minimale elementen hebben; 

(iii) een infimum hebben. 

(1v) Bepaal O(C), O(D), O(E) en O(F). 

De ordeningen worden gedefinieerd door: 

2. 8 

(a) ((x,y)<o (u,v)) :~ (x<u) ((x,y),(u,v) ER 2 ), 

(b) ( (x,y) <o (u,v)) :~ ( (x=u) A (y<v)) ( (x,y), (u,v) E R 2 ), 

(c) ((x,y)<o (u,v)) :~ (/x_2_+y 2 </u 2 +v2 ) 

( (x,y), (u,v) E R 2 ). 

2.8. Tralies 

2.8.1. In deze paragraaf zullen we de lezer oppervlakkig 
in kennis brengen met een speciale klasse van geordende 
verzamelingen, nl. met de klasse der tralies (engels: 
lattices, duits: Verbände). Deze zijn onder andere van 
groot belang voor de theorie der electrische schakeling
en, en voor gedeelten van de zgn. discrete (= eindige) 
wiskunde. We zullen ze ook van een ander gezichtspunt 
beschouwen in § 3.12. 

2.8.2. DEFINITIE. Een tralie is een geordende verzameling 
waarin iedere deelverzameling van twee elementen een 
infimum en een supremum heeft. 

VOORBEELDEN 

2.8.3. (P(W),co) is een tralie. 

2.8.4. Iedere lineair geordende verzameling is een tralie. 

2.8.5. De geordende verzameling uit 2.6.22 is géén tralie. 
Bijvoorbeeld sup{d1,d 2 } bestaat niet. 

2.8.6. Stelt <• in N de relatie 
voor uit 2.6.4, dan is (N,<•) 

''is een echte deler van'' 
een tralie. We hebben: 

inf{n,rn} =g.g.d. (n,rn), 

sup{n,m} =k.g.v.[ n,rn] (n,mEN). 

(k.g.v.(n,m] stelt het kleinste gemene veelvoud van n 
en rn voor). 
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EIGENSCHAPPEN 

2. 8. 7. Zij (V, <a ) een tralie dan geldt voor alle x, y 
en z uit V:inf{x,x}=x; sup{x,x}=x. 

2.8.8. inf{x,sup{x,y}}~x; sup{x,inf{x,y}}~x. 

2.8.9. inf{x,inf{y,z}}=inf{inf{x,y},z}; 

sup{x,sup{y,z}}=sup{sup{x,y},z}. 
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Bewijs. Zij v:=inf{y,z}, w:=inf{x,v}; dan is volgens 
2-.7.21: wso x, w5.o v, dus wso y, w:;,o z, dus ook wso inf{x,y} 
en dus ook wso inf{inf{x,y} ,z}. Op dezelfde wijze be
wijst men dat inf{inf{x,y},z}~ inf{x,inf{y,z}}, 

OPGAVEN 

2.8.10. Bewijs de eigenschappen 2.8.7 en 2.8.8. 

2.8.11. Bewijs dat voor iedere eindige verzameling 
{x

1
,x

2
, ••• ,xk} (kEN) van elementen uit een tralie 

(V,<o) inf{x
1

,x
2

, ••• ,xk} bestaat. Laatvn:=inf{x
1

, ••• ,xn} 

(nsk); bewijs dat v ~inf{v 
1

,x J (2snsk). n n- n 
(Wegens 2.8.9 kunnen we de elementen ook op elke andere 
wijze tot paren samennemen om vk te vinden.) 

2.8.12. Zij (V,<o) een eindig tralie. Bewijs dat V een 
eerste en een laatste element heeft. 

2.8.13. DEFINITIE. Een tralie (V,<o) heet volledig indien 
iedere deelverzameling een supremum en een infimum heeft, 

2.8.14. VOORBEELDEN. (P(W) ,Co) is volledig. Ieder eindig 
tralie is volledig. (N,<· ) (zie 2.8.6) is niet volledig 
want Sup N bestaat niet. 

2.8.15. Iedere deelverzameling van een geordende verzame
ling is, zoals we in 2.6.12 vaststelden, met de geÏndu
ceerde ordening zelf een geordende verzameling. Voor tra
lies is d~t niet waar, zoals blijkt uit het volgende een
voudige voorbeeld. Zij V={a,b,c,d}. De ordening <in V 
wordt bepaald door: 

a<b, a<c, a<d, b<d, c<d. 

. ' 
i 

•: . 
' ' ·~ i 
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' 

' ' ' 
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Nu is ({a,b,c},<) geen tralie. De diagrammen als bespro"
ken in 2.6.22 vormen figuur 22. 

d 

b 

• • 
Figuur 22 

2.8.16. DEFINITIE. Een tralie (V,<o} heet distributief 
indien 

inf{x,sup{y,z}} = sup{inf{x,y} ,inf{x,z}} (x,y,zEV). 

2.8.17. STELLING. Een tralie (V,<o) is dan en aler::hts 
dan distributief indien voor alle x,y,zEV geldt: 

(*} sup{x,inf{y,z}} = inf{sup{x,y} ,sup{x,z}}. 

Bewijs. (i) Zij (V,<o) distributief. We zullen laten 
zien dat (*) volgt uit de distributiviteit. Daartoe 
berekenen we 

w := inf{sup{x,y} ,supfx,z}}. 

Door in de definitie van distributiviteit gelijktijdig 
x-door sup{x,y} en y door x te vervangen zien we: 

w = sup{inf{sup{x,y},x},inf{sup{x,y},z}}. 

Wegens 2.8.8 geldt dan: 

w = sup{x,inf{sup{x,y},z}} = sup{x,inf{z,sup{x,y}}}. 

Passen we nogmaals de distributiviteit toe dan vinden 
we: 
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w = sup{x,sup{inf{z,x} ,inf{z,y}}}. 

Wegens 2.8.9 is dan echter: 

w = sup{sup{x,inf{z,x}} ,inf{z,y}}. 

Wegens 2.8.8 is sup{x,inf{z,x}}=x zodat 
w=sup{x,inf{y,z}} waarmede (*) bewezen is. 

(ii) Zie 2.8.18. 
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2.8.18. OPGAVE. Voltooi het bewijs van 2.8.17. Bewijs 
dat een tralie (V, <o ) dan en slechts dan distributief 
is indien voor alle x,y,zEV geldt: 

sup{inf{x,y}, inf{y,z}, inf{z,x}} = 

= inf{sup{x,y}, sup{y,z}, sup{z,x}}. 

VOORBEELDEN 

2.8.19. (P(W),~) is een distributief tralie. Daar 
inf{A,B}=AnB, sup{A,B}=AUB (A,BEP(W)) luidt de eis van 
distributiviteit van het tralie: 

Xn(YUZ) = (XnY)U(XnZ) (X,Y,ZEP(W)). 

Deze distributieve wet bes~raken we reeds in 1.11.1. 

2.8.20. In de verzamelingen V1={a,b,c,d}; v 2 :={A,B,C,D,E} 
en V 3 : = {a, S, y ,-ó , E} worden ordeningen, < , gedefinieerd 
zoals uitgedrukt door de diagrammen uit figuur 23. 

d E E 

D 

c c J3 6 

B 

a A a 

Figuur 23 

' ... . ,• 
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Alle drie geordende verzamelingen ZlJn tralies. (V1 ,<) 
is distributief. (V 2 ,<) is niet distributief, immers: 
sup{C,B)=E; inf{D,sup{C,B))=D; inf{D,C)=A; inf{D,B)=B; 
en dus sup{inf {D,C) , inf {D,B) )=sup {A , B )=B;'inf { D, sup{ C, B) )= 
=D. Merk op dat D>B (zie 2.8.21). (V 3 ,<) is evenmin 
distributief, immers: 

inf{e,sup{y,o)l = B; sup{inf{S,y},inf{S,oll = a. 

2.8.21. Naar aanleiding van het laatste voorbeeld merken 
we nog op dat men in de tralietheorie ook beschouwt zgn. 
modulaire traties. Een tralie (V, <o ) heet modulair indien 
voor alle x,y,zEV geldt: ' 

(xo;:: z) => [inf{x,sup{y,z}} = sup{inf{x,y},inf{x,z}}]. 

Het is duidelijk dat ieder distributief tralie ook modu
lair is. He~ omgekeerde geldt niet, want (V 3 ,<) uit 
2.8.20 is modulair. (V 2 ,<) is niet modulair, zoals blijkt 
uit de gegeven berekening. 

OPGAVEN 

2.8.22. Bewijs dat iedere lineair geordende verzameling 
een distributief tralie is. 

2.8.23. Ga na of (N,<·) (zie 2.8.6) distributief is. 

2.8.24. Bewijs dat (V 3 ,<) uit 2.8.20 modulair is. 

2.8.25. STELLING. Zij (V,<o) een distributief tralie. 
Indien inf{a,b}=inf{a,b'} en sup{a,b}=sup{a,b'}, dan is 
b=b' (a,b,b'EV). 

Bewijs. Laat gegeven zijn dat a, b en b' aan de beide 
voorwaarden voldoen. We hebben nu: 

b = inf{b,sup{a,b)}= 

= inf{b,sup{a,b'}}= 

= sup{inf{b,a},inf{b,b'} }= 

= sup{inf{a,b'},inf{b,b'}}= 

= inf{b' ,sup{a,b}}= 

= inf{b' ,sup{a,b'}}=b'. 

De gelijktekens in deze berekening berusten achtereen
volgens op 2.8.8, het gegeven, de distributiviteit, 
het gegeven, de distributiviteit, het gegeven en 2.8.8. 
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2.8.26. DEFINITIE. Een tralie (V,<o) heet een Boole 
tralie indien voldaan is aan de volgende drie e~sen: 

(a) (V, <o ) is distributief~ 

(b) max V en min V bestaan~ 

(c) ""xEV 3yEV [ sup{x,y} = max V, inf{x,y} =min V]. 
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Uit 2.8.25 volgt dat in een Boole tralie bij gegeven x 
de y uit eis (c) één-éénduidig bepaald is; een element 
y 'dat aan (c) voldoet heet complement van x, notatie: 
x*. Boole tralies ontlenen hun naam aan George Boole 
(1815-1864) één van de grondleggers van de logica en van 
de waarschijnlijkheidstheorie. 

VOORBEELDEN 

2.8.27. (P(W) ,co) is een Boole tralie. 

2.8.28. (V 1 ,<) uit 2.8.20 is een Boole tralie. 

OPGAVEN 

2.8.29. Een lineair geordende verzameling (V,<o) is dan 
en slechts dan een Boole tralie als V ten hoogste twee 
elementen heeft. 

a, 

a, 
a. 

a. a. 

a, a, 

Figuur 24 

' .~· 

., 
" '' *' ---~·' 

.... · .. ~; 
J 
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' 
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2.8.30. Verifieer de voorbeelden 2.8.27 en 2.8.28. 

2.8.31. Laat zien dat {V 3 ,<) uit 2.8.20 wel aan de eisen 
(b) en (c) uit 2.8.26 voldoet, doch dat het complement 
niet voor ieder element éénduidig bepaald is. Laat zien 

·dat (Vz-<) uit 2.8.20 niet aan eis (c) uit 2.8.26 vol
doet. 

2.8.32. Door de diagrammen uit figuur 24 zijn geordende 
verzamelingen gegeven. 

Bewijs dat W1 en w2 met de gegeven ordening < distri
butieve tralies zijn. Bewijs dat (Wl, <) geen, (W2 ,.<) 
wel een Boole tralie is. 

I 



3 Algebra 

3.1. Inleiding 

In dit hoofdstuk treft men een bespreking aan van een 
aantal op het eerste gezicht nogal uiteenlopende wiskun
dige structuren. We zullen geen moeite doen een aigemene 
omschrijving te geven van wat een wiskundige structuur 
·is. De lezer zal in veel van de besproken structuren, 
- zoals ook in de structuur: geordende verzameling (zie 
§ 2.6) -het volgende patroon herkennen: 

(i) Er is steeds sprake van een verzameling, V, waarvan 
men de aard van de elementen in het midden laat; 

(i i) Er worden één of meer beweringsvormen ( zoa·ls xRy 
uit paragraaf 2.6) met individuenverzameling V be
schouwd, van welke beweringsvorm(en) een aantal 
eigenschappen g€postuleerd worden (zoals (01), (02), 
(03) uit paragraaf 2.6). 

In voorbeelden is V steeds een bepaalde verzameling doch 
we interesserEm ons in wezen s'teeds voor de door de be
weringsvorm gedefinieerde· verbanden (door meerdere bewe
ringsvormen ~et A aan elkaar te koppelen kunnen we 
inderdaad zonder verlies aan algemeenheid aannemen dat 
er slechts één beweringsvorm in de definitie van de 
structuur voorkomt) . 
In elk van de beschouwde gevallen is er dan ook een zgn. 
isomorfiebeginsel dat uitdrukt dat twee voorbeelden "i.n 
wezen'' hetzelfd~ zijn. 
Wat de verzameltitel "algebra" rechtvaardigt, is dat in 
alle voorkomende gevallen een deel van de beweringsvormen 
een bewerking ·(algebralSche bewerking) definieert. Een 
definitie van wat een bewerking - we zu·llen over product
op~ratie spre~en - is, vin4t men in paragraaf 3.3. De 
da'Clropvolgendé P?J.·ragrafen rnaken de lezer bekend met de 
structuren die sinds het verscJ:lijnen. .. ( 1936) van het in
middels· klq.ssieke boek van B.L .. .van der Waerden [ 27] de 
bas.is vari iedere inl,eiding in de algebra vormen: g.roepen 
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(§§ 3.4 tot en met 3.6), ringen, lichamen (§§ 3.7 tot en 
met 3.10). In§ 3.11 bestuderen we lichamen waarin boven
dien een lineaire ordening aanwezig is. In de paragraaf 
over Boole algebra (§ 3.12) zullen we op verschillende 
onderwerpen uit de hoofdstukken 1 en 2 terugkomen. Daarna 
geven we een inleiding in de lineaire algebra (9§ 3.14 
tot en met 3.21). De lezer zal opmerken dat de structuren, 
die het voorwerp zijn van de lineaire algebra, de zgn. 
vectorruimten of lineaire ruimten, een ingewikkelder 
patroon hebben dan beschreven in (i) en (ii). We beginnen 
het hoofdstuk met een paragraaf waarin de lezer een aan
tal resultaten vindt uit de getallentheorie. Hoewel dit 
hoofdstuk in eerste instantie de algebraïsche begrippen 
wil aanleren die later bij de opbouw van het getalbegrip 
en de analyse gebruikt worden, hebben we gepoogd de 
lezer enige algemene kennis van abstracte algebra bij te 
brengen. Dit hoofdstuk heeft echter niet de pretentie 
een leerboek over algebra zoals [8] of [27] te vervangen. 

3.2. Getallentheorie 

3.2.1. NOTATIES 
Als geen verwarring dreigt schrijven we voor n,m EN: 

g.g.d. (n,rn) =: (n,m), 

k.g.v. [ n, rn] =: [ n, m] , 

n is een deler van m nlm. 

De gehele getallen roodulo m (zie 2.4.5) noteren we: 
Z (rood m) • 
Het element Z (rood m) waarvan a EZ een representant is 
duiden we meestal aan met a. 

3. 2. 2. n I m betekent 3 k E N [ m=kn] , ( 2 . 6. 4) • 

3.2.3. (n,m) In; (n,m) lm. Als dln en dim, dan dl (n,m) 
(2.8.6). (Dit is de definitie van de grootste gemene 
deler, zoals men die in de rekenkunde geeft.) 

3.2.4. nl!n,m], ml!n,m]. Als nld en mld, dan [n,mlld, 
(2.8.6). 

3.2.5. STELLING. Voor alle n,mEN bestaan x,yEZ zo dat 
nxtmy= (n,m). 

Bewijs. Het kleinste natuurlijke getal in de verzame
ling G:={nx+mylx,yEZ} is gelijk aan (n,m). Immers als 
d dit kleinste natuurlijke getal is, dan is d=nx 0 tmy 0 
voor zekere x 0 en Yo en d~n. Er zijn eenduidig bepaal
de gehele getallen q en r met n=gdtr; q~O; O~r<d. Nu 
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is r=n(l-qx 0 )-mqy 0 en dus rEG. Uit rEG en O~r<d volgt 
r=O dus d!n. Evenzo djm. Iedere gemeenschappelijke 
deler van n en m is uiteraard een deler van d. 

3. 2-. 6. Een bekende methode om (n,m) te bep-alen is de 
a~goritme van Euclides. Zij a,b EN, a>b dan bestaat er 
een eenduidig bepaald geheel getal r met 05r<b z6 dat 
a=qb+r voor zekere q~O. Laten we dit noteren als r(a,b}. 
Laat k ,mEN gegeven zijn, k::::m; de bepaling van (k ,rn) 
gaat nu als volgt. Bepaal r(k,m)=:r 1 • Als r 1=0, dan 
m=(k,m). Als r 1>0, bepaal r(rn,r 1 )=:r2 . Als r 2=0, dan 
r 1 =(k,m). Als r 2 >0, bepaal r(r 1 ,r2l=:r 3 . Als r 3=0, dan 
r 2 =(k,m); bepaal anders r 4 :=r(i 2 ,r 3 ). Na eindig veel 
stappen vinden we: r :=r(r 

2
,r 1 )~0, r +

1
:=r(r 

1
,r )= n n- n- n n- n 

=0. Nu is r =(k,m). 
n 

3.2.7. In Z definieert men (aibl:~lxEZ [ax=b] (a,bEZ). 

Zijn n,mEZ en bestaat er een getal d met: d>O; dln; 
dim; als kin en kim dan kid, dan heet d weer grootste 
gemene deler vannen m; notatie: (n,m). We zien dat 
(n,m) bestaat tenzij n=m=O. De lezer verifiëre dat ook 
voor n,mEZ geldt (n,m)=min(Nn{nx+rnyl x,yEZ}). 

3.2.8. OPGAVE. Bewijs dat er bi'j elk paar gehele getallen, 
n,m, met ini~imi>O te vinden zijn q en rEZ zó dat 
n=q~+r; O~r<lml. Formuleer en verifieer de algoritme 
van Euclides voor de bepaling van {n,rn) indien n,m EZ. 

3.2.9. Als we de priemgetallen nummeren naar toenemende 
grootte: p 1 :=2; p 2 :=3; p3:=S; p4:=?; ... ,dan is ieder 
natuurlijk getal n éénduidig te schrijven als 

fl=-n~ 
1 

p.-cti, waarbij a. EZ, a.;:::Q(iEN) en a.>O voor 
l= ' l ' l l l 

slecht:s. eind,_ig veel waarden van i. We veronderstellen dat 
de-ze .ontbinding in priemfactoren aan de lezer bekend is. 

' OPGA'VJlN 

3.2.10. Bewijs dat er oneindig veel priemgetallen zijn. 

00 

3.2.11. Zij n=Tii=l 

(a) (n,m) TI 
i=l 

Bewijs dat: 
00 

rn=TI. 
' 

- -~--
-}. 
- ,' '' ! 
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(b) 

(c) 

[n,rn] = IT 
i=l 

ALGEBRA 

(n,m) [ n,m] == nm. 

3.2 

3.2.12. Een stelsel a 1 ,a
2

, ... ,amEZ(rnEN) heet een vol

ledig restSysteem modulo m, indien de verzameling van de 
klassen van a 1 , ... , arn gelijk is aan Z (rood rn). Een voorbeeld 

is O,l, •.. ,rn-1. In 2.4.8 is uitgedrukt dat ieder m-tal 
opvolgende getallen een volledig restsysteem roodulo rn is. 

3.2.13. STELLING. (Fermat). Als peen priemgetal is, 
a EN en "l(plal, dan is 

ap-1 = _ l(rnod p). 

Bewijs. \'.Jegens 2.4. 7 (a) is het voldoende te bewijzen 
dat voor ieder natuurlijk getal a geldt aP~a(mod p). 

Dit bewijzen we met volledige inductie: lp=l(mod p). 

En uit aP-a=O(mod p) volgt op grond van 2.4.9 en 2.4.6: 

(a+l)P-(a+l)=ap-a=O(rn~d p). 

3.2.14. OPGAVE. Zij a
1

,a
2

, ••. ,am een volledig restsysteem 

module rn; zij (k,rn)=1. Bewijs d~t ka
1

,ka
2

, ... ,kam een 

volledig restsysteem roodulo m is. 

3.2.15. Het bijvoeglijk naamwoord 11 volledig 11 hebben we 
gebruikt omdat we vaak in restsystemen geïnteresseerd 
zijn die niet uit representanten van alle klassen be
staan maar alleen de representanten bevatten van rest
klassen module rn waarvan de elementen n de eigenschap 
(n,m)=1 hebben. Zo'n systeem rood 12 is 1, 5, 7, 11. We 
noemen dit een gereduceePd restsysteem. 

3.2.16. DEFINITIE. Het aantaZ eZementen van een gePedu
ceerd restsysteem rood m wordt aangegeven met ~(m). Deze 
functie ~:N~N heet de functie van Euler. 

We zien onmiddelijk dat ~(m) het aantal elementen is van 
(nENI n<m, (n,m)=l}. 

OPGAVEN 

3.2.17. Zij a 1 ,a2 , ..• ,a~(rn) een gereduceerd restsysteem 
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mod men ZlJ (k,m)=l. Bewijs dat ka1 ,ka2 , ••• ,ka$(rn) 

een gereduceerd restsysteem mod rn is. 

3.2.18. Zij (m,n)=1; bewijs dan dat~ (mn)=~ (m)~ (n). 
~-(-A-anwi-j-z-ing-;- Laa-t a

1
,a2;-•.. ,a~-(rn) eèri g"erédUceera--

ll3 

restsysteern rood m zijn en b 1 ,b2 , •• ·• ,b<j>(n) een geredu

ceerd restsysteem mod n. Bewijs dan dat na.+mb. 
l J 

(i=l, ••• ,~rn), j=l, ..• ,$(n)) een gereduceerd restsysteem 
module mn vormen.) 

a S K 
3.2.19. Laat n=pa pb ••· pk de ontbinding van n in priem-

factoren zijn (a,S, •.. ,K alle ongelijk 0). 

Bewijs dat ~(n)=n(1-l_)(1-L)···(1- .l...). 
Pa Pb pk 

Met behulp van de gereduceerde restsystemen bewijzen we 
nu de volgende stelling van EuZeP die een uitbreiding is 
van 3.2.13. 

3.2.20. STELLING. (Eu~er).A~s (a,m)=l, dan is a~(m) ~ 
=l (mod m). 

Bewijs. Zij c 1 , ... ,c$ (m) een gereduceerd restsysteem 

mod rn. Dan is ook ac
1

, ... ,ac$(rn) een gereduceerd rest

systeem (3.2.17). 
Nu is 

(uit x~u(mod m) en y~v(rnod rn) volgt immers xy~uv(rnod rn)). 
~ (m) m m m 

Dus a ni=l ei~ ni=l ei (rood rn); omdat (rri=lci,rn)=l, 

.is a~ (m) =l (mod m). 

3.3. Productoperaties 

3.3.1. DEFINITIE. Zij V een· VePzameling. Een pPoductope
Patie in V is een cifbee lding <P :VxV-+V. 

Aan ieder geordend paar (a,b) van elementen uit V is dus 
toegevoegd een element uit V nl. <P(a,b). In de termino
logie van § 3.1 (ii) is de beweringsvorrn er een met drie 
Vé~anderlijken: <P(~,y)=z. -

' .j 
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VOORBEELDEN 

3.3.2. In R is $ (a,b) :=a+b (a,b ER) een productoperatie. 

3.3.3. In R is ~ (a,b) :=ab (a,bER) een productoperatie. 

RR is $(f,g):=fog 
R 

3.3.4. In (f,gER) een productoperatie 
(zie 1.22.31 en § l. 24). 

3.3.5. In R is $ (a,b) :=\(a+b) 
(a,b ER) een productoperatie. - :=(x ER/ 3.3.6. In R X5Q} is <P(a,b) :=ab geen product-

operatie. 

3.3.7. DEFINITIE. Een productoperatie ~in V heet commu
tatief indien: 

"<a,b)EV2 ( <P(a,b)=$(b,a)]. 

De productoperaties in de voorbeelden 3.3.2, 3.3.3 en 
3.3.5 zijn commutatief; de productoperatie in 3.3.4 is 
niet commutatief (zie 1.24.9). 
Men noemt ~(a,b) het product van a en ben noteert het 
meestal met ab; soms ook a•b, axb, aob, a*b of a+b. Om 
aan te geven welke productnotatie men heeft, geven we in 
deze gevallen de verzameling met productoperatie aan met 
(V, ), (V,·), (V,x), (V,o), (V,*) of (V,+). 
Slordig spreekt men soms over de verzameling mét pro
ductoperatie V. Is V c R, dan betekent (V, ) resp. (V,+) 
steeds V met de gewone vermenigvuldiging en gewone op
telling. 

3.3.8. DEFINITIE. De productoperatie in (V, ) heet asso
ciatief indien: 

VaEV VbEV 11cEV ( (ab)c=a(bc)] • 

De productoperaties in 3.3.2, 3.3.3 en 3.3.4 z~Jn asso
ciatief (zie 1.24.8), die in 3.3.5 is niet associatief. 
Een verzameling (V, ) met een associatieve productopera
tie heet semigroep. Is de productoperatie bovendien 
commutatief dan spreekt men van een commutatieve semi
groep of ook wel van een abelse semigroep. (N.H. Abel 
(1802-1829) is een van de grondleggers van de groepen
theorie) . 
Merk op dat een deelverzameling v 0 van een semigroep 
(V, ), met de restrictie van de prod~ctoperatie in het 
algemeen geen semigroep is. Zo is (R , ) geen semigroep 
en (R, ) wel (3.3.6, 3.3.3). Is (Vo, ) echter een ver-
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zameling met productoperatie, dan is het ook een semi
groep. 
In een semigroep geldt in het algemeen niet dat uit 
ac=bc volgt dat a=b. In (R, ) volgt uit ac=bc niet a=b 
(neem c=O). In een semigroep (V,*) gebruikt men vaak de 
machtnotatie: in plaats van a*a schrijft men a 2 (aEV); 
a3:=(a*a)*a enz. Wordt de productoperatie voorgesteld 
door een op + lijkend symbool, dan schrijft men ook 
2a:=a+a, 3a:=(a+a)+a enz. 

3.3.9. DEFINITIE. Een element- ezEV heet linker eenheida

element van de verzameling met productoperatie (V, ) 
indien: 

erEV heet !'echter eenheidse lement indien: 

eEV heet eenheideelement indien: 

V [ ae=ea=a] • 
aEV 

3.3.10. STELLING. Als de verzameling met productoperatie 
(V, ) een l-inker>- en een r>echter>eenheidselement el r>esp. 

e heeft dan is ez=e • 
r r 

Bewijs. Daar V V !eza=a] 
· aE 

is in het b~jzonder:· ele =e . r r 
Daar V V [ae =a], is in het bijzonderele =e 7 • 

~ r .. r • 
~' ' 

Dus 

3.3.11 .. GEVOLG. Een ver>zameling met een productoper>atie 
heeft ten-hoogste één eenheidselement. 

We .sp-reken van "het" eenheidselernent van de verzameling 
met productoperatie. 

3.3.12. VOORBEELD. In (R,+) is 0 het eenheidselement 
(3~3.2); ·in (R, ) is 1 het eenheidselement (3.3.3) i in 

R . 
(R ,o) is IR het eenheidselement (3.3.4); in voorbeeld 

3.3.5 is er geen eenheidselement. 

l 
' • 
" 

·,' •' 

·.;_ '·, 
-~,·' 

:i~'·" .:, 
~-' . 

i 

'\ ·, 

. . 
\'' 
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3.3.13 .. DEFINITIE. Zij (V, ) een verzameling tnet een 
productoperatie die een eenheidselement e heeft. Zi,i 
aEV~ de elementen bz~br~bEV heten resp. een linkerin-

verse, rechterinverse, inverse van a indien resp.: 

bl a e, 

abr = e, 

ab = ba = e. 

3. 3 

3.3.14. STELLING. Zij (V, ) een semigr>oep met eenheids
element; als aEV een linkerinverse bz en een rechterin-

verse br heeft, dan is bz=br. 

Bewijs. Wegens de associativiteit is (bza)br=bz(abr). 

(b~a)br=ebr=br; b~(abr)=b~e=b~; dus b~=br. 

3.3.15. GEVOLG. In een semigroep met eenheidselement 
heeft ieder element ten hoogste één inverse. 

3.3.16. VOORBEELDEN. In (R,T) heeft ieder element a een 
inverse en wel -a; in (R, ) hebben alleen de elementen 

a~O een inverse en wel !; in (RR,o) hebben alleen de 
a 

één-éénduidige afbeeldingen f van R op R een inverse 
en welf+. 

3.3.17. Als in een verzameling met productoperatie {V, ), 
die een eenheidselement heeft, b de inverse is van a, 
dan is a de inverse van b. Voor de inverse van a gebruikt 

men vaak de notatie a- 1
. (De lezer verifiëre dat hier in 

(RR,o) geen notationele moeilijkheden door ontstaan; 
alleen die elementen hebben een inverse in de product
operatiezin die ook een inverse als afbeelding hebben en 

f- 1 (in de productzin) is f+.) Is (V, ) een semigroep 
dan gebruikt men een uitbreiding van de machtnotatie uit 

3.3.8 nl. a-n:=(a-l)n, a 0:=e. t1en bewijst nu genlakkelijk 

dat a-n=(an)- 1 en dat a 91 a 92 =a91 +92 (g 1 ,g 2EZ). In addi
tief geschreven (met + symbool) semigroepen schrijft men 

meestal -a in plaats van a- 1
, -na:=n(-a), Oa:=e; te veri

fiëren is nu: -na=-(na) en g1a+g 2a=(g1+g2)a (gl,g2 EZ) 
(in deze laatste formule is de eerste + het symbool van 
de productoperatie uit de sernigroep, de tweede is de 
optelling in Z). 
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* . 3.3.18. Laat·(V,·) en (V,*) Ve:r>zamel1.-ngen Z1.-Jn met een 
productoperatie. Een één-éénduidige afbeelding w van V 
op v* heet een isomorfisme van (V,·) op (V*,*) indien: 

* (V, •) en (V ,*) heten isomorf indien er een isomorfisme 
van (V,·) op (V*,*) bestaat. 

3.3.19. 
(R,+) 
( R, +) 

VOORBEELD. Zij P:=(x E RI x>O) dan ZlJn (P, ) en 
isomorf en log is een isomorfisme van (P, ) op 
(4.3.33 (ii)). 

3.3.20. STELLING 
(i) Isomorfie is een equivalentierelatie in de klasse 

van alle verzamelingen met een produatoperatie. 
Zij voorts (V,·) en (V*,*) iSomorf en zid ljJ een isomorfis
me van (V,·) op (V*,*) dan geldt: 
(ii) (V,•) is commutatief dan en slechts dan als (V'"',*) 

commutatief is; . 
(iii) (V1 ·) is een semigroep dan en slechts dan als 

(V ,*) een semigPoep is; 
(iv) Als e het eenheidse'lement van (V,·) is" dan is 

1jJ (e) het eenheidse'lement van (V*,*); 
(v) A'• b in (V,·) de inverse is van a, dan is •(b) in 

(V*,*) de inverse van lj!(a). 

Bewijs. Eenvoudige verificatie. Voor (iv) merken we op 
dat voor alle aEV geldt: •(a)=•(a•e)=•(a)••(e), •(a)= 
=•(e·a)=•(e)••(a) en dat •(V)=V*. Voor (v) .gebruike 
men: 

Als (V, • ) 
dat (V,·) * . (V ,*) op 

OPGAVEN 

• (a) •• (b) = • (à•b) = • (e) = • (b·a) = 

* en (V ,*) isomorf zijn, dan zeggen we ook wel 
dezelfde verzameling met productoperatie is als 
isomorfie na. 

3.3.21. Zij V een verzameling. In P(V) beschouwen we 
achtereenvolgens de· productoperaties: 

(a) n; (b) u; (c) \; (d) +. 

Ga na welke van deze' operaties commutatief ZlJn, welke 
associati-ef. Ga na in welke gevallen er een eenheids
element is, en welke elementen in deze gevallen een 
inverse hebben. 

' ' 
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Bewijs dat •=P(V)+P(V) gedefinieerd door VACV [•(A):= 

:=V\A] een isomorfisme is van (P(V),n) op (P(V),u) en 
eveneens van (P (V) ,u) op (P (V) ,n). 

3.3.22. In N beschouwen we de productoperatie k:N2~N ge
definieerd door: 

k(n,m) := k.g.v.[n,rn] 

(a) Is k commutatief? 

(b) Is k associatief? 

(n ,mEN) . 

(c) Heeft (N,k) een eenheidselement? 

(d) Bepaal alle elementen die een inverse bezitten. 

3.3.23. De productoperatie ~ in Ris gedefinieerd door: 

V (x,y) E R2 [ ~ (x,y) :=x+y-xy]. 

(a) Is ~ commutatief? 

(b) Is ~ associatief? 

(c) Zoek het eenheidselement. 

(d) Geef aan welke elementen een inverse bezitten. 

(e) Bewijs dat (R, en (R,$) isomorf zijn. 

3.3.24. In een eindige verzameling V kan men een product
operatie beschrijven door een zogenaamde producttafel. 
Dit is een vierkant schema waar langs de linkerzijde en 
langs de bovenzijde de elementen van V staan, terwijl 
in het vakje in de rij rechts van a en in de kolom onder 
b het product ab, d.i. het beeld van (a,b), staat. Als 
voorbeeld beschouwe men de volgende tabel die de gewone 
vermenigvuldiging in de verzameling {-1,1} beschrijft. 

rechterfactor 

linkerfactor +1 -1 

+1 +1 -1 

-1 -1 +1 

Een ander voorbeeld: zij E:=(2nl nEN), 0:=(2n-11 nEN), 
zij V:={~,E,O,N}, dan zijn de producttafels van {V,f} en 
(V'\): 

1 ', 
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' ~ E 0 N \ 0 E 0 N 

~ ~ E 0 N 0 0 ~ 13 ~ 

E E ~ N 0 E E ~ E ~ 

0 0 N ~ E 0 0 0 0 ~ 

N N 0 E ~ N N 0 E ~ 

3.3.25. OPGAVE. In de verzameling {e,a,b} wordt een 
productoperatie gedefinieerd door de producttafel: 

e a b 

e e a b 

a a e e 

b b e e 

Is deze productoperatie associatief? 

3.4. Groepen 

3.4.1·. DEFINITIE. Een verzameling met productoperatie 
heet een groep indien voldaan is aan de volgende drie 
eisen: 
(Gl) De productoperatie is associatief; 
(G2) Er· is een eenheidselement; 
(G3) Ieder element heeft een inverse. 

Is de productoperatie van de g·roep (G, ) commutatief, 
dan ~preekt men van een commutatieve Of abelse groep. 

119 

3.4.2. VOORBEELDEN. Bekende groepen zijn: (Z,+), (0,+), 
(R,+) geheten de additieve groepen der gehele, ratio-· 
nale, reële 'getallen; (P, ) (3.3.19) en (OnP, ) geheten 
de,rnultiplicatieve groepen ·cter positieve reële getallen 
en der positieve rationale g_etallen. Voorts (R\{0}, ) , 
(Q\(0), ). Al deze groepen zijn abels. 

3. 4. 3. VOORBEELD. Zij W een niet lege verzameling. ~1et 

S(W) duiden we aan de verzameling van alle één-één
dliiSige afbeeldingen vàn W op W, (dus S(W)CWW). De 
elementen van S (W) heten. ook wel permutaties van W. 
S(~l .. is een groep indién afbeeldingssamenstelling als 
pr'dductoperatie genomen wordt. (S (W), a) heet de 
pé~mut.atiegro.ep van de elementen van W. Indien W meer 
·dan ~wee elementen beva't is (S (\V), o) niet abels. Zij 

" '"" 
' ,"' ' 

;, ' ', 

I 

'\ .·~ 
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nl. W'={wl,w2,w3} een deelverzameling van W met drie 
elementen. We definiëren nu elementen f,gES(W) door: 
f(w 1 ):=w 2 , f(w 2 ):=w 1 , f(wg):::w 3 , g(w 1 ):=w 1 , g(w 2 ):=w 3 , 
g(w 3):=w 2 , f(w):=w=:g(w) (wEW\W'). Nu is fog~gof; bijv. 
(fog) (w 1 )=w 2 , (gof) (w,)=w3• 
Is er een één-éénduidige afbeelding g van V op W, dan 
zijn (S(V) ,o) en (S(W) ,o) isomorf. Als G:S(V)+S(W) 

gedefinieerd is door: VfES(V) [G(f):=gofog- 1 ] dan is 

Geen isomorfisme van (S(V) ,a) op (S(W),o). 
Gevolg: de permutatiegroep van een verzameling van n 
elementen is isomorf met de permutatiegroep van 
{1,2, ... ,n}. Deze laatste heet symmetrische groep van 
n elementen (notatie: Sn). (Zie 3.4.19.) 

3.4.4. VOORBEELD. Zij Z(mod m) de verzameling van de ge
hele getallen module rn (zie 2.4.5). In Z(mod m) duidt 
+ de optelling uit 2.4.5 en • de vermenigvuldiging uit 
2.4.5 aan. We noteren de klasse van a in Z(mod m) als 
!!_; dus a:={a+kml kEZ}. 
(Z(mod m) ,+) is een abelse groep met rn elementen. 
(Z(rnod m)\{0},·) is een groep dan en slechts dan als 

rn een priemgetal is; (denk aan 2.4.7, 3.2.13). 

OPGAVEN 

3.4.5. Ga na welke van de volgende verzamelingen met een 
productoperatie groepen zijn. 

(a) ({x+y/21 xEO, yEO},+), 

(b) ({x+y/21 xEO, yEO, (x,y)~(O,O)}, ), 

(c) 

(d) 

( {x I x 2 E 0, x~O} , ) , 

({!lEZ(mod m) I (n,m)=ll.·l (zie 3.2.15). 

3.4.6. (a) Kies in het platte vlak een vast punt 0. Be
schouw voor een positief reëel getal r: Dr 

de draaiing in het vlak om 0 over een hoek 
van r radialen; is r>O, dan is de draaiing in 
positieve zin, d.w.z. tegen de klokrichting 
in. We beschouwen o 0=D 2w=··· als de identieke 
afbeelding. In de verzameling der draaiingen 
beduidt o afbeeldingssamenstelling. 

. . I 2w 4w } Bewl]S dat ({Dk k=ïn'Ïn'"""'2w ,o) een groep 

is die isomorf is met (Z(mod m),+). 

(b) Als D:=D 2n/m' dan zien we dat de beschouwde 

groep van draaiingen ook geschreven kan wor-
2 3 m 

den als D,D ,D , ... ,D =Do. Een groep die 
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bestaat uit de "machten" van een van zijn 
elementen heet een cyclische groep. Een ele-

rnen a zodat {an] nEZ}=G heet een voortbrenger 
van (G, ). Zo is (Z, +) een oneindige cyclische 
groep omdat deze bestaat uit alle "veelvouden" 
van 1. Bewijs dat (Z(mod 7)\{0),·) een cycli-
sche groep is. -

(c) Als (G 1 ,·) en (G2,*) cyclische groepen z~Jn 
met rn elementen dan zijn (G1,·) en (G 2 ,*) 
isomorf. In het bijzonder is iedere cyclische 
groep met m elementen isomorf met (Z(rnod m) ,+). 

3.4.7. Bewijs dat de monotoon stijgende continue functies 
fop I 0,1] met f(O)=O en f(l)=1 een groep vormen met 
functiesamenstelling als productoperatie. (Zo nodig 
zie 4.3.24.) 

3.4.8. Zij ~ een één-éénduidige afbeelding van Rop R; 
zij de productoperatie * gedefinieerd door: 

Bewijs dat (R,*) een groep is. Geef een isomorfisme 
van (R,•) op (R,•). 

3.4.9. In P(V') IV is een niet lege verzameling) definiären 
we: 

. * * AtB = (A nB )U(AnB) (A,BEP (V)). 

Bewijs dat (~(V) ,.fj een g.roep is. Geef een isomorfisme 
van (P(VJ,+l op (P(V),t) 

3.4.10. (a) Karakteristieke functies. Zij Ween verzame
W ling; in V:={O,l} definiëren we een product-

operatie + door: 

vxEW I (hg) (x) :öf(x)•g(x) (mod 2)] (f,gEV). 

Bewijs dat (V,+) een groep is,_ die isomorf 
.is met (P(W) ,t) (zie 1.26.2, 2.4.10, 2.6.30). 

(h) Zij .{X,<o) ·-een niet leeg Boole tralie (zie-
2.8.26). H~t complement van x noteren we x*. 
In X definiëreri we een productoperatie e door 

··· .. ,, 
'" 
~ 

·.·.r ., 



122 ALGEBRA 3. 4 

V V [xEily:=sup{inf{x,y*},inf{x*,y}}) 
xEX yEX 

Bewijs dat (X,e) een abelse groep is. 

We zullen nu een aantal eigenschappen van groepen leren 
kennen. 

3.4.11. STELLING. In een groep (G, ) z'l-Jn de vergeZij
ki.ngen ax=b en XQ.=b 1Jnnr> alle a en b éénduidig oplosbaar. 

Bewijs. Het element 
-1 

-1 
a b is een oplossing van ax=b 

want aa b=eb=b. De vergelijking is dus oplosbaar. 

Zij c een oplossing, dus ac=b, 
-1 -1 -1 

a ac=ec=c dus c=a b. a b is 

De vergelijking xa=b heeft als 

-1 -1 
dan is a ac=a b; maar 

dus de enige oplossing. 

enige oplossing ba- 1 • 

3.4.12. GEVOLG. In een groep (G, ) volgt voor alle aEG 
uit ax=ax' en eveneens uit xa=x'a dat x=x'. 

Men kan de axioma's (G2) en (G3) nagenoeg vervangen door 
de eisen van éénduidige oplosbaarheid van de vergelij
kingen ax=b en xa=b4 Men moet dan alleen nog er bij eisen 
dat G niet leeg is4 Dit is de inhoud van 3.4.13. 

3.4.13. STELLING. Is (G, ) een niet lege verzameling met 
een associatieve productoperatie waarvoor de vergelijkingen 
ax=b en xa=b voor alle a,bEG éénduidig oplosbaar zijn~ 
dan is (G, ) een groep. 

Bewijs. We laten eerst zien dat er een eenheidselement 
in (G, ) is. G is niet leeg, dus aEG. De vergelijking 
ax=a heeft nu één oplossing: e . Daar e b en b beide op-a a 
lossingen zijn van de vergelijking ax=ab, volgt 
V bEG [ eab=b] • Evenzo laat men zien dat de enige op-

lossing van xa=a rechtereenheidselement is. Uit 3.3.10 
volgt nu dat e:=ea het eenheidselement van (G, ) is. 

Het bestaan van inversen is nu eenvoudig. Neem cEG; 
cx=e heeft nu één oplossing d. Dan is echter ook dc=e, 
want de en e zijn oplossingen van xd=d, immers (dc)d= 
=d(cd)=de=d. 

3.4.14. DEFINITIE. Een groep (G, ) waarbijGeen eindige 
verzameling is heet een eindige groep. Het aantal ele
menten van G heet de orde van de groep. 

De orde van de groep is steeds een natuurlijk getal 
(dus >0). Bij ieder natuurlijk getal n is (Z (rood m) ,+) 
een groep van de orde m, zodat er bij ieder natuurlijk 
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getal rn tenminste één groep van de orde m bestaat. 

3.4.15. STELLING. In de producttafel van een eindige 
groep staan in elke rij en elke kolom alle elementen van 
de groep precies- ddn keer. 

Bewijs. Pas 3.4.12 toe. 

De bovenstaande stelling drukt uit dat de producttafel 
van een eindige groep een zogenaamd latijns vierkant is. 
(Een latijns vierkant is een vierkant schema waar over 
de n 2 plaatsen n verschillende objecten zo verdeeld zijn 
dat in elke rij en elke kolom allen objecten voorkomen.) 

3.4.16. VOORBEELD. Er zijn (op isomorfie na) twee groepen 
van de orde vier. We geven beide producttafels. 

I II 

e a b c e a b c 

e e a b c e e a b c 

a a b c e a a e c b 

b b c e a b b c e a 

c c e a b c c b a e 

Indieri men probeert latijnse vierkanten van de orde 4 
(d.w.z. 4 rijen en 4 kolommen) op te stellen dan blijkt 
dat elke poging door een hernoemen van de objecten en 
verwisse~en van rijen en kolommen in een van beide 
bov.enstaande producttafels overgaat. (De lezer puzzele 
dit uit.) Er zijn dus ten hoogste twee groepen van de 
orde 4. pat Çie producttafel een latijns vierkant is 
garandeert niet dat de productoperatie ook associatief 
is. Is hij dat wel dan is de verzameling met product
operatie volgens 3.4.13 een groep._ M~n gaat gemakkelijk 
na dat beide bovenstaande producttafels inderdaad groe
pen ~efiniëren; _men kan bijv. laten zien dat (Z(mod 4) ,+) 
isomorf is met ({e,a,b,c},I) en dat ({fuf 2 ,f3,f4},o) 
isomorf is met ({e,a,b,c},II) ,·waarin fi:R\{O}+R\{0} 

(i=l,2,3,4) gedefinieerd worden door f 1 (x) :=x, f 2 (x) :=1/x, 
f 3 (x) :=-x, f 4 (x) :=-1/x(x~O). Merk op dat blijkbaar beide 
groepen abels zijn. , 
~ls men afspreekt in de producttafels het eenheidselem~nt 
steeds op de eerste plaats te zetten, kan men· gevoegl~Jk 
de randen (de letters links van en boven de dikke 
·-~tree'p) weglaten; we zullen dit voortaan ook doen. 

.. ~ 
-~ 

•: ~I 
/ ; ' 

},<·, 
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3. 4.17. Voorbeeld 3. 4.16 .. toont aan dat iedere groep van 
de orde 4 isomorf is met ({e,a,b,c},I) of ({e,a,b,c},II). 
Men noemt een klasse van onderlinge isomorfe groepen ook 
wel een abstracte groep (vergelijk§ 2.3). Iedere repre
sentant uit zo'n klasse heet dan een model van de abstrac
te groep. Zo zegt men dat ({e,a,b,c},I) de cyclische 
groep van de orde 4 is. (Z(mod 4),+) heet dan een model 
van de cyclische groep van.de orde 4; of slordiger: een 
cyclische groep van de orde 4. De groep ({e,a,b,c},II) 
staat bekend als de viergroep van K~ein. Ook ieder model 
van deze groep noemt men dan slordigerwijze weer vier
groep van Klein. 
In het algemeen noemt men ieder wiskundig object dat 
apn zekere axioma's voldoet een model van de door die 
axioma's gedefinieerde structuur. Het nederlandsewoord 
"model" heeft twee betekenissen die gezien vanuit de 
tegenstelling abstract-concreet elkaars tegendeel Z1Jn. 
Voor de wiskundige is het model (bijv. (Z(mod 4),,)) het 
concrete. De structuur waarvan het model een realisering 
is (in ons geval ({e,a,b,c},I)) is het abstracte. Als de 
fysicus spreekt over het atoommodel van Bohr, dan duidt 
hij op een abstracte gedachtenconstructie die een be
schrijving probeert te zijn van de concrete atomen. Ook 
in het niet wetenschappelijke taalgebruik bestaat deze 
tegenstelling: scheepsmodellen zijn geen echte boten; 
fotomodellen zijn wel echte dames. 

3.4.18. We wijzen er op dat de ~anier waarop W1J 1n 
3.4.16 gevonden hadden dat er twee groepen van de orde 
vier bestaan, nl. door latijnse vierkanten van de orde 
4 op te zoeken, voor hogere ordes onbruikbaar is. De 
lezer kan een idee krijgen over de zwaarte van de eis 
van de associativiteit door het volgende tabelletje 
waarin o duidt op de orde; l het aantal onderling niet 
isomorfe latijnse vierkanten (we laten in het midden 
wat isomorf hier betekent); g het aantal onderling niet 
isomorfe groepen; a het aantal onderling niet isomorfe 
abelse groepen. 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 

l 1 1 1 2 2 12 147 >250.000 

g 1 1 1 2 1 2 1 5 

a 1 1 1 2 1 1 1 3 

De groepen van de ordes I, 2, 3, 5, 7 ZlJD cyclische 
groepen (en dus abels). De groepen van de orde 4 zijn 
de cyclische groep en de viergroep van Klein; die van 
de orde 6: de cyclische groep en s 3 (zie 3.4.3; merk op 
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dat we de naam S 3 nu gebruiken voor de abstracte groep). 
We geven nu de beide latijnse vierkanten van de orde 5. 

e a b c d e a b c d 

a b c d e a b e d c 

b c d e a b d c e a 

c d e a b c e d a b 

d e a b c d c a b e 

De eerste producttafel is -die van de cyclische groep van 
de orde 5. De tweede definieert een niet associatief 
product: (ab)c=ec=c; a(bc)=ae=a. 

3.4.19. Vanwege het grote belang van permutatiegroepen 
(zie 3.5.10) zullen we ons thans bezighouden met 
permutaties van eindige verzamelingen. We merken op dat 
de orde vanS gelijk is aan n:. We zullen thans aan de 

n 
hand van voorbeelden verschillende notaties voor permu
taties leren kennen. Zij W:={l,2,3,4,5}. 

(i) Een element f van S(W) kan dan geschreven worden 
als: 

f = [f(~) 2 3 4 
f ( ~) l f ( 2) f ( 3) f(4) 

Zo betekent: f [~ 2 3 4 ~] dat = 1 4 5 

f(l)=3, f(2)=1, f(3)=4, f(4)=5, f(5)=2. 

Is g [~ 2 3 4 i]. dan is = 
5 3 2 

fog [; 2 3 4 ~ ]. = 
2 4 1 

-1 
[; 2 3 4 ~ l· g = 4 3 1 

(i i) De permutatie. f uit (i) heel't de JUOOie eigenschap 
dat 

{1, f(1), f(f(1)), f(f(f(l))), f(f(f(f(1))))) =1~. 

' ç 

' ' 

. ···~1 ' 

i. 

4 ·• 
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we noemen zulke permutaties cyclisch. We kunnen f voor
stellen door de rij (l,f(l) ,f(f(l)) ,f 3 (1) ,f 4 (1)) (zie 
1.24.10), dus door (1 1 3,4,5,2}. We kunnen f evengoed 
voorstellen door ( 3, f (3), f 2 (3), f 3 (3), f 4 (3) )= (3, 4, 5, 2 ,1). 
Ook permutaties die niet cylcisch zijn, zoals g, kan men 
gemakkelijker noteren dan in (i) gebeurd is. We nemen 
een element van W, schrijven daarachter het beeld onder 
g, daarachter het beeld onder g 2 enz.; zodra we een ele
ment verkregen hebben dat door g op het eerste element 
wordt afgebeeld, zetten we de verkregen rij tussen 
haakjes. Daarna doen we hetzelfde met een van de even
tueel overgebleven elementen van W, enzovoort tot we 
alle elementen van W gehad hebben. 
Zo wordt g=(1,4,2,5) (3) of ook wel (3) (5,1,4,2). We zeg
gen dat we g geschreven hebben als "product van twee 
cyke Zs". Cykels van één element, zoals (3) in g, kan men 
ook weglaten. Merk op dat de restrictie vang tot w0 := 
:={1,2,4,5} wel cyclisch is met cykel (1,4,2,5)=(4,2,5,1); 
evenzo de restrictie vang tot {3}. Merk verder op dat 
de verschillende cykels in een permutatie geen elementen 
gemeen hebben, en dat de permutatie onafhankelijk is van 
de volgorde van de cykels. Men ziet zonder veel moeite 
dat iedere permutatie eenduidig bepaald wordt door cykels 
met verschillende elementen. De vermenigvuldiging van 
cykels wordt gedefinieerd als de vertaling van de samen
stelling van de er door bepaalde permutaties. Zo is 

fog = (1,3,4,5,2) {1,4,2,5) = (1,5,3,4), 

Men ziet gemakkelijk dat dit als volgt in zijn werk gaat: 
g beeldt 1 af op 4, f beeld 4 af op 5 dus een cykel van 
fog kan beginnen met (1,5 ..• ). We gaan nu door: g(S)=l, 
f(l)=3, dus we schrijven (1,5,3, ... ); g(3)=3 (de êên
elementscykel (3) schreven we niet) f(3)=4, dus 
(1,5,3,4, .•• ); g(4)=2, f(2)=1, dus (1,5,3,4). 

Om fog volledig te maken, merken we op dat fog ook nog 
de cykel (2) (want g(2)=5, f(5)=2) bevat die we niet 
opschrijven. 

(1,3,5) (2,4) kan men nu opvatten als [~ ~ ; ~ n 
en evengoed als de samenstelling van [~ ; ~ ! il en 

(~ ~ ~ ~ ~), doch het resultaat is in beide gevallen 

hetzelfde. In wat we noemden: "het schrijven van een 
permutatie als een product van cykels", is dus product 
inderdaad als vermenigvuldiging te interpreteren. 
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OPGAVEN 

3.4.20. (a) De groep s 3 heeft 6 elementen die we met de 
notatie uit 3.4.19 (ii) kunnen aangeven als: 
(1); (1,2,3); (1,3,2); (1,2); (1,3); (2,3). 
Stel de producttafel van s 3 op. 

(b) Bewijs dat de groep ({f 1 ,f 2 ,f 3 ,f 4 ,f 5 ,f 6 },o) 
van afbeeldingen van R\{0,1} in zichzelf met 
afbeeldingssamenstelling als productoperatie 
isomorf is met s 3 als 

-1 
f,(x):=x, f 2 (x):=x , f;(x):=1-x, f 4 (x):= 

:=x(x-1)- 1 , f 5 (x):=(1-x)- 1 , f 6 (x):=(x-1)x- 1 

(xER\{0,1)). 

3. 4 • 21. Bewijs dat ( ( ( 1) , (l , 2) ( 3, 4) , ( 1 , 3) ( 2, 4) , ( 1 , 4) ( 2 , 3) l , 
o) een viergroep van Klein is. 

3.4.22. Bewijs dat elk element van Sn (n~2) geschreven kan 

worden als een product van cykels met twee elementen 
(zgn. verwisselingen). Bewijs ook dat elk element van 
S

0 
geschreven kan worden als product van cykels uit de 

verzameling {(1,2),(1,3), ... ,(1,n)}. (Bij deze schrijf
wij ze kunnen sommige getalle·n in meer dan een cykel 
voorkomen. ) 

3.4.23. We eindigen deze paragraaf met enige begrippen 
die we later zullen gebruiken. Een functie van n varia-

n 
belen, F(x

1
,x

2
, ••• ,xn) (we denken ons maar F:R +R doch 

dat is niet essentieel) heet invariant onder de permu
tatie gESn indien: 

F(x1 '"2' ••• ,xn)=F(xg(l) '"g(2) ' ••. '"g(n)). 

F(x
1

, .. ,,xn) heet symmetrisch indienFinvariant is 

onde·r elk element van Sn. Zo is x
1

x
2

+x
1

x
3
+ ... +x1xn+ 

+x2x 3+ ... +xn-lxn een symmetrische functie. 

3.4.24. OPGAVE. Zij 

onder gl en onder 
glog2• 

3.5. Ondergroepen 

F ·Rn+R• gES • 
o I 1 n I 

g 2 • Bewijs dat 

g 2Esn; F invariant 

F invariant is onder 

3.5.1. Bij geordende verzamelingen (V,<) is het z6 dat 
de ordening < iedere deelverzameling wcv tot een geerden-

·i.l 
'·~ 

l 
,1·' 

"· j 

• 

' ,., 

' ! 

·~a ' 1 
···~ 

. ··m 

"1 ., ... ,, 
' 

·~'I .. 

.. 
' 
" 

' 
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de verzameling (W,<) maakt. Dit is met groepen natuurlijk 
niet zo (zie onder 3.3.8). Zij (G,·) een groep, HeG, H~~
((~,·) is zeker géén groep.) Nu is (H,·) in het algemeen 
niet een verzameling met een productoperatie. Voorbeeld: 
(G,·):=(R\(0}, }; H:={xl x<O}. Als (H,·) eenverzameling 
met productoperatie is, dus als ~h 1 EH ~h 2EH lh1•h2EH], 

is de productoperatie automatisch associatief. De semi
groep (H,·) hoeft geen eenheidselement te hebben. Voor
beeld: (G,•l:=(Z,+)r H:=N. Als de semigroep (H,·) ook 
nog een eenheidselement heeft hoeft het nog geen groep 
te zijn omdat inversen kunnen ontbreken. Voorbeeld: 
(N,) in (R\{0}, ). 

3.5.2. DEFINITIE. ZiJ' (G, •) een groep, HCG. (H, ·) heet 
een ondergroep van (G,·) indien (H,·) zelf een groep is. 

Zo is (Z,+) een ondergroep van (0,+) die op zijn beurt 
ondergroep van (R,+) is. (Q\{0}, ) is een ondergroep van 
(R\{0}, ). 
({(1),(1,2,3),(1,3,2)},o) is een ondergroep van s 3 • 
Volgens 3.4.21 heeft S 4 een ondergroep die viergroep van 
Klein is. Uit de discussie in 3.5.1 volgt onmiddellijk 
dat de volgende drie eisen tezamen nodig en voldoende 
zijn opdat (H,·) een ondergroep van (G,·) is (eis het 
eenheidselement van (G,·)): 

eEH, (i) 

(ii) ~hlEH Vh2EH [hl·h2EH]' 

(iii} VhEH ( h -lEH] • 

Als H1~ dan volgt 

is volgens (iii) 
=eEH. 

(i) uit (ii) en (iii) immers, 

h 0 -
1EH en dan is volgens (ii) 

als hoEH, 
-l 

ho ·ho = 

Het aangeven van alle ondergroepen van een gegeven groep 
behoort tot de belangrijkste taken van de groepentheorie 
(zie 3.5.10). 

3.5.3. STELLING. Zij (G,·) een groep, HeG, H1~· (H,•) is 
dan en steehts dan een ondergroep van (G,•) indien 

(i v) 

Bewijs. Dat (iv) nodig is opdat (H,·) een ondergroep 
is, is evident. Is anderzijds aan (iv) voldaan dan is 

daar Hf~ voor hoEH, h 0 ·h 0 -
1=eEH. Dus is aan (i) voldaan. 

-l -l 
Als hEH is, dan is ook h =e·h EH dus geldt (iii). Is 
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h 1EH, hzEH dan 
Dit is (ii). 

OPGAVEN 

ONDERGROEPEN 

3.5.4. Zoek alle ondergroepen van: 

(a) de optelgroep van de gehele getallen rnod 4; 

(b) de viergroep van Klein; 

129 

(c) S3; merk op dat alle ondergroepen van s 3 abels zijn. 

3.5.5. (G, ) en (R,·) ZlJn groepen. 
In GxR definiëren we een productoperatie * door: 
(a,b)•{c,d) :=(ac,b•d) voor alle (a,b)EGxR, (c,d)EGxR. 

(a) 

(b) 

Bewijs dat (GxR,*) een groep is. 

Als G1 :={ (a,e ) ' aeG, e eenheidselement van (R, ·) }, r r 
dan is (G 1 ,•) een ondergroep van (GxR,•) die iso
morf is met (G, ). Bewijs dit. 

3.5.6. (a) Als aE\v; A:={fl fES(W), f(a)=a), dan is (A,o) 
een ondergroep van (S(W) ,o). Bewijs dit. 

(b) Als UCW; B:={fl fES(W), f(U)=U}, dan is (B,o) 
een ondergroep van (S(W) ,o). Bewijs dit. 

3.5.7. Bewijs· dat de monotoon stijgende functies (1.26.9) 
uit S(R) een ondergroep va~ (S(R),o) vormen. 

3.5.8. VOORBEELD. Is (G, ) een groep, aEG dan is ({ani 
n EZ}, ) een ondergroep van (G, ) • Deze heet de door 
a voortgebrachte cyclische ondergreep. De orde van 
deze ondergroep heet de orde van a. Men ziet gemakke
lijk in dat de cyclische ondergroep-voortgebracht door 
a, als rnE·N de orde van a is, precies bestaat uit de 

elementen a,a2 , ... ,am=e (het eenheidselernent van (G, )) . 
De orde van a is derhalve gelijk aan min{n E Nj an=e}. 
We kunnen dit voorbeeld ook uitbreiden tot ondergroepen 
voortgebracht door rnee'r dan één element. Is nl. G0cG, 
G 0'ff0 dan vormt de verzameling {a 1 a 2 • .. akj kEN, 

. -l 
V.E{l kJ [ (a.EGo)v(a. EG 0 )]} een ondergroep van 

l , .•. , ~ l 

(G, ) die Go omvat. Deze ondergroep heet de door G0 
voortgebraohte ondergroep; deze is bevat in elke onder
groep van (G, ) die Go bevat. De verzameling Go heet 
een verzameling van voortbrengenden. 

''I . 
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3.5.9. ONDERGROEPEN VAN PERMUTATIEGROEPEN 
Behalve de in 3.5.6 besproken wijze, zullen we nog een 
andere rnanier bekijken om ondergroepen van S te ver-

n 

krijgen. Zij F:Rn+R en zij I(F) :={fES I F invariant onder n . 
f} dan is (I (F), a} een ondergroep van S . (De lezer veri

n 
fiëre dit.) Een bijzonder belangrijke ondergroep vanS 

n 
verkrijgen we indien 

:= 

De ondergroep van S die deze functie invariant laat 
n 

heet de alternerende groep van n elementen; notatie: A . 
n 

De elementen van An heten even permutaties; de elementen 

van Sn\An heten oneven permutaties. 

Het grote belang van ondergroepen van permutatiegroepen 
komt tot uitdrukking in de volgende stelling. 

3.5.10. STELLING. (Cay~ey). Iedere groep (G, ) is isomorf 
met een ondergroep van de permutatiegroep (S(G) ,a). 

Bewijs. De afbeelding r :G~G gedefinieerd door 
g 

V G [ l (x) :=gx] is voor iedere gEG een element van 
XE g 

S(G). Het is niet moeilijk in te zien dat ((~ 9 1 gEG},o) 

een ondergroep van (S(G),o) is en dat de afbeelding 
~:G+(~gl gEG} gedefinieerd door VgEG ( ~(g):=~9 J een 

isomorfisme is. 

We hadden in plaats van de 

bruiken: rg_ 1 gedefinieerd 

permutaties l ook kunnen ge
g 

door VXEG [ r
9

(x) :=xg] (gEG). 

3.5.11. Enkele notaties. Zij (G, ) een groep H1 CG, H2CG, 
aEG. 

aH 1 := (ah I hEHl}, 

H1a := (hal hEHl}, 

HlH2 := lh 1h 2 1 h 1 EH 1 , h2EH2} 1 

Hl 
-1 (h- 1

1 hEH 1 } . := 
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Op grond van (Gl) kunnen we ingewikkelde uitdrukkingen 
opschrijven zoals aH 1bH 2cd. Hoe men het ook opvat deze 
verzameling is steeds gelijk aan {ah 1bh 2cdl h 1eH 1 , h 2EH2}. 

Is H een ondergroep dan geldt H- 1=H=HH. 

3.5.12. STELLING. Zij (G,) een groep, (H,) een onder
groep, dan is de relatie R in G gedefinieerd door 

xRy 
-1 

:~ xy EH (x,yEG) 

een equivaZentierelatie. De -equivalentieklasse die aEG 
bevat is Ha. 

Bewijs. De reflexiviteit, symmetrie, en transiviteit 
van R volgen achtereenvolgens uit 3.5.2 (i), (iii) 

-1 -1 -1 
((xy ) =yx ) , en (ii). Is ha een element van Ha dan 

-1 -1 -1 -1 
geldt aRha want a(ha) =a(a h )=eh EH. Dus alle elemen-
ten van Ha behoren tot de equivalentieklasse van a. 

Geldt anderzijds aRb en dus ook bRa dan is ba-l=hEH 
voor zekere hEH en dus b=haEHa. 

De equivalentieklassen van R heten de rechternevenklassen 
van H. Alle rechternevenklassen zijn gelijkmachtig want 
r _

1 
beeldt Ha één-éénduidig af op Hb. 

a b 
Voor eindige groepen heeft 3.4.13 een aantal belangrijke 
gevolgen waarvan we er enige opsommen. 

3.5.13. De orde van iedere ondergroep van een eindige 
groep {G, ) is een deler van .de orde van (G, ) • 

3.5.14. De orde van ieder element in een eindige groep 
is- een deler van de orde van de groep. 

3.5.15. Iedere groep waarvan de o~de een priemgetal isJ 
is cyctisoh. 

3 .. 5.16. Is (H, ) een ondergroep van een eindige groep 
(G, ), dan heet het aantal rechternevenklassen van H de 
index van ·(H, ) . 

Men z·iet. gemakkelijk dat voor iedere ondergroep van (G, ) 
geldt dat het product van index en orde gelijk is aan de 
orde van de groep. 

3.5.!7. DEFINITIE. Is (G, ) een groepJ gEGJ dan definië
ren we i :G+G door 

g 
-1 

[ ig (x) :=gxg I 

···~ ·,' ,, 'f, 

. . . ' 
',' ,. 

' :: .:' 

. 
' ' 

i,'/ 
".' ,:~ 

' 

,. 
--... , 

:t. 
··-1 

:_))· 

'Ij' 

" .:f' 
.•• I 

I 
'' 1_ 

,,,· ', 
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Voor iedere g is 1
9 

een isomorfisme van (G, ) op zich

zelf; 1
9 

heet het inwendige automorfisme voortgebracht 

door g. (Automorfisme is een naam voor een isomorfisme 
van een groep op zichzelf.) 

3.5.18. Geheel analoog aan 3.5.12 laat men ook zien dat 

xLy:~y- 1xEH (x,yEG) een equivalentierelatie is. De 
equivalentieklassen van deze relatie heten linkerneven-
1'7---~·· ·•-- u n~ l~~~=rno••on~l~~~~ ~iP a b-va• 1"5 aH f\.VI.<.VOO::.H V"""" uo '-''-- ..__.., .. ~.._..._ .. ._~._ •••• ----- -·-- • <;:: _ 1_., , 0 

De nevenklassen aH en Ha zijn gelijkmachtig want i beeldt 
a 

Ha één-éénduidig af op aH. In een abelse groep zijn de 
linker- en rechternevenklassen van iedere ondergroep H 
dezelfde verzamelingen. In het algemeen is dat nïet zo. 
We geven een voorbeeld. In s 3 beschouwen we de onder
groep H:={ (1), (1,2)}; linkernevenklassen van H zijn nu: 
( (1), (1,2) }; ( (1,3), (1,2,3) }; ( (2,3), (1,3,2) }, terwijl 
de rechternevenklassen zijn { (1), (1,2) }; { (1,3), (1,3,2) }; 
( (2,3)' (1,2,3) }. 

3.5.19. DEFINITIE. Een ondergroep (H, ) van een groep 
(G, ) heet een normale ondergroep (ook: normaaldeler of 
invariante ondergroep) indien iedere Zinkernevenklasse 
van H ook een rechternevenklasse ie. 

Uit deze definitie volgt dat als aH~Hb is, ook aH=Ha is, 
want als ae=aEHb is aRb en derhalve Ha=Hb. 

3.5.20. STELLING. Een ondergro~p (H, ) van (G, ) is dan 
en slechts dan normaal indien aan één van de volgende 
voorwaarden voldaan is: 

(a) V gEG [ gH~Hg] 

(b) V gEG [ ig (H)CH] 

Bewijs. Verificatie. 

Het belang van de normale ondergroepen komt aan het licht 
in de volgende discussie. We zouden graag voor de rechter
nevenklassen van een ondergroep H een productoperatie 
definiëren door te zeggen: het product van de nevenklas
sen Ha en Hb is de nevenklasse met representant ab, dus 
Hab. (Vergelijk 2.4.3, 2.4.4 en 2.4.5.) We zullen echter 
laten zien dat dit alleen mogelijk is indien H normaal 
is. 

' 
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3.5.21. STELLING. Zij (G, ) een groep~ (H, ) ondergroep. 
Dan geldt 

VaEG VbEG [HaHb=Hab] 

dan en steehts dan als H normaal is. 

Bewijs. 
(i) Zij H normaal. Nu is HaHb=aHHb=aHb=Hab. 
(ii) Door specialisatie van het gegeven volgt dat voor 

elke aEG HaHa- 1=H. Voor ~lle h 1 ,h 2EH geldt derhalve 
-1 

h 1ah 2 a EH, en dus is voor alle aEG: ia(H)CH. Zij 

hEH, dan is h=a(a- 1ha)a- 1 en omdat a- 1haEH (daar 
i _

1
(H)cH), volgt hEia(H). Dus ia(H)=H voor alle 

a 
aEG. Pas 3.5.20 (b) toe. 

Gebruikmakend van 3.5.21 bewijst men zonder enige moeite: 

3.5.22. STELLING. Is (N, ) een normale ondergroep van 
(G, ) dan vormen de nevenklassen van N met de boveninge
voerde productoperatie een groep. 

Deze groep van nevenklassen heet de factorgroep van G 
naar N; notatie G/N. 

OPGAVEN 

3.5.23. (a) Bewijs dat iedere ondergroep van een cyclische 
groep, cyclisch is. 

(b) Bepaal alle ondergroepen van (Z (mod 18),+). 

3.,5.24. Zij aEG, (G' ) een groep. Bewijs dat H :={xEGI 
a 

~a=ax} een ondergreep· vormt. Is dit een normale onder
.·groep? Bewijs dat n Ha een normale ondergroep vormt. 

a EG 
(Deze heet het centrum vanG.) 

3. s·. 25. Bewijs dat iedere ondergroep met index 2 een 
normale ondergroep is. Bewijs dat de index van An in 

Sn twee is. Wat is de factor~roep Sn/An? 

3.5.26. Zij (G, ) een groep, (H, ) een ondergroep en 
(N 1 , ) , (N 2 , ) normale ondergroepen. Bewijs dat HN 1 
een onde~groep vorm:t en dat N1N2 en N1nN 2 normale 
ondergroepen . vormen. 

'' 

; 
":~ 
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3.5.27. Bepaal achtereenvolgens de ondergroepen van S4 
bestaande uit de elementen die 
(a) het element 4 invariant laten, 

(b) de elementen 2 en 4 invariant laten, 

{c) de uitdrukking x 1x2tx 3x4 invariant laten, 
(d) de uitdrukking x 1x 2tx 3tx4 invariant laten. 

3.5.28. 

(<1) Bepail de 
s,. 

. 
linker- en rechternevenk1<3ssen van s 3 

(b) Bewij·S dat de viergroep van Klein: 

in 

V 4 : = ({ ( 1) , ( 1 , 2) ( 3, 4) , ( 1, 3) ( 2, 4 ) , ( 1 , 4) ( 2 , 3) } , o ) een 
normale ondergroep van S4 is. 

(c) Bewijs dat S 4/V4 isomorf is met S3. 

3.5.29. Zij mEN; dan vormt mZ:={mxl XEZ} een normale 
ondergroep van (Z,+). Bewijs dat de factorgroep van 
(Z,T) naar deze ondergreep, Z/mZ, isomorf is met 
(Z(mod m) ,+). 

3.5.30. Zij (G, ) een groep en (H, ) een ondergroep van 
(G, ·). (GxG, ) is een groep met de gebruikelijke verme
nigvuldiging: 

V (g 1 ,g2 )EGxG V(g,,g:)EGxG[(gl,g2) (g,,g,):=(glg3,g2g4)]. 

We definiëren: 

D := ( (h,h) EG x Glh E H} • 

a) Bewijs dat (D, ) een ondergroep is van (GxG, ) . 
b) Als H bevat is in het centrum vanG (zie 3.5.24), dan 

is (D, ) een normale ondergroep van (GxG, ). Bewijs dit. 

3.5.31. Zie 3.5.5. Bewijs dat (G 1 ,*) een normale onder
groep is van (GxR,* ). Bewijs dat de factorgroep (GxR) /G 1 
isomorf is met (R, ). Vergelijk dit met 3.5.30. 

3.6. Hotnoinorfie; directe producten van groepen 

3.6.1. DEFINITIE. Zij (G, 
Zing met productoperatie. 
homamorfisme van (G, ) in 

* ) een groep; (G , *) een verza-
Een afbeelding ~:G~G* heet een 
(G* ,*) indien: 

3.6.2. STELLING. Is ~een homamorfisme van de groep (G, ) 
in (G*, *) dan is (1./J (G) ,*) een groep. Het eenheidselement 
van deze groep is ~(e), waarbij e het eenheidseZement van 
(G, ) is. De inverse van tjJ(a) is ~(a-1). 
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Bewijs. Het is triviaal dat* associatief is in $(G). 
De rest van het bewijs is analoog aan 3.3.20. 

Op grond van deze stelling kunnen wij ons bij de bestu
dering beperken tot homamorfismen van een groep (G, ) op 
een groep (G*,*). 

3.6.3. VOORBEELD. Zij (G, ) een groepr (N, ) een normale 
ondergreep. De afbeelding ~:G+G/N gedefinieerd door 
$(a}:=aN(aEG) is een hornomorfisrne van de groep (G, ) 
op de factorgroep van G naar N. 

Dit voorbeeld karakteriseert homamorfismen zoals blijkt 
uit de volgende stelling. 

3.6.4. STEL~ING. Zij W een homamorfisme van een groep 
(G, ) op (G ,*). Dan is N:=w+-{{ljl(e) }) een normale onder
groep van (G, ) en (G*,•) is isomorf met G/N. 

Bewijs. Als ljl(e)=:e*, ljl(h 1 )=e*, ljJ(h 2 )=e* dan is ook 
-1 * * -1 * * * + * 

~(h 1 h 2 )=e •(e) =e •e =e. Wegens 3.5.3 is~ ({e }) 

een ondergroep van (G, ). VoOr iedere a is aNa- 1cN om-
-1 -1 * -1 * dat ~(aNa )=~(a)•~(N)•~(a )=~(a)•e •(~(a)) =e. 

-1 -1 -1 -1 -1 -1 
Dus·.·is ook: a. NacN; a(a Na)a CaNa ; NcaNa ; aNa =N; 
Nis een normale ondergroep (3.5.20 (b)). Nu betekent 

-1 -1 * -1 
~(a)=f(b) dat ~(ab )=~(a)•(~(b)) =e, dus ab EN. 
Hieruit volgt dat voor elke x*eG* de verzameling 
W+({x*}) juist één nevenklasse van N is. ~+is dus een 
één-éénduidige afbeelding van G* op G/N. Bovendien is 
~+ een homamorfisme van G* op G/N. Het is dus een iso
morfisrrie. 

De normale ondergroep N heet de kern van het homomorisme ~. 

OPGAVEN 

3.6.5. Eerste isomorfiestelling. Zij (G, ) een groep, 
(N, ) een normale ondergreep, (H, ) een ondergreep, 
dan vormt N een normale ondergroep in HN; HnN vormt 
een normale .Ondergreep in H. Bovendien zijn HN/N en 
H/HnN isomorf. Bewijs dit (zie 3.5.26). 

3.6.6. Tweede isomorfiestelling. Zij (G, ) een groep, 
(N, ) en (H, ) normale ondergroepen van (G, ). Dan is 
HN/N een normale ondergroep van G/N en G/HN is isomorf 
met (G/N)/(HN/N). 

~I 
I 

·"·, -',' 

I 

,, .. ;,.; 
'·.·' 

' ·'' 

-: ,; 
-'i': 

\.,,., ,_ 

' .. / 
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3.6.7. Bewijs met behulp van de eerste isomorfiestelling 
dat in iedere ondergroep van S de even· permutaties 

n 
een normale ondergroep met index l of 2 vormen. 

3.6.8. We zullen nu een begrip leren kennen, dat we voor 
groepen in dit boek niet zullen gebruiken, maar waarvan 
we wel een analogie zullen zien (3.14.41). 

DEFINITIE. Zij (G, ) een groep met eenheidselement e. 
Laat G1 .,,. C2 ondergroepen !-'armen. G heet het d-trecte 
pPoduat van de onder>g:roepen Gr en G2 (notatie: G=G 1®G2 ) 
indien 

(o) 

(i) 

VgtEGt "g,EG2 ( 9J92=g,gtJ, 

G1nG 2 = {e), 

G = G1G2. (i i) 

Aan de 
merken 
g=gt92 

eis (o) is automatisch voldaan als G abels is. We 
op dat voor elk element gEG de schrijfwijze 
met g 1EG 1 , gzEG 2 eenduidig is. Als immers g 1g 2= 

=h 1h 2 is, 
-1 

hzgz EGz 
h,=g,. 

-1 -1 -1 
dan volgt dat h 1 g1=h 2g 2 is, maar h 1 g1EG 1 , 

-1 -1 
dus h 1 g1=e=h 2g2 en dit betekent h 1=g1, 

OPGAVEN 

3.6.9. Zij G=G 1®G 2 . Bewijs dat (G 1 , ) en (G 2 , ) normale 
ondergroepen van {G, ) zijn. Bewijs dat G/G 1 isomorf 
is met G2 en G/G 2 met G1. 

3.6.10. Bewijs dat de viergroep van Klein het directe 
product is van twee cyclische ondergroepen van de orde 2 • 

3.6.11. OPMERKING. In 
pen (G, ) en (R,·). 
w~arvan Gl={(g,er) I 
R1 ={ (e ,r) I rER, e g g 

3.5.5 gingen we uit van twee groe
We verkregen een groep (GxR,*), 
gEG, er eenheidselement van R} en 

eenheidselement van G} normale 

ondergroepen vormen (zie 3.5.31). In deze situatie is 
(GxR,*)=G 1®R 1 . Bovendien is (G 1,*) isomorf met (G, ) , 
(R1 , *) isomorf net (R, ·). Men noemt nu ook (GxR, *) wel 
direct product van G en R en schrijft: (GxR,*)=G®R, 
d.w.z. men identificeert (G, ) en (G 1 ,*) en ook (R,·) 
en (R 1 ,•). 
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3. 7. Ringen en lichamen 

3.7.1. We zullen nu bestuderen verzamelingen, R, waarin 
een tweetal productoperaties ~1 1 $ 2 :RxR~R gedefinieerd 
zijn. We zullen meestal~~ (a,b) als a+b, ~ 2 (a,b) als ab 
noteren; in overeenstemming met het gebruik van § 3.3 
noteren we de verzameling R met beide productoperaties 
als (R, +, ) . Als R c R, betekenen a+b en ab steeds de ge
wone som en het gewone product van de reële getallen a 
en b. 

3.7.2. 
aan de 
(Rl) 
(R2) 

(R3) 

DEFINITIE. (R,+, ) heet een ring als voldaan is 
volgende drie eisen. 

(R,+) is een commutatieve groep. 
(R, ) is een semigroep~ d.w.z. de product
operatie in (R, ) is associatief. 

(distributieve wetten). 

3.7.3. DEFINITIE. De ring (R,+, ) heet commutatief indien 

vaER vbER [ab=ba]. 

Men noemt (R,+) de additieve groep van de ring. Het een
hEüdselernent van deze groep wo'rdt het nulelement van de 
ring genöernd. We schrijven ·het ook als 0. De inverse van 
a in (R,+) wordt met -a aangegeven. We gebruiken ook.de 
verdere notatieafspraken uit 3.3.17. 

3.·7.4. VOORBEELDEN. (R,+, ) , (0,+, ) ,. (Z,+, ) en 
{Z·(rnod m) ,+, ·) (zie 2.4.5) zijn commutatieve ringen. 

3. 7. 5. De lezer zal geen moeili·jkheden hebben alle voor
komende reken~egels in een ring te bewijzen. Zo bewijst 
rnen.gernakkelijk dat: 

= ab 1 tab 2 + ••• +abn} 

(b 1+b 2+ ... +bn)a = b
1

a+b 2 a+ ... +bna 

a(b-c)=ab-ac want a(b-c)+ac=a(b-c+c)=ab (a,b,cER). 

De laa.tste regel heeft tot ·gevolg dab aO=O; uit (b-c) a= 
=ba7<;:a volgt Oa=O. 

"~,! 
" 

' 
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3.7.6. DEFINITIE. A~s (R,+, ) een ring is) aER, bER, 
a101b, en ab=O dan heten a en b nuldelers; a heet een 
linker nuldeler en b een rechter nuldeler. 

Voorbeeld: in (Z(mod 6),+,·) zijn 2 en 3 linker en rech
ter nuldeler want ~·l=l·2=~ (2·3=0{mod 6)). 

3.7.7. DEFINITIE. Zij (R,+, ) een ring. Een element e 
heet het eenheidselement van de ring als e het eenheida
element van de semigroep (R, ) is. 

We zeggen dus date het eenheidselernent is (uit 3.3.11 
volgt dat er ten hoogste één eenheidselement is) indien 
V R [ae=ea=a]. In alle voorbeelden van 3.7.4 heeft de aE · 
ring een eenheidselernent. Een voorbeeld van een ring 
zonder eenheidselernent krijgt men aldus: zij (G,+) een 
abelse groep van orde >1 en met groeps-eenheidselernent 
0. We definiëren een productoperatie door te zeggen: 
'ifgEG V hEG [ g·h=01. Nu is (G,+, ·) een ring zonder een-

heidselement. Ook (2Z,+, ) is een ring zonder eenheids
element. Als (R,+, ) een ring is met eenheidselement e, 
dan is efO tenzij R={O). Als nl. atO, aER dan geldt 
aO=O, ae=a dus O#e. De ring {0} is niet bijzonder in
teressant; we zullen deze wel als uitzondering bij som
mige beweringen moeten vermelden. 

3. 7.8. DEFINITIE. Zij (R,+, ) een ring met eenheidsele
ment; een element aER heet regulier als a in (R, ) een 
inverse heeft. 

Is U de verzameling van de reguliere elementen, dan ziet 
men zonder veel moeite dat O~U en dat (U, ) een groep is, 
mits de ring uit tenminste twee elementen bestaat. 

3.7.9. VOORBEELDEN. In (R,+, } en (0,+, ) zijn alle ele
menten die ongelijk aan 0 zijn.regulier. In (Z,+, ) 
zijn alleen 1 en -1 regulier. In deze drie ringen ZlJn 
er geen nuldelers. In (Z(mod m),+, ) zijn regulier alle 
elementen ~met (k,m)=l. 

3.7.10. VOORBEELD. Zij V een niet lege verzameling. Voor 

elementen van RV definiëren we: 

V V V ((f+g)(x):=f(x)+g(x), 
f E Rv g E Rv xEV 

(fg) (x) :=f(x)g(x)]. 
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V 
Nu is (R ,+, ) een commutatieve ring (zie 1.26.2). Deze 
heeft als eenheidselement de afbeelding i met 
V XEV [ i (x) : = 1] . 

Een afbeelding f:V~R is dan en slechts dan regulier 
indien "xEV [f(x);'O] Een element is een nuldeler 

indien lxEV [f(x)=O] en lxEV [f(x);'O]. 

OPGAVEN 

3.7.11. ZijWeen niet lege verzameling. Dan is 
(P(W),~,n) een commutatieve ring. Bewijs dit. 
Zijn er in deze ring nuldelers, .een eenheidselernent, 
reguliere elementen? 

3.7.12. Zij (R,+, ) een commutatieve ring. Een element 
aER heet quasiregulier indien er een a'ER bestaat met 
a+a'-aa'=O. Zij Q de verzameling der quasireguliere 
elementen. Laat o gedefinieerd zijn door VaER VbER 

[ aab:=a+b-ab]. Bewijs dat (Q, o) een groep is. 

3.7.13. DEFINITIE. Een ring (R,+, ) , R~{O}J met eenheida
element heet een lichaam indien elk element uit R\ {0} re
gulier is. 

Is der ring bovendien corrunutatief dan spreekt men van een 
commutatief lichaam. (R, +., ) en (Q, +, ) zijn lichamen. 
(Z(m6d ffi) ,+,·) is alleen dan een lichaam indien m priem 
is (3.4.4). Men ziet onmiddellijk dat een lichaam geen 
nuldelers heeft. (Z, +, ) is geen licha-am (zie ook 3. 7. 19) . 
(R\{0}, ) is een groep en heet de multiplicatieve groep 
van het lichaam. Vaak wordt onder een lichaam een commu
tatief lichaam verstaan en spreekt men van een scheef 
lichaam al.s niet cornmutätief bedoeld wordt. 

3.7.14. DEFINITIE. De 
isomorf indien er een 
(gehe~en isomorfisme) 

'(' 

* .· 
ringen (R,+, ) en (R,e,*) heten 
één-éénduidige afbeelding~ ~~ 
van R op R* bestaat zo dat 

3.7.15. DEFINITIE. Zi;j (R,+,.) een ring~ SCR. Als (S,+, ) 
e.en ~ing is dan heet (S,+, ) een deelring van (R,+, ), 

Het ·begrip deelring ·is analoog aan het begrip ondergroep 
uit § 3.5. Een deellichaam van een lichaam is een deel
ring. die een lichaam is. 

:f 
'·' 

,,, 

' 

' :~ 
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3.7.16. STELLING. Zij (R,+, ) een ring en zij SCR, S~~. 
(S,+, ) is dan en slechts dan een deelring van (R,+, ) 
indien 

V aES V bES [ a-bES, abES] • 

Bewijs. Pas 3.5.3 toe. 

3.7.17. OPGAVE. Zij 
we voor alle (m,a) 

(Ri~,·) een ring. In 
en (n,b) uit ZxR: 

ZxR definiëren 

(m, a) e (n ,b) := (m+n, a+b) , (rn,a) * (n,b) :=mn ,mb.f-na+a •b. 

Bewijs dat (ZxR,e,*) een ring met eenheidselement is. 
Zij w:~{ (O,a) I aER}. Bewijs dat (W,.,,•l een deelring 
is van (ZxR,e,*), die isomorf is met (R,+,·). Op de 
hier beschreven wijze kan men iedere ring in een ring 
met eenheidselement inbedden. 

3.7.18. DEFINITIE. Een commutatieve ring met eenheida
element en zonder nutdelers heet een integriteitsgebied. 

Uit wat we reeds weten volgt dat (Z,+, ) een integri
teitsgebied is. In 2.4.4 (opgave) beschreven we de con
structie van een lichaam (0,+, ) waarin we het integri
teitsgebied (Z,T, ) isomorf konden-inbedden. Een analoge 
constructie is mogelijk in ieder integriteitsgebied 
(dat niet bestaat uit 0 alleen!). Het geconstrueerde 
lichaam heet het quotiëntenZichaam van het integriteits
gebied. We beschrijven nu deze constructie; de lezer 
verifiëre alle details. 

3.7.19. CONSTRUCTIE VAN HET QUOTI~NTENLICHAAM VAN EEN 
INTEGRITEITSGEBIED 

Zij (R,t, ) een inte9riteitsgebied; het eenheidselement 
zij e. Zij v:~{ (a,b) 1 aER, hER, b;lO}. 
We definiëren voor alle (a,b)EV, (c~d)EV: 

( (a,b)-(c,d)) :~ (ad~bc). 

Het is niet lastig te verifiëren dat deze relatie een 
equivalentierelatie in V is. We noteren de equivalentie-

klasse waartoe (a,b) behoort als Ê . In de verzameling, 

Q, der equivalentieklassen definiëren we nu productope
raties $ en * door: 

ad tbc 
bd 

a c -·-b d 
ac 

:= bd ((a,b), (c,d)EV). 
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We moeten nagaan dat deze definities zinvol zijn, door 
te laten zien dat ze onafhankelijk zijn van de gekozen 
representanten van de elementen van Q (vergelijk§ 2.4). 
We laten deze verificatie aan de lezer over evenals die 
van alle volgende stappen. Nu is (Q,~) een commutatieve 

Q. a . -a groep; het eenheidselernent is e' de inverse van b ~s 1)• 

Voorts kan men laten zien dat (Q\{Q},*) een commutatieve 
e 

groep is; het eenheidselernent is :; de inverse van Ê is 

~ ; (uit Ê1~ volgt afO). De volgende ~tap is dat we 

laten zien dat (Q,e,*) een lichaam is, doordat we veri
fiëren dat aan de distributieve wetten {R3) voldaan is. 
(Q,$,*) heet het quotiintenliohaam van (R,t, ). 

Zij R:={a:l aER}; men moet nog laten zien dat (R,$,*) 

een deelring is van (Q,$ 1 *) die isomorf is met (R,+, ) . 
We kunnen desgewenst (R,+, ) en CR,$,*) identificeren. 
We merken nog op dat de constructie van het quotiënten
lichaam zo zuinig mogelijk is, in die zin dat ieder 
iichaam dat een deelring bevat die isomorf is met {R,+, ) 
ook een deellichaam bevat dat isomorf is met (Q,$,*). 
Uit deze opmerking trekken we nog een belangrijke con
clusie. 

3.7.20. STELLING. Laat (R,+, ) een liohaam Z~Jn ~aarvan 
het eenheidselement e voldoet aan V N [ne~OJ. Dan nE 
bevat (R,+, ) een de eZ.lichaam dat isomorf is met (Q,+, ) • 

Bewijs. ({nel nEZ},+, ) is isomorf met (Z,+, ). 

OPGAVEN 

3.7.21. G~ na dat de in 3.7.19 beschreven constructie 
ook mogelijk is voor een commutatieve ring zonder 

·nuldelers, maar zonder eenheidselement. Vervang daar
toe overal in 3.7.19 e door een-willekeurig element r 
uit de ring met r~O. 

3.7.22. Als het integriteitsgebied (R,+, ) een lichaam 
is dan levert de constructie van 3.7.19 (een lichaam 
·isomoi:-f met) (R,+, ) . Ga dit na. 

3. 7 .·23. Bewijs dat ieder eindig integri te i tsgebied een 
'lichaam is. 

3o7.24. Bewijs dat in een corn,mutatieve ring de binorni
a~lformule van Newton_ 
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( n n n n-1 n n-1 n 
a+b) =a +(

1
)a b+ .•• +(n_

1
)ab +b 

geldig is (zie 1. 27 .12). 

3.8. Idealen; homom.orfie van ringen 

Zoals het begrip deelring analoog is aan het begrip 
ondergreep~ zo spelen de thans te definiëren idealen in 
de theorie van de ringen de rol van de normale onder
groepen in de groepentheorie. 

3.8.1. DEFINITIE. Zij (R,+, ) een ring. Een dee.lring 
(S,-t, ) heet een ideaal, indien 

'I S 'I R [ arES, raES] 
aE rE 

Indien in plaats van de laatste voorwaarde slechts geldt: 
VaES VrER [ raES} dan spreken we van een linksideaal; 

analoog is het begrip rechtsideaal. Is S#R dan spreken 
we van een echt ideaal. 
In iedere ring (R,+,) is ({0},+,) een ideaal: het nul
ideaaL. 

3.8.2. VOORBEELDEN. In (Q,+, ) is (Z,+, ) een deelring 
die geen ideaal is. In (Z,+, ) is (mZ,t, ) een ideaal 
(m E N) • 
Zij V een niet lege verzameling, v 0 niet-lege deel-

verzameling van V, dan vormt I(V 0 ) :={f E RVI f(V 0)={0)) 

een ideaal in (Rv,+, ). 
Zij (R,+, ) een commutatieve ring, aER, dan vormt 
{na tra I n EZ, rER} een ideaal. Het heet het door a 
voortgebrachte hoofdideaaZ. Men gaat zonder moeite na 
dat het door a voortgebrachte hoofdideaal het kleinste 
(tn de zin van inclusie) ideaal is dat a bevat; we 
kunnen dit 11 kleinste" ook formuleren door op te merken 
dat het hoofdideaal de doorsnede is van alle idealen 
die a bevatten. We merken ook nog op dat indien de com
mutatieve ring (R,+, ) een eenheidselement heeft, het 
door a voortgebrachte hoofdideaal geschreven kan worden 
als {ral rER}. Zij (R,+, ) een commutatieve ring met 
eenheidselement. Zij R0cR, Ro#~ dan vormt 
{r

1
a

1
+ ••• +rkakl kEN; a 1 , •.• ,akER0 ; r 1 , ... ,rkER} een 

ideaal, het door (de elementen van) R0 voortgebrachte 
ideaaZ; notatie: (R 0). Hoofdidealen zijn dus juist de 
idealen die door één element worden voortgebrachte 
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3.8.3. STELLING. Van een lichaam (R,+, ) is het nulideaal 
het enige echte ideaal. 

Bewijs. Stel dat een ideaal S een element a, afO bevat. 
-1 -1 

Dan is daar a ER, ook aa =eES en dus is {rel rER}=RcS. 
Dus R=S. 

We zullen van nu af aan veronderstellen dat de beschouwde 
ringen commutatief zijn en een eenheidselement bezitten. 
De lezer die geïnteresseerd is in abstracte algebra, 
doet er.goed aan voor zichzelf de theorie ook voor niet 
commutatieve ringen voort te zetten: Binnen het bestek 
van dit boek zullen we slechts enkele keren niet commu
tatieve ringen ontmoeten (nl. in 3.15.17 en 3.16.4), 
waarvan we de ringeigenschappen echter nauwelijks zullen 
benutten. 
De nu volgende theorie heeft grote gelijkenis met een 
deel van § 3.5. 

3.8.4. DEFINITIE. Zij (R,+, ) een commutatieve ring met 
eenheidselement" zij (S,+, ) een echt ideaal; we defi
niëren: 

V aER VbER [ (a:b (rnod S)) :~(a-bES)] • 

We noemen deze relatie: congruentie modulo het ideaal S. 
Men verifieert onmiddellijk dat dit een equivAlentiere
latie is·. (Dit is zelfs het geval indien S slechts een 
deeliing en geen ideaal vormt.) We noemen de equivalen
tieklassen: restklassen modulo S. De verzameling van de 
restklassen noteren we R(mod S) of soms ook R/S. (In 
deze terminologie zouden we in plaats van Z(mod m) moeten 
zeggen· Z(mod mZ).) We willen nu van de verzameling van 
de restklassen een commutatieve ring met eenheidselement 
maken. Het gehele proces is volledig analoog aan 2.4.5. 
We voeren een notatie voor de restklassen in: a:=a+S:= 
:='{a+sl SES}. 
We definiëren nu: a+b:=a+b, a·b:=ab (a,bER). 
Indien a;;:a' (mod s):- b:::b' (mod-S) däll is a+b:a'+b' (roodS} 
en ab:a'b' (roodS) daar ab-a'b'=(a-a')b+(b-b')a'. Dit be
tekent dat de bovenstaande regels inderdaad productope
rat~es in R(mod S} definiëren. 

3.8 .. 5. STELLING. Met bovenstaande notaties is 
(R(mód S) ,+, ·) een commutatieve "'f'ing ,met eenheidseZement. 

' "-i 

·Bewijs. Verificatie analoog aan 2.4.3. 

De ring (R(mod S),+,·) heet de restklassenring van R 
naar het ideaal s. Evenals factorgroepen te voorschijn 

' ' 

,,.; 

" 
" ._,,, 
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kwamen bij homamorfismen van groepen, zo komen restklas-· 
senringen naar voren bij homamorfismen van ringen. 

3.8.6. DEFINITIE. Zij (R,+, ) een commutatieve ring (met 
eenheidselement e); (R*,-i-,*) een commutatieve ring (met 
eenheidselement e*). Een afbeelding ~:R+R* vanRop R* 
heet een homamorfisme indien: 

Uit deze definitie volgt op analoge <.·!1Jze als voorheen: 
~(e)=e*: ~(0)=0*: ~(-a)=-~(a) voor alle aER (vergelijk 
3.6.2). 

3.8.7. VOORBEELD. Is (S,+, ) een ideaal in (R,+, ) dan 
is ~:R+R(mod S) gedefinieerd door V R [~(a):=a] een aE -
homamorfisme van (R,+, ) op (R(mod S),+,•). 

De lezer zal de nu volgende stelling die uitspreekt dat 
dit voorbeeld homamorfismen karakteriseert al wel ver
wachten. 

3.8.8. STELLING. Zij ~ een homamorfisme van (R,+, ) op 
(R*,.f.,*), dan vormt S:=t/!+({0*}) een ideaal in (R,+, ) en 
(R*,+,*) is isomorf met (R(mod S),+, ). 

Het bewijs van deze stelling is van dezelfde soort als 
dat van 3.6.4 zij het iets langer. We laten het aan de 
lezer over dit bewijs te formuleren. Het ideaal t/!+({0*}) 
heet de kern van het homamorfisme t/J. 

3.8.9. We hebben reeds een aantal idealen in (Z,+, ) 
leren kennen nl. de hoofdidealen (mZ, +, ) (mEN). Hierbij 
valt het op dat sommige van de restklassenringen 
(Z(rnod m) ,+,·) lichamen zijn, nl. indien m priem is, en 
dat de restklassenringen voor samengestelde rn geen lich
aam zijn. Deze opmerking is de motivering voor de nu 
volgende beschouwingen. 

3.8.10. ·DEFINITIE. Zij (R,+, ) een commutatieve ring met 
eenheidselement. Een echt ideaal (S,+, ) heet een maxi
maal ideaal indien voor ieder echt ideaal (5 0 ,+, ) uit 
ScS 0 volgt S=S 0 • 

We merken op dat de echte idealen in een ring met echte 
inclusie als ordeningsrelatie een partieel geordende 
verzameling vormen en dat een maximaal ideaal een maxi
maal element van.deze geordende verzameling is (zie 
2.7.5). 
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3.8.11. STELLING. Zij (R,+, ) een commutatieve ring met 
eenheidselement~ (8,+ 1 ) een ideaal in (R,+, )_,dan vormt 
S dan en slechts dan een maximaal ideaal indien voor elke 
a~S het door {a}US voortgebrachte ideaal R is. 

Bewijs. 
(i) Als ({a}US) een echt ideaal is, is s niet maximaal 

daar SC ( {a} US) CR, S;" ( {a} US) . 
(ii) Als S niet maximaal is, dan is er een echt ideaal 

So met ScSo, S~So. Neem aeS 0 \S, dan is Sc({a}uS)c 
CS 0;"R. 

3.8.12. STELLING. Zij (R,+, ) een commutatieve ring met 
eenheidselement; (S,t, ) een ideaal in (R,+, ) . 
(R(mod S) ,+, ) is een lichaam dan en slechts dan indien 
(S, +, ) een maximaal ideaal is. 

Bewijs. 
(i) Zij (S,+, ) een maximaal ideaal. We zullen laten 

zien dat (R(mod S)\{0},·) een commutatieve groep 
is. €=e+S is eenheidSelement; we tonen nu aan dat 
voor-iedere a~S er een b in R is z6 dat a·b=e 
Uit a~S volgt dat ({a}uS)=R. Dus e=ab+s VoOr-ze
kere bER en sES, maar dit betekent: e=ab=a·b. 

(ii) Neem aan dat (R(mod S),+, ) een lichäaro-iS,-en 
stel dat er een ideaal (S 0 ,+, ) is met S#So, scs 0 . 
Als aES 0 \S, dan is afO in R(rnod S). Voor iedere 
eER is äus a·x=c oplosbaar (3.4.11, 3. 7.5), d.w.z. 
voor ·iedere-cË.K-is er een bER met ab-cES, dus 
ab-cES 0 , dus cES 0 , dus S 0=R, dus (S,+, ) is maxi
maal ideaal. 

OPGAVEN 

3.8.13. Bewijs dat (mZ,+, ) (m>l) dan en slechts dan 
maximaal ideaal is indien m priem is. 

3.8.14. Bewijs dat een echt ideaal·geen reguliere ele
menten bevat. 

3.8.l,S. Zij {S,+, ) een maximaal ideaal in de commutatieve 
ring met eenheidselernent (R,+, }. 
Bewijs dat uit abES volgt (aES)v(bES). 
Een ideaal met de eigenschap dat uit abES volgt 
(aES) v (bES) heet een priemideaaL 

3.8.16. Beschouw de ring uit 3.7.10. Bewijs dat voor elk 
element vEV de verzameling I((v}) :~(f E RVI f(v)~OJ een 
maximaal ideaal vormt. Bewijs dat ( RV (mod\ I ( { v}) ) , +, • ) 
isomorf is met (R,+, ) voor elke vEV. 1 

·~ 
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3.8.17. Bepaal alle echte idealen en alle maximale ide
alen in de ringen (Z,t, ) en (Z(mod 18) ,+, ) . 

3.9. Enige bijzondere ringen 

3.9.1. POLYNOOMRINGEN 
Zij '(R, t, ) een commutatieve ring met eenheidselement. 

We beschouwen uitdrukkingen van de vorm anx 0 ta
1

x
1

t ••. + 
V ~ 

+ n b'. R . . 0 n anx waar lJ a 0 ,a1 , ... ,anE Zl]n en x , ... ,x een r~J 

symbolen is; dergelijke uitdrukkingen noemen we polynomen 
of veeltermen; is a ~0 dan heet n de graad van het poly-

n 
noom; a0 , ... ,an heten de coëfficiënten. De verzameling 

van deze polynomen geven we aan met R[x]. We definiëren 
een optelling en vermenigvuldiging voor veeltermen door: 

n k n k 
n 

k I akx + I bkx := I (ak+bk)x ' 
k~O k~O k~O 

[Jo akxk] [ I bl xl] 
rn+n 

:= I c xP waarin 
l=O p=O 

p 

c = I akbl. p k+l=p 

(De laatste som is de som van alle producten akbl waar

voor k+Z=p is.) De vermenigvuldiging komt dus overeen 
met de bekende vermenigvuldiging van veeltermen met 
reële coëfficiënten. Met deze definities iS (R[x],+, ) 
een ring. 

Een manier om de polynoomringen in te voeren die niet 

b k k d · · b 1 ° n · d ge rui maat van e r~J sym oen x , •.. ,x, •.. 1s e 

volgende. Zij Z+={xEZf x;;::Q}. We beschouwen 

We definiëren voor alle f,gEV: 
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"nEZ+ [f+g)(n) := f(n)+g(n); (fg)(n) := 

:= I f(k)g(1Jl. 
k+1=n 
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Dan is (V,+, ) een ring, die isomorf is met (R[x],+, ) . 

De polynomen van de vorm a 0xO vormen een deelring die 
isomorf is met (R,+, ) . We identificeren daarom a 0x 0 met 
a 0 , d.w.z. we bedden (R,+, ) in (R[xJ,+, ) in. 

OPGAVEN 

3.9.2. Bewijs dat als (R,+, ) een integriteitsgebied is 
ook (R[x],+, ) een integriteitsgebied is. 

3.9.3. Bewijs dat het hoofdideaal ({x}) in (Z[x],+, ) 
een priemideaal is, maar geen maximaal ideaal is (zie 
3.8.15). 

3.9.4. Bewijs dat ({l+x2}) een maximaal ideaal is in 
(R[x],+, ). Definieer in R2 de bewerkingen+ en* door: 

(a 1 , a 2) + ( b 1 , b 2 ) : = (a 1 + az , b 1 + bz ) '• 

Bewijs dat (Rz,+,*) een lichaam is dat isomorf is met 
(R[xJ(mod({l+x2))),+, ). 
(Alleen voor lezers die de complexe getallen kennen 
(zie § 4.4): bewijs dat (R2,+,*) en dus 
(R[x](mod({l+x2))),+, ) isomorf is met (C,+, )). 

3.9.5. DEFINITIE. Een integritei~sgebied (R,+, ) waarin 
iedero ideaal hoofdideaal is (d.w.z. voortgebracht word-t 
door een enkel element) heet hoofdideaalring. 

3.9.6. VOORBEELD. (Z,+, ) is een hoofdideaalring. Laat S 
een ideaal in (Z,+, ) vormen. Als S#{O} dan wordt 
(S,+, ) voortgebracht door min(S nN)=:s. zOu er nl. 
baS zijn die geen veelvoud van s is dan kunnen we 
schrijven b=qs+r met O<"r<s (3.2.8),. maar dan is r:;::b-qsES 
in tegenspraak met het feit dat s het kleinste posi
tieve getal in S is. 

3.9~7. DEFINITIE. Een integritei~sgebied (R,t, ) heet een 
Euclidis'che ring indien .ei' een afbeelding v: R\ { 0}-+Z+ 
bes:f;ap;t met de volgende eigenschappen: 

,• 

.'.> 

... 
l 

''l ····, 
~· 

' : l· . 
~,., 

·.> 

' ' 

' . ' >' 
', ·,! 

' 
·I i 
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(i) "aER\{0) "bER\{0) [ v(ab)~v(a)]' 

(i i) 

( ( r=O) v ( v ( r) < v (a) ) ) I 

VOORBEELDEN 

3.9.8. (Z,+, ) is een Euclidische ring; we nemen 
v(n) :=In I (n EZ\{0}). 

3.9 

3.9.9. AlsKeen lichaam is dan is K[x] een Euclidische 
ring. De functie v is hier de functie die aan ieder 
polynoom zijn graad toevoegt. 

3.9.10. STELLING. Iedere Euclidische ring is een hoofd
ideaal-ring. 

Bewijs. Vormt S een ideaal ongelijk aan het nulideaal, 
dan bevat S een element siO waarvoor v(s) minimaal is. 
Volgens (ii) geldt nu voor ieder element bES dat b te 
schrijven is als b=qs+r met r=O of v(r)<v(s), tevens 
is r=b-qsES. Daar v(s) minimaal is, volgt r=O en dan 
ook S= ( { s} ) • 

3.9.11. GEVOLG. Als Keen Zichaam is, ~s K[x] hoofd
ideaal-ring. 

3.9.12. Zij (R,+, ) een integriteitsgebied. We zeggen 
a is een deler van b (notatie: aib), indien 3rER [ ra=b] 

(a,bER). 
Als er een element c bestaat zó dat cla, cib en uit dia 
en dlb volgt die dan zeggen we dat c een grootste gemene 
deler van a en b is. We merken op dat volgens de boven
staande definitie de grootste gemene deler niet eenduidig 
bepaald is. Is u een reguliér element van (R,+, ) en is 
c een g.g.d. van a en b, dan is ook cu een g.g.d. van a 
en b; omgekeerd zijn c 1 en c 2 beide g.g.d. van a en b, 
dan is er een regulier element u met c 1=c 2 u. 

3.9.13. OPGAVE. Bewijs dat in een hoofdideaalring (R,+, 
elk tweetal elementen, a en b, niet beide gelijk aan 
0 een g.g.d., c, heeft waarvoor geldt: c=d 1a+d 2b voor 
zekere d1 ,d2ER. 

3.9.14. OPGAVE. Formuleer en verifieer de algoritme van 
Euclides ter bepaling van een eventuele grootste ge
mene deler van twee elementen in een willekeurige 
Euclidische ring (zie 3.2.6). 
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3.9.15. DEFINITIE. Zij (R,+, ) een in~egriteitsgebied; 
aER. Een eLement bER heet geassocieerd met a indien b=au, 
met u regulier. Een deler van a die niet regulier is~ en 
niet geassocieerd met a heet een echte deler van a. 
Een element p~O, dat niet regulier is en geen echte 
delers heeft heet een priemelement, of irreducibel ele
ment. 

Uitgaande van deze definities kan men in integriteitsge
bieden een ontbindingstheorie ontwikkelen. We zeggen dat 
een integriteitsgebied een factorontbindingsring is in
dien-elk niet regulier element dat ongelijk aan 0 is, te 
schrijven is als een product van priemelementen, en als 
deze schrijfwijze eenduidig is op de volgorde der facto
ren en op reguliere factoren na. Het belangrijkste 
resultaat van de ontbindingstheorie is de stelling dat 
iedere hoofdideaalring een factorontbindingsring is. We 
verwijzen de geïnteresseerde lezer naar [ 27] (§ 22). 

3.10. Lichamen 

3.10.1. Zij (R,t, ) een lichaam (zie 3.7.13). De door
snede van een willekeurig aantal deellichamen (3.7.15) 
van (R,+, ) is weer een deellichaam. We beschouwen de 
doorsnede van alle deellichamen van het lichaam (R,t, ); 
dit is het kleinste (in de zin van inclusie) lichaam 
dat in (R,+, ) bevat is. we noemen het het priemlichaam 
van (R,+, ) . Als (P,+, ) dit prienllichaam is dan zijn 
zeker OEP en eEP. 

3.10.2. STELLING. Zij (R,+, ) een lichaam; (P,+, ) zijn 
priemlichaam. Nu geldt: at er is een priemgetal p zodat 
(P,t, ) isomorf is met (Z(mod p) ,+, ·)., àf {P,+, ) ·is iso
morf met (0,+, ). 

Bewijs. Zij .Z.:={ne] n EZ} dan is ZCP. (Z,+, ) is een 
commutatieve ring, (ne+me=(n+m)e,_ (ne) (me)=(niD)e) met 
eenheidselement, en de afbeelding lj;:Z-*Z gedefinieerd 
doOr 1Ji (n) :~ne (n EZ) is een ringhomomorfisme van 
(Z-,+, ) op (Z,+, ) . Volgens ·3.8.8 is (Z,t, ) dus iso
mOrf met een restklassenring van (Z,+, ) naar een ide
aal, ·de kern van het hornomorfisme. Volgens 3.9.6 is 
dit ideaal'een hoofdideaal: het is van de vorm kZ met 
k E z+. We onderzoeken nu welke waarden k kan hebben·. 
Het is mogèlijk dat k~O (d.w.z. uit n#m volgt netme), 
dan is (Z,t, ) isomorf met (Z,t, ) en dus een integri
teitsgebied. In dit geval leert 3.7.20 dat (P,t, ) 
isomorf is met (0,+, ). 
Het is niet m?gelijk dat k=l; dan zou immers O=e. Het 
is evenmin mogelijk dat k niet priem is, want als 
k~nm met n<k en rn<k, dan zou in Z en in R dus ook gel-

' 
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den (ne) (me)=O, terwijl nefO, mefO, maar een lichaam 
bezit geen nuldelers. Tenslotte merken we op dat als 
kwel een priemgetal is (Z(rnod k),+, ) zelf een lichaam 
is. Het is dan ook isomorf met (P,+, ) . 

Uit deze stelling volgt dus in het bijzonder dat het 
prièmlichaam van ieder lichaam commutatief is. 

3.10.3. DEFINITIE. Het getal kuit het bewijs van 3.10.2 
heet de kar.akterisDiek van het lichaam (R,+, ). 

Het rekenen in lichamen van karakteristiek fO, zal enige 
moeilijkheden voor de beginner met zich mee brengen. 

3.10.4. OPGAVE. Zij (R,+, ) een commutatief lichaam met 
karakteristiek p, p>O. 

(a) Bewijs dat uit na=rna voor zekere n,rnEZ, aER, a#O 
volgt dat n=m(mod p). 

(b) Bewijs dat VaER VbER [ (a+b)P=aP+bp]. 

J.lO.S. Zij (R,+, ) een lichaam; (S,+, ) een echt deel
lichaam, dan noemt men (R,+, ) een uitbPeiding van 
(S,+, ). Zij s 0cR\S, dan is de doorsnede van alle deel
lichamen die sus 0 bevatten het kleinste lichaam dat sus 0 
bevat; we noteren dit kleinste lichaam (S(S 0 ),+, ). Dit 
lichaam is een uitbreidÎng van (S,+, ), we zeggen dat het 
uit (S,+, ) ontstaat door adjunctie (of lichaamsadjunctie) 
van de elementen van s 0 • In de theorie der lichamen en 
in die der algebraïsche vergelijkingen speelt lichaams
adjunctie een belangrijke rol. We onderscheiden algebra
ische uitbreidingen en transcendente uitbPeidingen. 
(S(S 0),+, ) heet algebraïsch t.o.v. (S,+, ) als ieder 
element s 0 van s 0 algebraïsch t.o.v. S is, d.w.z. dat 
er een polynoom p(x) in S[x] bestaat z6 dat p(s 0 )=0. Is 
de uitbreiding niet algebraïsch dan noemen we deze 
transcendent. Als voorbeelden vermelden we dat (0({/2, 13, 
/5}) , +, ) een algebraïsche uitbreiding van (0, +, ) is en 
{0({",/2}) ,+, ) een transcendente uitbreiding. We bekijken 
nu alleen het geval dat s 0 bestaat uit één enkel element; 
in dat geval spreken we van een enkelvoudige uitbPeiding. 
Bovendieri nemen we aan dat alle lichamen commutatief 
zijn. Het bewijs van de volgende stelling heeft zekere 
gelijkenis met dat van 3.10.2; ieder lichaam is immers 
een uitbreiding van zijn priemlichaam (zie ook 3.20.1 en 
volgende) . 

3.10.6. STELLING. Zij {R,+, ) een commutatief lichaam) 
(S,+, ) een echt deellichaam; sER\S. Nu geldt: àf er is 
in S[x] een onontbindbare veeltePm k(x) :=a

0
+a 1x+ ••• +anxn, 
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a
0
ES, •.• ,a ES, a r!O, waarvoor geldt k(s}=O en (S({s}) ,+, 

n n 
is isomorf met (S[xl (mod((k(x) }) ) ,+, ·) àf voor elk poty
noom f(x) in S[x] is f(s)~O. In het laatste geval bestaat 

S((s}) uit aUe uitdrukkingen f(s) (g(s) J-\ waarbij f(x) 
en g(x) elementen van S[x] zijn en ~aarmee gerekend wordt 
als met rationale functies. 

Bewijs. (Vergelijk 3.10.2.) S(s):-(a
0

+a s+ ... +a snl 
1 n 

nEZ+, a
0

ES, ••• ,anES} is zeker bevat in S({s}). 

(S(s),+, ) is een commutatieve ring met eenheidselement. 
De afbeelding ~:S[xJ~s(s) gedefinieerd door 

~(a 0 ta 1 xt ••• +anxn) :=a0 ta1s+ •.. +ansn is een ringhomomor

fisme van het integriteitsgebied (S[x],+,) op (S (s) ,+, ). 
De kern van dit homamorfisme is een ideaal in S[x]. 
Volgens 3.9.11 is dit ideaal in S[xJ een hoofdideaal; 
het is dus van de vorm k(x)S[xJ. We onderzoeken nu wat 
k(x) zijn kan. Het is mogelijk dat k(.x)=O(=O+Ox+ •.. +Oxn), 

dan is a
0

+a 1s+ ... +ansn alleen gelijk aan 0 indien 

a
0
=a 1= ... =an=O. (S(s),+, ) is dan isomorf met het inte

griteitsgebied (S[x],+, ). In dit geval leert 3.7.19 
dat (S{{s}),+, ) isomorf is met het quotiëntenlichaam 
van (S[x],+, ). We hebben te maken met een enkelvoudige 
transcedente uitbreiding. Het is nu zeer eenvoudig in 
te zien dat elk element van S({s}) inderdaad geschre-

ven kan worden als f(s) (g{s))- 1 . Het is niet mogelijk 
dat k(x)S[x]-S[x] dus dat k(x)-a 0 fO, want dan zou w(e)-0 
hetgeen onmogelijk is. Het is evenmin mogelijk dat 
k(x) ontbindbaar is in twee polynomen van lagere doch 
positieve graad, want als k(x)=m(x)n(x), O<graad m(x) < 
<graad k(x), 0 <graad n(x) <graad k(x) dan zou in R: 
m(s)n(s)-0, m(s)fO, n(s)fO, hetgeen onmogelijk is. 
Ten.slotte merken we ·op dat als k (x) wel een onontbind
baar polynoom is (S[x](mod((k(x)))) ,+,·) zelf een 
Li.chaam is en derhalve isomorf met (S({s}) ;+, ) . 

In het laatste geval hebben ·we te maken met een enkel
voudige algebraïsche uitbreiding; k(x)=O heet een defi
niërende vergelijking van deze uitbreiding. 

3.10.7,. VOORBEELD. (C,+,) is een enkelvoudige algebra
iSche uitbreiding van (R,+, ) met definiërende verge
lijhng x 2 +l-O (zie 3.9.4). 

3.10:,8. OPGAVE 

(a) Bewijs dat in het geval van een enkelvoudige alge
braïsche uitbreiding, (S({s}),+, ) , de in 3.10.6 

·~- ' , 
·~- ~ 
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gevonden veelterm p(x) een polynoom is van de laag
ste graad waarvoor p(s)=O.Laat de graad van p(x) ge
lijk n zijn; n heet dan ook de graad van de uitbreiding. 

(b) Bewijs dat ieder element van S({s}) eenduidig te 
n-1 schrijven is als a 0 +a1s+ ... +an_ 1s met a 0ES, ... , 

a 1es (zie 3.20.2). n-

(c) Zij f(x) een veelterm in S[x] waarvoor geldt f(s)=O. 
Bewijs dat f(x) in S({s})[x] deelbaar is ~nor 
(x- s) . 

3.10.9. De voorafgaande beschouwing ging er van uit dat 
we een element van een lichaam (R,+, ) aan een deelli
chaam (S,+, ) adjungeerden; in de praktijk wil men echter 
een proces toepassen, dat het lichaam (S,+, ) uitbreidt 
zonder dat we van te voren weten dat we binnen een li
chaam (R,+, ) blijven. Uit het bovenstaande blijkt dat 
we dat kunnen doen door de restklassenring van (S[x],+, 
naar een maximaal ideaal (dus voortgebracht door een 
irreducibel polynoom van positieve graad) te beschouwen, 
of door het quotiëntenlichaam van (S[x],+, ) te nemen. 
Het is mogelijk beide gevallen te beschrijven als ver
kregen door symbolische adjunctie van één enkel element. 

OPGAVEN 

3.10.10. Bewijs dat (Q((/2}),+, ) isomorf is met 
(Q((-12)) ,+, ) . 

3.10.11. Bewijs dat (R[x](mod((x 2+x+l))),+, ) een enkel
voudige algebraïsche uitbreiding is van (R,+, ) . Geef 
een element sEC zodanig dat (R({s}) ,+, ) isomorf is met 
dit lichaam. 

3.10.12. We besluiten deze paragraaf met enige opmerking
en over eindige lichamen. Men kan bewijzen (maar wij op 
dit moment niet) dat alle eindige lichamen commutatief 
zi.jn. Men noemt een eindig lichaam ook wel Galcis lichaam, 
(in het engels: Galcis Field, afkorting GF). 
Het priemlichaam van een eindig lichaam is uiteraard 
eindig, dus een eindig lichaam heeft positieve karakter
istiek. Zij de karakteristiek: p; in 3.20.5 zullen we zien 
dat er dan een nEN en elementen a 1 , ... ,an bestaan zodanig 

dat ieder element d van het eindige lichaam eenduidig 
geschreven kan worden als: d=c 1a 1+ •.. +cnan waarbij 

c 1 , ... ,cn elementen zijn van het priemlichaam dat isomorf 

is met GF(p) :=(Z(mod p) ,+,·). Hieruit volgt: 
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3.10.13. STELLING. Het aantal elementen van een eindig 
Zichaam is een macht van de karakteristiek. 

3.10.14. We vermelden zonder bewijs nog een tweetal 
eigenschappen van eindige lichamen (de geïnteresseerde 
lezer zij verwezen naar [ 27] ( § 40)) • 

(i) Alle lichamen met n elementen zijn isomorf. Als er 
een eindig lichaam is met n elementen noteren we 
dit met GF(n). 

(ii) Alle elementen ;10 van GF(n) (indien dit bestaat) 
zijn machten van éénzelfde element, geheten primi
tief element, d.w.z. de rnultiplicatieve groep van 
GF(n) is cyclisch (van de orde n-1). 

3.10.15. VOORBEELD. Als f(x) een irreducibel polynoom is 
van de graadmin GF(p)[xl, dan is (GF(p)[x](mod 

({f(x)})),+, ) een lichaam met pm elementen, dus GF(pm). 
Zo krijgt men GF(2 4 ) als de restklassenring van GF(2)[_~l 
naar het ideaal voortgebracht door x~+x+l (de lezer 
verifiëre dat dit polynoom in GF(2)[x] onontbindbaar 
is). Ook kunnen we volgens 3.10.9 GF(2 4 ) verkrijgen 
door symbolische adjunctie van een element (we noemen 
het maar weer x) dat voldoet aan x4+x+1=0. In dit geval 
blijkt x het primitieve element uit 3.10.14 en xlS=1. 
Zo vinden we als elementen van GF(2 4): 

0, x 0=1, x, x2, x3, x4=x+1, x 5=x2+x, x6=x 3+x2, 

x7=x3+x+1, x8=x2+1, x9=x3+x, xlD=x2+x+1, xll=x3+x2+x, 

xl2=x3+x2+x+1, xl3=x3+x2+1, xl4=x3+1. 

Als nevenresultaat zien we rlat in GF(2)[~ ieder irre
ducibel polygoom van de graad 4 (of n) deler is van 

xlS+l (of x 2 - 1+1). 
'Merk verder op dat elk irreducibel polynoom p van de 
graad 4 in GF(2)[x] in het lichaam GF(24)[x] te ont
binden· is· ·in 4 factoren van de eerste graad. 

OPGAVEN 

3.10.16. Toon aan dat x2+1 in GF(3)[x] irreducibel is. 
Wè nemen (GF(3)[x](mod((x2+1})),+, ) als model van 
GF(.9). Bepaal in dit geval een primitief element a van 
GF(9). Toon aan dat in GF(3) [x] het polynoom x 4+1 
product ·is van twee irreducibele polynomen en dat a 
nulpunt is van één van deze polynomen. 

'3.10.17. Zij a primitief element van GF(27). Bewijs dat 
(x~aZ) (x-a6) (x-aiS.) een polynoom is in GF(3)[x] en dat 
dit polynoom een irreducibele factor van 1+x+x2+ ••• +x 1 2 
is. , 

'' 1 



154 ALGEBRA 

3.10.18. Bepaal een uitbreiding van GF(2) waarin het 
polynoom x 5Tx2+1 vijf nulpunten heeft. 

3.11. Lineair geordende commutatieve lichamen 

3. ll 

De fundering van het getalbegrip in hoofdstuk 4 zal ge
bruik rnaken van commutatieve lichamen, die tevens lineair 
geordende verzamelingen zijn. We definiëren ordening in 
,~-~--~- d~~~ ~ ~ ,, 0 "t" • l t .. .l...L ..... u<-um:::u ""'"""~ aan ..... e geven '~.'!ëP.: p.s1 1.eve e ernen en ZlJn. 

3.11.1. DEFINITIE. Een commutatief Zichaam (R,+, ) heet 
geordend als er een deelverzameling PeR ié aangewe.zen 
met de volgende eigenschappen: 

* (01 ) V' xEP V' yEP [ XTyEPj ' 

(02*) 
VxEP V'yEP { xyEP] , 

(03 *) 
VxER [ (xEP)~ (-x\IP)] • 

(04 *) VxER [ (x=O)v(xEP)v(-xEP)] 

De elementen van P heten positief. We zien dat steeds 
eEP is. Ne definiëren de relatie < door: 

V'XER V'yER [ (x<y) :~(y-x)EP]. 

Nu geldt: 

3.11.2. STELLING. Zij (R,T, ) een geordend lichaam, dan 
is (R, <) een lineair geordende verzameling. 

Bewijs. We verifiëren (01), (02) en (03) uit § 2.6. De 
transitiviteit van de relatie.< volgt uit (Ol*). De anti
reflexiviteit volgt uit (03~) waaruit we immers meteen 
concluderen O~P. Uit (04*) volgt (03) zonder moeite. 

3.11.3. VOORBEELDEN. (R,T, ,<) en {Q,T, ,<) zijn (line
air) geordende (commutatieve) lichamen. We zullen ze 
voortaan aanduiden met R en Q en de rest weglaten. 

3,11.4. We merkten reeds op dat eEP, dus e+eEP enz., 
daar 0\IP betekent dit dat V' N [ne#O]. Volgens 3.7.20 

nE 
bevat ieder geordend lichaam dus (0,+, ) als deelli
chaam (op isomorfie na). Men gaat gemakkelijk na dat 
a ook ordeningsisamorf in ieder geordend lichaam inge
bed is. (Merk op dat ook het integriteitsgebied 
(Z,+, ) isomorf in (R,+, ) ingebed is.) Op grond van 

deze inbedding kunnen we notaties als ~e gebruiken. 
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3.11.5. In ieder geordend lichaam heeft men het begrip 
interval. 

(a,b) := {xERI a<x<b), (a,b] := {xERI a<x<bl, enz. 

3.11.6. DEFINITIE. ZiJ (R,+, ,<) een geordend lichaam~ P 
de verzameling der positieve elementen. De absolute 
waarde, I 1 .. is een afbeelding van R in PU{O} zodat: 

I a I : = {a als a EP, 

-a als aj!P. 

3.11.7. OPGAVE. Zij (R,+, ,<) een geordend lichaam. Be
wijs voor alle a,b,cER. 

(i) 

(i i} 

(iii) 

(iv} 

(v) 

I a I = 1-a I , 
lab I = lallbl, 

·als a<c<b, dan lcl<rnax{lal,lbll, 

la+bl<lal+lbl (driehoeksongelijkheid), 

la+bl=lal+lbl dan en slechts dan als 

(a=O) v (b=O) v (ab>O). 

3.11.8. DEFINITIE. -Het geoPdiJnde lichaam (R,+, ,<) heet 
archimedisch geordend indien: · 

V l N[ne>a) aER n E -

Gevolgen: V aER 3n EN [ -ne<a] , 

V aER,a>O 3n EN 
[ le<a] • 

n 

Als voorbeelden noemen· we R en a. Is een lichaam niet 
archirnedisch geordend dan zijn er elementen die groter 
dan ieder element re (rE Q) zijn, en ook elementen die 
groter dan 0 zijn maar kleiw:;!r dan alle re(r E O,r>O). 

3.12. Boole algebra 

3.12.1. DEFINITIE. Zij (R,+, ) een ring (niet noodzake
lijk commutatief). Een element aER hëet idempotent indien 
a 2;;::a. 

' 

" 

', j 
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Als de ring een eenheidselement heeft is dit een idempo
tent element; 0 is idernpotent. In (P(V),~,n) is elk ele
ment idernpotent; in (Z,+, ) zijn alleen 0 en 1 idernpotent. 

3.12.2. DEFINITIE. Een Booteringis een ring met een
heidaeLement waarvan elk element idempotent is. 

Een voorbeeld van een Boole ring is {P(V),~,n) (we nemen 
steeds ViJ) (zie 3.7.11); een ander voorbeeld is GF(2). 

3.12.3. VOORBEELD. Indien we in {GF(2))V definiëren {u.b. 
VJ' 0) : 

'i! xEV [ ( f +g) (x) : = f (x) +g (x) ( mod 2) ; 

(f·g) (x) :=f(x) ·g(x) (mod 2)] 

voor alle f,gE(GF(2))V dan is ((GF(2))v,+,·) een Boole 
ring die isomorf is met (P(V) ,.;.,n), (vergelijk § 1.25, 
2.4.10, 2.6.30, 3.4.10, 3.7.11). 

EIGENSCHAPPEN 

3.12.4. Zij (R,+, ) een Boole ring; dan geldt voor iedere 
aER: a+a=O. 

Bewijs. a+a=(a+a) 2 =a 2+a 2+a 2+a 2=a+a+a+a. Dus a+a=O. 

3.12.5. Iedere Boole ring is commutatief. 

Bewijs. Laat a, b elementen van een Boole ring zijn. 
Dan is a+b=(a+b)2=a2+ab+ba+b 2=a+ab+ba+b. Dus ab+ba=O. 
Wegens 3.12.4 is ook ab+ab=O; derhalve ab=ba. 

3.12.6. we zullen nu definiëren wat men onder een Boole 
algebra verstaat; het zal blijken dat iedere Boole alge
bra op eenvoudige wijze in een Boole ring getransformeerd 
kan Worden en omgekeerd. 

DEFINITIE. Een BooZe algebra is een verzameling B 
waarin aangegeven zijn twee elementen 0 en e~ twee pro
ductoperaties A en v en een afbeelding ~:B4B geheten 
camplementering (we noteren ~ (b)=:b*) zodat voor alle 
a,b,cEB voldaan is aan: 

( 1) O*=e e*=O 

( 2) aAO=O ave=e 
(0 heet nu Ze Zement van A, e heet nu Ze tement van v) 

(3) aAe=a avO=a 
(e is eenheidselement van A, 0 is eenheidselement van V) 

( 4) aAa*=O ava*=e } (dualiteit: ( 4) ' (5) 
(5) (a*)*=a en (6) samen) 
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(6) (a•b)*=a*vb* 

(7) aoa=a 

I 8) aAb=bM 
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(avb) *=a* Ab* 

ava=a 

avb=bva 
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(dualiteit) 

(idempotentie) 

(commutativiteit) 

(9) a•(b•c)=(a•b)•c (avb)vc=av(bvc) 

(10) aA(bvc)=(a•b)v(a•c) 
(associativiteit) 

av(b•c)=(avb)•(avc) 
(distributiviteit) 

Men kan met een veel kleinere collectie eisen volstaan en 
de overige daaruit afleiden, maar dat is voor ons thans 
van geen.belang. 

3.12.7. VOORBEELD. Als V=/-VJ, dan is (P(V),u,n,*) een Boole 
algebra met e:=V, 0:=~. 

Het gemak van het werken met Boole algebra•s in plaats van 
met Boole ringen is het dualiteitsbeginsel (zie§ 1.11). 
Vanuit het standpunt van de algebra zijn de ringen simpeler 
zoals een enkele blik op de definities al doet zien. De 
lezer denke steeds aan het voorbeeld (P(V),u,n,*,~,V). 

3.12.8. STELLING. Zij (B,v,A, * ,O,e) een Boo'le al-gebra. We 
·definiëren a+b:={aAb*)v{bAa*) {a,bEB). Dan is {B,+,A) een 
Boo'le ring met 0 als nu'lelemerzt en e als eenheidselement. 

Bewijs. Verificatice De lezer zal merken dat + analoog 
is aan het symmetrische versChil van verzamelingen. Hij 
kan dus desgewenst zijn bewijs dat (P{V) ,~,n) een Boole 
ring is cop~eren. Ook het bewijs van de volgende stel
ling is geduldige verificatie. 

3.12.9. STELLING. Zij {R,+, ) een BooZe ring met eenheida
el-ement e. We definiëren voor alle a,bER: 

aAb:=ab; avb:=a+b+ab; a*:=e+a. 

Dan is (R,v,A,*,o,e) een Boo·le algebra. 

In § 2.8 hebben we, als toepassing van partieel geordende 
verzamelingen, tralies bekeken. We laten de verificatie 
van;de beide volgende stellingen die uitspreken dat elk 
Boole tralie ·tot een Boole algebra gemaakt kan worden en 
omgekeerd aan .de lezer over. {Vergelijk ook 3.4.10.) 

3-.12.10. STELLING. Zij (X,< 0 ) een Boole tralie (zie 2._8.26). 
We definiëren voor alle x,yEX: 

xvy:=sup{x,y}, x*: het complement van x, 

XAy:=inf{x,y}, 0:= min X,·-

e:::: max X. 

pan 1.-s -(X,v,A,*,O,e) een Boole algel;;ra. 
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3.12.11. STELLING. Zij (B,v,A,*,O,e) een BooZ.e algebra. 
We definiëren voor alle a,bEB: 

(a<ob) :~ (aAb=a en a;;'b). 

Dan is (B,<o) een Boole tralie waarin min B = 0, rnax B = e. 
inf{a,b}=aAb, sup{a,b}=avb en het complement van a is a*. 

3.12.12. De begrippen Boole deelalgebra, Boole deelring, 
en isomorfie van Boole algebras en Boole ringen zijn zo 
voor de hand liggend dat we ze niet zullen formuleren. 
De fundamentele representatiestelling van Boole ringen 
(algebras) is de stelling dat iedere Boole ring (algebra) 
voor zekere verzameling V isomorf is met een Boole deel
ring van (P(V),.;.,n) (Boole deelalgebra van (P(V),u,n,*,!'J,V). 
Het valt echter ver buiten het bestek van dit boek een 
bewijs van deze stelling te geven. We zullen slechts een 
bewijs geven voor het geval dat de Boole ring (R,+, ) 
eindig is. Deze representatiestelling onderstreept nog
maals het belang van het werken met verzamelingen en van 
het rekenen module 2. 

3.12.13. Niet zonder reden kozen we voor de bewerkingen 
in een Boole algebra dezelfde symbolen als voor en en of 
in de logica. In 1.18.19 merkten we op dat er analogie 
bestaat tussen de en (A) en of·(v) uit de logica en n en 
u uit de verzamelingenleer. We kunnen deze analogie nu 
volkomen doorzien. Zij V een verzameling van propositie
veranderlijken V={p,q, ... ,r}. We nemen gemakshalve aan dat 
V eindig is, zeg n elementen heeft. Zij W de verzameling 
van alle propositievormen opgebouwd met de veranderlijken 
p,q, ... ,r, de symbolen A, ven I en haakjes. (We kunnen 
de andere logische symbolen in A, v en I uitdrukken; zo 
is voor propos i tievormen L en r1. de vorm L~M. een afkorting 
van 1 (Lvr-1).) Voor de elementen van W definiëren we een 
equivalentierelatie: we zeggen L gelijkwaardig met R als 
L0 R een steeds ware propositievorm is (zie 1.18.5). In de 
verzameling van de equivalentieklassen van deze relatie 
(wê noteren de klasse waarin L ligt met L; de verzameling 
van klassen heet W), definiëren we A, v en 1 door Lt-.!1:= 
:=LAI1.; LVI1:=LV!1; 'lL:=IL. Op dezelfde wijze als in § 2.4 
zouden we-moeten liten-zien dat deze definities onafhanke
lijk zijn van de gekozen representanten. We noemen de 
klasse van alle steeds ware propositievormen 1 en de klas
se van alle nooit ware propositievormen 0. We-hebben nu: 

3.12.14. STELLING. (W,v,A,I,0,1) is een Boole algebra die 
isomorf is met (P(P(\T)),u,n,*,j,P(V)). 

Bewijs. We gebruiken waarheidstafels (1.18.2). Omdat V 
uit n elementen bestaat zijn er zn verschillende wijzen 
om aan elk van de veranderlijken p,q, ... ,r de waarde 0 
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of 1 toe te kennen. Merk op dat elk van deze 2n moge
lijkheden eenduidig correspondeert met een deelverza
meling van V. Met iedere klasse uit W correspondeert 
in de waarheidstafel een koloffi van 2n nullen en enen. 
Deze kolommen zijn op te vatten als karakteristieke 
functies van elementen van P(P(V)); zo'n kolom is name
lijk de karakteristieke functie van die deelverzameling 
van P(V) die bestaat uit de deelverzamelingen van V die 
corresponderen met de rijen waar in de kolom een 1 
staat. Ter voltooiing van het bewijs merken we op dat 
de kolommen van LvM, LAM en IL uit die van L en M ont
staari op dezelfde WijZe-als kärakteristieke-functies 
berekend worden, namelijk door cornponentsgewijze optel
ling, vermenigvuldiging en camplementering module 2. 
Zo hebben we bewezen dat (W,v,A,I,0,1) isomorf is met 
de Boole algebra gevormd dOor de karakteristieke func
ties op P(V) met waarden in GF(2). Wvormtdus zelf 
een Boole algebra. De algebra van dë karakteristieke 
functies is isomorf met die gevormd door P(P(V)). 
( 3. 12. 8 , 3. 12. 9 en 3. 12. 3) . 

3.12.15. We zullen ons voor de verdere bestudering van 
het "Boole rekenen" bedienen van de taal van de Boole 
ring. De liefhebber van een andere taal zal zonder moeite 
alle begrippen en beweringen kunnen omzetten in de taal 
der Boo1e a~gebra of in Uie van het Boole tralie. We 
zullen ons allereerst bezighouden m~t de eigenschappen 
van'maxirnale idealen van een Boole ring. 

3.12.16. STELLING. Zij (R,+, ) een Boole ring; (S,+, ) 
een echt ideaal in (R,+, ). De volgende beweringen zijn 
nu gelijkwaardig. 

(a) Als xyES dan (xES)v(yES) m·.a.w. s vormt een priem
. ideaaL 

(S) VXER [ (xES)v( (e+x)ES)]. 

(~) S vormt een maximaal ideaal. 

Bewijs. (i) Zij gegeven (a), zij xER, dan is x(e+x)=O, 
dus XES of (e+x)ES. Uit (a) volgt dus (S). 
(ii) Zij gegeven (S); laat So~S, So~S en laat s 0 een 
ideaal votmen; zij aESo\S, dan is (e+a)ES, dus (e+a)es 0 . 
Maar dan is e=e+a+aES 0 , dus S 0=R, dus S vormt een maxi
maal ideaal, en uit (S) volgt (y). 
,U,ii) Zij 'gegeven (y); zij xyES, x~S. Daar S maximaal 
i~ brengen x en S als ideaal de hele ring voort (3.8.11). 
Dus e=ax+s voor zekere aER en sES, maar dan is y=axy+syE 
ES. Uit (y) volgt dus (a). 

,, 
. . 
. ·. 
' 
' .;I 
"~ 

j 

l 
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3.12.17. STELLING. Zij (S,+, ) een echt ideaa~ in de BoaZ-e 
ring (R,+, )" dan is de :r>estklassenring (R(mod S) ,+, ) een 
Boole ring. 

Bewijs. Eenvoudige verificatie; is bijv. a+S een rest
klasse, dan is in R(mod S): (a+S) 2 ~a 2 +s~a+S. 

3.12.18. STELLING. Een ideaal in een Boole ring is dan en 
slechts dan maximaal indien de restklassenring isomorf is 
metGF(2). 

Bewijs. (i) We merken op dat GF(2) de enige Boole ring 
is die geen nuldelers heeft. Voor een element x met 
01x1e in een Boole ring geldt nl. x(e+x)=x+x=O. Als de 
restklassenring (R(mod S),+, ) nuldelers heeft, betekent 
dit dat voor zekere x en y geldt xyES, x~S, y~S, dus 
dat S niet maximaal is wegens 3.12.16.(ii) Als de rest
klassenring GF(2) is, dan is voor het bij S horende ho
momorfisme f van (R,+, ) op GF(2) voor iedere xER: 
1~f(e)~f(e+x+x)~f(e+x)+f(x). Omdat f alleen de waarde 
0 of 1 aanneemt volgt hieruit dat f(e+x)=O of f(x)=O 
dus (xES)v((e+x)ES), dus S maximaal. 

3.12.19. STELLING. Zij (R,+, 
Ieder element dat ongelijk aan 
maximaa~ ideaal. 

een eindige Boole 
e is~ is bevat in 

ring. 
een 

Bewijs. Zij x;'e. Beschbuw het hoofdideaal ((x}). Is dit 
maximaal dan zijn we klaar, anders is er een echt echt
omvattend ideaal. Is dit omvattende ideaal maximaal dan 
zijn we klaar, anders is er een echt echt-omvattend 
ideaal, enz. Omdat het ideaal steeds meer elementen be
vat en het totaal aantal elementen eindig is, komen we 
na eindig veel stappen tot een maximaal ideaal. 

Het bewijs van de met 3.12.19 overeenkomende stelling 
voor oneindige Boole ringen valt buiten de opzet van dit 
boek. 

3.12.20. GEVOLG. Zij (R,+, ) een eindige Boole ring, xER.,~ 
x~O, dan is er een homamorfisme f Van (R,+, ) op GF(2) 
waarvoor f(x)=l. 

Bewijs.· e+x~e, dus er is een maximaal ideaal dat e+x 
bevat en x dus niet bevat; het homomorfisme waarvan 
dit de kern is voldoet. 

3.12.21. We zullen nu de eindige Boole ring (R,+, ) in 
verband brengen met (P(V),~,n) waarbij V de verzameling 
is van alle homamorfismen van {R,+, ) op Gf(2). We defi
niëren ~ :R-~-P (V) door te stellen: 

~(x) :~ (fEVJ f(x)~1l (xER) . 
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We bewijzen nu achtereenvolgens de eigenschappen 3.12.22 
t/m 3.12.24. 

3.12.22. De afbeelding ~=R~P(V) is een homamorfisme van 
(R,+, ) in (P(V),.;-,n). 

Bewijs. t(xy)={fEVj f(xy)=1), maar opdat f(xy)=f(x)f(y)= 
=1 moet f(x)=1 en f(y)=1. Derhalve: t(xy)=t(x)nt(y) 
(x,yER). t(x+y)={fEVj f(x)+f(y)=1}; maar opdat 
f(x)+f(y)=1 moet of f(x)=L en f(y)=O, of f(x)=G en 
f(y)=l. Derhalve t(x+y)=t(x),t(y) (x,yER). 

We merken op t(O)=~, t(e)=V. 

3.12.23. De afbeelding ~:R~P(V) is d~n-d~nduidig. 

Bewijs. We zullen laten zien dat als x~y is, dat er dan 
een homamorfisme f is met f(x)~f(y). We laten nl. zien 
dat uit xfy volgt dat er een maximaal ideaal S is dat 
precies één van de beide elementen x of y bevat. Als 
x'fy, dan· is e+x+y;ie, anders was x+y=O, x=y; beschouw 
een maximaal ideaalS dat e+x+y bevat (3.12.19). S kan 
niet en x en y bevatten want dan zou het ook e+x+y+x+y= 
=e bevatten; het kan evenmin en e+x en e+y bevatten 
want ook e+x+y+e+x+e+y=e. Dus Of xES, e+yES, Of e+xES, 
yES. Voor het homamorfisme f op GF(2) waarvan S de kern 
is geldt dus of f(x)=O en f(y)=1, of f(x)=1 en f(y)=O. 

In het geval van oneindige Boole ringen zouden we niet 
verder kunnen komen dan het thans reeds bereikte resul
taat dat (R,+, ) isomorf is met een Boole deelring van 
(P(V) ,7,n); oneindige producten bestaan immers in het 
alg-emeen niet in de ring, terwijl oneindige collecties 
verzamelingen wel steeds een doorsnede hebben. In het 
eindige geval hebben wij echter: 

3.12.24. De afbeelding~ is een afbeelding vanRop P(V). 

Bewijs. Het is voldoende om te laten zien dat er bij 
elk element f van V een xfER bestaat met ~(xf)={f}. 

Voor een willekeurige v 0cv volgt dan uit V0={f
1

, ... ,fz}, 

alle f , ... ,f., verschillend, dat Vo=~(xf + ... +xf ). 
1 " 1 r 

Zij f een homomorfisme; zij f+-(O)={x 1 _, ... ,xk} (x1 , .•. , 

xk alle verschillend) da~ nemen we xf:=(e+x1 ) (e+x 2}··· 

••· (e+xk). Nu is f(xf)=f(e+x 1 )f(e+x2 )···f(e+xk)=l, en 

als g(xf)=l dan is g(x1 )=g(x2 )= ... =g(xk)=O, dus het 

maximale ideaal g+(O) omvat f+(O). Daar ook f+(O} maxi
maal is, volgt g=f en dus ~(xf)={f}. 

' ' 
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Samenvattend: 

3.12.25. STELLING. Iedere eindige Boole ring (R,+, is 
isomorf met (P(V) ,+,n) waarbij V de verzameling is van 
alle homamorfismen van (R,+, ) op GF(2). 

3.12.26. GEVOLG. Het aantal elementen van een eindige 
Boole ring is een maaht van 2. Alle Boole ringen met 2n 
elementen zijn isomorf, 

We komen no9 eenmaal op noole ringen ..... ...,.v- ....... ~~ .... ?. ?n 6l .... ...,. ......... ':' , ..... -·--· '. 

3.13. Opgaven over ringen en lichamen 

3.13.1, Construeer {op isomorfie na) alle lichamen met 
drie en vier elementen. Stel in beide gevallen de pro
ducttafels van optelling en vermenigvuldiging op. 

3.13.2. Zij (R,+, ) een ring met eenheidselement. Bewijs 
dat uit ab=ba volgt: 

an-bn = (a-b) (an- 1 +an-Zb+ .•• +bn- 1 ) (nEN; a,bER). 

3.13.3. Een element a uit een ring met eenheidselement e 
heet nilpotent, indien 3nEN (an=O). Bewijs dat als a 

nilpotent is, e-a regulier is. 

3.13.4. Bewijs dat de nilpotente elementen in een commu
tatieve ring met eenheidselement een ideaal vormen. 
Bewijs dat in de restklassenring naar dit ideaal het 
nulelement het enige nilpotente element is. 

3.13.5. Zij (R,+, ) een commutatieve ring met eenheids
element. Zij (S,+, ) een ideaal. r (S) :={aER]lnEN [ anES] J. 

Bewijs dat r(S) een ideaal vormt (geheten radicaal van 
S). Bepaal in (Z,+, ) het radicaal van de hoofdidealen 
voortgebracht door resp. 5 en 6. 

3.13.6. Bewijs dat een element van een commutatieve ring 
met eenheidselement dan en slechts dan regulier is in
dien het tot geen enkel echt ideaal behoort. 

3.13.7. Zij (R,+, ) een ring met eenheidselement. Zij 
C:={xERI V R [xy=yx} }, dan is (C,+, ) een cOmmutatieve 

yE 
deelring van (R,+, ) (geheten het centrum van R). 
Bewijs dit. 

3.13.8, Bewijs dat x 2+1 irreducibel is in Z[x]. De ring 
(Z[x]rnod((x2+l)),+,·) heet de ring der gehele getallen 
van Gauss. Vormen de gehele getallen van Gauss een 
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lichaam, een integriteitsgebied? Bepaal de reguliere 
elementen van de ring der gehele getallen van Gauss. 
Bewijs dat de gehele getallen van Gauss geschreven 
kunnen worden als a+bi, a,bEZ, waarmee men rekent als 
met complexe getallen (zie § 4.4). 

3.13.9. Bewijs dat de restklassenring van z[x] naar het 
ideaal voortgebracht door x en 2 (zie 3.9.3) een 
lichaam is, isomorf met GF(2). 

3.13.10. Zij n]m voor zekere n,mEN. Bewijs dat iedere 
restklasse uit Z(mod n) vereniging is van rn/n restklas
sen uit (Z rnod m). 

3.13.11. Zij peen priemgetal; QP:={xE<il ltEZ 
A"l(plnl ]}. 

-1 
l N[x=tn A nE 

(i) Bewijs dat (Q ,+, ) een deelring is van (Q,+, ) • 
p -1 

( ii) Bewijs dat 'if XE Q [ (XE Op) v (X EU.,)] • 

{iii) Bewijs dat Op een maximale echte deelring van Q 

vormt; d.w.z. laat zien dat als R een deelring van Q 
vormt die Q omvat, dan (R=Q ) v (R=O) • 

. p p 
(iv)Zij (S,+, ) een ideaal in (Q ,+, ), S~{O}. Laat 

p 
zien dat er een nEZ+ bestaat zó dat: 

S = {pnxl xEO"l· 

3.13.12. Bewijs dat de restklassenring (Q[x](mod({x 2 +1})), 
+, ) een lichaam is; bepaal de karakteristiek. Is dit 
lichaam (isomorf met) het quotiëntenlichaam van het 
integriteitsgebied van de gehele getallen van Gauss 
(zie 3.13.9)? 

3.13.13. Zij (R,+, een commutatief lichaam. Een waar
dering w van (R,+, ) iS een afbeelding R+R+:={xERI x~O} 
die voldoet aan: 
(i) w(a)=O dan en slechts dan als a=O; 
(ii) w(ab)~w(a)w(b) (a,bER); 
(iii) w(a+b)<w(a)+w(b) (a,bER). 
BewijS dat de absolute waarde een waardering is in Q 
en ;j..n R. 

3.13.14. De p-adische waardering in Q. Zij peen priemge
tal. Voor xEQ\{0} definiëren we v(x) door x te schrij-

ven als pv(x)tn- 1 met (p,ltll=(p,lnll~(ltl,lnll=l. 
(i) Bewijs dat v(x) eenduidig bepaald is. 

.;•! 

' ,, 
i 

' 

' ' 

') 
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+ 
wp:a~R is gedefinieerd door 

:= {p-v(x) als xtO 
wp(x) 0 als x=O 

(ii) Bewijs dat wp een waardering van Q is. 

3.13.15. Zij (R,+, ) een commutatieve ring met eenheids
element. Zij I:={xERI x 2 =x}. We definiëren: 

Bewijs dat (I,$, ) een Boole ring is. 

3.13.16. Geef de producttafels van de optelling en verme
nigvuldiging van de Boole ring (W2 ,+, ) die volgens 
3.12.10, 3.12.8 ontstaat uit het Boole tralie (W2 ,<) 
uit 2.8.32. Geef alle maximale idealen van deze Boole 
ring. 

3.13.17. Bewijs dat iedere eindige Boole ring een hoofd
ideaalring is. 

3.13.18. Bewijs dat een eindige Boole ring (R,+, ) iso
morf is met een ring (P(V) ,~,n) op de volgende manier. 
Zij (R,+, ) een Boole ring; R={x 1 , ... ,xk}. Bij iedere 

SEP(R) berekenen we x
5

:=( IT x)( n (e+x)). 
XES xER \S 

Zij V:={x
5

1 SEP(V), x
5
tOl. (De elementen van V heten 

de atomen.) Bewijs dat iedere XER eenduidig te schrij
ven is als een som van elementen uit V. 

3.14. Lineaire algebra; vectorruimten 

3.14.1. Rn ALS VECTORRUIMTE 
We zullen van nu af de elementen van R0 vectoi'en noemen. 
De vector (a

1
,a

2
, ..• ,a

0
) noteren we: a. Ook al vermelden 

we het niet uitdrukkelijk: de componenten (ook coördina
ten geheten) van een vector, x, zijn steeds x

1
,x2 , •.. ,x

0
• 

In sommige beschouwingen met een meetkundige inslag ge
bruiken we ook hoofdletters P, Q, R voor elementen van R0 . 

We kunnen nu definiëren een productoperatie g'eheten optel
ling in R0 door: 

V V [a+b:=(a
1

+b
1

,a
2

+b
2

, ... ,a +b )] . 
aER0 bER0 n n 

Men verifieert zonder moeite dat (R0 ,+) een abelse groep 
is. De vector {0,0, ... ,0)=:0 (ook geheten de oorsprong) 
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is het eenheidselement; -a=(-a
1
,-a

2
, ... ,-an). Naast de 

optelling zullen we ook definiëren een afbeelding van 

RxR
0

+R0
, geheten scalair product. Als we het scalair pro-

duct Van oER en aERn t l l d d d f' 't' u na eren a s aa ui t e e 1n1 1e: 

V V [o:a:=(o:a
1

,aa
2

, ••• ,aa )]. 
o.ER aER0 n 

We zullen zeggen dat door deze definitie van een optel
ling en van een scalaire vermenigvuldiging met de elemen
ten van een lichaam, nl. R, de verzameling Rn tot een 
vectorruimte wordt. Uit onze definities volgt nog dat 
voor het eenheidselement, 1, van het lichaam R geldt: 
" [ la =a J • verder geldt " " " [ " (~a)= ("na], 

aeRn etER BER aERn 

terwijl ook de distributieve wetten: 

V V V [ a(a+b)=aa+o:b]; 
etER aERn bERn 

V V V [ (a+~)a=aa+~a] 
o:ER BER aERn 

gelden. Het woord vector is ontleend aan de natuurkunde; 
daar betekent het een grootheid -bepaald door grootte en 
richting. De lezer overtuige zich- er van dat als'hij in 
R 2 het element (a 1 ,a 2 ) identificeert met een pijl begin
nend in (0,0) en eindigend in' (a1,a2 ) de zojuist gedefi
nieerde optelling inderdaad overeenkomt met wat hij uit 
de elementaire natuurkunde kent: het zgn. parallellogram 
van krachten. voor de scalaire vermenigvuldiging geldt 
een analoge opmerking. 

3.14.2. We #lillen nu definiëren het begrip vectorruimte 
over R, waarin (R,+, ) een conunutati·ef lichaam is. Het 
eenheidselement uit R zullen we met l 'aanduiden, wille
keurige elementen uit R duiden we- vaak aan me.t a., ·13, •••• 
De vectorruimte zal zijn een verzameling V waarvan we ·de 
elementen aangeven met a, b, .•• ; (behalve in voorbeelden 
waar de elementen al een andere naam hébben zoals 3.14.7). 
Ip. de definitie zal voorts voorkomen een prod.uctoperatie, 
geheten optelling: vxv+V die we met + aanduiden, en eerl 
afbeelding: RxV+V waarbij we het beeld van (a.,a) als ~a 
noteren (aER,, aEV). 

3.14.3. DEFINITIE. Zij (R,+, ) een commutatief lichaam, 
een tripel (V,+,R) heet een vectorruimte (ook wel Zine_
a~re _ruimte) over R indien: 

(V1) (V,+) is een abelse groep) 

·~· 
' 
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(V2) Er is een afbeeLding RxV+V die voldoet aan; 

vaEV (1a=a], 

VetER 'i' SER vaEV ( a(Sa)=(aS)a]. 

(V3) Vet.ER 'i' aEV 'i'bEV [ a.(a+b)=aa+ab], 

V a.ER '\f SER vaEV ( (a+S)a=aa+Sa] 

We D.otereii 

3,14.4. VOORBEELDEN. Is (R,+, ) een conunutatief lichaam 
dan is dit met zijn eigen ·Optelling en vermenigvuldiging 
ook steeds een vectorruimte over R (zie ook § 3.'20). 

(Rn,+,R) is volgens 3.14.1 een vectorruimte over R die 
we steeds weer met Rn zullen 

Cn:=(Cn,+,C) (zie § 4.4). 

n n noteren. Evenzo Q :=(0 ,+,0), 

3.14.5. Voor ons van het meeste belang ZlJn vectorruimten 
over C en R; we zullen in de paragrafen 3.14 tot en met 
3.19 steeds alle resultaten formuleren voor lineaire 
ruimten over R, geheten reële vectorruimten. De lezer die 
nu reeds vertrouwd is met complexe getallen doet er goed 
aan van de bewezen eigenschappen meteen op te merken dat 
ze, behoudens voor de hand liggende modificaties, waarvoor 
we soms wel een aanwijzing zullen geven, ook gelden voor 
complexe vectorruimten (zoals trouwens ook voor vector
ruimten over andere lichamen van de karakteristiek nul); 
in § 3.20 zullen we nog iets zeggen over vectorruimten 
over eindige lichamen. De lezer voor wie complexe getallen 
nog vreemd zijn, zal na lezing van § 4.4 eveneens zonder 
moeite de overgang van reële vectorruimten naar complexe 
vectorruimten kunnen maken. Omdat in de komende paragrafen 
het beschouwde lichaam toch steeds R is, en de optelling 
+genoteerd wordt zullen we in plaats van (V,+,R) kort
weg V schrijven. We bespreken eerst nog een drietal be
langrijke voorbeelden. 

VOORBEELDEN 

3,14.6. Indien we in R[x] (3.9.1) 
vuldiging definiëren door: 

een scalaire vermenig-

n 

[ 
n kl n k a I akx := I (aak)x (etER, I 

k=O k=O k=O 
dan is R[x] met de ringoptelling uit 3.9.1 en deze 
scalaire vermenigvuldiging een vectorruimte over R. 
Bekijken we in RlxJ de deelverzameling van de polynomen 
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·van graad $n dan vormen ook deze een vectorruimte 
over R. We zullen deze noteren: R[x,n]. 

3.14.7. Zij V een willekeurige niet lege verzameling. We 

definiëren in Rv als scalaire vermenigvuldiging: 
"xEV I (af) (x) :=a(f(x))] (aER, fERV). Met de ringoptel-

ling uit 3.7.10 en deze scalaire vermenigvuldiging is 

RV een lineaire ruimte over R. 

3.14.8. Zij x 1 , ... ,xn een n-tal variabelen. Een Zineaire 

vorm in x
1

, •.. ,x is een uitdrukking a
1

x
1
+ ••• +a x n · n n 

waarbij a 1 , ..• ,anER. Zij L[x 1 , .•. ,xn]:={a1x 1+ .•• +anxnl 

a
1

ER, ... , anER} de verzameling van alle lineaire vor

men in x
1

, ... ,xn. We maken van L[x
1

, ... ,xnJ een vector

ruimte over R door de definities: 

(a
1

x
1

+ ... +a x )+(b
1

x
1

+ •.• +b x) :=(a +b )x
1

+ ••• +(a +b )x ; nn nn 11 nnn 

o. (a1 x 1+ .•• +anxn) := {a.a 1 )x 1 + ••. + (aan)xri. 

(a.ER, a 1x 1+ ••• +anxnEL[x 1 , ••. ,xnJ, 

b 
1 

x 
1 

+ ••• +b n x nEL [x 1 , ••• , xn J )., 

3.14.9. EIGENSCHAPPEN. Zij V een reële lineaire ruimte 
dan geldt: 

Oa = 0 (aEV), 

aQ = 0 (etER) , 

(-a)a = - (a a ) (etER, aEV) 

~!· . ' 

··!.: 

•• 

-.:. 
3.14.10. DEFINITI-E. De reile lineaire ruimten V1 en V2 
heten isomorf indien er een één-éénduidige afbeelding A 
van v 1 op v 2 bestaat met: :;-, 

(i) "xEVtVYEVl [A(x+y)=A(x)+A(y)]' 

(i i) V · V [A(ax)=a(A(x))]. 
etER. xEV 1 

Opmerking: bij afbeeldingen van· vectorruimten gebruiken ·.,. .. 
we- meest de haakjesloze notatie: dus Ax i.p.v. A(x). 

3.14 .• 11. VOORBEELD. Rn, R[x,n-1] en L[}{
1

, ••. ,xn] zijn 
· n - n is'ömorf (n~N'). A:R -+R(x,n-1) en B:R -+L[x 1 , •.. ,x J gede-. n 

f;inieerd door: 

. ; .~+a x ] zijn isomorfismen. n n 

' ' •' 



168 ALGEBRA 3.14 

3.14.12. DEFINITIE. Een deelverzameling v 0cv van een vec
torruimte V heet een deelvectorruimte (lineaire deelruimte 
of soms kortweg deelruimte) van V indien v 0 met de optel
ling en scalaire vermenigvuldiging zelf een lineaire 
ruimte is. 

In het bijzonder is V een lineaire deelruimte van zich
zelf. Een deelruimte v 0cv met v 0 ~v heet echte lineaire 
deel ruimte. 

3~14.13. STELLING. 
van V is~ is nodig 

( * ) 

{1.,...".1~-1- H- H • ....lt't 
'-'f"V..\A.v vu, "Ur1'.t 

en voldoende: 
dee Zruimte 

Bewijs. (i) Nodig is triviaal. (ii) Uit de conditie (*) 
volgt in het bijzonder x-yEVo, dus (Vo,+) is een abelse 
groep (3.5.3); bovendien VaER VxEVo [axEV 0] zodat de 

scalaire vermenigvuldiging inderdaad RxV 0+v 0 is. 

3.14.14. GEVOLG. VoCV, Vo~0, is dan 
neaire deelruimte indien V V 

etER XEVo 

en slechts dan een li
'~yeVo [ axEV 0 , x+yEV 0J 

3.14.15. VOORBEELDEN. In elke vectorruimte is {0} een 
lineaire deelruirnte. In de rij: _{ (a

1
,o, ... ,O) I a

1
eR}, 

{(a
1

,a
2

,o, ... ,ü)l a
1

ER, a 2ER}, •• ., {(a1 , .• .,an_1 ,üll 
n -a

1
eR, ••• , an_

1
eR}, R vormt elke verzameling een echte 

lineaire deelruimte van alle volgende. Is V10, v 0cv dan 
vormt I(V 0 ) een deelruimte van RV (zie 3.8.2). 

3.14.16. DEFINITIE. ZiJ V een vectorruimte. Een lineaire 
variëteit is een deelverzameling van de ·porm a+Vo waarbiJ. 
aev en v 0 lineaire deelruimte van V is. 

We merken nog op dat v 0 als deelruimte ook een ondergroep 
van V is; de lineaire variëteit a+Vo is de nevenklasse 
van v 0 die a bevat. 

3.14.17. VOORBEELDEN. {fERNI f(1)=1) is een lineaire 

variëteit in RN, die niet tevens een lineaire deelruimte 
is. In R2 vormen alle punten op een rechte door (0,0) 
een lineaire deelruimte~ de punten op een rechte niet 
door(O,O) vormen een lineaire variëteit die geen line
aire deelruimte is. Interpreteren we ook R3 meetkundig, 
nl. als de ruimte met drie onderling loodrechte coör
dinaatassen, dan zijn alle vlakken en rechten lineaire 
variëteiten, maar alleen de vlakken en lijnen door 
0:=(0,0,0) zijn deelruimten. 

3.14.18. EIGENSCHAP. De lineaire variëteit a+V 0 is dan 
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en slechts dan een lineaire deelruimte indien aEVo; en 
ook indien 0Ea+V 0 • 

3.14.19. DEFINITIE. Eenstelsel vectoren v
1

,v
2

, •.• ,vn uit 

een lineaire ruimte V heet (lineairo) afhankelijk indien: 
' ' 

3 ( )ERn -"0 [ a1v 1+a2v2+ ... +anvn=O]. a=a
1

, ... ,an ,ar 

Een eindig stelsel vectoren dat niet lineair afhankelijk 
is heet lineair onafhankelijk. Een oneindig stelsel v 1 ,v2, 

heet lineair onafhankelijk als ieder eindig deelstel
sel onafhankelijk is. 

3.14.20. VOORBEELDEN. (1,1,2), (1,2,3,) en (1,0,1) in R3 
zijn lineair afhankelijk want 2(1,1,2)-(1,2,3)-(1,0,1)=0. 
Het stelsel e

1
:=(l,O,O, .•. ,O), e

2
:=(0,l,O, ••• ,O), .•• , 

e :=(0,0,0, ... ,1) in Rn is lineair onafhankelijk. In R[XJ 
n 

zijn de polynomen: 1, x, x 2 , ... , xn lineair onafhankelijk. 

In RR (3.14.7) is het stelsel sin, cos, f waarbij f(x) := 
rr 

:=x (2- x) (xER}, lineair onafhankelijk (de lezer bewijze 

dit) . 

3.14.21. DEFINITIE. Een v~otor w heet lineaire combinatie 
Vd.n V l 1 ,,, 1 Vk indien: 

l ) k (a1 , ... ,ak Ei=_{ 

EIGENSCHAPPEN 

3.14.22. A'ls v
1

, ... ~vn een ~ineair afhanke~ijk stëlse~ is 

dan is tenminste één der vi een lineaire combinatie-van 
de overige vectoren uit hèt stelsel. 

Bewijs. Als a 1v 1+ ••• +anvn=O, aijiO, dan is 

3.14.23. 0 is een afhankelijk stelsel. 

3.14.24. Is v 1 , ... ,vk_een lineair afhankelijk stelsel, 

Q.an is ook v 
1

, ... ,vk ,w
1

, ... -,wz lineair afhankelijk. 

3.14.25. Zijn v 1 , ... ,vkEV dan vormt Cv 1 , ... ,vk]:= 

:={~ 1v 1 + ... +akvkl a
1
ER, ... ,akER} een lineaire deel

-:ruimte van V. 

., ... , 

.,. 
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De deelruimte Cv 1 , ... ,vk] heet. de door v
1

, ... ,vk voortge

brachte deelruimte. Het begrip voortgebrachte deelruimte 
heeft ook zin bij oneindige stelsels: 

3.14. 26. Is (v ) een stelsel vectoren dan is [ (v ) l: = 
n n n n 

:~{[~~~ anvnl anER (nEN), slechts eindig veel van de 

a fO} een lineaire deelruirnte. 
n. 

Als ~·~ een ·.;:illekeurige deelverzarnelj_ng van V is, dan no
teren we de deelruimte van V bestaande uit alle eindige 
lineaire conll.>inaties van elementen uit \•1 met [WJ. (De 
notatie is hier niet helemaal consequent; als we in 
3.14.25 als notatie [{v 1 , ... ,vk}] gekozen hadden i~ 

plaats van Cv 1 , ... ,vkJ, zou [WJ wel consequent zijn.) 

• n n 
3.14.27. VOORBEELDEN. In R geldt [e

1
,e 2 , •.• ,en]=R • 

In R[xJ is [l,x,x2 , ..• ,xnJ=R[x,nJ, doch [l,x,x2 , ... ]= 
=R[xl. 

3.14.28. STELLING. Indien [v 1 , .•• ,vkl;'(O} dan heeft het 

eindige stelsel v
1

, ... ,vk een lineair onafhankelijk deel

stelsel dat ook Cv 1 , .•. ,vkJ voortbrengt. 

Bewijs. Als ~ 1 , ... ,vk lineair onafhankelijk is, dan is 

er niets te bewijzen, anders is één der vectoren zeg v 1 
een lineaire combinatie van v 1 , •.• ,v 1 _ 1 ,vi+l''""'vk 

(3.14.22). Dan is v 0 :=Cv 1 , ..• ,vkJ=[v 1 , .•• ,v 1 _
1
,vi+l''''' 

... ,vk]. Is dit laatste stelsel nog steeds niet lineair 
onafhankelijk dan kunnen we met 3.14.22 een deelstelsel 
vinden dat uit een vector minder bestaat. Dit proces 
herhalen we tot we een onafhankelijk stelsel vinden dat 
v 0 voortbrengt; omdat v 0 ~{0} v1nden we inderdaad een 
lineair onafhankelijk stelsel. 

3.14.29. DEFINITIE. Een basis van een vectorruimte V is 
een eindig Lineair onafhankelijk stelsel v 1 , .•. ,vn zodat 
[v 1 , .•• ,vn]==V. 

3.14.30. VOORBEELDEN. e 1 , ... ,en is een basis van Rn {deze 

noemen we vaak de atandaardbaais); maar ook {1,1,0, .•. ,0), 
(0,1,1,0, •.• ,0), •• o, (0, o o .,0,1,1), (0,0, .•• ,0,1) is een 

basis van Rn. R[x] heeft geen basis. 

We zullen ons in dit hoofdstuk verder meestal bezighouden 
met vectorruimten die wel een basis hebben. 
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3.14.31. EIGENSCHAP. Indien v 1 , •.. ,vn een basis is van V, 

dan is iedere vector uit V op éénduidige wijze te schrij
ven als lineaire combinatie van v

1
, ... ,vn. 

Bewijs. Als voor zekere wEV geldt: w=a
1

v 
1
+ ••• +anvn= 

b 1v 1+ ... +bnvn' dan is (a 1-b 1 )v 1+ ••• +(an-bn)vn=O. Daar 

v 1 , ••• ,vn lineair onafhankelijk zijn, betekent dit: 

al=bl, ... , an=bn. 

Als w=a 1v 1+ •.• +anvn, dan heten de getallen a
1

, ... ,an de 

coördinaten van w ten opzichte van de basis v
1

, ... ,vn. 
n . 

De coördinaten in R :(a1 , ... ,an) zijn dus de coördinaten 

ten opzichte van de basis e 1 , .•. ,en. 

3.14.32. STELLING. (Uitwisselingsstelling). Indien 
v 1 , ••• ,vn een basis van de vector~uimte V vormen en in-

dien w1 , •.. ,wm een onafhankel-ijk ste'lse'l in V is~ dan is 

rn::.;n. 

Bewijs. Stel rn>n. Omdat v 1 , ... ,vn een basis vormen, is 

w1 een lineaire combinatie van v 1 , ••• ,vn dus: w
1
=a

1
v 1+ 

+ .. .-+anv n· Omdat w1 voorkomt in een lineair onafhanke
lijk stelsel is w1~o, dus (a 1 , ••• ,an)~(O, ... ,0). Uit

sluitend voor het gemak van de notatie nemen we aan dat 
a 1 een' van de coëfficiënten is die ~0 is. Nu is 

V 1 
1 =- w 
a

1 
1 

a2 an 
- - V - • • • - - V , Als . a 1 2 ar n we in iedere li-

neaire combinatie van v
1

, ... ,vn' v
1 

vervangen door deze 

uitdrukking, zien we: [W1 ,v 2 , ..• ,vn]=V. Derhalve is 

w2=biw
1

+b 2v
2

+ •.. +b
0
vn. Hierin is (b 2 , ••• ,bn):f(O, ... ,O) 

anders was nl. w
1

, w
2 

afhankelijk, hetge~n niet zo is 

(3~14.24). Neem gemakshalve aan b 2~o, dan is 

1 bl b3 bn 
v2 = b2 w2- b2 wl - b2 v3- ... - b2 vn Zo zien-we 

dat [w
1

,w
2

,v 3 , ... ,vn]=V. We.gaan ZO door: ~j=c 1w1+c 2w2+ 
+c

3
v

3
+ ... +cnvn en.hierin is (c 3 , ... ,cn)i(O, .... ,O) an

ders waren w
3

,w
1

,w
2 

lineair afhankelijk hetgeen niet zo 

is·_(3.14.24). Zo vinden we [w
1

, ••• ,w:n]=V._Maar dit be

tekent dat w 1~d 1w1 + ... +d- w, zodat w
1

, ... ,w geen 
· n+ n n m 

,_ .. + 

··,-1', 
~ .. ' 

. 
·. 

' 
·:,~ : 

' '·~ 

·i'-

.! 
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lineair onafhankelijk stelsel is. De veronderstelling 
rn>n is dus onjuist. 

3.14.33. GEVOLG. Elke basis van de lineaire ruimte V be
staat uit evenveel vectoren. 

Bewijs. Als v 1 , ... ,vn en w
1

, ... ,wrn bases zijn, zijn het 

per definitie lineair onafhankelijke stelsels, zodat 
rn:o;n en ns;rn. 

3.14.34. DEFINITIE. Het uantaZ Vectoz·en in een basis van 
V heet de dimensie van V (afgekort dim V). Voor de line
aire variëteit a+Vo def'iniëren we: dim(a+V 0 ) :=dim v 0 • 
Als de lineaire ruimte geen basis heeft zeggen we wel 
dim V = ""· 
We houden ons in dit hoofdstuk dus meestal bezig met 
eindig-dimensionale vectorruirnten. Het is duidelijk dat 
als Vo deelruimte van V is geldt: dim v 0 s; dim V. 

3.14.35. VOORBEELDEN. dim Rn =dim R[x,n-1] = 
=dim L[x 1 , ..• ,xn] = n; dim{O} = 0. 

3.14.36. STELLING. (Uitbreidingsstelling). Zij v 0 een li
neaire ·aeelruimte van V; m :=dim V0 < dim V=: n. Zij 
v

1
, .•• ,vm een basis van v 0 , dan heeft V een basis v

1
, 

v v v die ee.,n uitbreiding is van de basis ... , rn' rn+l''''' n 
van v 0 met niet in v 0 gelegen vectoren. 

Bewijs. Zij w
1

, •.. ,wn een basis van V. Het stelsel 

v
1

, ... ,vrn is lineair onafhankelijk. Volgens 3.14.32 

zijn rn van de w's uit te wisselen voor v
1

, ... ,vm. 

3.14.37. STELLING. (Representatiestelling). Iedere n-di
mensionale vectorruimte V over R is isomorf met Rn. 

Bewijs. Zij v
1

, ... ,vn een basis van V. De afbeelding 

A:V+Rn gedefinieerd door A(a1v 1+ ..• +anvn) :=(a
1

, ..• ,an) 

(a
1

, ••• ,anER) is een isomorfisme. 

3.14.38. STELLING. (Reduaeerstelling). Voor alle stelsels 
vectoren v

1
, ... ,vk uit de vectorruimte geldt: 

(i) [O,v
1

,v
2

, ••. ,vkJ=Cv 1 ,v 2 , .•• ,vk], 

(ii) [v
1

+v
2

,v
2

, •.• ,vk]=[v 1 ,v 2 , ••• ,vkJ, 

(iii) [o.v
1

,v
2

, ••• ,vk]=[v 1 ,v 2 , •.• ,vk] (aER, o.'f-0), 

(iv) [v f( 1 ) ,v f( 2 ), ... ,v f(k) J=[v 1 ,v 2 , .•• ,vkl (fESk). 
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Het bewijs van deze stelling is volkomen triviaal. Op 
deze stelling berust echter de rekentechniek in Rn en 
wegens 3.14.37 dus algemeen in n-dimensionale ruimten. 
We geven één voorbeeld van dit rekenen. De lezer zal zich 
de hierin getoonde techniek wel moeten eigenrnaken. 

3.14.39. VOORBEELD. u, v, w, x en y zijn vectoren in R5 . 
Bepaal een basis van V:=[u,v,w,x,y] indien: 
u=(O,O,l,l,l); v=(0,2,3,5,7), w=(0,3,6,2,-2), 
x=(O,l,2,3,4), y=(O,O,O,O,l). De lezer zal merken dat 
we in de nu volgende berekening tientallen malen be
roep doen op (i), (ii), (iii} en (iv) uit 3.14.38; het 
is leerzaam éénmaal echt alles stap voor stap te doen. 
Allereerst V=[x ,v ,w,u ,y J. 

x = (0,1,2,3,4) x = (0,1,2,3,4) 
V = ( 0 1 2 1 3 1 5 1 7) V - 2X = ( 0 1 Û 1 -1 1 -1 1 -1) 
w = (0,3,6,2,-2) w-3x = (0,0,0,-7,-14) 
u = {0,0,1,1,1) u = (0,0,1,1,1) 
y = (0,0,0,0,1) y = (0,0,0,0,1) 

Door herhaald toepassen van (i) tot en met (iv) ver
krijgen we nu: V=[x,v-2x,w-3x,u,y]=[x,-1/7(w-3x) ,u,y]= 
=[x,u,-1/7(w-3x),y]. Van dit laatste stelsel voort
brengenden van V is onmiddellijk te zien dat het line
air onafhankelijk is en dus een basis is. We krijgen 
een fraaiere ?asis {waarom?) als we nog even verder 
werken: (noem: -1/7(w-3x)~:t) 

V= {x,u,t ,y] = [x-4y,u-y,t-2y,y] = 
~ [x-4y-3(t-2.y) 0u-y-(t-2y),t-2y,y] ~ 

~ [x-4y-3(t-2y)-2(u-y-(t-2y)),u-y-(t-2y),t-2y,y] = 
= [ez,e3,e4,esJ. 

3.14.40. Voor n>3, gebruikt men in Rn vaak meetkundige 
terminologie ontleend aan R3. Zo noemt men een (n-1)-di
rnensionale variëteit een hypervlak en een één-dirnensio
na~e variëteit een lijn. Het gebruik van vectoren leidt 
tot elegante methoden in de analytische meetkunde in vlak 
en ruimte (zie 3.21.3, 3.21.4). 

3.14.4.1. DEFINITIE. De vectorruimte V heet de directe som 
Van d~· deelruimten V1 en V2 (notatie V=V1eV2 J indien: 

(i) v 1nv 2 = {OJ; 
(ii) [V 1uv2 J =V. 

Vergelijk deze definitie met 3.6.8. 

3.14.42. GEVOLGEN. (a) dim V= dim V1 +dim V2 . 
(b) Elke VEV is op eenduidige wijze te schrijven als 
v=v1+v 2 met v1EV 1 , v 2EV 2 (vergelijk met 3.6.8). 

;; 
'I 

' i.! ,,, 
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3.14.43. CONSTRUCTIE VAN EEN DIRECTE SOM. Laat V1 en V2 
vectorruimten zijn. We maken van W:=V 1xv 2 een vector
ruimte door de definities 

V(ul,Uz)EW V(vl,v
2

)EW VaER (uJ,Uz)+(vl,vz):=(ul+.vl,uz+Vz), 

a{u 1 ,uz) :=(a.u 1 ,a.u 2 }] 

Wis nu de directe som van de deelruimten V1:={(v 1 ,0) I 
v1EV1} en Vz:={(O,vz) I vzEV 2 } die isomorf zijn met resp. 
V1 er>. VL. Meestal zegt men i.p.v. W=V 1e'.Ï 2 ook in dit ge
val wel W=v 1ev2 , d.w.z. men identificeert V1 en v1 en 
eveneens V2 en v2 • (Vergelijk dit met 3.5.5 en 3.6.11.) 

.3.14.44. STELLING. Zij W een vectorruimte met dimensie 
n+mj zij v 1 een deelruimte met dimensie n. Dan bes~aat 
er een deelruimte v 2 met dimensie m zó dat W=V 1ev 2 • 

Bewijs. Kies een basis v
1

, ... ,vn,w1 , ... ,wm van W, waar

van v 1 , ... ,vn een basis van v 1 is (3.14.36). Dan vol

doet V2 :=[w
1

, ..• ,wm] aan de eisen. 

3.15. Lineaire afbeeldingen 

In deze paragraaf zullen we de homamorfismen van vector
ruimten bestuderen. Homamorfismen van vectorruimten noemt 
men lineaire afbeeldingen. We formuleren alles alleen voor 
vectorruimten over R. 

3.15.1. DEFINITIE. Laat v 1 en V 2 vectorruimten oveP R 
zijn. Een afbeelding A:V 14V 2 heet een lineaire afbeelding 
van vl in v2 indien: 

(i) V V (A(x+y)=Ax+Ay], 
xEV 1 yEV 1 

(i i) V aER V [ A (a x) =a (Ax)] • 
XEV1 

Men vergelijke dit met 3.14.10. Een isomorfisme van de 
vectorruimte V1 op V 2 is dus een één-éénduidige lineaire 
afbeelding van V 1 op v 2 • Een lineaire afbeelding van V 
in R heet een lineaire functionaal. In plaats van line
aire afbeelding gebruikt men in het geval dat V1=V 2 ook 
wel de namen: lineaire operator, lineaire trans.formatie. 

EIGENSCHAPPEN 

3.15.2. Laat A:V 14v2 een lineaire afbeelding zijn. Dan is 

VaER VBER VxEVl VyEVl (A(ax+By)=aAx+BAy]; 

in het bijzonder is AO=O, VvEV
1 

[A(-v)=-Av]. 
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3.15.3. Zij v f' ... ,vn een basis van de vectorruimte v 1 ; 

zij w
1

, .•. ,wn een willekeurig stelsel in v 2 , dan is er 

precies één lineaire afbeelding A met Av.=w. (lsi.-:::n). 
1 1 

Bewijs. We definiëren A door A(a 1v 1+ ... +anvn) := 

:=a 
1 

w 
1 
+ .•• +an wn (a 1 , ••• , an ER) • 

Een lineaire afbeelding van V1 ligt dus volkomen vast door 
de beelden van. de vectoren uit een basis van v 1 • We mer
ken op dat AV

1
=[Av

1
,Av

2
, •.• ,Avn]. 

3.15. 4. ·Als s 1 een deelruimte van v·1 is en A een lineaire 
afbeelding van V1 in Vz dan is het beeLd AS 1 een deel
ruimte van V 2 • 

3.15.5. Als 5 2 een deelruimte van v 2 is en A een lineaire 
afbeelding van V1 in v 2 dan is A~S 2 een deelruimte van 
V 1 • 

Het bewijs van deze beide eigenschappen is een eenvoudige 
toepassing van 3.14.13 en 3.15.2. 

3.15.6. DEFINITIE. Zij A:V 1 ~v 2 een lineaire afbeelding~ 
dan heet de deelruimte A-+-{0} van V1 de kern (of nulruimte) 
van A; notatie: N(A). 

3.15.7. VOORBEELDEN. In R[x] is de afbeelding A gedefi
nieerd door Vf(x)ER[x] [Af(x)=xf(l<)] ·een lineaire af

beelding R[x]+R[x]. Voor deze afbeelding geldt N (A)= 
=(0}. NU is (AoA) (f(x) )=x 2 f(x) voor alle f(x)ER[x]. 
(Afwijkend van 1.24.10, om redenen die zullen blijken 
in 3.15.17, schrijven we AoA=A 2). Eveneens An(f(x))= 
=xnf (x) • 

In RV (3.14.7) definieert men bij elke vEV de line-

a~re functionaal èv:Rv+R door: V [ èvf:=f(v)]. Nu is 
fERV 

N(8 .)=I((v}) (3.8.2). 
V 

3.15 .• 8 0 VOORBEELD. we- definiëren een lineaire afbeelding 
A:Rn~Rm door de afspraak dat de coördinaten (y 1 , ... ,y ) 

. m 
váh: y-.=Ax (dat zijn' dus de coördinaten t.o.v. de stan
daa'rdbasis, e 1 , ... ,e m) berekend worden uit de coördina-

ten van 

yl = 

y2 = 
(1} .. 

,. 
'1 = 
, m 

x volgens: 

a.ll x 1 +a12x2 + • • · +a1nxn 

a21xl+o 0 ••• ~ ••• +a2nxn 
. 

ainl x~+ .... 0 •0 •• • o +amnxn. 

(a .. ER, 1:;:;i:;:;m, l:;:;j:;:;n)_ 
1] 
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Het blok getallen 

all a12 a1n 

a21 
. 

0 0 0 • • • • 

a rn1 . . ..... a 
rnn 

heet de matrix van A t.o.v. de standaardbases. We note
ren de m~trix al$ (aij) of (a 1 j)I~ism: lsjsn of als er 
geen verwarring dreigt ook weer met A. Als het de lees
baarheid verhoogt zullen vm soms in matrices komma's 
plaatsen; bijv. zeggen we: "een vector aERn is op te 
vatten als een matrix met één rij en n kolommen: 
(a

1
, ... ,an)". We merken op dat de kolommen van de ma-

trix juist de verticaal geschreven beelden van e
1

, ... ,en 
zijn: 

... , 
arn1 

We korten (1) vaak af door 

Ae = 
n 

xn 

We merken nog op: N(A) bestaat uit alle vectoren xERn 
waarvan de coördinaten voldoen aan: 

~ 0 

3mlxl+am2x2+ ... +amnxn ~ 0 

De sarn~nhang tussen lineaire afbeeldingen en stelsels 
lineaire vergelijkingen die zich nu begint af te teke
nen is een van de redenen waarom wij ons voor lineaire 
afbeeldingen interesseren. 

3.15.9. In 3.15.8 zagen we dat bij elk blok getallen 
(zo'n blok heet matrix) met m rijen en n kolommen een 

lineaire afbeelding van Rn in Rm hoort. Omgekeerd zullen 
we nu zien dat men iedere lineaire afbeelding van een 
n-dimensionale ruimte Vn in een m-dirnensionale ruimte Wm 
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met een m bij n matrix (dit is met rn rijen en n kolommen) 
beschrijven kan. Zij B:vn~wm lineair. Kies een basis in 

• V , noem deze v 1 , ... ,v. ; kies ook een basis in W ~ n n m 
w1 , ... ,w. Als Bv.=b 1 .w

1
+b 2 .w2+ ••• +b .w (l~i~n) en als m 1 1 1 m1 m 

(x
1

, ••• ,xn) de coördinaten van x t.o.v. v
1

, ... ,vn voor-

stellen en (y1 , ... ,ym) de coördinaten van y:=Bx t.o.v. 

w
1

, ... ,wrn dan verifieert men dat met de in 3.15.8 afge

sproken betekenis: 

x 
n 

De matrix (b .. ) is matrix van B ten opzichte van de geko-
1J 

zen bases v 1 ,_ ... ,vn en w1 , ... ,wm. In het b~jzonder kan 

dus iedere lineaire functionaal op een n-dimensionale 
ruimte beschreven worden met een matrix van één rij en n 
kolommen (in R nemen we als basis: 1). 

3.15.10. DEFINITIE. Zij A:V-~W lineair, dan heet dim AV 
de rang van A. 

3.15.11. STELLING. (Dimensiest~lling). Zij A:V-+-W lineair, 
zij dim V = nEN. 

dim V~ dim N(A) + dim AV. 

Bewijs. Zij ~ de dimensie van N(A) dan is ~$n omdat 
N(A) een deelruimte is van V. Als ~=n is, is N(A)=V en 
dus AV={O}, zodat er dan niets te bewijzen valt. Als 
1<n is, kiezen we een ~asis v 1 ,· ... ,v 2 ,v

1
+ 1 , ... ,vn in V 

z6 dat v
1

, •.•• ·,vt een basis van N(A) is (3.14.36). 

AV=[A.vi.+l'" .. ,Avn], en deze voortbrengenü.en van AV zijn 

onafhankelijk want uit at+lAvt+l+ •.. +anAvn=O volgt 

A(a.e.+iv l+l+ ... +anvn)=O, zodat at+lv ~+ 1 + ... +anvnEN(A) 

en derhalve a~+ 1v~+i+ ... +~nvn=b 1v 1 + ... +ptvt voor zekere 

b
1

, ••• ,b~. Omd.at v 
1

, ... ,v n li.neair onafhankelijk zijn . 

volgt hieruit O=b 1; ... ~bt=at+l= ... =an. Dus dim AV = n-t. 

J::ÎGENSCHAPPEN . 

3.15.12. Zij A:v~-,.w lineair., zij bEW. De lineaire verge
lijk~ng Ax=b heeft dan en slechts dan een oplossing 
indie'"fl bEAV. 

I 
,j 

I 
' 

" .: 
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3.15.13. Zij A:V+W lineair, aEV, dan is {xl Ax=Aa}=a+N(A). 

Deze eigenschap bevat de bekende kreet: de algemene op
lossing van een inhomogene lineaire vergelijking bestaat 
uit een particuliere oplossing plus de algemene oplossing 
van de overeenkomstige homogene vergelijking. De inhomo
gene vergelijking is Ax=b, de homogene Ax=O en als Aa=b 
is a een particuliere oplossing. 
Als we een stelsel vergelijkingen in feite moeten oplos
sen dan gaan we vaak enigszins anders te werk. Laten we 
eerst een homogeen stelöel bekijken. Laat z1=0, ... , ~rn=O 

een m-tal vergelijkingen zijn in de onbekenden x
1

, ... ,xn' 

d.w.z. Q..EL[x
1

, .•• ,x J (l=s;i:::;m). De oplossingen vormen een 
• 1 n 
deelruimte van R0

, de oplossingsruimte. We merken op dat 
deze oplossingsruirnte bepaald wordt door de deelruimte 
[ 9.. 1 , ... , trn]cLCx 1 , ... ,xnJ. Met behulp van de reduceer-

. s.telling ( 3. 14. 38) proberen we dan een zo eenvoudig moge
lijke basis te vinden voor deze deelruirnte, waarna we de 
oplossing zo kunnen aflezen. Nemen we als voorbeeld het 
stelsel in XJ,···,xs: 

x2+2x3+3x 4+4x 5 = 0 

2x 2+3x 3+5x 4 +7xs = 0 

Jx2+6x3+Zx,-2xs ~ D 

x 3+ x 4 + x 5 = 0 

x 5 = a 
In 3.14.39 hebben we al berekend dat dit stelsel dezelfde 
oplassingen heeft als x 2=0, x3=0, X4;0, xs=O. De oplos
sing is dus {(x 1 ,0,0,0,0) \ x 1ER}cR 5 • Bij het oplossen van 
inhomogene vergelijkingen gaan we bijna net zo te werk; 
het enige verschil is dat we nu de rechterleden bij het 
lineair combineren van vergelijkingen meenemen. Als het 
stelsel niet oPlosbaar is komen we dan vanzelf op een 
strijdigheid. We geven twee eenvoudige voorbeelden. 
(a) x 1 + x 2+ x 3=1} x1+ x 2 + x3=1} x 1 - x3=1} 

x 1+2x2+ 3x3=1 x2+2x3=0 X2+2x3=0 
2x1+6x2+10x3=2 2x2+4x3=0 
De oplossingen zijn dus (1,0,0)+{ À (1,-2,1) J )..ER}. 
Dit betekent tevens dat {)..(1,-2,1) \ )..ER} de nulruimte 
is van de lineaire afbeelding A:R3~R 3 die ten opzichte 
van e 1,e 2 ,e3 als matrix heeft: (1 1 1) 

1 2 3 . 
2 6 10 

We zien onmiddellijk dat Ae 1=(1,1,2), dus e 1 is een 
particuliere oplossing. _ 

(b) Het stelsel { Xt + X2+ x3=l 
x1+2x2+ 3x3=1 

2x 1+6x2+lûx3=6 
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is strijdigi we vinden dat de oplossingen van dit stel
sel dezelfde zijn als die van: {x 1+ x 2+ x 3=1 

x 2 +2x 3=0 
x 2 +2x 3=1. 

3.15.14. Laat A:V+W lineair zijn. Nu geldt: A is één-één
duidig dan en slechts dan als N (A) ={0}. 

3.15.15. DEFINITIE. Laat V en W lineaire ruimten z~Jn. 
De verzameling van alle lineaire afbeeldingen van V in W 
noteren we Horn(V,W). 

3.15.16. Horn(V,W) wordt zelf een lineaire ruimte indien 
we definiëren 

VA,BEHorn(V,W) VxEV [ (A+B)x :=Ax+Bx], 

11AEHom(V,W) VaER VxEV [ (aA)x:=a(Ax)] 

3.15.17. (Hom(V,V),+,o) is een ring. Deze ring is niet 
commutatief. Eenheidselement is IV (we schrijven mees
tal I), nulelement is de lineaire afbeelding 0 met 
VvEV [O(v) :=0]. We noteren deze ring met Horn(V,V). 

3.15.18. Als AEHom{V,W), BEHom(W,U) dan is BA:=BoAE 
EHom(V,U). Als dim V= n, dim W = rn, dim U= p, en als 
we bases v 1 , ••• ,vn in V, w1·, ... ,wm in Wen u 1 , ... ,up 

in U gekozen hebben zodat (a .. ) 1,., 1
< '< de matrix 

~J ::.~.::.m, -J -n. 
van A, (bk.)l<k< 1<.< de matrix vanBis ten opzichte 

~ - -P, -~-m 

van de gekozen bases, wat is dan de matrix van BA? De 
lezer rekene geduldig na d~t de matrix van BA ten op
zichte van de gekozen bases is: 

(ck.) 1 <k< 1.,...< waarin ckJ' = l:~= 1 bk.a ... J - -P, ..o.J-n ... 1 lJ 

We zullen de matrix van BA noemen het product van de 
matrix van. B en die van A. Hiermede is voor matrices 
van passende afmetingen een product gedefinieerd. 

3.15.19. STELLING. Zij A:V~V lineair, dim V= nEN .. A is 
regulier. in .de ring Hom(V,V) dan en slechts dan indien 
N(A)={O}. 

Beo/ijs. (i) Ringinverse is inverse afbeelding. Uit 
N(A)=(O} volgt dat A lln-llnduidig is (3.i5.14); uit 
dim AV =dim V- dim N(A) = n-0 = n (3.15.11) volgt 
Av~v dus A is op. · [i i) Als A één-é~nduidig en op is, 
is zeker N(Al=!Ol. 

Merk op dat de conditie dat dim V eindig is niet gemist kan 
worden. De afbeelding AEHom (R[x], R[Xl) uit 3:15.7 heeft N(A)= {0), 
is dus één- éénduidig; maar A is niet op en dus niet regulier. 

," 
i 

•': '·~ ., 

·.·., 

' ' 

;. i 
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3.15.20. DEFINITIE. Zij AEHom(V,V). De verzameling 
cr(A) :=oR(A) := (ÀERI A-U niet regulier} heet het (reëZe) 

spectrum van A. 

Zo is o(I)={l}, o(O)={O}. De eigenschappen van spectra 
van lineaire afbeeldingen van vectorruimten over C zijn 
mooier dan van die over R. 

3.15.21. DEFINITIE. Zij AEHom(V,V}. Een getal ÀER heet 
een eigenwaarde van A indien: 

lvEV [v;'O, Av=Àv]. 

Iedere vector x10 die voldoet aan Ax=Ax heet een eigen
vector bij de eigenwaarde A. 

Zo is 0 een eigenwaarde van A dan en slechts dan indien 
dim N(A) > 0. 

3.15.22. STELLING. Zij dim V= nEN; AEHorn(V,V). Dan is 
o(A) de verzameling van alle eigenwaarden. 

Bewijs. %ij AEo(A), dan is A-AI niet regulier en dus 
(dim V is eindig!) is dim N(A-ÀI)>O (3.15.19); zij x;'O, 
xEN(A-ÀI), dan is Ax=>,x, zodat >. een eigenwaarde is. 
Als x een eigenvector (xtO!) is bij de eigenwaarde À 
dan is xEN(A-ÀI); hieruit volgt dat elke eigenwaarde À 
element van o{A) is. 

3.15.23. EIGENSCHAP. Zij AEHom(V,V), ÀEo (A) dan is· 
{vEVj AV=ÀV} een lineaire deelruimte van V. Deze heet 
de eigenruimte bij de eigenwaarde À. De dimensie van 
deze eigenruimte noteren we met mÀ. 

3.15.24. STELLING. Indien x 1 , ... ,xk eigenvectoren ziin biJ 

versehitlende eigenwaarden .\ 1 , •.. ,Àk van AEHom(V,V) dan is 

het stelsel x
1

, ••• ,xk tineair onafhankelijk. 

Bewijs. Stel dat x 1 , ... ,xk lineair afhankelijk zijn dan 

is één van deze vectoren een lineaire combinatie van de 
overige (3.14.22). (Als k=1, is er niets te bewijzen.) 
Stel gemakshalve dat xk dit is (anders moeten we hernurn-

meren, zie het bewijs van 3.14.32). Dan is xk=a
1

x 1+ ... + 

+ak-lxk_ 1 , waarbij (a 1 , ... ,ak_ 1 )f(O, ... ,O) omdat xk als 

eigenvector ~0 is. We hebben dan Axk=A(a1x 1 + ... +ak_ 1xk_ 1 ), 

dus Àkxk=a
1

À1x 1 + .•. +ak_ 1;k_ 1xk_ 1 . Nu volgt: a 1 (À 1-Àk)x 1+ 

+ ... +ak_ 1 (;k_ 1-Àk)xk_ 1=0. Omdat (Ài-Àk);'O (1<i<k-l) 

volgt hieruit dat ook het stelsel x 1 , ... ,xk_ 1 afhankelijk 
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is. We herhalen de argumentatie en vinden iedere keer 
een stelsel met één vector minder dat lineair afhanke
lijk is. Stel dat we het zo vaak herhaald hebben dat 
we weten dat x 1 ,x 2 afhankelijk is, dan is x 2=ax 1 met 
a~O; À2xz=aÀrXri a(\ 1 -\z)xr=O en dit is onmogelijk daar 
a~O, l1~l 2 , x 1 ~0. Onze veronderstelling is dus onjuist 
en x

1
, ••• ,xk is een onafhankelijk stelsel. 

3.15.25. VOORBEELD. We beschouwen R3. Zij V een vlak door 
0:=(0,0,0), d.w.z. V is een twee-dimensionale deelruim
te van R3 • Zij Meen één-dimensionale deelruimte met 
MnV={O}; Mis dus een lijn door 0 die niet in V ligt. 
Merk op R3=MeV (3.14.41). Als lineaire afbeelding P ne
men we ''projectie op V in de richting van M''; d.w.z. 
V mEM VvEV [ P(m+v) :=v 1 (volgens 3.14. 42 definieert dit 

inderdaad een lineaire afbeelding van R3 in R3). 
Nu zien we: a(P)={0,1}. N(P)=M is de eigenruimte bij 
de eigenwaarde 0, V is de eigenruimte bij de eigenwaar
de 1 en V=PR3. Elk stelsel m,v met mEM, m:fO, vEV, v:fO 
is lineair onafhankelijk. Nemen we een tweetal onafhan
kelijke vectoren v 1 en v 2EV en een vector mEM, m:fO dan 
is v 1 ,v 2 ,m een basis van R3 • De matrix van P ten opzich
te ·van deze basis is zeer eenvoudig nl.: 

(1 0 0) 
0 1 0 • 
0 0 0 

We merken nog op dat P een idempotent element is van de ,'
1 

ring Hom(R3 ,A3). 

3.15.26. ZijP een idempotent in Hom(W,W). Zij ÀEa(P), 
dan is er dus een x~O, zodat Px=Àx, P 2 x=À2x, maar p2=P, 
dus (À-À 2 )x=O; À-À2=Q en À=O of À=1. Een idempotente li
neaire afbeelding heeft dus geen andere eigenwaarden dan 
0 of 1. Als W~N(P)~(O) komen 0 en 1 ook beide als eigen
waarden voor. Zij w0 :=N(P)"; W1:=PW, dan is W0 de eigen-
ruimte bij 0, w1 de eige'nruimte bij 1 en WàlllW 1=W. 

1 

3.15.27. Zij A Hom(V,V), dim V= n. Als V een basis, 
v 1 ,v 2 , ••• ,vn, heeft die geheel uit eigenvectoren bestaat 

dan heeft A een matrix (a .. ) 1 ~. < 
1

<. < ten opzichte 
~J ",J._n, -J-n 

van deze basis die heel eenvoudig iS. Het is een diago
.naalmatrix, d.w.z. aij=O als i:fj. Op de diagonaal staan 

de eigenwaa:r;den van A: {aiij 1:;";i::;n}=o(A). Omgekeerd ziet 

men onmiddellijk: als de matrix van een lineaire afbeel
ding ten opzichte van een basis een diagonaalmatrix is, 
dan bestaat deze.basis uit eigenvectoren en dan zijn ~e 
dia9onaalel~menten de eigenwaarden. 

. . 

! • 

',' (.~ 

l .. , 
• 

' .,, 
'' :0 

.. 'l 
::1 
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EIGENSCHAPPEN 

3.15.28. Zij AEHorn(V,V); dim V= n •. Indien A een n-tal 
verschillende eigenwaarden heeft, dan heeft V een basis 
ten opzichte waarvan de matrix van A een diagonaal
matrix is. 

Bewijs. 3.15.24, 3.15.27. 

3.15.29. Zij AEHom(V,V); dim V= n; o(A)=0 1 , ... ,Àk)' 

'· 1 , ... , .\k El.!le v~rsch.i.llend. Voor de dimensies van de 

eigenruimten geldt nu: 

k 
L m s n. 

i=l Ài 

Alleen indien L~=l rnÀ. =nis het mogelijk A te beschrij-
1 

ven met een diagonaalmatrix ten opzichte van een geschikt 
gekozen basis. Helaas is niet iedere lineaire afbeelding 
zo mooi. 

3.15.30. VOORBEELD. Zij A:R 2+R2 de lineaire afbeelding 
met A(x 1 ,x2):=(x 1+x2 ,xz) ((xJ,Xz)ER2 ). De matrix van 
A ten opzichte van de basis e 1,e 2 is dus [1 1] 

0 1 ° 

Men ziet gemakkelijk dat o(A)={l} en dat de eigenruimte 
bij 1 gelijk is aan {(xl,Oll x 1ER} en dus dimensie 1 
heeft. Beschouw ook de draaiing om de oorsprong in R2 
over een hoek ~ in positieve zin, d.w.z. tegen de klok 
in als $~0 is. Noem deze draaiing D$. Ten opzichte van 
de basis e 1 ,e 2 is de matrix van D~: 

( c~s $ - sin $ ) • 
s1n $ cos $ 

Als ~~2k" (kEZ) heeft D
0 

geen eigenvectoren, en dus 

geen eigenwaarden: o(Do/)=~- (Als we werken met vector

ruimten over C dan heeft iedere lineaire afbeelding 
uit Hom(V,V) (dim V eindig!) een niet leeg spectrum; 
zie 3.16.17.) 

We besluiten deze paragraaf met nog enige eigenschappen 
van spectra. 

3.15.31. Zij B een regulier element van Hom(V,V) (dim V 
eindig) dus Mcr(B). Dan is o(B- 1)=0- 1 J ÀEo(B)). De 
eigenvectoren van B bij een eigenwaarde À zijn tevens 
de eigenvectoren van a- 1 nu bij eigenwaarde À-1. 

3.15,32. Zij AEHom(V,V), (dim V eindig); B regulier in 
Hom(V,V). Dan is o(A)=o(BAB- 1). 
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Bewijs. Als AX=ÀX, dan is BAB- 1 (Bx)=À(Bx) 0 

Als BAB- 1 x=~x, dan is A(B-'xJ=~(s-lx) 0 

3.16. Matrices en determinanten 

In deze paragraaf zullen we de rekentechnieken van de li
neaire algebra introduceren. Voor zover bewijzen zullen 
ontbreken, zijn dit rechtstreekse toepassingen van de 
voorafgaande paragrafen, dan wel triviale verificaties. 
De lezer zal door het lezen van deze paragraaf de techniek 
.niet onder de knie krijgen; het zal voor hem, indien hij 
een beginner is, nodig zijn nogal wat tijd te besteden 
aan het oplossen (= uitrekenen) van sommen die hij zich
zelf zonder moeite kan opgeven. 

3.16.1. Wij hebben matrices tot nu toe leren kennen als 
matrices van lineaire afbeeldingen. Wij hebben gezien dat 
de lineaire afbeelding de matrix niet éénduidig bepaalt, 
maar dat de matrix mede afhangt van de keuze van de bases. 
Allereerst zullen we daarom nagaan hoe matrices veranderen 
als we op een andere basis overgaan. 
Zij V een n-dimensionale ruimte. Laat u

1
, ... ,u een basis . n 

van V zijn en v 1 , ... ,vn eveneens. Nu bestaan er getallen 

s .. (l:o;;j5;n, 1:::;;i::>n) zodat 
J1 

V i = 
n 

I sJoi"J· 
j=1 

( 1~i~n). 

De matrix {sji) heet de overgangsmatrix van de basis 

u 
1

, ... ,un op de basis v 1 , ... ,v n' We beschouwen deze matrix 

ook als de matrix van een element van Hom(Rn,Rn), waarbij 

we i~ Rn de vaste basis e 1 , ... ,en gekozen hebben. Uit het 

feit, .dat de kolommen van (sji.) de coördinaten van de on

afhankelijke vectoren v 
1

, ... ,v n ten opzichte van de basis 

u 
1

, ... ,un zijn, volgt dat dit element van Hom(Rn ,Rn) re-gu

lier is. De matrix van de inverse' ten opzichte van 
. -l 

e 
1

, ... ,e noteren we roet· (s .. ) . Men kan nagaan dat 
n r ]~' 

(s .. ) - 1 de overgangsmatrix van v 1 , ... ,v op u 
1

, ... ,u is. 
J1 n . n 

3.16.2. Zij nu x een vector uit V. Zij x=x 1u 1+x2u 2+ ... +xnün 

x=xiv 1+xiv 2+ ... +x~v.n; dan is in de nota,tie van 3.15.9: 

)' .' 

. . 
·.l' 

I 

' ' 

. 
··. 

,',' .·· 



184 ALGEBRA 3.16 

xl sll 5 12 8 1n x' 1 
x2 521 

~ 

... x' 
2 

x s n1 s x' n nn n 

Bovendien, als A een lineaire afbeelding van V in v is 
waarvan de matrix ten opzichte van ul, .•• ,un gelijk aan 

(a1 j; is en waarvan de mal:.rix ten opzichte van v
1

, ... ,vn 

gelijk is aan (a~.), dan cijfert men na dat (a!.)= 
-1 1] l] 

=(sji) (aij) (sji). Het matrixproduct hier gebruikt is 

dat van 3.15.18. 

3.16.3. We kunnen 3.15.27 nu ook aldus herformuleren: ZlJ 
AEHorn(V,V) met matrix (a

1
j) ten opzichte van een basis 

u 1 , ... ,un van V; als A een n-tal onafhankelijke eigenvec

toren heeft dan bestaat er een matrix (s.
1

) z6 dat 

(s .. ) -l (a .. ) (s .. ) een diagonaalmatrix is: De matrix (s .. ) 
]1 1] Jl ]1 

is nl. de overgangsmatrix van u 1 , ... ,un op een basis van 

eigenvectoren. We zeggen dat we op de bovenstaande manier 
de matrix (a .. ) gediagonaZiseerd hebben. Zoals we reeds 

lJ . 
in 3.15.30 opmerkten in niet iedere matrix diagonaliseer
baar. 

3.16.4. Van nu af zullen we vierkante matrices beschouwen. 

We schrijven elementen van Rn weer als geordende n-tallen, 
d.w.z. door middel van hun coördinaten ten opzichte van 
de basis e

1
, .•. ,en. (3.14.31.) Een optelling van (nxn)-

matrices definiëren we door de afspraak dat (c .. ) 
1

< .. < := 
1J -~ 1 )-n 

:~(a .. )
1 
.. +(b .. ) 1 . '< als c .. ~a .. +b .. (Hi,j<n). 

~) $1 1 JSn 1] $1 1 ]-n 1) 1) 1) 
We zullen matrices ook vermenigvuldigen en wel volgens 
3.15.18, d.w.z. dat (c .. )~(a .. ) (b .. ) betekent 

1) 1) 1] 
c .. = Lkn 

1 
a.kbk .. De verzameling van alle (nxn)-matrices 

1) = 1 J 
met elementen uit R (notatie: Mn(R)) is met deze optelling 

en vermenigvuldiging een ring die isomorf is met Hom(Rn,Rn). 
(We zullen deze ring weer met Mn(R) aangeven; als geen 

verwarring met lineaire afbeeldingen dreigt noteert men 
matrices ook wel weer met hoofdletters A, B, C, enz. In 

de passages waar steeds e 1 , ... ,en als basis van Rn be

schouwd wordt, is zulke verwarring niet gevaarlijk.) 
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Deze isomorfie heeft tot gevolg dat we allerlei begrippen 

uit Horn(R0 ,R0 ) kunnen overnemen in M
0

(R). Zo is een ma

trix dan en slechts dan regulier indien de bijbehorende 
lineaire afbeelding regulier is; 3.16.2 brengt nu o.a. 
een gevolg tot uitdrukking van het feit dat het regulier 
zijn van een lineaire afbeelding onafhankelijk is van de 
gekozen basis. We spreken ook van eigenwaarden en eigen
vectoren van een matrix. We kunnen ook definiëren de rang 
van een matrix, als de rang van de ermee. isomorfe line-

aire afbeelding uit Hom(R
0

,R
0

). We zien onmiddellijk: de 
rang van een matrix is het maximale aantal lineair onaf
hankelijke kolommen (3.15.10). Een belangrijke eigenschap 
van rnatrices is dat de rang ook gelijk is aan het maxi
male aantal lineair onafhankelijke rijen. De lezer kan 
dit met enige moeite bewijzen; wij zullen het in de vol
gende paragraaf als nevenresultaat moeiteloos verkrijgen 
(3.17.30). Het begrip rang is bovendien niet beperkt tot 
vierkante matrices. Is (b .. ) 

1
<. 

1
<. een matrix dan 

~J -~srn, -J:5n 
noemen we zijn rang de rang van de bijbehorende afbeel-

ding uit Hom(Rn ,Rm) (Rn en Rm met standaardbases). De 
bovenbeschreven eigenschap luidt dan dat de dimensie van 

de deelruimte van Rm opgespannen door de kolommen van 
(b .. ) gelijk is aan de dimensie van de deelruimte van Rn 
~] 

opgespannen door de rijen van (bij). 

3.16.5. DEFINITIE. 

De determinant van 

Zij (a .. )
1

<. '< een vierkante matrix. 
~J -1,]-n 

(a .. ) definiëren we door: 
1 J ' 

:= I 
oES 

n 

t(o)a a ••• a 
1,o(1) 2,o(2) n,cr(n) 

De sommatie wordt genomen over aLle pePmutaties van 
{1,2,.a.,n}. t(o) is gedefinieerd door: 

Men gebruikt 
tie: 

· 1 als aEA 

t(o) := {-1 als oES~\An. 

voor de determinant van (a .. ) vaak als nota
~] 

a nn 
,.i' '' " . ' ·' .. ··' 
'I ' 

. ,fl 
. ~· 

' 
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3.16.6. VOORBEELD 

all a12 al3 

a21 a22 a23 = a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32+ 

a31 a32 a33 -a13a22a31-a12a2la33-a1la23a32" 

voor het berekenen van determinanten staan ons velerlei 
hulpmiddelen ter beschikking. We sommen een aantal hiervan 
op. Het narekenen dat alle onderstaande beweringen inder
daad. juist zijn zal v~n de lezer enig geduld vergen. 

EIGLNSCHAPPEN 

3.16. 7. det (a .. ) =det (a .. ) • "Spiegelen van de matrix ver-
~J J l 

ande·rt de determinant niet". 

3.16.8. 

a 1 .•. a .... a k' .. a n nJ n nn 

a nn 

= 

=-

3.16.10. Als we in de determinant 

a . 
nJ 

... 

. . . 

a nn 

de ide rlJ en jde kolom weglaten, dan heet de overge
bleven ((n-l)x(n-1))-deterrninant de onderdeterminant 
van het element a .. ; notatie: D ... Men noemt 

. . 1) 1) 
(-l)l+Jo .. de minor van a ... Alle termen in det(a .. ) 

l) l] 1] 

die het element a .. bevatten hebben als som 
. . 1] 

(-l)l+Ja .. D ... Hierop berust het ontwikkelen van een 
1J 1] 

determinant naar de minoren van een ri.j of kolom: 

n 
= I (l<j<n). 

i=l 
a 

1 
••• a .... a 

n n] nn 
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3.16.11. OPGAVE. Schrijf enige determinanten van 3x3 
matrices op en bereken die eerst volgens 3.16.6 en 
daarna door herhaalde toepassingen van 3.16.7 tot en 
met 3.16.10. 

3.16.12. STELLING. (Regel van Cramer). Als voor het stel
sel vergelijkingen 

allxl+al2x2+ ... +alnxn = bl 

a2lxl+a22x2+ ... +a2nxn = b2 

a 
1

x
1
+a 

2
x

2
+ ... +a x = b n n nn n n 

geldt dat D:=det{aij)~O is, dan is het éénduidig oplos

baar. De oplossing is: 

Bewijs. Als {xl, ... ,xn ) een 

allxl+. · .+alnxn al2 

anlxl+., .. +annxn a n2 

... a 
nn 

oplossing is dan 

aln bl al2 

= 
' . 
a b a n2 nn n 

(1-=:;is:n). 

is: 

aln 

a nn 

en de linker determinant is x 1D. Evenzo voor -2s:is:n. 

3.16.13. GEVOLG. Geldt voor een homogeen stelsel van n 
vergelijki~gen in n onbekenden dat de aoëfficiënten
determ~nant_. pngelijk aan 0 is.~ dan is (0, ... ,0) de eni
rje ·opiossing_·. 

Bewijs.,Neem b 1=b
2

= ... =bn=O in 3.16.12. 

3.16.14. GEVOLG. Een (nxn) matrix is dan en slechts dan 
regulier indien det(a .. )~0. 

1J 
Bewijs. 3.16.13; 3.15.9; 3.15.13. 

3.16~'15. NOTATIE. We zullen gebruiken het Kronecker sym
bobZ 6.; gedefinieerd door 6 .. :={1 als i=j, 

· 1J lJ 0 als ifj. 
He't ee·nheidselement van M (R) is (6 .. ) • 

n 1J 

3.16.i6. STELLING. Zij D:=det{a, ,)fO en zij 
'+' 1 1J 

d . b -( )1 J -an ss , ,- -1 · D 0,,. 
. 1J J1 

) -1 
{b" =(a") 

1] 1] 

< 
':i 

< 
: ,. 
' 

'~ ' 

,, 

•il ' 
.,'~ 

' 
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Bewijs. Reken màar na dat (b .. ) (a .. )=(a .. ) (b .. )=(ó .. ) . 
1] 1] 1] lJ 1] 

3.16.17. STELLING. Zij AEHom(Rn,Rn) met matrix (a .. ) dan 
1] 

is Aecr(A) dan en aZeahts dan als: det(a .. -A6 .. }=0. 
1] 1] 

Bewijs. Een eigenvector is een oplossing ongelijk aan 
(0, •.• ,0) van 

allxl+ .•. +alnxn = ÀXl 

a2lxl+ ... +a2nxn = Ax2 

a 1 x 1 + ... +a x = ÀXn n nn n 

Pas nu toe: 3.15.20, 3.15.19: 3.16.14. 

De vergelijking det (a .. -.\ói. )=0 heet de karakteristieke 
1] J d 

vergelijking van (a
1
j). Het is een n e-graads vergelij-

king in !..; deze heeft dus ten hoogste, met multipliciteit 
geteld, noplossingen (zie ook 3.15.29). Werken we met C 
in plaats van R dan heeft de karakteristieke vergelijking 
preciesnoplossingen (met multipliciteit geteld). Ook in 
C kan evenwel LÀEa(A) mÀ<n zijn, (zie 3.15.29). 

In A kunnen we wel vaststellen dat iedere matrix met een 
oneven aantal rijen en kolommen ten minste één reële 
eigenwaarde met reële vectoren heeft (zie ook 8.5.2 en merk 
op dat de complex geconjugeerde van een oplossing ook een 
oplossing is.) 

3.16.18. OPGAVE. Schrijf enige reguliere rnatrices uit 
M3 (R) op en bepaal daarvan de inverse zowel door toe
passing van 3.16.16 als ook door met de techniek van 
3.14.39 te bepalen wat het beeld onder de inverse af
beelding (d.i. het origineel onder de oorspronkelijke 
afbeelding) van e 1 ,e 2 ,e3 is. 

3.16.19. STELLING. Us (cij)=(aij) (bij), dan is det(cij)= 

=det(a .. )det(b .. ). 
~J - 1] 

Bewijs. Door in de linker determinant de n+le tot en 
met de (2n)e rij met geschikte factoren vermenigvuldigd 
bij de 1e tot en met de ne rij op te tellen bewijst men 
de gelijkheid van de determinanten op pagina 189. Het is 
niet moeilijk in te zien dat de linker determinant gelijk 
is aan det(a

1
. )det(b .. ) en de rechter aan det(c .. ) . 
J 1] 1] 

-1 . 
3.16.20. GEVOLG. Is (b .. )=(a .. ) , dan <s det(b .. )= 

-1 l] 1] l] 
=(det(a .. ) ) • 

1] 
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• 0 .... 0 0 0 .. 0 ••• 

a n1 • 0 ••• a 0 0 0 0 c c nn 0 ••• 0 nl ••• nn 
-1 0 0 b11 b1n 

= ... . .. -1 0 .. . 0 bll b1n 0 -1 0 -1 

0 •• 0 0 0 -1 b n1 ... b 0 -1 b b nn ••• 0 • 

nl nn 

3.17. Euclidische ruimten 

3.17.1. DEFINITIE. Zij V een reile vectorruimte. Een in
wendig product in V is een afbeelding van VxV in R met de 
volgende eigenschappen (we duiden het beeld van een paar 
(a ,b) weer aan met (a ,b)): 

(!1) (x,x)>O indien x~O; 
(I2) (x,y)=(y,x) (x,yEV); 
(I3) (cqx 1 +a 2 x 2 ,y)~a 1 (x,y)+a 2 (x,y) (a 1 ,a 2 ER; x 1 ,x 2 ,yEV). 

Uit (O,O)=(aO,O)=a(O,O) voor alle aER volgt meteen dat 
(0,0)=0. 

3.17.2. VOORBEELD. In Rn krijgen we een inwendig product 
door de definitie: (a,b)=a 1p1+a 2b 2+ .•. +anbn 

(a=(a
1

, ••• ,an), b==(b
1

, ••• ,bn)ERn); tenzij ailders vermeld -1 

nemen we in Rn steeds dit inwendig product. 

3.17.3. We zullen bekijken wat dit betekent voor de ana
lytische meetkunde-in R2 (aan de lezer laten we over dit 
ook voor- R3- na te g3an) omdat .-veel van de terminologie 
ontleend is aan de meetkunde. 
Als a=A=(a 1 ,a 2 )ER2 , b=B=(bl,bz)ER2 dan zijn dLafstanden 
in het vlakJvolgens Pythagoras) : AO=Ia!+a~, BO=Ibl+b~, 
AB=I(a 1-bj) +(a2-b 2 ) 2 • Zij ~ de hoek tussen OA en OB dan 
rekent men na volgens de cosinusregel dat 

OA·OB·cos$ = ~(OA2 +0B 2 -AB2 ) ~ a1b1+azb2 = (a ,b). 

3.17.4. Aan de vorige opmerking ontlenen we de volgende 
terminologie .. 

DEFINITIE. Zij V een reële vectorruimte met inwendig 
product. D-e lengte (of norm) van een vector x (notatie: 
jxjJ is /(x,x) (XEV). 

De afstand van de vectoren x en y (notatie: d(x,y)Jis 
/(x-y,x-y) (x,yEV). 
De vectorén x· en ·v heten loodr_echt·-· (of orthogonaal) 
(notatie: xw) als (x,y)=O (x,yEV). 

.. ) 
-~ . 
•• 
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(Opmerking: (V,d) is een voorbeeld van wat we in 5.2.1 
een metrische ruimte zullen noemen.) 
Men moet de bovenstaande terminologie niet te strikt op
vatten. Ook {(al,a 2 ),(b 1 ,b 2 )):=(a 1-a 2 )(b 1-b 2 )+a 2b 2 is een 
inwendig l?roduct in R2 waarbij (1,0)"(1,1) en I ~1,~) 1=1 
en I (0,1) \= 2. ZiJ, algemener, vl,vz,v3 een bas1s 1n R3 
dan definieert men steeds een inwendig product door: 

(alv l+azV z+a3v 3t blv l+bzvz+b3v 3) :=albl+azbz+a3b3. 

Alleen indien voor de vectoren v 1 ,v 2 en v 3 geldt dat ze 
in de gewone meetkunde van de ruimte onderling loodrecht 
zijn en lengte 1 hebben, komen de begrippen lengte afstand 
en loodrechte stand gebaseerd op het inwendig product 
overeen met de begrippen uit de stereometrie. 

EIGENSCHAPPEN. Steeds is V een reële vectorruimte met 
een inwendig product. 

3.17.5. Is aEV dan definieert 
neaire tunetionaal op V. 

3.17.6. [ .'f a x , Ï Bkykl = 
]=1 J J k=1 

f(x) :=(a ,x) (xEV) een li-

(1.19.6!). 

3.17.7. VxEV [ (x,y)=O] dan en slechts dan indien y=O. 

3.17.8. STELLING. (De ongeLijkheid van Cauahy-Sahwarz) 
(x,y)2 :o:;;(x,x) (y,y) voor alle x,yEV. Gelijkheid treedt dan 
en aleohts dan op als x en y afhankelijk zijn. 

Bewijs. Als x=O is het gestelde triviaal. Stel xiO. 
Beschouw de kwadratische vorm 

À2 (x,x)+2À(X,y)+(y,y) = (ÀX+Y,ÀX·,-y). 

Deze vorm is niet negatief voor alle ÀER wegens 3.17.1, 
derhalve is de discriminant niet positief: 
(x,y)2-(x,x) (y,y)sO. Bovendien zien we dat 
(X,y)2-(x,x) (y,y)<O tenzij de kwadratische vorm een 
nulpunt heeft, d.w.z. tenzij ÀX+y=O voor zekere waarde 
van À. 

Men vergelijke bovenstaande stelling en bewijs met 5.9.8. 
Passen we deze stelling toe op het inwendige product uit 
3.17.2 in Rn, dan vinden we: 

EIGENSCHAPPEN 

3.17.9. lxi=O dan en slechts dan als x=O. 
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3 • 1 7 . 10 . I a x I= I a I I X I ( aE R, XEV) • 

3.17.11. lx+vl<lxl+lvl (x,yEV). 

Bewijs. Pas de definities en 3.17.8 toe. 
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3.17 .. 12. (x,y)=O dan en slechts dan als lx+vl 2 =1x1 2+1vl2. 
(Dit is een generalisatie van de stelling van Pythago
ras.) 

3.17.13._Voor alle x,y,zEV geldt: 

(a) d(x,y) = d(y,x), 

(b) d(x,y) 2: Oi d(x,y) = 0 alleen indien x=y, 

(c) d(x,y) < d(x,z)+d(y,z). 

Vergelijkt men 3.17.13 met 5.2.1 dan ziet men dat 3.17.13 
juist uitdrukt dat (V,d) een metrische ruimte is. Zowel 
3.17.13 (c) als 3.17.11 heten wel driehoeksongelijkheid. 
Reële vectorruimten met een inwendig product hete-n 
Euclidische ruimten. 

·Alles wat we in§ 3.17 tot nog toe gedaan hebben is ook 
geldig in ruimten met dimensie oneindig. 

3.17.14. OPMERKING. In complexe vectorruimten kan men met 
3.17.1 geen inwendig product definiëren. De drie eisen 
zijn zelfs strijdig zoals blijkt uit (ix,ix)=i(x,ix)= 
=i(ix,x}=-(x,x). Wil men voor vectorruimten over C toch 
een inwendig product definiëren dat geschikt is voor een 
lengte-begrip enz. dan vervangt men (!2) door de eis: 
(I2*) (x,y) = (y;-K) (de bovenstreep duidt op complex 
conjugeren) . Complexe vectorruimten met een inwendig pro
duct (dat voldoet aan (Il), (!2*) en (IJ)) heten unitaire 
ruimten. In dit hoofdstuk zullen we ze verder niet be
schouwen; (zie 5.10.15 en § 7.8). 

3.17.15. DEFINITIE. Zij V een Euclidische ruimte, zij W 
een deelverzameling van V. We zeggen dat xEV orthdgonaal 
is op Windien VwEW [ (x,w)=O]. (We gebruiken als notaties 

xLW of (x,W)=O.) Het orthogonale complement van W 
(notat-ie Wl) is gedefinieerd door: 

w1 := {xEVI (x,W)=O). 

wll := (Wl)". 

EIGENSCHAPPEN 

3.17.16. Is W. deelverzameling 
ruimte van V. 

1 van V, dan is W een deel-

..• ' 

' ' ï; 
f:). 1·, 

. ' 
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3.17.18. W~L~[W], waarin [W] de lineaire deelruimte is 
bestaande uit alle eindige lineaire combinaties van 
elementen uit w. 

3.17.19. DEFINITIE. Een eindig of oneindig steZseZ 
v1,v'2 ,v3,··· in een Euclidische ruimte heet orthonormaa.Z 
indien: 

(v.,v.)=ê .. 
1 J. 1] 

(i,jEN). 

3.17.20. VOORBEELD. e
1

, .•. ;en is een orthonor.rnaal stelsel 

in Rn (met het inwendige product uit 3.17.2). 

We zullen van nu af aan slechts beschouwen eindig dimen
sionale Euclidische ruimten. Zoals uit 3.17.21 zal blij
ken zijn dan ook alle orthonormale stelsels eindig. In 
§ 7.8 zullen we een aantal van de stellingen die we in 
deze paragraaf voor eindige dimensie bekijken in een on
eindig dimensionale Euclidische ruimte ontmoeten. 

3.17.21, STELLING. Zij v
1

, ... ,vk een orthonormaal stelsel 

àan is v
1

, ... ,vk ook een lineair onafhankelijk atelsel. 

B · · u· t 'k a v 0 volgt·. 0 = ( 'k a v v ) -eW~JS. ~ Li=l i i= Li=l i i' j -
k k . 

=' a1.(v 1.,vJ.)~' a.ê .. =a. (HJ'<k). Li=l Li=l ~ ~J J 

3.17.22. STELLING. Zij v
1

, .•. ,vn een basis van àe Euali

àisc:he ruimte V; zij v
1

, .•. ,vn tevens een orthonormaal 

stelsel (orthonormale basis). Dan is voor alle x,yEV: 

n 
(i ) x = I (x,vi)vi, 

·i=l 

n 
(x 'y) = I (x,vi) (y,vi) (Parseval), 

i=l 
(i i) 

n 
I x 12 = I (x,vi)2. 

i=l 
( iii) 

Bewijs. (i) Omdat v
1

, ..• ,vn een basis is, is x=x 1v 1+ 

+ ... +xnvn voor zekere x 1 , ... ,xnER. Dan is (x,vj) = 

= L~ l x. (v. ,v .) ==x. (ls;js;n). (ii) Als x:::::: rnl'=l Xl,Vl,' 
l= ~ l J J 

y = I;=l yjv j dan is (x,y) = L:=lLj=l xiyjêij = L:=l xiyi. 

(iii) Neem x=y in Parseval•s identiteit. 
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Ook de identiteit (iii) wordt wel naar Parseval genoemd. 
Stelling 3.17.22 spreekt uit dat de coördinaten van een 
vector ten opzichte van een orthonorrnale basis berekend 
kunnen worden als inwendige producten ((i)). Voorts: als 
A de lineaire afbeelding is van V in Rn vastgelegd door 
Av. :=e. (l:s;i::::;n) dan geldt voor elk tweetal vectoren dat , , 
{x,y)=(Ax,Ay), het laatste inwendige product berekend 
volgens 3,17.2. Iederen-dimensionale Euclidische ruimte 
die een orthorrormale basis heeft (we zullen in 3.17.23 
zien dat iedere n-dirnensionale Euclidische ruimte een 
orthonormale basis heeft), is dus ook als ruimte met in
wendig product isomorf met Rn. Dit is de betekenis van 
Parseval's identiteit. 

3.17.23. STELLING. Iedere eindig dimensionale Euclidische 
ruimte heeft een orthonormate basis. 

Bewijs. Zij u 1, ••• ,un een basis van de ruimte. We con
strueren uitgaande van deze basis een orthonorma1e ba
sis v 1 , .-•• ,vn door middel van het zogenaamde orthonor
rnalisatieproces van Gram-Sahmidt: 

vl:=(julj)-lul; wz:=uz-(uz,vl)vl; vz:=(lwzj)-lwz; 

nu is reeds lvll=lvzl=1, (VJ,v 2 )=0. Vervolgens: 
w3 :=u3-(u3,vl)vl-(u3,vz)v 2 ; v3:=(jw3j)- 1w3 (ga na dat 
w3;iO!), dan is jv 3 j=l; (v 1 ,v3)=(v 2 ,v3)=0. Zo gaan we 
door: w4 :=u 4 -(u4,v 1 )v 1 -(u 4 ,v 2 )vz-(u4,v 3 )v 3 ; v 4 := 
:=(jw4 j)-lw4 • Enzovoort. Na de nestap hebben we een 
orthonormale basis v 1 ,v 2 , •• ,.,vn verkregen. 

3.17.24. GEVOLG. Zij V een Euclidische ruimte) dim V= n; 
zij W een deeZruimte) dim W = k < n, dan heeft V een or
thonormate basis v 1 , .•. ,v k ,v k+l, •.• ,v n waarvan v 1 , .•• ,v k 

een orthonormale basis van Wis . 

. Bewijs. Pas het Gram-Schmidt proces toe op een basis 
als aangegeven in 3.14.36. 

3.17.25. GEVOLG. In de notatie van 3.17.24 

een orthonormaZe basis voor .w~; dim W~ = n 
Bo-vendien: V=W$WL (3.14.41). 

is _vk+l'''''vn 
-dim W; w~~=w. 

We merken op da.t de laatste bewering inhoudt dat elke xEV 
op éénduidige ·wij ze geschreven kan worden als x=y+z met 
yEW~· (z ,W)=O . .Deze ve.ctor Y heet de projectie van x op W. 
Is in het bijzonder W=Pwl ÀER} waarbij lwl=1, dan is de 
projectie vari x op W 'gelijk aan: (x,w)w, In de schrijf-

n . . . 
wijze x=. I. 

1 
(x,v.)v. (v

1
, •.. ,v orthorrormale basis) is 

l= l l n 
x dus geschreven als de som Van zijrl projecties op de 
loodrechte assen Cv 1 J, [v 2 J, ... , [v ;n]. 

,, 
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We wijzen er met nadruk op dat in 3.17.25 op essentiële 
wijze gebruik gemaakt is van het feit dat dim V eindig is. 
Is v 1 , ... ,vk een orthonorrnaal stelsel in een Euclidische 

ruimte dat geen basis is, dan zijn 3.17.22 (iii) en (i) 
te verzwakken. 

3.17. 26. STELLING. (De ongeUjkheid van Bessd). Is 
v

1
, ••. ,vk een orthonormaaZ stelsel in de Euclidische 

!'1di'T!tl?. v~- dan is 

k 
(i) I 2 2 (x,v.) $ lxl , , 

(i i) 

i=l 

k 
(x - L 

i=l 

Bewijs. Vul v 1 , .•. ,vk aan tot een orthonormale basis 

v
1

, ••• ,vn van V (men verifiëre dat dit kan) en pas 

3.17.22 en 3.17.25 toe. 

3.17.27. OPMERKING. Stelling 3.17.26 geldt ook in oneindig 
dimenSionale Euclidische ruimten. Men kan een bewijs 
geven aldus: 

(i) Zij x':= x- I~=l (x,v 1 )v 1 ; dan is 0::::: (x',x') = 

,.k 2 
= (x,x) - Li=l (x,vi) . 

(ii) voor l==>jSk geldt (x' ,v .}={x,v .)-(x,v .)=0, dus 
J J J 

x'.L[v
1

, ... ,vk]. 

3.17.28. In 3.15.9 zagen we dat iedere lineaire functio
naal f in een n-dimensionale ruimte beschreven kan worden 
met een rij van n reële getallen: a

1
, ... ,a

0 
z6 dat bij ba

sis v 1 , ... ,vn geldt: 

f(x
1

v
1

+ ... +x
0

v
0

) = a
1

x
1

+a
2

x
2

+ ... +anxn. 

In een n-dimensionale Euclidische ruimte kunnen we nu ook 
zeggen: 

3.17.29. STELLING. Zij V een n-dimensionale Euclidische 
ruimte; is f:V~R een lineaire functionaal~ dan bestaat er 
één en pi:1eoies één aEV zó dat: fx:;;;(a ,x) (xEV). 

Bewijs. Kies een 

fei=ai; (l:S:i:Sn); 

orthonormale basis e
1

, ... ,e 
n n 

en neem a = Ii=l aiei. Nu is 

in V; zij 



3.17 EUCLIDISCHE RUIMTEN 195 

x = I~=l (x,ei)e 1 ; fx = I~=l 
Als VxEV [ (x,a)~(x,b)] volgt 

(x,e. )a. = (a ,x) 
1 1 

(Parseval) • 

a ~b uit 3 • l 7 • 7 . 

We besluiten deze paragraaf met de discussie die in 3.16.4 
is aangekondigd. 

3.17.30. STELLING. Van iedere reële (mxn)-matrix (m,nEN) 
geldt dat de dimensie van de deel.ruim·te van Ff1 opgespan
nen door de n kolommen gelijk is aan de dimensie van de 
deelruimte van Rn opgespannen door de-m. rijen. 

Bewijs. (We zullen spreken. van de rijenruimte en de ko
lornrnenruimte.) Zij de matrix:(a~ 1 ... a~n). 

. . ' 
a 

1 
... a m mn 

deze vatten we op als de matrix van een lineaire af-

beelding A:Rn-+Rm met standaardbases en het "gewone" 
inwendige product uit· 3.17.2. De kolommen van (a .. ) 

1J 
spannen ARn op, dus rang A is gelijk aan de dimensie 
van de kolornmenruimte. 
We definiëren: a 1 :=(a11 , ... ,a1n), ... ,arn:=(arn1 , ... ,amn). 

Zij x= (x
1

, ••• ,xn) . Het stelsel vergelijkingen (a 
1

,x) =0, 

... , (am,x)=O heeft als oplossingen juist de vectoren 

uit N(A). Met de betekenis van het inwendig product 
voor ogen zien we dus dat N(A)=[a

1
, ... ,am].L. Nu is ener-

zijds dim[a
1

,.' •• ,am].L=dirn N(A) = n- rang A (3.15.11), 

anderzijds is .dim[ a 
1

, ... ,arn].L = n - dim[a 
1

, ... ,arn] 
(3.17.25). ' 
Dus rang -A = dim[a 

1
, •• • ,arn] ·. 

3.17.31. GEVOLG. Voor het. homogene steZsel vergelijkingen 
t 1=o,:t

2
=o, ... , tm;::Q, met t 1 , ... ,trnEL[x1 , ... ,xn] geldt 

dat de dimensie· van ·de oplossingsruimte gelijk is aan 
n-dim( t

1
, •.. , !Lm]. 

Voor gebruik in een later hoofdstuk (6.6.1) bespreken 
we nbg één stelling:· 

3.17 •. 32. STELLING. Zij A een lineaire afbeelding van een 
n-dime.nsionale Euclidische ruimte V in een m-dimensionaZe 
Euclidische ruimte W dan bestaat e~ een getal MER aá dat 
"xEV [ IAx I sMix IJ • 

Bew.j.js. Zonder verlies aa'n 'algemeenheid mogen we aan

n~~~n v·:.~Rn, W:=Rm_ (:3.17.22).· Laa~ A t.o.v. de stan-

~ -
"' :' 
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daardbases matrix (aij)lsi~rn, l:;jsn hebben. 

Zl. 3. M . _ ( ,m ( 2 + 2 2 ) ) >, .- ,._1 a.1 a.2+ ... +a. . 
1- 1 1 . 1n 2 2 2 Als x=(x1 , •.• ,xn)ERn dan 1s: \x\ =x

1
+ •.• +xn en· 

2 IAx I = 
m 
I 

i=l 

m 
I 

i=l 

wegens 3. 17. 8. 

2 (a.
1

x
1

+a. 2x 2+ ... +a. x) s 
1 1 J.n n 

3.18. Orthogonale lineaire albeeldingen 

3. 18 

In deze paragraaf beschouwen we als vectorruimten alleen 

de Euclidische ruimten Rn (nEN) met standaardbasis, e
1

, 

... ,e en het im·1endig product als in 3.17. 2. Volgens 
n 

3.17.22 is dit echter geen beperking van de algemeenheid. 

3.18.1. DEFINITIE. Zij (a .. )
1
<'< 

1 
. een matrix. Dan 

l] -l->ffi 1 :;]Sn 
ia de geadjungeerde (ook wel getransponeerde) matx•ix (no-

tatie: (a .. )T) de matrix (a .. )
1

<.< .• 
lJ Jl -]-TI, lSlSRl 

De qeadjungeerde matrix ontstaat dus door in de oorspron
kelijke matrix rijen en kolommen te verwisselen. Als men 
(evenals in 3.15.8) een vector uit Rn voorstelt als een 
matrix met n rijen en één kolom dan is volgens deze nota-

tie: (x,y)=xTy. Voor een vierkante matrix kunnen we nu 

3.16.7 herschrijven als det(a .. )=det(a .. )T. 
l.J ~J 

3.18.2. DEFINITIE. Zij A:Rn~Rm lineair~ dan is AT:RID~Rn 
de lineaire afbeelding waarvan de matrix de getransponeer
de is van de matrix van A. 

EIGENSCHAPPEN 

3.18. 3. Als AEHom(Rn, Rm}, BEHom(lf' ,RP), dan is. (BA) T=ATBT. 

n n 
3.18.4. Als A Hom(R ,R }, 

'i;fxER0 'i;fyERn 

Zowel van 3.18.3 als van 
rificatie. De lezer doet 
dat ook ten opzichte van 

dan geldt 

T [ (Ax,y}=(x,A y)]. 

3.18.4 is het bewijs simpele ve
er goed aan zich te realiseren 
andere orthonormale bases dan 
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de standaardbases in R0 en Rm de· matrices van A en AT ge
adjungeerd zijn (zie 3.18.14). 

3.18.5. DEFINITIE. AEHorn(R
0

,R
0

) hee~ OPthogonaal indien: 
V xE Rn [ I Ax I= I x I I . 

3.18.6. VOORBEELD. Is A de draaiing over een hoek $ om 
de oorsprong in R2 (3.15.30) dan is A orthogonaal. Met 
behulp van de matrix van A die we reeds in 3.15.30 ver
meldden vinden we nl. 

(Ax,Ax) = (x 1 cos $ - x 2 sin $) 2 + (x 1 sin$+ x 2 cos $)2= 

= xi +x~= (x,x). 

3.18.7. Orthogonale afbeeldingen laten ook de afstanden 
invariant- we zeg~en: het zijn isometrieën (5.7.19) -
immers: d(Ax,Ay)=IAx-Avi=IA(x-y) l=lx-vl=d(x,y). 
Omgekeerd is iedere lineaire isometrie van Rn op zichzelf 
ook orthogonaal. De volgende stelling geeft een aantal ka
rakteriseringen van orthogonale lineaire afbeeldingen. 

3.18.8. STELLING. Zij AEHorn(R0 ,R0 ). De volgende bewerin
gen zijn geLijkwaardig:-

(a) 

(b) 

( c) 

( d) 

( e) 

( f) 

A is orthogonaal: 

VxERn VyERn [ (Ax,Ay)=(x,y)J 
A . ,. -1 AT 

~s reguv~er en A = ; 
T • 

AA =I; 
T 

A A=I; 

De -rijen van de matrix van A vormen een orthonormaaZ 
stelsel in Rn; 

(g) De kolommen van de matrix van A vormen een or~honor
maal stelsel in Rn; 

. 
Bewijs.· W.e ·merken op da_t, omdat een orthonormaal stel
s-el van n vectoren, volgens 3.17.-21 ook een basis vqrmt, 
de gelijkwaardigheid van (c) tot en met (g) triviaal is. 
Zij gegeven (a), dan iS voor ieder tweetal vectoren x 
en y: 

(x+y,x+y) = (x,x)+2(x,y)+(y,y); 

(A (x+y) ,A (x+y)) = (Ax ,Ax) +2 (Ax·,Ay) + (Ay ,Ay) = 

= (x,x)+2(Ax,Ay)+(y,y). 

Hieruit volgt (b) . .. 
Uit (b) Volgt (g) want de ie kolom van de matrix van A 
is Ae. en (Ae.-. ,Ae .)=(e .. ,e ,)::;;:8 .. (l::>i,j:$;n). 

~ ' ~ ·~- ~ J ~']· 

TenslOtte volgt uit (g) w.ee·r (a), ·want als Ae 1 , •. -.,Aen 



198 ALGEBRA 3.18 

een orthonormale basis' is, geldt voor x=x
1

e
1
+ ... +xnen 

wegens 3.17.22 (ii) dat: 

n n n 
(x,x) ~ I 

i=l 
I 

i=l 
I 

j=1 
x.x.(Ae.,Ae.) = (Ax,Ax). 
~ J 1 J 

OPMERKING. Met de interpretatie van het inwendig pro
duct in· R2 en R3 betekent (b) dat onder een orthogonale 
afbeelU.iug niet alleen elke lengte maar ook de cosinus 
van elke hoek behouden blijft. 

EIGENSCHAPPEN 

3.18.9. Het product van orthogonale afbeeldingen is or
thogonaal. Is A orthogonaal dan is ook A-l=AT orthogo
naal. I is orthogonaal. De orthogonale afbeeldingen 
van R0 (n~2) vormen een niet-commutatieve groep. 

De groep van de orthogonale afbeeldingen van R3 op R3 
speelt een belangrijke rol in de natuurkunde. 

n n 
3.18.10. Als A:R +R orthogonaal is, dan is o(A)C{l,-1}. 

Is n oneven dan is er steeds tenminste één eigenwaarde 
(3.16.17: 8.5.2). 

3.18.11. Is A orthogonaal met matrix (aij) dan is det(aij)= 
~1 of det(a .. )=-1 

>J 
Bewijs. 3.16.7: 3.16.20: 3.18.8 (c). 

Orthogonale afbeeldingen waarvoor de determinant +1 is 
heten direct orthogonaal, die waarvoor de determinant -1 
is heten gespiegeld orthogonaal. De direct orthogonale 
afbeeldingen vormen een normale ondergroep van de groep 
der orthogonale afbeeldingen. 
Teneinde enig begrip te krijgen van de meetkundige achter
grond van deze terminologie zullen we nu uitzoeken welke 
orthogonale afbeeldingen van R2 er bestaan. 

3.18.12·. STELLING. Iedere orthogonale afbeelding van R2 
is hetzij een draaiing om 0) hetzij een spiegeling aan 
een rechte door 0. 

Zonder dat we er veel woorden aan besteden zal de lezer 
begrijpen dat onder "spiegeling aan een rechte door.O" 
verstaan wordt de lineaire afbeelding S bepaald door: 
Sx:=x als XEL (L stelt de rechte voor), sx~-x als xEL1 

(zie 3.21.33). 

Bewijs. We puzzelen dit uit. Laat de matrix van de or
thogonale afbeelding(~~) zijn. 
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Dan is a2+c2=b 2+d 2=1, ab+cd=O. Nu is (a,c)~(O,O); uit 
ab+cd=O volgt dan dat er een ~ bestaat met d=~a, b=-~c. 

Omdat b 2+d 2=1 is ~ 2 =1. We zien dat ~=det(~ ~). 
Er zij twee mogelijkheden: 

(i) ~=1; de matrix is (a -c) waarbij a2+c2=1. c a 
Stelt men a= cos ~, c =sin$ dan is duidelijk dat 
de afbeelding een draaiing om 0 over een hoek $ is 
(3.15.30). 

(ii) ~=-1; met a = cos ~, c = sin IJ! is de matrix nu: 

(

cos IJ! 

sin ~ 

sin 

-cos 

Men verifieert zonder moeite dat de afbeelding nu is 
een spiegeling aan de rechte L:=O(cos ~~'sin ~~)I HoR}. 

3.18.13. OPGAVE. Zij A een direct orthogonale afbeelding 
van R3 op R3 • Bewijs: 
(i) A heeft een eigenwaarde +1. 
(ii) Er is een rechte door 0 die in de eigenruimte bij 

+1 bevat is. 
(iii) De afbeelding is een draaiing om de rechte uit 

(i i) • 

In de volgende paragraaf zullen we weer overgangen van 
een basis op een andere basis maken; daarbij gebruiken 
we het volgende resultaat waarvan we het bewijs aan de 
lezer overlaten. 

3.18.14. OPGAVE. Zij V een n-dirnensionale Euclidische 
ruimte; u , ... ,u en v

1
, ... ,v orthonormale bases, dan 1 n _ n 

is de overgangsmatrix van de basis u 
1

, ••. ,un op de ba-

sis v
1

, ... ,vn een orthogonale matrix. Bewijs dit. 

3.19. Symmetrische lineaire afbeeldingen 

we b·eschouwen een Euclidische ruimte V. 

3.19.1. DEFIÛITIE. Een afbeetding A:V+V heet symmetrisch 
(of ze "lfgiJ~djunget!n•dJ indien: 

' ' ' ' 

"xEV vyEV I (x,Ay)=(Ax,y)]. 

Eike symmetrische afbeelding is lineair. De lezer ga dit 
zelf na. 

3.19.2. DEFINITIE. Een (nxn) matrix (aij) heet symmetrisch 
indien a .. =a .. (l::;i,j::;n). 

·. l] Jl 

~«?. ·nèrnèn verder aan dat de dimensie. van v eindig is. Beide 

beg.rippen hadden we dan ook kunnen formuleren met AT =A, 

ij 
' 

I ;~ 
-'·!,~ 

:,~ 
' 
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resp. T (a .. ) =(a .. ), ze zijn verbonden door 3.19.3 .. 
~J ~J 

3.19.3. STELLING. Zij v
1

, ... ,vn een orthonormale basis 

van V. AEHom(V,V) is dan en slechts dan zelf-~eadjungeerd 
als de matrix van A t.o.v. v 1 , ... ,vn symmetrisch is. 

Bewijs. (i) Zij A zelf-geadjungeerd met matrix (a .. ), 
~J 

dan is: a .. =(v. ,Av .)=(Av. ,v .)=a .. (l:;;i,j:;;n). 
1) 1 J 1 J Jl 

(ii) Als (aij)T=aij volgt door uitschrijven van de in-

wendige producten met 3.17.22 (ii) dat (x,Ay)=(Ax,y) 
(x ,yEV) o 

OPMERKING. Ten opzichte van een niet-orthorrormale basis, 
hoeft een symmetrische afbeelding geen symmetrische matrix 
te hebben. 

3.19.4. STELLING. ledere reële symmetrische matrix heeft 
ten minste één reële eigenwaarde. 

De lezer die niet vertrouwd is met C leze het bewijs 
later (na § 4o4) o 

Bewijs. Laat de matrix van de afbeelding zijn (aij) 

We beschouwen deze als matrix van een afbeelding van Cn 
in zichzelf. Binnen C is de karakteristieke vergelijking: 
det(a .. -,ó .. )=0 oplosbaar (8o5o2) o We vinden zo een 

~J ~J n 
eigenwaarde ÀEC en een eigenvector xEC , x10. Omdat alle 
coëfficiënten uit R zijn, is dan ook À eigenwaarde met 
eigenvector X (iedere component van X is de geconjugeer
de van de overeenkomstige component van x). We bereke-

nen nu I~=l I~=l aijxixj op twee manieren. Enerzijds is 

Ij=l aijxj = xxi anderzijds is ÀXj = I~=l ajixi = 

~ n In - In -. 
1 

a .. x .. zo vinden we À . 
1 

x.x. =À . 1 x
1
x.o 

~= ~) ~ ]= J J l= l 

Nu is Ij=l xjXj = Ij=l lxjl 2 >~, omdat x als eigenvector 

ongelijk 0 is. Derhalve is À=À; dus À is reëel. (We 
hebben zelfs bewezen dat alle eigenwaarden van een reële 
symmetrische matrix beschouwd als element van M (C) 
reëel zijn.) n 

3.19.5. STELLING. Voor iedere eindig-dimensionale Eucli
dische ruimte V en Voo~ iede~e symmetPische lineaire af
beelding A van V in V geZdt dat V een orthonormaZe basis 
heeft die bestaat uit eigenvectoren van A. 

Bewijs. We passen volledige inductie toe naar de dimen
sie van V. Als dim V= 1 is iedere vector v10 eigenvec-
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tor, we nemen er één met \v \=1. Neem nu aan dat de be
wering geldt voor elke (n-1)-dimensionale vectorruimte 
en elke symmetrische afbeelding er van. Zij A symme
trisch in Horn(V,V), dim V= n; zij À een (reële) eigen
waarde van A en vn een eigenvector met lengte 1 

(3.19.4). Nu is [vn].l een (n-1)-dimensionale ruimte, 

V 
1

, en de restrictie van A tot V 
1 

is een symme-n- n-
trische afbeelding. (We hoeven alleen te laten zien dat 
A(V 

1
)cV 

1 
en dit is zo omdat (v ,Ax)='=(Av ,x)=/..(v ,x) n- n- . n n n 

en (v ,x)=O indien xEV 1 . Volgens de inductieveronder-n n-
stelling heeft V 1 een orthonormale basis van eigenn-
vectoren v

1
, ••• ,vn_

1
. Dan is v 1 , .•. ,vn een orthonormale 

basis van V, die uit eigenvectoren van A bestaat. 

3.19.6. GEVOLG. Is A een symmetrische tineaire afbeelding 
van V in V en is dim V = n, dan heeft V een basis ten op
zichte waarvan de matrix van A een diagonaatmatrix is. 

Bewijs. 3.19.5; 3.15.27. 

3.19.7. GEVOLG. Is (a .. ) 1 < .. ,.. een symmetrische matrix, 
~J -1,J""n 

dan bestaat er een orthogonate matrix (s .. )
1

<. . zodat 
. 1J -1 1 Jsn 

{s .. ) (a .. ) (s .·.) een diagonaatmatrix is-. 
Jl. l] 1] 

Bewijs. 3.19.5;·3.18.14; 3.16.2; 3.18.8 (c). 

3.19.8. Dit laatste gevolg heeft als consequentie dat elke 
homogene kwadratische v.orm (homogeen betekent: alle termen 
zijn van dezelfde graad) in de veranderlijken x 1_, ... ,x~ 

geschreven kan worden als een lineaire combinatie van 
kwadraten. Allereerst stellen we vast dat iedere kwadra
tische vorm in x

1
, ..• ,xn te schrijVen is als 

met· een symmetrische matrix (a .. ). Als (a .. ) de matrix 
. 1] 1] 

van A:Rn-+Rn (stan<laardbasis) .is en_x=(x
1

, ... ,xn) staat 

hier: (Ax,x). Zij volgens 3.19.7: (sji) (aij) (sij)=(Àióij) 

waarbij (s .. ) orthogonaal is en À. de eigenwaarden van 
lJ l 

(a
1 
.. J.) zijn. Dan is (a .. )=(s .. ).(À.ó .. )(s .. ), en de kwadra

. n 1] 1J 1 1J ~1 
tis-che vorm ~s Ii::;;:l Ài (s 1ix 1+ . .-.+snixn) · . 

,, 

' - .; 
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Wil men van een gegeven kwadratische vorm L~=!I;=l a 1 jxixj 

met aij=aji' de schrijfwijze als lineaire combinatie van 

kwadraten opschrijven dan moet men blijkbaar de eigen
waarden en eigenvectoren van de symmetrische matrix op
sporen. We maken nog een triviale opmerking: een kwadra
tische vorm is positief (niet-negatief) definiet dan en 
slechts dan als alle eigenwaarden van de bijbehorende 
symmetrische matrix positief (niet negatief) zijn. De 
...,,..,...,.e, ~ J't.-h .... ~ ...:::~ """"'..., "''"'Tn,...,r.ono v •. ,::~rlr::~+i c::~h"" vorm t-e ochri ;ve>n •"'-''::1 ....... ,.., .. ..:,.._...., ..o.~u ........... ....,':1.._ •• ._ ••••-------~··- • - • - ~ - --_, • 

als lineaire combinatie van kwadraten is van groot belang 
voor de analytische meetkunde van de t·weedegraads krommen 
en oppervlakken. 

3.20. Aanvullingen 

In deze korte paragraaf bespreken we voornamelijk aan de 
hand van opgaven een aantal begrippen die niet meer met 
elkaar gemeen hebben, dan dat vectorruimten over een 
lichaam er een rol in spelen. Voor het maken van de op
gaven uit paragraaf 3.21 is kennis van deze begrippen 
niet nodig. 

3.20.1. Zij (R,+, ) een commutatief lichaam; ZlJ (S,+, ) 
een deellichaam. Dan kan men R beschouwen als een vector
ruimte over S indien men als optelling neemt de lichaams
optelling en als scalaire vermenigvuldiging de lichaams
vermenigvuldiging met elementen van S. 
In 3.10.5 zeiden we in deze situatie dat (R,+, ) een uit
breiding is van (S,+, ). We zeggen dat deze uitbreiding 
eindig is indien R als vectorruimte over S eindig dimen
sionaal is; dit betekent dus datReen eindige basis 
heeft; er bestaan dan elementen r

1
, .... ,rnER zodanig dat 

elk element rER eenduidig geschreven kan worden als line
aire combinatie r:=s 1r

1
+s 2r 2+ ... +snrn met s 1 , ... ,snES. 

De dimensie van deze vectorruimte heet de graad van de 
uitbreiding. 

3.20.2. OPGAVE. Zij (R({s}) ,+, ) een enkelvoudige alge
braïsche uitbreiding van (R,+, ) . Bewijs dat dit een 
eindige uitbreiding is, waarvan de graad gelijk is aan 
de graad van p(x) als p(x)=O een definiërende vergelij
king van R({s}) is. Geef een basis aan van R({s}) als 
vectorruimte over R. 

3.20.3. STELLING. Iedere eindige uitbreiding van een 
lichaam is algebraisch (zie 3.10.5). 

Bewijs. Laat (R,+, ) een uitbreiding van de graad n 
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van (S,+, ) ZlJn. Zij sER\S, dan is e=:s 0 ,s,s 2 , ... ,sn 
een (n+l)tal elementen uit R; deze zijn lineair afhanke-

lijk, dus er bestaat a 0 , ... ,a ES zó dat\~ O a.si = 0, 
n L1== 1 

(a0 , ..• ,a )1(0, •.. ,0), m.a.w. sis een nulpunt van een n . n . ~ 

polynoom Ii=O a 1 x in S[xJ. 

3.20.4. OPGAVE. Laat (R,+, ) een eindige uitbreiding zijn 
van (S,+, ) van de graad n, laat (S,+, ) een uitbreiding 
zijn van (T,+, ) van de graad m. Bewijs dat (R,+, ) een 
eindige uitbreiding is van (T,+, ) van de graad mn. 

3.20.5. OPGAVE. Een eindig lichaam is een eindige uit
breiding van zijn priemlichaarn. Laat zien dat hieruit 
stelling 3.10.13 volgt. 

n 3.20.6. (GF(2)) 

We beschouwen (GF(2))n. Deze verzameling bestaat uit alle 

geordenden-tallen van nullen en enen. (GF(2))n is een 
vectorruimte over GF(2) indien we definiëren 
(a

1
, ••• ,a )+{b

1
' , ••• ,b) :=(c

1
, ••• ,c) indien a.+b.:c. (rood 2) n n n l l l 

(a1 , ... ,an,b1 , ... ,bn,c1 , ... ,cnEGF(2)) en 1a:==a; Oa:=O 

(aE (GF(2) )n). 
Merk op dat als V een wille}s.eurige niet ·'lege verzameling 
P(V) is met als optelling symmetrisch verschil en als 
scalair product 0 ·V o : =.{J.; 1 ·.V o :=V o (.V 0cv) een vectorruimte 
over GF(2) is. 
De lezer doet er goed aan zich voor ogen te stellen wat 
we tot op heden zoal over de verzamelingen van de geor
dende n-tallen van nullen en enen gezegd hebben:· we ken
nen ze als karakteristieke functies _van P(Nn) (2.4.10); 

in 2. 6. 30 introduceerden we een._ ordening; uit .2 •. 6. 30 en 
2.8.27 bleek dat' ze een Boole tralie vormden; de groeps
eigensch'a:p 'die 'aan de h'ui.digé besChom..iing·-éils ve-ctor
ruimte ten grondslag ligt ·is bekend ·na 3.3.21 (d) en 
3.4;10 (a): volgens 3.12.10 en 3.12.8 of 3.12.3 zijn ze 
ook te beschouwen als Boole algebra en Boole ring, vol
gens 3.i2.25 zelfs als de enige eindige Boole algebra's 
en B9ole,ringen. (.tot op isomorfie na}; uit 3.20.5 volgt 
tenslotte dat GF ( 2n} ( 3. 1 û < 14) een vectorruimte van di
mensie n over GF{2) is en ·u.f-t de ari'alo9e steiling.van 
3.14 .. ·37 volgt -dat GF (2n)- als· vecto1:ruimte isomorf is met 
{GF{2})n. In aJ.le gevalLen waarin ·Sprake i,s van een op
tell~ng is dit dezelfde; de eventuele aanwezige vermenig
vuld'~-gingen kunnen echtèr verschi;tlen. 

3.20.7. OPGAVE. Representeer het lichaam GF(l6) (3.10.15) 
en.· de lloole ring (P{{l,2,3,4}) ,,,n) (3.12.3) beide met 

\' 
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de elementen van (GF(2)) 4 . Geef regels voor de opstel
ling van de producttafels van de lichaamsverrnenigvul
diging in de voorstelling van GF(l6) en van 11 doorsnede" 
in de voorstelling van (P(N),t,n). 

CONVEXE VERZAMELINGEN IN Rn 

We beschouwen Rn als Euclidische ruimte met de standaard
basis e 1 , ... ,en. 

3.20.8. DEFINITIE. Een deeLverzameling ucRn heet convex 
indien VxEU VyEU VÀE[O,l] [ÀX+(l-),)yEU]. 

Als voorbeelden merken we op dat iedere lineaire varië
teit convex is; en dat {xl x 1 ~o, ... ,x ~0} convex is 

. n 
(zie 5.9.1). Het is duidelijk dat de doorsnede van con
vexe verzamelingen convex is. 
Laat x

1
, ... ,xkERn (in meetkundige beschouwingen als deze 

schrijft men ook vaak hoofdletters voor de elementen: 
P

1
, ... ,PkERn). 

Het convexe polytoop opgespannen door x
1

, ... ,xk (notatie: 

C(x 1 , ... ,xk)) is gedefinieerd door: 

C(x 1 , ••• ,xk) :={L~= 1 Aixil A1 , ... ,AkER+, L~=l Ai= 1). 

3.20.9. OPGAVE. (a) Bewijs dat ieder convex polytoop een 
convexe verzameling is. 

(b) Bewijs dat, als xEC(a 1 , ... ,ak), dat dan 

C(x,a 1 , •.. ,ak)=C(a 1 , ... ,ak). 

( c) Bewijs da~ C (a 1 , ... ,a k) de. doorsnede is van alle 

convexe verzamelingen die a 1 , •.. ,ak bevatten. 

(d) Bewijs dat er een deelverzameling (b 1 , ..• ,bi}c 
C{a

1
, ..• ,ak} bestaat zó dat 

(i) c (b 
1

, ..• ,b ,l=C (a 1 , ••• ,ak), 

(ii) bi~C(b 1 , ... ,bi_ 1 ,bi+1 , ... ,bt) (1sisO. 

De elementen b 1 , ... ,b~ heten de hoekpunten van het 

convexe polytoop C(a 1 , ... ,ak) · 

(e) Bewijs dat de verzameling der hoekpunten éénduidig 
bepaald is door het convexe polytoop. 

(f) Bewijs dat {x I x :<=0, ... , x :<=0, \~ 
1 

x. = 1} een 
1 n L~= ~ 

convex polytoop is met hoekpunten e 1 , ... ,en. 
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3.20.10. DEFINITIE. Een convex polytoop C(a
0

,a
1

, ... ,ak) 

heet een k-simplex indien het stelsel a
1
-a

0
,a

2
-a

0
, ••• , 

ak-aO lineair onafhankelijk is. 

3.20.11. OPGAVE. Zij C(a
0

,a 1 , ... ,ak) een k-simplex. 

(a) Bewijs dat ieder element xEC(a 0 ,a
1

, ... ,ak) ééndui-

dig te schrijven is als x = L~=O Àiai met Ài~O, 
0 <. <k ,k ' 1 
-1- en Li=O Ai = . 

(b) Bewijs.~at a 0 , .•. ,ak de hoekpunten van het k-sim
plex Z1Jn. 

3.21. Opgaven over lineaire algebra 

We herhalen: de lezer die lineaire algebra werkelijk le
ren wil zal vaardigheid in het numerieke werken met con
crete bases, lineaire vergelijkingen, determinanten enz. 
moeten verwerven. Daarvoor is het oplossen van een zeker 
aantal 11 rekensonunen" noodzakelijk. In deze paragraaf 
komt slechts een gering aantal dergelijke vraagstukken 
voor; de lezer zal naar behoefte zelf meer opgaven moeten 
opstellen en oplossen. 

3.21.1·. (a) Bewijs dat On met de definities 

(xl, ••• ,xn)+(yl, ••• ,yn) := (xl+yl, ••• ,xn+yn) 

a(x1 , .•• ,xn) := (ax1 , ••• ,axn) 

(xl, ••• ,xn,yl, ••. ,yn,aEQ) 

een lineaire ruimte over 0 is. Bèpaal de dimensie 
en een basis. 

(b) Bewijs dat Rn met de gebruikelijke optelling en 
met als vermenigvuldiging: a(x

1
, •.• ,x) := 

:=(ax
1

, ••• ,axn) (aEO, xERn) n 

een lineaire ruimte over Q is. Wat geldt nu voor 
de dimensie? 

3.21.2. Bewijs dat de doorsnede van een aantal lineaire 
deelruimten van een vectorruimte zelf een vectorruimte 
is. 

3.21.3, (a) Bewijs dat in R3 de verzameling {ÀV I -w<A<w) 
een rechte door (0,0,0) voorstelt tenzij v~o. 

(b) Bewijs dat de vectoren me.t eindpunten op een rechte 
geSchreven künnen worden als x"!::a+tv met vfO, -=<t<oo. 
We noemen dit een parametervoorstelling van de 

., 

' -''. 

,, 
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rechte met a als steunvector, v als richtingsvector, 
t als parameter. 

(c) ~ewi~s.dat de parametervoorstelling van e7~ vlak 
1n R lS: x=a+t1v1+t 2v 2 , v1,v 2 onafhankellJk, 
-co<t 1 ,t 2 <oo, 

(d) Bepaal een parametervoorstelling van het vlak met 
vergelijking 2x-y+z=3 en eveneens van de snijlijn 
van de vlakken x+y=l en 2x-y+z=3 (we schrijven 
(x,y,z) i.p.v. Cx1 ,x2 ,xg)}. 

(e) Bepaal een vergelijking van het vlak met parameter
voorstelling x=(l,2,3)+t 1 (û,l,l)+t2 (1,0,-2). 

3.21.4. Bewijs dat de vergelijking van het vlak in R3 

gaande door P=(p 1 ,p2 ,pg), Q=(ql,q 2 ,q 3) en R=(r 1 ,r 2 ,rg) 
is: 

x y z l 
Pl P2 Pl l 0. = q, q2 q3 l 
r, r2 rJ l 

3.21.5. Ga van de volgende deelverzamelingen van de vec
torruimte Rn (n~2) na of het lineaire variëteiten zijn. 
Bepaal de dimensie van die deelverzamelingen die een 
lineaire variëteit zijn en ook een basis indien de 
deelverzameling zelfs een deelruimte is. 

(a) (x I x 1 =0}u{x I x 2 =0}. 

(b) lxl x!+ ... +x~=l}. 

(c) {xl x 1=0, x 2 =0}. 

(d) {xl x 1+x 2 + ... +xn=l}. 

3.21.6. Bewijs dat voor iedere waarde van aER de volgende 
vier vlakken in R3 tenminste één punt gemeen hebben. 

x+ y-2z = 2 • 
y- z = 0 • 

2x- y- z = 4, 
x-3y+az = a. 

Bepaal a z6 dat de vier vlakken een gemeenschappelijke 
snijlijn hebben. Geef een parametervoorstelling van 
deze snijlijn. 

3.21.7. Geef van R[x,SJ een basis die de volgende poly
nomen bevat x5+2x3, x4+1, x3+x2. 

3.21.8. Bepaal een basis voor de deelruimte van R5 opge
spannen door (-1,0,2,3,4), (-2,1,4,7,10), (6,4,2,0,-2); 
geef een aanvulling van de basis van deze deelruimte 
tot een basis van R5 . 
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3.21.9. Zij V een eindig-dimensionale vectorruimte; laat 
V1 en Vz deelruimten zijn. Bewijs dat: 

dirn[VlUV2]+dim(VlnVz) =dim V1 + dim V2 
(vergelijk met 3o14o41) o 

3.21.10. De vectoren a=(l,2,3,4), b=(2,-1,0,2) en 
c=(4,-3,-l,-l) spannen een deelruimte U van R4 op. 

(a) Bepaa~ de dimensie van U. 

(b) Behoort d=(-4,1,-2,10) tot U? 

(c) Behoort e=(3,1,2,1) tot U? 

3.21.11. Gegeven zijn de vectoren in R4: a=(3,-1,4,7); 
b=(l,-3,2,5); c=(2,6,I,-2); d=(5,3,2,-l) en 
e=(0,4,-l,-4). 
Bepaal van elk der volgende vectorruimten de dimensie 
en een basis: [a,b,c]; [a,b,d]; [a,b,c,e]. 

3.21.12. Zij V een vectorruirnte; v 1EV, v 2EV, v 3EV; 
à 1v 1+azvz+a3v3=0, a 1a 3;iO. Bewijs dat [vl,v 2 J=[v 2 ,v 3 J. 

3.21.13. Zij AEHom(R 3 ,R 3 ) met matrix t.o.v. de standaard-
basis: 

-1 
1 

-2 -Do 
(a) Bepaal N(A); bepaal de oplossingen van Ax=(6,2,4). 
(b) Bepaal een basis voor {yER 3 j lxER 3 [ Ax=y]) o 

3.21.14. A is een lineaire afbeelding van R3 in R3 be
paald door: A ( 0, 1, 1) = ( 1 , 3, 10) , A ( 1,1 , 1) = ( 2, 2, 8) : 
A(1,0,2)=(3,1,6) o 

(a) Bepaal de matrix van A ten opzichte van e 1 ,e 2 ,e 3 . 

(b) Bepaal de eigenwaarde~ en eigenruimten van A. 

(c) Bepaal een basis van R3 zó dat A ten opzichte van 
die basis _als matrix een diagonaalmatrix heeft. 

3.21.15. Zij AEHom{V,V), A2=I (de identieke afbeelding); 
zij V 1 :=(I+A)V: Vz:=(I-A)Vo 

(a) Bewijs dat vl en Vz lineaire deelruimten van 

(b} Bewijs dat vxEVi [ Ax=x J en V xEV2 
[Ax=-x]o 

(c) Bewijs dat V=Vl"Vzo 

3o2lo16o Zij AEHom(Rn,ffU), BEHom(Rm,Rk)o Bewijs dat 
rarlg BA .:;; rnin{rarig A, rang B}. 

V zijn. 

,'·. 

:i' 
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3.21.17. Zij A,BEHom(Rn,Rn); rang B = n. Bewijs dat AB en 
BA dezelfde eigenwaarden hebben. 

3.21.18. Zij AEHorn(Rn,Rrn), BEHom(Rm,Rk); zij VxERn(BAx=O]. 
Bewijs dat rang A + rang B ~ m, 

3.21.19. Zij 
::; n + rang 
= rang B. 

A,BEHorn(Rn,Rn). Bewijs dat rang A+ rang B::; 
AB. Bewijs dat als rang A = n, dan rang AB = 

3,21.20. Zij aER 3 ; zij AEHom(R 3 .R3) gedefinieerd door: 
A(x1,x2,x3):=(x1+x2+x3)a. Bepaal de eigenwaarden en 
eigenruimten van A. 

3.21.21. AEHorn(Rn,Rn) is gedefinieerd door: Ae
1
=0, 

Ae.=e. 1 (2<i<n). Bepaal de matrix van A t.o.v. 
l l-

n 
e 1 , ... ,en. Toon aan dat VxERn [A x=O]. Toon aan dat 

cr(A)={O). 

3.21.22. De afbeelding A:R[x,3J~R[x,3] is gedefinieerd 
door: A(ax3+bx2+cx+d) :=a(x+l) 3+b(x+l)2+c(x+l)+d 
(a,b,c,dER). 

{a) Bewijs dat A een lineaire afbeelding is. 

(b) Bepaal de matrix van A ten opzichte van de basis 
x3, x2, x, 1. 

(c) Bewijs dat A regulier is en bepaal de matrix van 
A-1 ten opzichte van (x+1) 3 , (x+1)2, (x+1), 1. 

3.21.23. Bewijs de volgende identiteit (determinant van 
Vandermonde); 

1 1 1 

x1 x2 . . . x n 
x2 x2 x2 = n (x.-x.). 

1 2 n n2:i>j2:l l J 

. n-1 "n-1 ·n-1 
x1 x2 ... x 

n 

3.21.24. ZiJ. (a ) een matrix~ door uit deze ij 1:s:i:s:m, 1:S:j sn 
matrix m-p rijen en n-p kolommen weg te laten verkrijgt 
men een vierkante matrix met p rijen en kolommen; de 
determinant van deze vierkante matrix heet een (pxp)
onderdeterrninant van (aij). 

Bewijs dat rang(a .. )=r dan en slechts dan als alle 
l] 

(pxp)-onderdeterminanten met p>r gelijk aan 0 zijn, en 
tenminste één (rxr)-onderdeterminant ongelijk aan 0 is. 
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3.21.25. (Cauchy-Binet) . Voor matrices 

en (bij)lsisrn, lsjsn waarbij msn is, 

T duet (a .. ){b .. ) een (rnxrn) matrix is. 
lJ lJ 

(aij)l$isrn, lsjsn 

geldt dat het pro-

Zij M een deelverzameling van m verschillende elementen 
uit N, zij detM(a. ,) de (rnxm)-onderdeterrninant die uit 

n lJ 
(a .. ) ontstaat door de kolommen met rangnummer in N \M 

lJ n 
weg te laten. T 
Bewijs dat det(a .. ) (b .. ) 

1] 1] = LM detM(aij)detM(bij), 

sommatie zich uitstrekt over alle (0
) ver

rn 
waarbij de 
schillende verzamelingen MCN0 . 

3.21.26. Zij y een Euclidische ruimte. 
(a) Bewijs dat lx+yl=lxl+lvl dan en slechts dan als één 

der twee vectoren x en y een niet negatief veelvoud 
van de ander is. 

(b) Bewijs dat lx+yl 2 +lx-yl 2 =2lxi 2 +2IYI 2 (parallello
grarnidentiteit) voor alle x en y uit V. 

3.21.27. Laat V 1 en v 2 lineaire deelruimten van een ein
dig-dimensionale Euclidische ruimte V zijn. Bewijs dat: 

L L L 
(a) [V 1uv2 J = V 1rlV 2 ; 

L L L (b) (V 1nV 2 ) = [V 1 , V2 J. 

3.21.28. Geef een orthonormale basis van R3 waarvan 
-~ 5 (1,0,2) een element is. 

3.21.29. Zij V een eindig-dimensionale Euclidische ruimte, 
zij v0 een deelruimte van V. Onder de orthogonale pro
jectie op v 0 verstaat men de lineaire afbeelding 
PEHom(V,V) vastgelegd door: VEV [Px:=x] en P(V0)={0) 
(vergelijk met 3.15.25). x o 
(a) Zij vfO, bewijs dat voor de orthogonale projectie 

P 1 op [vJ geldt: 

(x , v ) 
= --v 

(v , v ) 
(xEV). 

(b) Zij v 1 W een on·afharikelijk stelse·l; zij Pz de ortho
gonale projectie op [v,w]. Bewijs dat voor alle xEV 
geldt: P 2x=a(x) v+S (X) w waarbij 

a {x):''= (x 1 v ) ( w 1 w)_- (X·, w) (v , w) en S (x):= (x , w) (v , v ) - (x , v ) ( v 1 w) 

· (v
1
v)(w'

1
w)..:.CV,w)2 (V 1 V)(w 1 w)-(v 1 w)2 
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{c) Bewijs dat iedere orthogonale projec~ie op een 
deelruimte Vo een symmetrische lineaire afbeelding 
is. 

3.21.30. Laat A en B lineaire afbeeldingen zijn van de 
Euclidische ruimte V in zichzelf waarvoor geldt: 
"xEV '~yEV I {Ax,y)={Bx,y)]. Bewijs dat A=S._ 

3.21.31. Zij V een eindig-dimensionale Euclidische ruimte. 
7.j_j v

1
: ... fvk een orthonorrnaal stelsel. Bewijs dat in-

dien voor elke vEV geldt dat (v ,v) = I~-J {v ,v.) 2, het 
stelsel v

1
, .•. ,vk een basis is. l- · 

1 

3.21.32. Construeer een orthorrormale basis voor de deel
ruimte van R4 opgespannen door (1,2,1,3), (4,1,1,1), 
(3,1,1,0). Vul deze basis aan tot een orthorrormale ba
sis voor R4 • 

3.21.33. Zij v 0 een lineaire deelruimte van de eindig-di
mensionale Euclidische ruimte V. Onder de.spiegeling 
t.o.v. v 0 verstaan we de lineaire afbeelding SEHom(V,V) 
vastgelegd door: vxEVo (Sx:~xJ; Vxevt (Sx:=-xJ. 

(a) Bewijs dat S een orthogonale lineaire afbeelding is. 
(b) BeschrijfSmet een matrix t.o.v. een geschikt ge-

kozen orthonormale basis. Bewijs dat S een symme
trische lineaire afbeelding is. 

(c) Geef de matrix t.o.v. e 1 ,e2,e3 van de spiegeling 
van R 3 t.o.v. !xl 2x,-x 2 +3x,=O}. 

3.21.34. Zij V een eindig-dimensionale Euclidische ruimte, 
zij a,bEV, a~01b. Zoek de eigenwaarden en eigenruimten 
van de afbeelding AEHom(V,V) gedefinieerd door 
VxEV [Ax:=x+{b,x)a]. 

{Onderscheid de gevallen (a,b)=O en {a,b)fO.) 

3.21.35. (Determinanten van Gram). Zij a 1 , •.. ,ak een stel

sel vectoren in Rn. Zij ·a .. :=(a. ,a.) (l:::;i,j:::;k). 
lJ l J 

Bewijs dat a
1

, ... ,ak dan en slechts dan een lineair on-

afhankelijk stelsel vormen als det(a .. }l<'<k l<'<kfO. 
lJ -l- 1 ~]-

3.21.36. In R3 zijn ge~even de vectoren a, b 1 , b2, 
"xER' I (a,x) 2={b 1 ,x) +{b 2 ,x) 2J. 
Bewijs dat b 1 en b 2 lineair afhankelijk zijn. 

3.21.37. {Traagheidswet van Sylvester). In Rn zijn gegeven 
twee onafhankelijke stelsels van r vectoren: a 1 , ... ,ar 
en b , ... ,b , z6 dat voor elke xERn geldt: 

1 r 
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(a
1

_,x) 2+ ... +(a
5

,x) 2 -(a
5
+

1
,x)2-, •• -(ar,x)2 = 

= (b 1 ,x) 2+ ••• +(bt,x) 2-(bt+l'x)•- ••• -(br,x)2. 

Bewijs dat s=t. 

3.21.38. Zij p,q,p' ,q'ERn. Bewijs dat voor elke ÀE[O,l]: 

d(Àp+(l-À)q, Àp'+(l-À)q') < Àd(p,p')+(l-À)d(q,q'). 

3.21.39. Zij Z de lineaire afbeelding van R2 op R2 met 

matrix t.o.v. e,,e 2 : (~ ~~) , waarbij (a,b);'(O,O). Be

wijs dat voor elk tweetal vectoren x en y met x~01y uit 
R• geldt: (Zx,Zy) = (x,yl 

IZxllzvl lxllvl 

(Merk op dat z=/a 2+b 2 T, waarbij T orthogonaal is; ook 
kan men Z opvatten als de vermenigvuldiging in C met 
het complexe getal: (a+bi). De bewering houdt dan in 
dat vermenigvuldiging met een complex getal een "hoek
trouwe" afbeelding is.) 

3.21.40. Zij AEHorn(Rn,Rn). Bewijs dat ATA symmetrisch is 

en dat alle eigenwaarden van ATA niet negatief zijn 

3.21.41. A€Horn(Rn,Rn); A is symmetrisch en alle eigen
waarden van A zijn niet negatief. Bewijs dat er een 

n n 2 
BEHorn(R ,R )·bestaat met B =A. 

3.21.42. BewijS dat iedere lineaire afbeelding A:Rn~Rn 
te schrijven is als A=BC Waarbij B orthogonaal is en 
C symmetrisch. 

3.21.43. Zij AEHom(Rn,Rn). Bewijs dat N(AT)=(A(Rn))L en 

AT(Rn)=(N(A))L. ' 

3.21.44. Zij AEHorn(Rn,Rn) symmetrisch. Bewijs dat de 
grootste eigenwaarde van A gelijk is aan 
max( (Ax,x) I I x 1=1}. 

•··. ·~ 
'':l 

' ,. 

' .~ 

;~ : 

" ""' .. .. ... , 

' ' 

: ''( 



4 De reële en complexe getallen 

4.1 . . Laat (K, +, , <) als in 3. 11 een coiPmutatief lichaam 
'zijn voorzien van een lineaire ordeninq (die we met < aan
geven). Als A een deelverzameling is vanKenmeen eleiPent 
van K met de ei~enschap VaEA[a~ml dan noemen we m een bo-

vengrens van A (zie 2.7}. Het is duideliik dat alsmeen 
bovengrens is van A ook ieder element xEK met x>m een boven
grens is van A. We noemen een deelverzameling A van K 
naar boven begrensd als A een bovengrens heeft (zie 2.7.12, 
2.7.14). 

4.1.1. DEFINITIE. Een geordend commutatief lichaam 
{K,+, ,<) heet Dedekinds geordend als iedere niet Zege 
naar boven begrensde deelverzameling van K een kleinste 
bovengrens (supremum) heeft. 

Als A een niet lege naar boven begrensde deelverzameling 
van een Dedekinds geordend lichaam is dan geven we de 
kleinste bovengrens van A (het supremurn van A) aan met 
sup A. (Zie 2. 7 .18). 
In de volgende paragraaf zullen we bewijzen dat de eis in 
4.1.1 {definitie) het lichaam K éënduidig bepaalt. Anders 
gezegd: 

4.1.2. STELLING. Er is één Dedekinds geordend richaam (op 
isomorfie na). 

Vaak neemt men 4.1.2 als axioma aan4 We zullen dat voor
lopig ook doen. Het in deze stelling genoemde lichaam 
noemen we het lichaam van de r>eëZe getallen. We geven het 
aan met R, In 4.1.15 zullen we zien dat de reële getallen 
zoals we die op intuÏtieve wijze al hebben leren kennen 
overeenstemmen met het lichaam dat we riu gedefinieerd heb
ben4 Volgens 3.11.4 is Q een deellichaam van R. Met het 
volgende voorbeeld illustreren we dat R ook andere dan 
rationale getallen bevat. De getallen in R\0 noemen we 
irrationaal. 



4.1 DE REELE EN COMPLEXE GETALLEN 213 

4 .1 . 3 • VOORBEELD. Als o. E R+ en 1 ;;;a 2 < 2 dan definiëren we 
2 -1 + s:=a.+(2-a ) (2a+l) • Dan is S>a en 6 2 <2. Is a ER en 

o: 2 >2 dan definiëren we 6:=o.+(2-o. 2 ) (2o.)- 1 • Dan is S<a en 
8 2 >2. Zij nu A:={xl x ER Ax 2 <2}. Dan is lEA en 2 is een 
bovengrens van A. Dus heeft A een supremum en 
1 s: sup A ;;; 2. 
Uit het vorenstaande volgt dat (sup A)2=2. Stel nu dat 
sup A E Q, Dan zijn er gehele getallen m en n met 

(m,n)=_l, zodat sup A= rnn-l, d.w.z. m2=2n2, 0Ve g'ebrui
ken hier de notatie (rn,n) :=grootste gemene deler van m 
en n.) Hieruit volgt dat m even is, dus rn2 een 4-voud, 
dus n even, d.w.z. (rn,n)~2. Dit is een tegenspraak. 
Hiermee is aangetoond dat er een getal a ER\ Q is met 
a 2=2. 

Als ACR en aER dan noemen we a een ondergrens van A als 
V A [ a<x) • 

XE 

4.1.4. STELLING. Iedere niet Zege deelverzameling van R 
die een ondergrens heeft heeft een grootste ondergrens 
(infimum). 

Bewijs. Zij veR, V~~ en a een ondergrens van V. We de
finiëren W:={xj -xEV}. Dan is -a een bovengrens van W. 
Dus _W heeft een kleinste bovengrens a. Het getal -a is 
dan de- grootste· ondergrens van V. 

4.1.5. STELLING. Js R de verenig'ing van twee niet lege 
deelverzamelingen A en B waarvoor geldt 

VaEA VbEB [ a<b) 

d~.n i~.\- er> ee'n eER met de eig~nschappen 

CU "xER [ (x<c)~(xEA)] 

,(i i) , VyER (y>c}->,(yEB)] 

Bewijs. B is' riiet leeg. Zij bEB. Dan is b een bovengrens 
van A. A is niet leeg. Dus heeft' A een supremurn c. Zij 
x<c. Dan-~ x niet ee;:n boveng,rens van A, d.w.z. er is 
een aEA met- a>x. Dus is xljlB, d.w.z. xEA. Hiermee is {i) 
aa.ngeto_ond. Neem nu y>c. Dan i$, .Yri.A, dus yEB waarmee 
(ii) is aangetoond. 

Een splitsing ;VaFl Q van bovenstaand type heeft niet de 
eigenschap van 4. L 5. Dedekind noemde zo'n splitsing ee.n 
snede. Hen kari V()Or sneden een optelling eh een vermenig
vul,diging defi'rliëten ·en dan aantonen dat de sneden een 
Dedèkinds- g_e6:r.~~nt(i :lichaam vOrmen. Deze· invoering van· R 
kan· men bijv. V: inden in [ 22] , hOofdStuk 1. 
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We bewijzen nu een aantal stellingen over R die in het 
vervolg veel gebruikt zullen worden. De bewijzen berusten 
steeds op de definitie van R, d.w.z. we gebruiken alleen 
het feit dat R een Dedekinds geordend lichaam is. Merk op 
dat als s = sup A dan 

(i) "aEA [ a<s]' 

(ii) 

Meestal heeft men (i) en (ii) beide nodig om genoernde 
stellingen te bewijzen. In (i) staat dat s een bovengrens 
van A is en in (ii) dat s-E niet een bovengrens van A is 
(vergelijk 2. 7. 21). 

4.1.6. STELLING. VoZdoen de rijen reëZe getalZen a 1 ,a 2 , ••• 
en b1 ,b 2 , ••• aan 

\fnEN [ an::;an+l ::;bn+l s:bn] 

dan is er een eER met 

vnEN ( an:o;:c::;bn] 

Bewijs. Voor iedere n is b een bovengrens van d8 ver
n 

zameling A:={a.! iEN}. Als c := sup A dan is, volgens , 
de definitie van supremum, a scsb voor iedere nEN. n n 

Een rij gesloten intervallen In waarvoor geldt 

V EN [I 1cr 1 noemen we een intervaltennest. In 4.1.6 
n n+ n 

staat dat een intervallennest een verzameling intervallen 
is waarvan de doorsnede niet leeg is. 
In [ 4 I wordt 4.1.6 als definitie van R genomen. Daarmee 
is 4.1.2 dan te bewijzen. Merk op dat uit 4.1.6 volgt dat 
R niet aftelbaar is ( 2. 5 .18) . Immers als f :N-+ R een één
éénduidige afbeelding van N op R zou zijn dan konden we 
[ a 1 ,bil zo kiezen dat f(l)Ej![ a1 ,btl en voor iedere nErJ het 
interval [a 1 ,b 1 1 zo kiezen dat [a 1 ,b +l]c[a ,b 1 en n+ M n+ n n n 
f (n+l )Ej![ a 

1 
,b 

1
1 • De doorsnede van de intervallen van n+ n+ 

dit intervallennest zou dan leeg zijn, in strijd met 
4.1.6. 
In 3.11.8 is gedefinieerd wanneer een geordend lichaam 
archirnedisch geordend genoemd wordt. 

4.1.7. STELLING. R is archimedisch geordend. 

Bewijs. Zij aER, a>O en bER. Het getal b/a is geen bo
vengrens van N. Immers, als dit wel zo was dan zou N 
een supremurn c hebben en dan was er een nEN met n>c-1 
en dus n+1>c, een tegenspraak omdat (n+1)EN. Er is dus 
een natuurlijk getal n>b/a, d.w.z. na>b (want a>O). 
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We herinneren aan de definitie van limiet: 

4.!.8. DEFINITIE. De rij (an)nEN' anER, heeft de limiet a; 
geschreven als: 

lim an = a, 
n+~ 

ûs 

We herinneren er aan dat een rij niet meer dan één limiet 
kan hebben (zie ook 5.1.14 en 5.1.15). Een rij die een 
limiet heeft noemen we een aonve~gente rij. Zoals bekend 
heeft niet iedere rij een limiet. We willen nu het limiet
begrip iets uitbreiden en aan iedere rij reële getallen 
een getal toekennen zó dat dit met de limiet samenvalt 
als de rij een limiet heeft. Voor we dit doel herinneren 
we de lezer aan het symbool ~ dat we bekend veronderstel
len (N.·B. oo is niet een reëel getal:). We definiëren: 

4.1.9. DEFINITIE. Zij (an)nEN een r>ij reële getallen. We 
zeggen 

"a -+co als n-+co" 
n 

of lirn a 
n 

n+~ 

= co als 

[ a >a} • 
n 

Analoóg definieert men 11 a -+-co als n-+"" 11
• 

n 
We gaan nu aan iedere rij' ·reële getallen toevoegen een 
bovenlimiet (=limes superior) en een onderlimiet (=Zimes 
inferior), notatie respectievelijklim sup a = lim a 

n n 
n+~ 

en .llm inf a = lim a . Voor sommige rijen zullen deze ·n n:;; n - -

nieuwe beg-rippen het symbool "" of -co zijn. De definitie 
zal mogelijk zijn door de volgende stelling. 

4.1.1.0. STELLING . . Als (anlnEN een rij. reële getaUen is 

dan is er ten hoogste 44n getal aER met de volgende ei
genschappen, 

(i) 

(i i) 

Als zo'n 
voZg.en'de 

(aJ 

'i:fx>a 3NEN vn>N { an~xl, 

Vx<a VNEN 3n>N [ an>x] · 

getal a ni.et bestaat dan is,precies 
uitspraken juist: 

V R 3 N I a >x} , 
·XE .nE n· 

d.ZJ. z. de rij i's niet 'naar bov.~n begrensd~ 

édn van de 
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( b ) 

d.w.z. a ~-oo als n~oo. 
n 

Bewijs. Dat er niet meer dan één getal a kan ZlJn met 
de eigenschappen (i) en (ii) is triviaal. Dat (a) en (b) 
niet beide juist kunnen zijn is ook triviaal. Als {a) 
en (b) niet juist zijn is de rij naar boven begrensd. 
Er zijn dan getallen a met de eigenschap (i), d.w.z. 

H :1 V 
"x>et _jNEN n>N 

r "' .". v-] l ..... ..., •• • 
n 

Daar {b) niet juist is is de verzameling V van getallen 
a met eigenschap (i) naar onder begrensd. Zij a het in
fimum van v. 
Als x>a dan is er een aEV met a~a<x. Daar a eigenschap 
(i) heeft is er een NEN zo dat voor n>N geldt a $X, 

n 
Hiermee is aangetoond dat a ook eigenschap (i) heeft, 
d.w.z. a is het kleinste element van V. Als x<a dan 
heeft x eigenschap (i) niet en dus geldt (ii). Hiermee 
is de stelling bewezen. 

Nu definiëren we het begrip lim sup van een rij. 

4.1.11. DEFINITIE. Is (a) Neen rij reële 
d f

. ... n nE 
getallen dan 

e t-nt-er>en we 

(a ) 

(b) 

( c ) 

lim sup a = 
n 

"" als de rij niet naar boven 

begrensd isJ 

lim sup a 
n 

= -"" als lim a 
n 

= -oo f 

lim sup a =a als a het in 4.1.10 genoemde 
n 

geta1. is. 

Volgens 4.1.10 is deze definitie zinvol. Het begrip 
lirn inf a wordt op analoge wijze gedefinieerd. Het is 

n 
e~nvoudig in te zien dat voor iedere rij (an)nEN geldt: 

lim a ~ lim a met gelijkheid dan en alleen dan als 
n n n-roo n-roo 

lim a bestaat (zie 4.5.15 en 4.5.16). 
n 

Als we van een rij die een limiet heeft op de een of an
dere manier deze limiet kunnen raden dan is met behulp 
van definitie 4.1.8 aan te tonen dat ons vermoeden juist 
is. We zullen echter vaak van een rij willen kunnen zeg
gen dat deze een limiet heeft zonder die limiet te weten. 
De volgende stellingen rnaken dit mogelijk {zie ook 
1.26.9). 
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4.1.12. STELLING. Is de rij a 1 ,a 2 , ... monotoon niet-da
lend (d.w.z. VnEN [an~an+l]) en naar boven begrensd dan 
heeft de rij een limiet. 

Bewijs. Als (an)nEN monotoon niet-dalend en begrensd is 

definiëren we A:={a I nEN} en.a:= sup A. Daar voor ie-n 
dere E>O het getal a-e: niet een bovengrens van A is is 
er een NEN met a-e:<aN~a. Voor alle n>N is dan a-e:<an~a, 

d.w.z. lim a = a. 
n 

4.1.13. DEFINITIE. Een 

ordend lichaam K heet 

V 

r>ij (an)nEN elementen van een ge

fundamentaalrij (of Cauchy-rij) als 

e:EK, e:>O 3NEN Vm>N Vn>N [ lam-ani <o)' 

l>ierk op dat iedere convergente rij een fundamentaalrij 
is. Voor het geval K=R geldt omgekeerd: 

4.1.14. STELLING. Als (an)nEN een fundamentaalrij in R 

is dan is er een aER zo dat lim a = ~ 
n 

Bewijs. In de definitie van fundamentaalrij kiezen we 
e=1~ Voor de daarbij behorendeN en alle n>N geldt dan 
I a -a 

1
1 < 1, dus geldt voor alle nEN · 

n N+ . ·· · 
I an I smax { I a 1 1 , I a 2 I , .•• , I aNI , I aN+ 1 I + 1 l , 

d.w.z. iedere fundamentaalrij is een begrensde rij. In 
R weten we dan dat er een aER is met a = lim sup a . 

n 
Bij iedere e>O is een N z6 dat voor alle n>N en alle 

m>N geld.t I an -am I<~ en bovendien an <a+e. Er is een m1 >N 

-zó dat a >a--
2
E: •. Dan is voor alle n>N ·zowel a <a+e als 

m1 n 
a >ct-e:. Daar de redenering voor iedere e:>O geldt is be-n . 
Wezen: lim a =a. . n 

4.1.15. VOORBEELD. Laat voor iedere iEN gelden a.ENU{O}, 
. 1 

osa.s9. Definieer s :=I~ la. ·10-
1

• Dan is (s) EN éen 
1 n 1= 1 . - n n 

fundamentaalrij. Deze heeft dus een limiet 

s='~ a. •10-i, de decimale ontwikkeling van het reële L1=1 1 

getal s (Osss1). Dit is de man.ier y;aarop we gewoonlijk 
voor het eerst met reële getallen kennismaken. We zien 
dat 4.1.2, onze definitie van R, leidt tot dezelfde 
voorsteillirig. 
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Het is duidelijk dat in Q een fundamentaalrij niet nood
zakelijk convergent is. Het bewijs van 4.1.2 in § 4.2 be
rust hierop. 
We geven nog een generalisatie van stelling 4.1.14 voor 
functies (zie 4.3.21). 

4.1.16. STELLING. Zij f een reële functie, gedefinieerd 
op [ a,b), (hie"X'in mag b het symbool <»zijn). Als 

11<>0 3c,a<c<b V pER VqER [ (c<p<bllc<q<b)~( lf(p)-f(q) l<c)] 

dan bestaat lirn f (x) • 
x tb 

Bewijs. We beperken ons tot bER (als b=~ geldt een.ana
b-a loog bewijs). Zij, voor nEN, a :=f(b----). Uit het ge-

n n 
geven volgt dat (a ) N een fundamentaalrij is. Volgens 

n nE 
stelling 4.1.14 heeft deze rij een limiet. Noem die t. 

Zij €>0. Er is een NEN zo dat [a
0
-tl<; voor n>N. Vol

gens het yegeven is er een c met a<c<b zo dat voor 

xE(c,b) en yE(c,b) geldt lf(x)-f(y) 1<~. Kies nu n zo 
b-a 

groot dat c<b----<b en n>N. Als XE(c,b) dan geldt 
n 

I f(x)-tl<lf(x)-anl+lan-t I<~+~~ c. 

Daar E willekeurig was is bewezen dat lim f(x) = ~. 
x tb 

Zowel 4.1.14 als 4.1.16 worden stelling van Cauchy ge
noemd. 

4.2. Bewijs van stelling 4.1.2 

We gaan uit van het lichaam Q Besçhouw nu: 

R:= QN, de verzameling van alle rijen rationale getallen, 
B:= de deelverzameling van R bestaande uit de begrensde 
rijen 
N:~ de 
lim a 

n n+oo 

verzameling 
= o, 

nutrijen, dat zijn rijen (a ) N met 
n nE 

F:= de verzameling fundamentaalrijen in a. 
Dan is NcFcBCR. In R definiëren we een optelling en een 
vermenigvuldiging door: 

(al,a2, •.• )+(bl ,b2, ... ) := (a1+b1,a2+b2·, ... ) , 

(a1,a 2 , •.. )(bl,b2, ... ) := (a1b1,a2b2, ... ) 

(zie ook 1.26.2). 



4.2 BEWIJS VAN STELLING 4 .l. 2 219 

Het is eenvoudig in te zien dat 

(aEB'bEB) ~ (a+bE8Aa-bE8AabEB), 

(aEN,bEN) ~ (a+bEN,a-bEN), 

(aE F 'bEF) ~ (a+bEFAa-bEFAabEF), 

(aEBAbEN) ~ (abEN). 

4.2.1. STELLING. (F,+, ) is een commutatieve ring met een
heidaelement en (N,+, ) is daarin een maximaal ideaal. 

Bewijs. Dat we inderdaad met een ring te rnaken hebben 
met (0,0,0, .•. ) als nulelement en (1,1,1, ... ) als een
heidselement is vrijwel triviaal. Uit de beweringen 
voorafgaand aan deze stelling vólgt dat (N,+, ) een 
ideaal is in deze ring. Zij nu a=(al,a2,••·)EF en a~N. 
Dan geldt: 

Als b=(b 1 ,b 2 , ••• )EF dan is de rij 

c := (bl,b2, ••• ,bN+l/aN+l'bN+2/aN+2'""") 

ook een fundamentaalrij en verder geldt: 

ac-b = (a 1b 1-bJ, .. _.,a~N-bN,o,o,o, ... ),

d.w.z. ac-bEN. 
.Als (M,+, ) een ideaal is dat (N.,+, ) omvat dan is. 
blijkbaar voor iedere aEM, a~N en voor iedere bEF, met 
het hierboven gedefinieerde element c, ook ·ac- (ac-b) = 
=bEM, anders gezegd M=F;dus (N,+, ) is een maximaal 
i,deaal. 

uit 3. 8 .12·/· volgt nu onmiddellijk: 

4.2.2. STELLING. F/N := (F(mod N),+,) is een lichaam. 

In ·r definiëren we een rel.atie die we aangeven met >* 
door: 

(a>•b) :~ L 0 0 lkE•' V k [a -b >E]. 
~e ,E> ~~- n> n n 

Dit betekent onder andere a-b~N. Voor ieder paar elementen 
a eh.·b uit' F geidt precies één- van -de ·uitspraken 

A:ls' a, b, c en d e-lementen van F ZlJn en a-eEN, b-dEN dan 
i$ á.!s· a>*b ook c>-*d. Dit heeft- tot gevolg dat de volgende 
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definitie zinvol is: 

4.2.·3. DEFINITIE. AZ.s a en T eLementen van f/N zijn defi
niëren we a>T als er representanten a en b van a resp. T 
zijn met a>*b. (Dit geldt dan voor aZ.Ze representanten.) 

Alle aEFjN met a>O noemen we positief. De eigenschappen 
(01°) t/m (04°) (zie 3.11.1) zijn nu gemakkelijk te verifi
eren. We weten dus nu: 

4.2.4. STELLING. F/W is een geordend lichaam. 

Het is tevens duidelijk dat de ordening Archi~edisch is. 

Als we voor iedere rEO definiëren dat ~(r) het element 
van F/N is gerepresenteerd door de fundamentaalrij 
{r,r,r, ... ) dan is 

(i) 

( ii) 

(iii) 

~(r+s) = ~(r)+~(s), 

~(rs) = t(r)~(s), 

Hrl > ~(s) ~ r>s. 

Dus is Q door $ isomorf, met behoud van ordening, afge
beeld op een deellichaam van F/N. We identificeren dit 
met a. Dan is F/N een uitbreiding van de rationale getal
len die in FIN een niet naar boven en niet naar onder 
begrensde verzameling zijn. We bewijzen nu: 

4.2.5. STELLING. F/N is Dedekinds geordend. 

Bewijs. Zij A een niet lege naar boven begrensde deel
verzameling van FjN. Als vEN enk een voldoende groot 

h k k k 
ge eel getal dan is de rij (---v·---v,---, ••• ), (anders 

10 10 lOV 
k 

gezegd het rationale getal ~),·representant van een 
10 

bovengrens van A in F/N. Dit geldt niet voor alle k. 
De grootste k waarvoor het niet geldt noemen we kv. 
Het is duidelijk dat voor n>m geldt 

k +1 
< m 

lOm 
dus 0 

1 <---, 
lOm 

kl k2 . 
d.w.z. de rijs:=(--,~, •.• ) lS een f~ndamentaalrij, 

10 10 
representant van oEF/N. Als T>a dan is voor iedere re
presentant t~(tt,t 2 , ••• ) van c: t>*S. Er is dan een 

kn 
positief getal s zo dat t >---+s vanaf zeker rangnum

n lOn 
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k +2 
mer. Dan is vanaf zeker rangnummer ook t > n en dat 

n IOn 
betekent dat L een bovengrens van A is. Op analoge wijze 
is, als T<a is, aan te tonen dat r niet een bovengrens 
van A is. Dit heeft tot gevolg dat we nu kunnen zeggen 
dat a de kleinste bovengrens van A is. Daar A willekeu
rig was, is de stelling bewezen. 

We hebben tot nu toe aangetoond dat er een Dedekinds ge
ordend lichaam is; te weten de gecon$trueerde uitbreiding 
van a. Het laatste deel van het bewijs is niet moeilijk 
en we laten het grotendeels aan de lezer over. Neem aan 
dat (K,+, ,~) een Dedekinds geordend commutatief lichaam 
is. Dan is 0 CK. Als aEK dan definiëren we A:={xEOI x<a} 
en 4(~) := sup A, waarbij A opgevat wordt als deelverza
.neling van R. Het bewijs komt er op neer in te zien dat 
$ een isomorfisme is van K op R en dat a<S in K dan en 
slechts dan als $(a)<$(8) in R. Bedenk daarbij dat zowel 
in K als in R alle stellingen van § 4.1 gebruikt ffiogen 
worden. We merken nog op dat in meer algemene verzame
·lingen waarin we zoiets als fundamentaalrijen kunnen de
finiëren een vergelijkbare constructie bruikbaar is om 
de verzameling uit te breiden tot een grotere verzameling 
waarin iedere fundamentaalrij cpnvergeert (completering). 
Men definiee~t een equivalentie-relatie voor fundamentaal
rijen (verschil van twee fundamentaalrijen is een nulrij) 
en werkt dan verder als in § 2.4. 

4.3. Limieten (herhaling) 

In deze paragraaf geven we, grotendeels via Opgaven, aan 
wat bekend verondersteld wordt uit vroegere studie over 
limieten van rijen en functies. Hier en daar zullen we 
gebruik maken van de nieuwe kennis uit de paragrafen 4.1 
en 4.2. 

OPGAVEN 

lim a 
n n+oo 

= a en lirn b 
n n+oo 

lim(a b ) = ab; n n 
n+oo 

(bn) nEN rijen 
= b dan geldt 

reële getallen met 

lim(a +b ) = a+b en n n n+oo 

4.3.?. Als (an)nEN' (bn)nEN en (cn)nEN 
len zijn waarvdor.V N [a Sc sb) en nE n n n 

rijen reële getal-

lim a 
n 

= lim b 
n n+oo n+oo 

.,, 
\ 
~' 
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dan is ook lim en = ~. 
n+oo 

4.3.3. Als {an)nEN een rij positieve reële getallen is 

met lim an = 0 dan is lim 
1 

:::: "" 
n~oo n~"" an 

4.3.4. Als aER, laJ<l dan is liman= 0. 
n+oo 

4.3.5. Als aER, a>O dan is lim 1}ä = 1. 
n+oo 

4.3.6. lim~ = 4. 
n+oo 

4.3.7. lim ( ln+l-lii) = 0. 
n+oo 

4.3.8. De rij (a ) N met a :=(l+!)n is monotoon stijgend. n nE n n 

De rij (b ) N met b :=(l+!)n+l is monotoon dalend. Toon 
n nE _ n n 

aan dat lim(l+~fbestaat. We noemen deze limiet e, 
n+oo 

4.3.9. DEFINITIE. Zij (an)nEN een Pij en zij Sn gedefini

eerd door s1=a1, VnEN [sn+l:=sn+an+l] • 

We zulten spPeken van "de reeks a1+a2+a3+ ••• " of "de reeks 

I~=l ad'· Als lim sn bestaat (noem de limiet s) dan zeggen 
n+oo 

we dat de reeks 1 "" 
1

a aonVePgeert en ve noemen s de som 
Ln= n 

van de reeks. 

In 4.3.9 noemen we sn een parti#le som van de reeks. 
Als een reeks niet convergeert noemen we de reeks diveP
gent. 

OPGAVEN 

4. 3. 10. Toon aan dat 'oo l divergent is. 
Ln=l n 

4.3.11. Als aER, ) a)< 1 dan is I~=l an convergent. 

4.3.12. Als I~= 1 an convergeert is lim 
n n~~ 

a 
n 

= 0. 
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·4.3.13. Als (an)~EN een rij positieve reële getallen is 

dan is de reeks ,~ 
1 

a dan en slechts dan convergent l.n= n 
als de rij partiële sommen begrensd is. 

4.3.14. Als (an)nEN en (bn)nEN rijen positieve reële ge

tallen zijn waarvoor geldt: 

(i) 

en 

(ii) \"" b is convergent, Ln=l n 

dan is ook ~oo a convergent (VergeLijkingssteLLing). Ln=1 n 

4.3.15. Als (a ) Neen rij positieve reële getallen is n nE 
waarvoor geldt lim ~n<l dan is I~=l an convergent. Is 

n->oo 

lim ~>1 dan is \w 
1 

a divergent. (Criterium van n Ln= n n->oo 
Cauchy.) 

4.3.16. Als (a ) Neen rij positieve reële getallen is 
n nE a 

waarvoor geldt lim n+l<l dan is Iw_
1 

a convergent. 
a n- n · n-+"" n a 

Is lim n+l>l 
a dan is I~=l an divergent. (CPiterium van 

n--roo n 
d'ALembert.) 

4.3.17. Alslima 
n n->oo 

= a dan is ook = a • 

4.3.18. Als (an) nEN een rij positieve reële getallen is. 
a 

geldt lim 
n+l = ~ dan is ook lim ?a ~ waarvoor = a n n+oo n n+oo 

(Zie ook 4.5.31.) 

4. 3 .19. Als I~~ I I anI convergeert dan is ook \oo 
1 

a con-
Ln!: n 

vergent. We noemen in dit geval 
--ruut convergent. 

de reeks ,~ 
1 

a abso-
L.n= n 

4.3.20. Als (a ) EN een rij positieve reële getallen is 
. n n 

w~arvoor geldt VnEN [·a~+l :5:a
0

] en lim a 
n n+oo 

= 0 dan is 

, .. !. 

' ' 
:•' ~,_1: 
i·, ~ 

.,_,, . 
'·~ 

- ' . >· 

'·:~· ' 

I . ' 

.. ,. 
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(-l)n-la convergent met een som s waarvoor geldt 
n 

Oss:Sa 1 • 

4.3.21. DEFINITIE. Zij f 
op (a-h,a+h). We zeggen 

aZs 

een reile functie 
lim f(x) = t 
x+a 

gedefinieerd 

Op analoge wijze definiëren we lim en lirn (waarbij alleen 
xta x~a 

waarden <a resp. >a beschouwd worden). De modificatie van 
de definitie als a het symbool oo is spreekt ook vanzelf. 
We merken weer op dat t in 4.3.21 eenduidig vast ligt. 

4.3.22. DEFINITIE. We zeggen: f(x)+oo als x+a als 

4.3.23. OPGAVE. Als lim f(x) = t 1 en lim g(x) = t 2 dan is 
x+a 

lim (f(x)+g(x)) = t 1 +t 2 en lim (f(x)g(x)) = t 1 t 2 • 
x+a x+a 

4.3.24. DEFINITIE. De functie f gedefinieerd op (a-h,a+h) 
heet continu in a als lim f(x) = f(a)~ d.w.z. 

x+a 

V,>O l V [ (Jx-aJd)*(Jf(x)-f(a) J«)] 
" 6>0 XER 

4.3.25.0PGAVE. Als nEN en f(x) :=xn voor xER dan is f 
continu in elke xER. 

Een van de functies waarvan de definitie pas streng te 
geven is na bestudering van de paragrafen 4.1 en 4.2 is 
de exponentiële functie. De eerste stap is 4.3.26: 

4.3.26. OPGAVE. Zij aER, a>O en kEN. Er is precies één 

positief reëel getal ~ zó dat ~k=a. We schrijven 

<= ~=al/k. 

Nu is op voor de hand liggende wijze ax gedefinieerd als 
+ aER en xEQ. De volgende stap is nu: 

4.3.27. OPGAVE. Als aER, a>l en xER dan definiëren we 
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ax := sup{ayl {yEQ)A{y<x)}. 

Ga na dat hierdoor de functie ax is gedefinieerd, dat 
de functie monotoon is en continu in elke xER en toon 
aan dat 

x+y x y 
a = a a en 

0 k d f . ... x (( -l)x)-1 voor <a< 1 unnen we nu e· 1n1eren a = a . 

OPGAVEN 

4.3.28. lim 

4.3.29. lim (1+ ~ )n = ex voor xER. 
n+oo 

x 
4.3.30. STELLING. lirn e ; 1 = 1, 

x+O 

Bewijs. Uit 4.3.29 zien we 

x -1 x-1{ (l+:Ó)n-1} e Lirn = = 
x n n-+oo 

Daar voor x>O, l$k<n geldt 

vinden we 

x k x n 
1<(1+-) <(l+-) 

n n 

dat 

lirn 
n+oo 

{n 

-1 
l<n 

n-l x k · x n I (l+-) <(l+-> 
k=O n n 

en dus 

x 
e -1 x 1< <e als x>O. 

x 

x x e -1 e < <1 als X<Ü. 
X. 

n-1 
-1 I (l+~lkl. 

k=O n 

;.Daar ex in e·lke xER çont,inu is volg.t het gestelde. 

• 
·~ 

. ·~ 

5 
.} ! 

·~ 

• . , ... 

'I, . .. .. 

i 
·~ 

" ,$ 
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De functies sin en cos zijn in dit stadium alleen langs 
meetkundige weg bekend. Met meetkundige argumenten is de 
volgende opgave te maken. 

4.3.31. OPGAVE. lim 
x+O 

sin x 
x = 1. 

Vaak ziet men van de meetkundige beschouwingen af. In dat 
geval worden de sinus en de cosinus gedefinieerd met 
machtreeksen (zie 4~4.8 en § 6.8). 

OPGAVEN 

4.3.32. Bewijs de volgende relaties voor 
cosh x := ~(ex+e-x) en sinh x :=~(ex-e-x). 

(i) cosh2x - sinh 2x = 1 ' 

(i i) 
x 

= cash e x + sinh x, 

( iii) cosh(x+y) = cash x cosh y + sinh x sinh y, 

(i- v) 

(V) 

sinh(x+y) = sinh x cash y + cash x sinh y, 

Schets de grafieken van sinh en cash. 

4.3.33. Als f:R~(O,m) de exponentiële functie is, 

dan is f+ de logarithrne, f+(x) = log x. Bewijs: 
(i) log(xy) = log x + log y, (x>O, y>O), 

( 'i) 1 0 . x x log a 
~ a s a> ~s a = e • 

4 3 34 Bew 'J"s dat l'rn log(l+x) = 1. 
0 • • ..L .,J... x 

x+O 

4.4. Complexe getallen 

x 
f (x)=e , 

Voor de elementen van R2 definiëren we een optelling en 
vermenigvuldiging door: 

(a,b)+(c,d) := (a+c,b+d), 

(a,b) (c,d) := (ac-bd,ad+bc). 

Het is nu eenvoudig na te gaan dat (R 2 ,+, ) een lichaam 
is. Dit lichaam heet het lichaam der complexe getallen en 
wordt aangegeven als C. 
Zij K:=f(a,O)/ aER} en laat~ gedefinieerd zijn voor aER 
door ~(a)~=(a,O). Dan is (K,+, ) een deellichaam van C en 
~ een isomorfisme van R op K. We identificeren deze licha-
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men (zie 2.4). We voeren nog als afkorting in: i:=(O,l). 
Dan is het complexe getal z={a,b) ook te schrijven als 
z=a+ib. Hierin zijn a en b reële getallen, genaamd reële 
deel van z (=Re z) resp. imaginaire deel van z (=Im z). 

4.4.1. DEFINITIE. AZs zEC, z=a+ib (aER,bER) dan defini
eren we ]z], de modulus van z, door ]z] :=(a2+b2)~, en 
arg z.J het argument van z.J door arg z := ~, waarin 
-rr<~<rr en a= lzl cos ~' b = lzl sin ~. 
(Voor z=O wordt arg z niet gedefinieerd.) 

Het zo gedefinieerde argument-van z noemt men wel hoofd
waarde van het argument. Andere waarden vinden we dan 
door de beperking -n<~$n te laten vervallen. 
Een meetkundig beeld geeft het diagram van figuur 25, 
(N.b. lzl=:r.) 

r 
' ' I . 
1rsm~.p 

I 

Figuur 25 

we '$preken ook wel van "het complexe vlak" in plaats van 'C. 
Dit plaatje zet de nieuwe notaties in d-e al _-lang als- Car
tesis-eh vlak beschouwde R2 • 

4.4.2.·DEFINITIE. Als zEC, z=a+ib (aER,bER) dan noemen We 
Z=a-ib de geconjugeerde van z. 

4.4.3. STELLING. Voor zEC gddt: 

(i) -zz = lzl2, 

(i i) z+z = 
. 1. 

2 Re z, 

( i.i.:ó I z I = I z I • .. ' 

i 

' .i 

' '·' ' 

". I 'l 1· 

.,, ' 

' " f 

··' '. 

"' : ,-' 
', .. , .. 

' ',:;: ·, 
' 

' ' ·! ' 
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Bewijs. (i), (ii), (iii) zijn directe gevol<]en van de 
definities. 

4.4.4. STELLING. Als z 1EC en z 2eC dan is: 

(i ) 

{ii) z1+z2 

BEWIJS: Ook hier 
de definitie. 

- -= zl+z2. 

zijn (i) en (ii) directe gevolgen van 

We voeren nu ook voor complexe exponenten z de functie e 2 

in door 

4.4.5. DEFINITIE. Als zEG, z=x+iy (xER,yEA) dan defini
eren we 

z x 
e := e (cosy+ i sin y). 

4.4.6. STELLING. Als zEC, lzl=r, arg z =~dan is z=re1
$. 

Merk op dat uit 4.4.5 
In het diagram dat we 

i x getal e voor~esteld 
(d.i. lzECI lzi=l)). 

te zien is dat le 2 l=eRe 2
• 

van C tekenden wordt voor xE R het 

door een punt op de eenheidscirkel 

4. 4. 7. STELLING. Voor xE R geldt 

en 

cos x = 
ix -ix 

e +e 
2 

ix -ix e -e 
sin x = 2 i 

Bewijs. Direct gevolg van 4.4.5. 

4.4.8. DEFINITIE. Als zEC dan.definiëren we 

cos z := 

en 
sin z := 

iz -iz 
e +e 

2 

iz -iz e -e 
2i 

we zullen in § 6.8 zonder meetkundige argumenten te ge
bruiken een functie exp(z) invoeren. Van deze functie 

kunnen we aantonen dat "V C [ e
2
=exp(z)]. Hierdoor zijn 

ZE 
dan ook cos en sin gedefinieerd via 4.4.8. Alle eigen-



4.4 COMPLEXE GETALLEN 229 

schappen die we langs aanschouwelijke weg hadden leren 
kennen blijven geldig. Voor elk van deze is een direct 
bewijs mogelijk met behulp van de definitie van exp(z). 
We merken hier nog op dat de notatie als exponentiële 
functie gerechtvaardigd wordt door de volgende stelling. 

4 4 9 ' C Cd <s ezl+z2-_ezlez2 . . . . STELLING. A.s z 1E en z 2E an " 

Bewijs. Zij z1=x1+iy1 , Z2=x 2+iy 2 (x 1ER,x 2ER,y 1ER,y 2ER). 
Dan is 

+ i(sin y 1 cos y 2+ cos y 1 sin y 2 )J = 

= exl+x2(cos(yl+y 2 ) + i sin(y1+Y2ll = 

= ezl+zz 

We beschouwen nu functies van complexe veranderlijken. 
De begrippen limiet en continuïteit voeren we in met de
finities analoog aan die voor reële functies. 

4.4.10. DEFINITIE. Zij f: c~c een complexe functie gede
finieerd op lzl lz-al<p}. We zeggen lim f,(z) =~als 

z+a 

4.4.11. DEFINITIE. Zij f: C+C een complexe functie gede
finieerd op { z I I z-a j <p}. We noemen f continu in a aZs 

d.w.z. 

V e:ER,e:>O 

OPGAVEN 

lim f(z) = f(a), 
z+a 

4.4.12~ Ga na welke figuren in het complexe vlak de vol
génde verzamelingen voorstellen: 

(a) 

(b) 

{zECI lz+3l = lz-ill, 

{zECI lz-il + lz+il = 4), 

.',-'.i 

. ·i' . 
': 

: :d; 
·'?1 .. . 
· .. ~ 

·. 

!~ 

-r~ 

.·~ 
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(c) (zECI Re(~~~)=Ol. 

4.4.13. Zij f(z) :=(l+z)-l z+l en g(z):=---
1

• Ga voorfen g na z-
wat het beeld is van de eenheidscirkel. 

4.4.14. Bewijs dat er reële getallen a 0 ,a1 , .•. ,an zijn zo 

n ,n 
dat V R ( (cos x) = Lk-O XE , -

ak cos(kx)] 

4.4.15. Bewijs dat voor xEC geldt: 

(i) cos(ix) = cash x, 

(ii) sin(ix) = i sinh x. 

4.5. Opgaven over hoofdstuk 4 

4.5.1. Zij A een niet lege begrensde deelverzameling van 
R. Zij B de verzameling bovengrenzen van A en 0 de ver
zameling ondergrenzen van A. 
Bepaal inf (x-yl xEB,yEO). 

4.5.2. Zij A een niet lege begrensde deelverzameling van 
de positieve reële getallen en a := sup A. Bewijs dat 
(O,a) = u (O,a). 

aEA 

4.5.3. Zij A een niet lege deelverzameling van R waarvoor 
geldt VxEA ( O<x<l]. Zij B:=(yERI V 00 lxEA ( lx-yl <o] ). 

Bewijs dat B een grootste element heeft. 

4.5.4. Zij aER, bER, a<b. Bewijs 

(i) 

(i i) 

l Q ( a<c<b] , 
cE 

lcER\Q ( a<c<b] 

4.5.5. Voor nEN definiëren we: a1=0, 

:= 12+22+ ..• +(n-1) 2, (n;;::2), bn := 

n3 

Bewijs: VnEN [an<an+l<bn+l<bn]. 

Bepaal de verzameling D:=(dERI V N [a <d<b I). 
nE n n 
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4.5.6. Zij a 1ER, b1ER, O<a1<b 1 . We definiëren voor nEN 

b +l:=l;(a +b ). a :=(ab)\; 
n+l n n ' n n n 

Bewijs: V EN [a <a +l<b 1 <b I . n n n n+ n 

Bewijs: sup {ani nEN} = inf {bnl nEN}. 

4.5.7. Zij Keen archimedisch geordend lichaam met de 
volgende eigenschap: 
Zijn (an)nEN en (bn)nEN rijen elementen van K waarvoor 

geldt VnEN [an~an+l~bn+l~bn] dan is er een eEK met 

V N [a scsb 1 • nE n n 

Bewijs dat K=R. 

4.5.8. Zij K een niet-archimedisch geordend lichaam. Be
wijs dat K een niet-lege naar boven begrensde deelver
zameling bevat die geen supremum heeft. 

-1 n/""'""j -1 
4.5.9. Bewijs lim n vn~ = e 

n~oo 

4.5.10. Zij (an)nEN een rij reële getallen met 

lirn an = a. Als n ·een permutatie van N is dan is 

lim aïT(n) =a. 
n+oo 
Bewijs dit. 

4.5.11. Bewijs: Als aER, Jal<l, dan is lim (nan) = 0. 
n~oo 

4.5.12. Bewijs: lim n,;n = 1. 
n+oo 

' • I' 
'I ., 

i,. 

'·.·,i 

· .. ; 
·,i 

4.5.13. Zij a 1ER, a1>0. We definiëren "nEN [ an+l :=v'2+an] I· 

Bewijs dat lim a bestaat en bepaal de limiet. . n 
n~oo 

4.5.14. Bepaal in de onderstaande gevallen lim sup an en 
lim inf a : 

n 

(a) 
n -1 

an := (-1) +n , 

· -1 n -1 
an := n+n +(-1) (n-n ), 

:1 

' ' 
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(c) 

4.5.15. Zij (an)nEN een rij reële getallen. Bewijs dat 

lim inf a ~ lim sup a . 
n n 

4.5.16. Bewijs dat lirn inf an = lim sup an dan en slechts 

dan El.ls lim .:'l.n bestQElt. 

= lim an = lim a 

Tn nrtt g~val is lim an = 
n+oo 

n· 
n-+c:o n-+<» 

4.5.17. Zij (an)nEN een begrensde rij reële getallen. 

We definiëren an := sup (aki k~n}. BewiJ's dat (a) 
n nEèN 

een monotoon niet-stijgende rij is en dat lim 

= lirn sup an. 

a = 
n 

4.5.18. Zij (a ) N een rij positieve 
n nE 

reële getallen waar-

voor geldt V V I a !>a +a ] nEN mEN n+m n m 
-1 

Bewijs dat lim (n a ) bestaat. 
n 

4.5.19. Bewijs dat iedere begrensde rij reële geta~len 
een convergente deelrij heeft. 

4.5.20. Zij K een archimedisch geordend lichaam met de 
volgende eigenschap: Iedere begrensde monotone rij ele
menten van K heeft een limiet. 
Bewijs dat K=R. 

4.5.21. Van de reeks I~=l an noemen we de partiële sommen 

sn. Als VnEN I !snl51] en "nEN lsn+l,~(sn+sn+Z)] dan is 

lim a = 0. Bewijs dit. n . 
n+oo 

4.5.22. Bewijs dat 
convergeert als 

de reeks Ioo an dan en slechts dan 
n=1 

4.5.23. Zij pEN\{1} en xER, 
(a ) N bestaat, waarvoor 

n nE 

I N+~+q I 
[ L an < s 1 • 

n=N+p 

05x<l. Bewijs dat er een rlJ 
geldt V N I (a EZ) A (05a <p)], 

nE n n 
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~oo -n 
zo dat x = Ln=l anp . 

Toon aan dat de rij (an)nEN niet éénduidig bepaald is 

(voor welke x wel?). Als p=2 resp. 3 resp. 10 dan heet 
(a ) N de binaire resp. ternaire resp. decimale ontwik-n nE 
keling van x. 

4.5.24. Zij$: R+R een reële functie die op ieder'interval 
begrensd is, d.w.z. 

"aER vbER,b>a 3MER vxER [ (a<x<b)~( I~ (x) I <M)}. 

Als lim {~(x+l)-~(x)) = 0 dan is ook lim {x- 1 ~(x)) = 0. 
x+oo 

Bewijs dit. 

4.5.25. Zij L~=l an 

tiële sommen. Zij 

een reeks en (sn)nEN de rij van par

(b ) Neen rij. Bewijs dat 
n nE 

~N a b - ~N 
Ln=l n n - Ln=l 
(Abel-sommatie). 

4.5.26. (Stelling van Diriahlet). Als de rijen (an)nEN en 
(b ) N voldoen aan 

n nE 
N 

(i) 3MER VNEN [ I E anI <M} ' 
n=l 

(ii) V 
nEN [ bn>bn+l} ' 

(iii) lim b = 0 
n n+oo 

dan is \""-
1 

a b convergent. BeWiJ' s dit. 
Ln;:::;: n n 

Ga ook na dat (a ) in deze stelling een rij complexe 
n nEN 

getallen kan zijn. 

4.5.27. Bewijs dat voor 
geert. 

~oo sin(nx) 
XER de reeks Ln=l n conver-

4.5.28~ Als (an)nEN een monotoon niet-stijgende rlJ 1s 

dan zijn de reeksen I~=l an en I~:;:::l 2na 2n beide convergent, 

of beide divergent. Bewijs dit. Als toepassing bewijze 
~00 -k -

men: Ln=l n is convergent voor k>l, divergent voor 
k:S:l. ' ' 

' ' 
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4.5.29. Bewijs dat V R [ex,l+x] 
XE 

4.5.30. Bepaal lim n( n/ä-1) als aER, a>O. 
n+w 

4. 5 

4.5.31. Als (an)nEN een rij positieve reële getallen is 

dan geldt 

" ~n+l 
lim inf :o:; lim inf nrcç =::; lim sup n~ =::; lim sup 

a -n+l 
a a 

n n 

Bewijs dit. Herformuleer 4.3.15 en 4.3.16 nu. 



5 

5.1. 

Topologische ruimten en metrische 
ruimten 

Topologische ruimten 

Om een aantal eigenschappen van R en C, o.a. van limieten, 
te bestuderen, voeren we abstracte structuren in waarin 
dezelfde eig-enschappen te vinden zijn. Stellingen over R 
en C zijn dan gevolgen van meer algemene uitspraken. Bo
vendien is dan duidelijker welke eigenschappen van R en 
C we gebruiken· om deze stellingen te bewijzen. 

5.1.1. DEFINITIE. E~n topologische ruimte (R,T) is een 
niet Lege verzameling R met een collectie T van deelver
zam?IingenJ die we op.en verzamelingen in R noemen~ met de 
v~Zgende ~igenschapp~n: 

Tl ~ET, RET, 

T2 

T3 0 ET). 
a 

In T3 stelt A een willekeurige indexverzameling voor. 
In woorden: de doorsnede van twee open verzamelingen is 
open (T2) en de vereniging van willekeurig veel open ver
zame_li.ngen .is open (T3). De elementen van R noemen we 
punten van de ruimte R. De collectie TCP(R) heet een 
topol-ogie van R. Als in een topologisché iuimte (R, T) 'de 
verzjlmeling Q open is ,en PER, PEn, dan noemen we n een 
omg~ving van P. Sommige auteurs nemen de definitie van 
orng.éV.il1-9: nog . .ruimer en noemen VEP {R) _een omgeving van P 
als ·er êen open verzameling n is rriet PErleV. Erg veel ver
schil maakt dit niet. 
Eert ve.;t:zameling' VEP(R) heet ges"lot:en deelverzameling van 
de topo1qgische ruimte (R,T) als R\VET. Anders gezegd: 
eeri.,l,<geáloten verzameling 'is het complement van een open 
Vell"il.aritè'lill'g. ·. 

:' i 

• 

' .:·' 

' 

·: ,,i;! 

'I 

' 
' , 

i' ; .{:,! 
''i' ., 

;.X .\ ,. 

' ·I 

~·. '-' _.,. ! 

.·. , .. 

,, 
' , 
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5.1.2. OPGAVE. Zij (R,T) een topologische ruimte. Bewijs 
dat R en ~ gesloten zijn. Bewijs dat de vereniging van 
twee gesloten verzamelingen gesloten is en dat de door
snede van willekeurig veel gesloten verzamelingen ge
sloten is. 

5.1.3. VOORBEELD. LaatReen willekeurige verzameling 
zijn. Kies T:=P(R). Dan is op triviale wijze aan Tl, T2 
en T3 voldaan. O.a. is ieder punt van R, opgevat als 
deelverzameling van R, een open verzameling. Men noemt 
dit de d{sC'rqte topologie. Bij dezelfde R kunnen v!e ook 
T:={~ 1 R} nemen. Ook dan is onmiddellijk duidelijk dat 
Tl, T2 en TJ gelden. Dit heet de tPiviale topologie. 
Van een verzameling R kunnen we dus op tenminste 2· 
manieren een topologische ruimte maken (tenzij R uit 
minder dan 2 elementen bestaat). 

Om niet al te vreemde situaties tegen te komen zullen we 
iets meer van T moeten eisen. We doen dit als volgt. 

5 .1. 4. DEFINITIE. Een topologische :ruimte (R, Tl. heet Haus
dorff-ruimte als bij elk puntenpaar P1,P 2 uit R(P1#P2) 
omgevingen n 1 , n 2 van P 1 resp. P 2 bestaan zo dat n1nll 2 =.0'. 

We zullen in onderstaande voorbeelden o.a. zien dat van 
R en C topologische ruimten gemaakt kunnen worden z6 dat 
het woord omgeving min of meer aansluit bij de betekenis 
uit de omgangstaal. Voor R zullen .dan open intervallen 
ook open verzamelingen zijn en gesloten intervallen ge
sloten verzamelingen zijn. ~1en spreekt daarom van de 
interval-topologie van R. 

VOORBEELDEN 

5.1.5. Zij TCP(R) gedefinieerd door 

OET : ~ VxEO 3óER,ó>O [ (x-ó,x+ó)cO]. 

Dan is (R,T) een topologische ruimte. DezeTheet de 
interval topologie. 

5.1.6. Zij TcP(R 2) gedefinieerd door 

~ ((x,y)EO)]. 

oan is (R2,T) een topologische ruimte. Daar we R2 als 
model van C gebruiken is ook (C,T) een topologische 
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ruimte als -we T definiëren door 

5.1.7. Zij TcP(Z) gedefinieerd door 

OET : ~ 0=~ of o* is een eindige verzameling. 

Uit (1.11.12) en (1.20.5) volgen T2 en T3 onmiddellijk. 
(Z,T) is een topologische ruimte. Theet de cofiniete 
topologïe. 

5.1.8. Zij R:=[ 0,1) en T gedefinieerd door 

OET : ~ 0=~ of O=[O,a) met O<cr5l. 

Tl en T2 zijn triviaal. T3 volgt uit 4.5.2. (R,T) is 
een topologische ruimte. 

De voorbeelden 5.1.5 en 5.1.6 zijn Hausdorff-ruimten, 
5.1.7 en 5.1.8 niet. 

5.1.9. DEFINITIE. Zij (R,T) een topologische ruimte~ SCR~ 

5;'0, en Tjs:~{onsjOET}. Dan is (S,TjS) een topologische 
ruimte. We noemen T\S de reLatieve topologie of getndu-
ceeFde topologie. · 

(Het zal de lezer geen moei te kosten in te zien-· dat TI S 
inderdaad een topologie voor S is.) 

OPGAVEN 

5.1.10. Zij T:~{(a,oo) I aER}U{0,Rl. Bewijs dat (R,T} een 
topoloQisch·e ruimt'e is maar niet een Hausdorff-ruimte. 

5.1.1_1. Zij ~?={a,b,c}. Bepaal alle topologie~n van R. 

We beschouwen nu rij-en punteh in een topologische ruimte. 
Wè zullen ·het begrip limiet van een rij zo invoeren dat 
dit voor R met de interval-topologie het in 4.1.8 gedefi
nieerde is. 

5.1.12. DEFINITIE. Zij 

po logische ruimte (R, T) 

(P ) een riJ. punten van de to-
n nEN 

en. zij PER. We .~eggen lim P n = P 
n .. oo 

(of P +P als n+oo) als voor iedére omgeving n van P geldt 
n 

lkEN 'ifmEN,m>k ( PmEn]" 
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Een rij die een limiet heeft noemen we weer een conver
gente rij. 

5.1.13. OPGAVE. Bewijs dat voor R met de interval-topo
logie 4.1.8 en 5.1.12 equivalent zijn. 

5.1.14. VOORBEELD. Zij (R,T) de topologische ruimte uit 

5.1.8. Beschouw de rij {P ) EN met P :=_l_
1

. Als a een n n n n+ 
willekeurig punt van R is dan is lirn Pn = a. Immers een 

omgeving van a is een interval [ 0,6) met S>a en voor 

n+l>S- 1 is P E[O,a). 
n 

Na dit vreemde voorbeeld is de volgende stelling gerust
stellend: 

5.1.15. STELLING. In een Hausdorff-ruimte heeft een con
vergente rij één Zimiet. 

Bewijs. Als P ~P en P 4Q dan heeft volgens 5.1.12 iedere 
n n 

omgeving n 1 van P met iedere omgeving n 2 van Q een niet 
lege doorsnede. Dus P=Q. 

5.1.16. STELLIIJG. Is (R,T) een topologische ruimte, VeR 
en V gesloten en is (Pn)nEN een rij uit V die convergeert 

naar P dan is PEV. 

Bewijs. Voor iedere QEv* is v* een omgeving van Q die 
géén punten van de rij (Pn}nEN bevat. Volgens 5.1.12 

is dan '(lirn P = Q), 
n n+oo 

we zullen in 5.3 meer over topologische ruimten zeggen. 
Eerst willen we een belangrijke deelklasse bespreken. De 
ruimten in deze klasse heten metrische ruimten. We zullen 
ons in dit boek in het algemeen beperken tot de bestude
ring· van metrische ruimten. Toch zullen we vele eigen
schappen tegenkomen die ook algemene topologische ruimten 
hebben. Waar nodig zullen we daar op wijzen. 

5.2. Metrische ruimten 

5.2.1. DEFINITIE. Een metrische ruimte (R,d) is een niet 
lege verzameling R en een afbeelding d: RxR~R zo dat 

Ml: VPER VQER (d(P,Q)=d(Q,P)), 
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We noemen d(P,Q) de afstand van P en Q. De functie d heet 
een metriek. De ongelijkheid in M3 heet de driehoeksonge
lidkheid. De verklaring van deze naam is de volgende. 
Het Cartesische vlak R 2 met de gebruikelijke afstand is 
een voorbeeld van een metrische ruimte. Nu zegt !13: de 
lengte van een zijde van een driehoek is kleiner dan of 
gelijk aan de som van de lengten van de andere zijden. 

VOORBEELDEN 

5.2.2. Definieer d: R 2~R door d(x,y):=lx-yl. Dan heeft d 
zoals bekend de eigenschappen Hl, M2, r-13. Dus (R,d) is 
een metrische ruimte. 

5.2.3. Definieer d: R 2 xR 2~R door d((xl,Yl), (x2,Y2)) := 
:= max (I x1-x2l, I Y1-y 2l ). Nu zijn 111 en M2 triviaal. 
Verder is voor ieder drietal punten (x 1 ,yl), (x2,y2), 
(x,,y,): 

lx1-x3lslx1-x2l+lx2-x3l en IY1-Y3Islyl-Y21+1YrY31• 

dus ook 

enz. waaruit M3 volgt. Dus (R 2 ,d) is een metrische 
ruimte. 

5.2.4.-Zij Reen willekeurige verzameling. Ne definiëren 
d: RxR+R door d(x,y) :~1 als x~y en d(x,x):=O. Op tri
viale wijze is aan.Ml t/m M3 voldaan. Dus (~,d) is een 
metrische ruimte. 

5.2.5. Zij R de verzameling van alle begrensde reële 
functies gedefinieerd op [0,1]. We definiëren voor 
fER, gER 

d(f,g) := sup { lf(x)-g(x) Ij Osx<ll. 

weer Zl]TI Ml en_M2 triviaal. Om M3 te bewijzen beschou
wen we 3 functies f, g, h uit R. Voor iedere xE[O,l] 
')'eldt 
lf(x)-h(x) lslf(x)-g(x) l+lg(x)-h(x) lsd(f,g)+d(g,h). 

Dus is d(f,h) = sup llf(x)-h(x) IJ Osxsl}sd(f,g)+d(g,h). 

Dus (R,d) is een metrische ruimte. 

;: ' 

' -ï! 
) 

' ·':t 
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We zullen nu met behulp van de metriek d van de metrische 
ruimte (R,d) een topologie definiëren~ Deze heet de 
metrische topologie. 

5.2~6. DEFINITIE. Is (R,d) een metrische ruimte~ PER en 
a een positief reëel getal dan noemen we de verzameling 

B := {QERI d(P,Q)<a} 
P,a 

de ope;z bol met middelpu;it P e;i st~aaZ a. 

De naam 11 0pen bol 11 zal na opgave 5.2.10 duidelijk zijn. 

5.2.7. DEFINITIE. Is (R,d) een metl'ische ruimte, VeR en 
PEV dan noemen we P inwendig punt van V als 
3aER, a>O [ 9 P, a CV] • 

5.2.8. STELLING. Als we in de metrische ruimte (R,d) ie
dere verzameling waarvan alle punten inwendige punten zijn 
open noemen, is een topologie voor R gedefinieerd. 

Bewijs. Tl is triviaal. Als 0 1 en 0 2 open zijn en 
PE0 1no 2 kies dan a 1 z6 dat BP col en a2 z6 dat 

,al 

Dan is BP C01n0 2 • Daar P willekeu-
,a 

rig was is bewezen dat o 1no 2 open is. Daar 01 en 02 
willekeurig waren is T2 bewezen. Is P een punt uit de 
vereniging van open verzamelingen dan ligt P in een van 
deze open verzamelingen en met P ook een open bol om P, 
d.w.z. T3 geldt. 

In een willekeurige topologische ruimte (R,T) noemt men 
BeT een basis voor de topologie als iedere OET vereniging 
is van verzamelingen uit B. De metrische topologie is zo 
gedefinieerd dat de verzameling van alle open bollen een 
basis is voor de topologie (zie 5.2.10). 

OPGAVEN 

5.2.9. Zij (R,d) een metrische ruimte end': RxR+R gede
finieerd door 

[ d'( b) d(a,b) l 
vaER vbER a, = l+d(a,b) 

Dan is (R,d') een metrische ruimte. Bewijs dit. Ga na 
dat de twee metrieken dezelfde topologie bepalen. 
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5.2.10. Zij (R,d) 
Bewijs dat BP ,a 

een metrische ruimte, PER, aER, a>O. 
in de metrische topologie een open 

verzameling is. 

5.2.11. Zij Reen verzameling. Een verzameling BcP(R) is 
een basis voor een topologie van R dan en slechts dan 
als u B = R en 

BEB 

5.2.12. Zij (R,d) een metrische ruimte en (P ) N een rij 
n nE 

uit R. Bewijs dat lim Pn = P dan en slechts dan als 
n~oo 

5.2.13. STELLING. Een metrische Puimte (R,d) met de me
trische topologie is een Hausdorff-ruimte. 

Bewijs. Zij PER, QER (P~Q). Kies ó=>d(P,Q). Dan is 
BP,ónsQ,ó=~. 

5.2.14. DEFINITIE. Een deetverzameling V van een metri
sche ruimte (R,d) heet begrensd als 

lPER 3 [ VCB ] . aER,a>O . P,a 

We kunnen nu het begrip fundamentaalrij 4.1.13 ook in 
metrische iuimte'n invoeren. 

5.2.15. DEFINITIE. Een rij (Pn)nEN uit een metrische ruim

te (R,d) ·heet fundamentaalrij als 

'i! 3 'i! 'i! [d(P,P)<s]. 
eER,c>O NEN m>N n>N m n 

Ook nu is ·.duidelijk dat een cOnvergente rij een fundamen
taalrij is. E-en analogon van 4.1 .. 14 geldt niet. Dit is 
een eigen-schp.p van R en niet van alle metrische ruimten. 
Men ,gaat_ gemakkelijk na dat (O,d) een metrische ruimte 
is waarin. niet iedere funclame.ntaalrij een convergente iij 
is (als d gedefinieerd is door d(x,y) :=lx-yll. De metri
sche ruimten-waarvoor het analogon van 4.1.14 geldt krij
gen een speqiale naam: 

5.2.16. ·D'EFINITIE. Een metrische ruimte (R,d) heet vol
ledig (compleet) als iedere fur;darnentaalrij uit R conver
geert. 

'f . 

... .. 



242 TOPOLOGISCHE RUIMTEN EN METRISCHE RUIMTEN 5 0 3 

De lezer zal zonder al te veel moeite zien dat verschil
lende van de in dit hoofdstuk genoemde voorbeelden volle
dige metrische ruimten zijn. Een zeer belangrijk voorbeeld 
is 5.2.5. We komen hier in 5.6 op terug. 

5.2.17. STELLING. (Banach): Zij (R,d) een voLledige me
trische ruimte en ~ een contractie van R~ dat ia een 
afbeelding van R in R waarvoor geldt 

3,,~ ... ,_., 
J<ó..<:::n,.K."-.1 

V_ ~n [ d(~ (x),~ (y)) "kd(x,y)] 
Y'-1'- , 

Dan ~a er één punt aER met ~(a)=a. 

Bewijs. Zij x 1ER. Definieer (xn)nEN door 

VnEN [xn+l:=$(xn)l. Dan is d(xn+l'"n)<kn-ld(x 1 ,x2 ). Dit 

volgt met volledige inductie uit de contractie-eigen
schap van $. Dan is 

Dit toont ons dat (xn)nEN een fundamentaalrij is. Daar 

(R,d) volledig is convergeert xn naar een limiet aER. 

Uit d(~(a),xn+l)~kd(a,xn)~o als n+oo volgt dat 

liro x 
1 
=~(a). Daar lim x =a hebben we bewezen dat 

n+ n n+oo n+oo 
~(a)=a. Uit ~(a)=a en 
~kd(a,b) met k<l, dus 
de stelling bewezen. 

~(b)=b volgt d(a,b)=d(t(a) .~(b))s 
d(a,b)=O, d.w.z. a=b. Hiermee is 

5.3. T apologische begrippen 

In deze paragraaf voeren we een aantal begrippen in die 
in het vervolg een grote rol zullen spelen. 

5.3.1. DEFI.NITIE. Als (R, T) een topologische ruimte is en 
VCR dan is de doorsnede van alle gesloten verzamelingen 
die V omvatten zelf een gesloten verzameling die V omvat. 
Deze noemen we de afsluiting van V (notatie: ·v). 

Enkele eigenschappen die onmiddellijk duidelijk zijn, 
zijn: 

(i) (V gesloten)~(V=V), 
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(i i) 

5.3.2. STELLING. Is (R,d) een metrische ruimte en beschou
wen we de metrische topologie, dan is, als VCR, de afslui
ting V de verzameling van de limieten van convergente 
rijen uit V. 

Bewijs. Als (P ) Neen convergente rij is uit V, dus 
n nE 

ook uit V, dan is lim P = P E V volgens 5.1.16. Als 
n 

PEV dan is P limiet van de rij {Pn)nEN met VnEN { Pn=P] 

We moeten dus alleen nog bewijzen dat als PEV\V er een 
rij (Pn)nEN is uit V met lim P = P. Als PEV en nEN dan 

n -+co n 

is B l nvr~ 
p -

* * * daar anders VCB 1 en dus VCB 1 {omdat B 1 
P,n P,n P,n 'n 

gesloten is), d.w.z. P~V. 
punt P EB 1nv. Dan is de 

n P,-
n 

Voor iedere nEN kiezen we een 
gevraagde rij geconstrueerd 

(lim P 
n n+oo 

=Pis nu triviaal). 

5.3.3. DEFINITIE. Is (R,T) een topologische ruimte, VCR, 
dan is de vereniging van alle open verzamelingen die in 
V bevat zijn zelf een open verzameling die in V bevat is. 
Dez~ nbemen we het inwendige 'van V (notatie ~). 

OPGAVEN 

5.3.4. Bewijs dat het cornplèrne·nt van de afsluiting van V 
gelijk is aan het inwendige .van het complement van V. 

5.3.5. Als- (R,d} een metrische n:.titnte- is en VCR' dan be-
staat het inwendige van V uit allé i'nWendige punten van ;i 
v. Bewijs dit. 

We hebben voor een deelverzameling V van een metrische 
ruimte bepaalde punten de naam inwendige punten gegeven 
en hierboVen dit begrip gegeneraliseerd. We willen nu nog 
enkele andere soorten punten onderscheiden: 

5.3.6 •. DEFINITIE. Een punt P in de topologische ruimte 
(R,T) he.et 0erdichtingspunt van de deelverzameling V als 
iedere omgeving van P een van P verschillend punt van V 
bevat. 

Merk op dat niet geëi~t wordt dat PEV! Zo is in ·R met de 
interval-topologie ieder punt verdichtingspunt van 0 en 
1 een ve~dichtingspun~ van (0,1). 

:\ 
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5.3.7. DEFINITIE. Ia V een deelverzameling vah een topo
logische ruimte en PEV dan heet P gersoleerd punt van V 
als Peen omgeving n heeft met nnV={P}. 

5.3.8. DEFINITIE. Is V een deelverzameling van een topo
logische ruimte· (R, T) en PER dan heet P :randpunt van V 
als voor iedere omgeving n van P geldt (nnv;'0) A (nnv*;'0). 

Aan de hand van de reeds genoemde voorbeelden kan men door 
geschikte V te kiezen zich vertrouwd maken met deze nieuwe 
begrippen. 

5.3.9. OPGAVE. Zij R:=R2, T als in 5.1.6, VCR. Ga na dat 

(i) inwendige punten van V zijn verdichtingspunten 
van v, 

(ii) geïsoleerde punten van V zijn randpunten van V, 

(iii) randpunten van V zijn verdichtingsplint of geïso
leerd punt van V. 

Ga na of (i), (ii) en (iii) ook gelden als T de dis
crete topologie is. 

5. 3 .10. DEFINITIE. Zij (R, T) ~en topologische ruimte" VCR. 
V heet overal dicht in R als V=R. 

Als (R,T) een eindige of aftelbare overal dichte deelver
zameling bevat dan heet (R,T) separabel. 

We hebben boven al een voorbeeld gegeven nl. Q is overal 
dicht in R. (Als van R geen topologie genoemd wordt be
doelen we steeds de interval-topologie.) 

5.3.11. OPGAVE. Zij R:=[ 0,1) met de door de interval
topologie van R geÏnduceerde topologie. Zij 
Ve:={ne-[ne] I nEN}. 

(N.B. Als xER dan is [x] := rnax (kE21 k<x}.) 
Bewijs dat als e irrationaal is v

8 
overal dicht in R 

ligt. 

5.4. De ruimte R n 

Naast het afstandsbegrip dat in 3.4.4 is ingevoerd voor 

Rn nemen we nog twee r.ndere in beschouwing. 

5.4.1. STELLING. Zij in de ruimte Rn voor P:=(pl,P2 1 ••• ,pn) 
en Q:= (ql ,q2, ••• ,qn): 
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d1 (P,Q) 
n ; 

:= I (p.-q.J2J , 
i=l l 1 

d2(P,Q) := ma x llpi-qil I l!:;;i:s:n}, 

n 
d3 (P,Q) := I I P. -q. I • 

i=l l 1 

is i=l,2,3 n metrische ruimte de Dan voor ( R , di) een en 

dPie metrieken inducer>en dezelfde topologie. 

Bewijs. Voor d1, dz en d 3 zijn Ml en M2 triviaal. Zij 
R:=(r1,r 2 , ..• ,rn). Als al,a2,···,an en b1,b 2 , .•. ,b0 
reële getallen zijn is I~=l (ai+tbi) 2 een kwadratische 

vorm in t die voor alle t niet negatief is en dus een 
discriminant ~0 heeft. Als we nu a.:=p.-q. en b. :=q.-r. 

l l l 1 l l 

nemen vinden we r-13 voor d 1 • Voor d 2 en d 3 is H3 weer 
triviaal gevolg van de driehoeksongelijkheid in R (zie 
5.2.3). 

Zij nu PERn, aER, a>O. Beschouw de bol BP(l) waarin we 
,a _:~" 

met (1) aangeven dat .d 1 de metriek is. Zij a' :=n 2a. 

Dan is s( 2 ) ,CB(l). Verder is s( 3 ) ~cs( 2 ) ,. Met a":=n'"'" 1a• 
P,a P,a P,a P,a 

is echter BP(l) 11 CBP()) 1 • Dit impliceert dat een verzame-
, a ,a 

ling die voor één van de metrieken open is dit ook voor 
de andere metrieken is. 

We kunnen met vrucht van deze stelling gebruik maken bij 
bewijzen over limieten. We kunnen dan nl. met d1 of d 2 
of d 3 _werken naar eigen keuze. 

5.4.2. STELLING. Voor de· drie in 5·.4.1 ingevoerde metrie-

ken geldt: (Rn,d.) is een Volledige metrische ruimte. 
l 

BewijSo·We kunnen ons tot d2 beperken, oMdat een funda
mentaq.lrij voor één van de metrieken dit ook voor de an
dere twee is o. Zij (Pk) kEN een fundamentaalrij in Rn; 

(k) (k) (k)) . . bl .. kb . . d P :=(p 1 ,p2 ,ooo,p o Dan lS ~J aar voor leerei 
k . n . . 

(l<isn) de rij (pik))kEN een fundamentaalrij in R. Vol

gens 4ol.l4 bestaat. Voor ls:is:n dus lirn plk) o Noem deze 
k->~ 

limiel p. en zij. P:= (pl ,p2, o o: ,pn). · 
·- l ' 

.·~ . 
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Nu we weten dat deze limieten bestaan volgt uit 

door limietovergang i~~ dat 

v€:>0 

en hieruit zien we dat lim Pk=P. 
k~oo 

5.5 

Een bijzonder geval van deze stelling is de uitspraak: 
C is volledig. Daarom is 4.5.22 ook voor C juist. 

5.5. Co:mpactheid 

Veel van wat in volgende hoofdstukken aan de orde komt 
hangt sterk samen met het begrip 11 compact 11 dat we nu gaan 
definiëren. Het is voor de lezer van groot belang er voor 
te zorgen dat hij dit begrip werkelijk beheerst. De er
varing van de auteurs is dat men hier vaak veel moeite 
mee heeft en dat deze moeite steeds voortkomt uit het 
niet goed interpreteren van quantoren! 

5.5.1. DEFINITIE. Zij (R,T) een topologische ruimte·en 
VCR. Als voor iedere aEA (een indexverzameling) 0 een 

a 
open verzameling is en vc u 0 dan noemen we {0 I ~EA} 

aEA a a 
een overdekking van V met open verzamelingen. Is verder 
BCA en Vc u 0 dan is ook {0 I aEB} een overdekking van 

aEB a a 

V, die we een deeloverdekking van de oorspronkelijke 
overdekking noemen. Is B een eindige verzameling dan 
heet de deeloverdekking eindig. 

5.5~2. VOORBEELD. In R2 
pE(O,l) definiëren we 

zij V:={{x,y) I x 2+y2<l}. Voor 
0 :={ (x,y) I x2+y 2 <p}. Dan is 

p 
{0 I pE(O,l)} een overdekking van V met open verzame-

P 
lingen. Het stelsel {Opl pE(~,l)nO} is een deeloverdek-

king. Iedere deeloverdekking bestaat uit oneindig veel 
cirkels. 

5.5.3. DEFINITIE. Een deelverzameling V van een topolo
gische ruimte (R,T) heet compact als iedere overdekking 
van V met open verzamelingen een eindige deeloverdekking 
bevat. 
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Is in 5.5.3 V=R dan noemen we (R,T) een compacte ruimte. 
Is V een compacte deelverzameling van de topologische 
ruimte (R,T) en TIV de relatieve topologie dan is (V,TIV) 
een compacte ruimte. (Ga na!) 
De kracht en de moeilijkheid van het begrip zitten in het 
woord "iedere". Om van een verzameling V compactheid te 
bewijzen moeten we uitgaan van een willekeurige overdek
king en aantonen dat deze een eindige deeloverdekking 
bevat. Is echter van V de compactheid reeds bewezen dan 
kunnen we zelf een overdekking van V construeren, hoe dan 
ook, en dan weten we dat ook deze een eindige deelover
dekking bevat. ~1\erk op dat als (R, T) een compacte ruimte 
is, A een verzameling en, voor iedere ~EA, V een gesloten 

a 
deelverzameling van R is het volgende geldt: Als n V =~ 

a aEA 
dan is er een eindige deelverzameling A 1 van A zo dat 

n Va=~. Deze uitspraak volgt uit 5.5.3 door complernent
aEA 1 

vorming. 
We voeren nog een tweede begrip in dat sterk verwant is 
met compactheid. 

5.5.4. DEFINITIE. Een deelverzameling V Van een topolo
gis~he ruimte (R,T) heet rijcompact als iedere rij 
(Pn)nEN uit V een deelrij heeft die convergeert naar een 

l-imiet in V. 

5.5.5. s'TELLING. Ris niet compact en niet rijcompact. 

Bewijs. Voor iedere xER is (x-l,x+l) een open verzame
ling en {(x-l,x+l)! xER} is een overdekking van R met 
open verzamelingen. Het is duidelijk dat deze geen ein
dige Çieeloverdekking bevat daar de vereniging van eindig 
veel intervallen (x-l,x+l) een begrensde verzameling in 
R is. Verder is (n) N een rij· in R die geen convergente · - nE 
d'eE.drij heeft. Op de·~elfde mani-s:t is aan te tonen dat 

ook Rn niet compact en niet rijcompact is. Verder is 
5.5.2 een voOrbeeld van een deelverzameling van R2. die 
niet Compact is ·en ook niet rijcompact {immers de rij 

-1 2 ((1-n ,O))nEN is wel convergent in R maar de limiet 

(1,0) ligf hiet in V). 

OPGAVEN 

5.5.6. Zij (R,T) een topologische ruimte waarbij Reen 
_einêtige verzameling is. Bewijs dat (R,T) compact is. 
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5.5~7. Als T de triviale topologie is dan is (R,T) compact. 
Bewijs dit. 

5.5 .. 8. Zij R een oneindige verzameling en T de discrete 
topologie. Bewijs dat (R,T) niet compact is. 

De twee volgende stellingen stellen ons in staat vaak van 
compactheid gebruik te maken. 

5.5.9. STELLING. (Heine-Borel): Iedere gesloten begr>ensde 

deeLverzameling van Rn is compact. 

Bewijs. We beperken ons in het bewijs tot R2 om de pre
sentatie overzichtelijker te maken. Voor n=l en n>2 
zijn de bewijzen analoog. Merk op dat in de bewering 
eigenlijk tweemaal het woord iedere voorkomt! We begin
nen dus met een willekeurige gesloten begrensde verza
meling vcR 2 en nemen aan dat {O~I aEA} een willekeurige 

overdekking van V is met open verzamelingen. Daar V 
begrensd is is er een rechthoek { (x,y) I a 1 sx5bl ,c 1:;:ysdl} 
die V omvat. We verdelen deze in vier gelijke delen 
{ (x,y) I a 1sx:::)s(a 1+b 1 ) , c 1 sys~(c 1 +d 1 )} enz. De doorsnede 

van V met zo'n vierde deel wordt door {Oal aEA} over

dekt. We nemen nu aan dat {0 I aEA} geen eindige deel-
" 

overdekking bevat. Dan moet dit ook voor tenminste één 
van die "vierde delen van V" gelden. De bijbehorende 
rechthoek noemen we {{x,y) I a 2:;:x:;:b2 ,c 2sysd2 }. Dit proces 
herhalen we. Zo ontstaan twee intervallennesten 
{a ,b ) N en (c ,d ) EN" Volgens 4.1.6 is er een punt nnnE nnn 
(~,n}ER2 dat in elke rechthoek van de door ons gecon
strueerde rij ligt. Is C een cirkel om (S,n) dan liggen 
de rechthoeken van onze rij vanaf zeker rangnummer 
binnen C en uit de definitie van deze rechthoeken volgt 
dat (~,n) een verdichtingspunt van V is. Daar V geslo
ten is, is {S,n)EV. Er is dus een aEA zo dat {S,n)EOa. 

Voor voldoende groot rangnummer liggen de door ons ge
construeerde rechthoeken dan ook in Oa. De doorsnede 

van V met zo'n rechthoek wordt overdekt door Oa. Dit 

is een tegenspraak met de definitie van onze rij recht
hoeken! De aanname dat de overdekking (Oal aEA} geen 

eindige deeloverdekking bevat is dus onjuist. Daar V 
en de overdekking willekeurig waren is de stelling hier
mee bewezen. 

5.5.10. STELLING. {Bolzano-Weierstrass): Iedere gestoten 

begPensde deelverzameLing van Rn is rijcompact, 
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Bewijs. Zij V een willekeurige gesloten begrensde ver

zameling in Rn en (Pk)kEN een rij uit v. We sluiten V 

weer op in een rechthoek (in het geval n=2). De verdeling in 
vieren voeren we uit als in 5.5.9. Steeds zoeken we een 
vierde deel dat oneindig veel termen van de rij bevat 
en kiezen bij elke stap ~én zo'n term uit met een rang
nummer groter dan die van reeds gekozen termen. Zo 
ontstaat een deelrij van (Pk)kEN die volgens 4.1.6 con-

vergeert. Daar V gesloten is ligt de limiet van de deel
rij in V (5.1.16). 

OPGAVEN 

5.5.11. Bewijs dat een compacte deelverzameling van Rn 
gesloten en begrensd is. 

5.5.12. Bewijs dat een rijcompacte deelverzameling van 

Rn gesloten en begrensd is. 

Uit 5.5.9 t/m 5.5.12 zien we dus dat in Rn de begrippen 
••compact", 11 rijcornpact" en 11 gesloten en begrensd 11 equi
valent zijn. 
We zullen veel gebruik van compactheid maken in volgende 
paragrafen. We willen· hierop vooruitlopend nu reeds enkele 
voorbeelden van dit gebruik geven: 

5.5.13. VOORBEELD. Zij f een reële functie, gedefinieerd 
en continu voor O~x~1. Uit de definitie van continu-
i te i t volgt: ,_~ 

\!XE( 0,1] Jox>0\fyE[0,1] [ (yE(x-ox,xHX))~(If(x)-f(y) l<l)] ,, 

Daar [0,1] gesloten en begrensd is, dus compact, bevat 
de overdekking [ 0,11 c u · (x-óX:,x+Ox) een eindige. 

xE[ 0,1] 
Laat x 1 ,x2 , ••. ,xk de middens zijn van de intervallen van 

deze eindige overdekking. 
Definieer ï·1 := max { lf(x1 ) I· f l~isk}. Dan is voor iedere 

yE[ 0, 1] nu bewezen I f (y) I <M+l daar y in een van de in
tervallen (x,·;-0 ,x.+ó ) ligt. We zien dat we hier 

1 xi 1 xi 
11 eindig 11 nodig hebben om 11 rnax" te mogen schrijven. We 
hebbén })ewez·.en dat een continue functie op ( 0, 1} be

~1 
grensd is. Aan f(x) :=x op (0,1) zien we dat dit voor 
(0,1) niet.waar is. 
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5.5.14. VOORBEELD. Zij V de verzameling { (x,y) I x 2 +y 2=l) 
in C. Laat aan ieder punt P van V een open cirkeltje 
toegevoegd zijn met middelpuntPen straal p ,(p >O).Dan 

p p 
vormen deze cirkeltjes een overdekking met open verza
melingen van V. Daar V gesloten en begrensd is bevat 
deze overdekking een eindige deeloverdekking. Door in 
een figuur V te tekenen, overdekt door eindig veel open 
cirkels zal de lezer direct inzien dat deze cirkels een 
grotere cirkel {(x,y)l x2+y 2=r}, (r>l) overdekken: We 
zullen hier lfl_ter nog gebr.nik van maken. 

Ook de volgende stelling is een voorbeeld van het gebruik 
van compactheid. 

5.5.15. STELLING. Als V en N niet lege gesloten deelverza

melingen van Rn zijn en V is begrensd dan is er een getal 

d>O !de afstand van V en W) zo dat ge~dt: 

( i) 

(i i) 

VPEV VQEW [d(P,Q)>d], 

3PEV 3QEW [d(P,Q)=d] 

Bewijs. Definieer d := inf {d(P,Q) I PEV,QEW}. Dan is 

d~O. Voor iederenEN geldt 3PEV 3QEW (d(P,Q)<d+~]. Zo'n 

paar kiezen we en noemen we P , Q . Daar V rijcompact 
n n 

is heeft (Pn)nEN een convergente deelrij met limiet 

PEV. Uit de definitie van P , Q volgt dat de bijbeho-
n n 

rende deelrij van (Q ) N begrensd is, d.w.z. in de 
n nE 

doorsnede van W met een begrensde gesloten verzameling 
ligt. Deze heeft dus ook een convergente deelrij met 
limiet QEW. Er is dus een rij (A ) N uit V met 

n nE 
lim A = P en een rij (B ) N u~t W met lim B = Q zo 

n n nE n 

~=~ dsd(A ,B )<d+l. Uit dsd(P,Q)sd(P,A )~~(A ,B )+ 
n n n n n n 

+d(B ,Q) volgt dan d(P,Q)=d door limietovergang n+m. 
n 

5.5.16. GEVOLG. Zij WcC, W gesloten en zij zEC. Dan is de 
afstand van z tot W positief als z~W. Kies nl. V:={z} 
en pas 5.5.15 toe. 

Het volgende voorbeeld is voornamelijk van belang voor 
ons in het speciale geval dat R=C. 

5.5.17. VOORBEELD. Zij R:=Rn voorzien van de gebruikelijke 
topologie T. ~Ve definiëren nu R' :=RU{m} en voeren een 
topologie T' van R' in door twee soorten open verzame-



5.5 COMPACTHEID 251 

lingen te beschouwen: (eerste soort) iedere OET en 
(tweede soort) alle VU{oo} waarin R\V compact is in R. 

We weten dat dit betekent dat R\V gesloten en begrensd 
is, dus o.a. VET. Nu is eenvoudig in te zien dat T' 
inderdaad een topologie voor R' is. Neem nu aan dat 
{W' I aEA} een overdekking van R' is met open verzame-a . 
lingen (uit T'). Tenminste één van deze moet van het 
tweede soort zijn daar {oo} anders niet overdekt wordt. 
Laat dit W' =V 1U{oo} zijn. Zij nu W :=W'nR. Dan is blijk-

cq a a 
baar {Wa! a.EA,aral} een overdekking van R\V1 met open 

verzamelingen. Daar R\V 1 compact is bevat deze overdek
kin~ een eindige deeloverdekking. Dit betekent dat 
{W' 1 a.EA} een eindige deeloverdekking (van R') bevat. 

a 
Daar de gekozen overdekking van R' willekeurig was is 
bewezen dat R' compact is. Men noemt dit de eenpunts
compacti[icatie omdat aan R (niet compact) éên punt, 
nl. ~, is toegevoegd (en de topologie aangepast is!). 
Om een beeld te krijgen van deze toevoeging beschouwen 
we het volgende model van C (zie fig. 26). 

Figuur 26 

Een vlak R2 door 0 in R3 nemen we als model van C zoals 
in 4.4 besCjhreven·is.- Een bol raakt in 0 aan dit vlak. 
Het andere eindpunt van de·middellijn door 0 noemen we 
N (noordpool). Projecteer ieder punt van C vanuitNop 
de bol (toevoeging z~z*). We noemen N het beeld van het 
aan C toegevoegd punt ~. De hierboven :beschreven tOpolo
gie T' wordt na projectie op de bol niets anders dan '.de 
door de topologie Van R3 geÏnduceerde topologie! Eeri 
"omgeving van ~" iS het complement Van een compacte ver
zameling, bijv ;· { ~EC I I :Z I> l} ~ Dè zogenaamde "Rieinannsche 
Zahlenkugel" -is een model van CU {"'} , een compacte ruim
te. (N.·B. 'C is·. niet corilpact~) 
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5.6. Limieten, uniforJDe convergentie 

We zullen nu afbeeldingen van metrische ruimten in andere 
metrische ruimten beschouwen en het limietbegrip ook hier 
invoeren. 

5.6.1. DEFINITIE. Laten (R,d) en (R' ,d') metrische ruimten 
zijn~ VCR en f een afbeelding van V in R'. Als QEV, AER' 
dan zeggen we 

f(P} =A 
PEV,P+Q 

als bij iedere omgeving Q' van A in R' een omgeving ·n van 
Q in Ris zo dat f(anv)cn•. 

We hebben hier bewust een ander symbool voor limiet ge
bruikt dan tot nu toe omdat de definitie verschilt van 
de vroegere! Is namelijk QEV dan volgt uit 

lim f(P) =A dat f(Q)=A. Definitie 5.6.1 heeft het 
PEV I P-+Q 
voordeel dat een aantal bewijzen eenvoudiger is. Defini
tie 5.6.3 zorgt voor de aansluiting bij het limietbegrip 
uit 4. 3. 21. 

5.6.2. STELLING. Als 

dan is A=B. 

lim f(P) = A en 
PEV 1 P-+Q 

lirn 
PEV, P-+Q 

f(P) = B 

Bewijs. Zij n• 1 een omgeving van A in R'en n' 2 een om
geving van B in R'. Volgens 5.6.1 zijn er omgevingen 
n 1 resp. n 2 van Q in_R zó dat f(n 1nv)cn' 1 en 
f(n 2 nv)cn• 2 • Daar QEV is n 1 nn 2 nvt~. Dus f(n 1nn 2 nv) is 
een niet lege deelverzameling van n•lnn'z. Daar R' een 
Hausdorff-ruirnte is en n• 1 en n• 2 willekeurig waren is 
A=B. 

5.6.3. DEFINITIE. Laten (R,d) en (R' ,d') metrische ruimten 
zijn~ VCR en f een afbeelding van V in R'. Zij Q een ver
dichtingspunt van V en W:=V\{Q). 
We definiëren 

lim f(P) := 
P+Q 

als deze bestaat. 

lim 
PEW, P-+Q 

f(P) 

Merk op dat als f: R+R gedefinieerd is door f(x) :=1 voor 
xtO en f(O) :=0 volgens 5.6.1 lim f(x) niet bestaat 

xER,x-+0 
maar volgens 5.6.3 geldt lim f(x) = 1. Zo is ook 

sin lim 
x+O x 

x+O x = 1 (4.3.31) hoewel de beschouwde functie in 0 
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niet is gedefinieerd. 

5.6.4. STELLING. Laten (R,d) en (R' ,d') metrische ruimten 
zijn~ VCR en f een afbeelding van V in R'. Zij QEV en 
AER 1 • Dan is lim f (P) == A dan en s Zeehts dan als voor 

PEV,P+Q 
iedere rij (Pn)nEN uit V waarvoor Pn+Q als n+~ geldt 

f(P )+A als n-+c:o. 
n 

Bewijs. (i) Zij lim f(P) ~A en (Pn)nEN een rij met 
PEV, P+Q 

Pn+Q. Dan is er bij iedere omgeving n• van A in R' een 

omgeving n van Q in R met f(nnv)cn'terwijl er bijneen 
rangnummer N is zo dat voor alle n>N geldt PEn. Dus 

n 
voor alle n>N ook f(P )En'. Daar dit voor iedere n• 

n 
geldt is lim f(P ) ~A. 

n 
n~oo 

(ii) Stel "l ( lim f(P) =A). Dan is er een omgeving 
PEV,P+Q 

n• van A in R' zo dat in iedere omgeving n van Q in V 
een punt P ligt met PEV en f(P)~n·. We kiezen nu 
n:=B 1 (n=l,2, ... ) en vinden bij elkeneen punt Pn 

a,n 
met d(Q,P )<l, P EV, f(P )~Q'. Dus 

n n n n 

hoewel lim P = Q. 
n n+oo 

"l(lim f(P) ~A) 
n 

5.6.5. OPGAVE. Zij f: R\(O)~R gedefinieerd door f(x):~ 
l 

:~ex. Zij v:~(O,l] en w:~[ -1,0). Ga na of 

resp. lim f(x) bestaat. 
xEN,x~o 

lim 
xEV,x-+0 

f(x) 

Het begrip continuïteit waar we voor reële functies al 
mee vertrouwd zijn is met 5.6.1 heel' eenvoudig tot alge
menere functies uit te breiden. Immers 5.6.1 eist eigen
lijk al continuïteit! 

5.6.6. DEFINITIE. Laten (R,d) en (R',d') met.rische ruim
ten zijn~ VCR en f een afbeelding van V in R'. Zij QEV. 
Als lim. f (P) bestaat dan is deze t~miet f (Q) en we 

PEV ,P+Q' 
noemen f in Q continu ten opzichte van V. Is Q een ve~
dichtingspunt van V dan betekent ''fis continu in Q t.o.v. 
V" hetzeLfde als "lim f(P) o= f(Q) "· In dit laatste geval 

P+Q 
zegge~ W?i09k ''fis continu in Q''. 
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Als een functie in ieder punt van V continu is noemen we 
de functie con~inu op v. 
Evenals in 4.1.11 voor r~]en is gedaan kan men voor reëel
waardige functies het begrip lim sup resp. lim sup invoe-

x-+ a x-+oo 
ren·. Het mag de lezer niet moeilijk vallen de (analoge) 
definities zelf te bedenken. We geven één voorbeeld: Als 

f gedefinieerd is op R door f(O):=O, f(x) = sin(x-
1

) voor 
x~O, dan is lim f(x) = 1. 

x-+û 
We beschouwen nog eens de metrische ruimte (R,d) uit 
5.2.5. Een rij punten vanRis een rij op (0,1] gedefini
eerde functies. Volgens 5.1.12 en 5.2.12 betekent 
lim fn = f dat Vo>O lkEN Vn>k [sup{ffn(x)-f(x)fl 05xsl}<E] 
n~oo 

en dus 

VE>O 3kEN vn>k vxE[O,l) [ lfn(x)-f(x) f<c) 

Als we deze uitspraak vergelijken met 
VxEl O,l] [ lim fn(x) = f(x)) dat is 

n+oo 

dan zien we dat de eerst·e uitspraak sterker is! De tweede 
volgt uit de eerste en niet omgekeerd (zie ook 5.6. 7) .· 

·Wat in de eerste uitspraak staat noemen we uniforme eon
VePgentie op [0,1] van de rij functies, de tweede is de 
definitie van puntsgewijze eonvergentie op [ 0, 1]. 

5.6. 7. OPGAVE. Zij fn (x) :=nxn(l-x) voor nEN en xE[ 0,1) 

Ga na dat V xE[ 0 , l] [ lim fn (x) = 0] • Als in de ruimte 
n~oo 

(R,d) van 5.2.5 zou gelden lim f = 
n n ... oo 

f dan zou f de func-

tie zijn die identiek nul 
l 

is. Bewijs dat 

VnEN [d(fn,f)~4J en dus l(lim f 
n+"" n 

= f) 0 De rij functies 

is wel puntsgewijs convergent maar niet uniform conver
gent op ( 0, 1] ! 

We geven nu de algemene definitie: 

5.6.8. DEFINITIE. Laat Reen VePzameling en (R' ,d') een 
metrische ruimte zijn, f een afbeelding van VCR in R' en 
(fn) nEN een rij afbeeldingen van V in R'. Zij v 0cv. Dan 

zeggen we 11 f +f.J uniform op V 0 
11 

als n 
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Evenzo noemen We een reeks uniform convergent op Vo als 
de rij partiële sommen uniform convergent is op v 0 . We 
wijzen er nog eens met nadruk op dat bij de aanduiding 
"uniform convergent" een verzameling genoemd moet worden 
waarop de convergentie'uniform is! Zo is de rij uit opgave 
5.6.7 niet uniform convergent op [0,1] maar wel uniform 
convergent op [ 0, ~] • 

5.6.9. STELLING. Zij V een verzame~ing en (fn}nEN een rij 

afbeeldingen van V in C. De reeks \~ f (z) is dan en Ln=l n 
slechts ·aan uniform convergent op V·aZs 

f (z) 1«1. 
n 

Bewijs. (i) Zij S(z) de som van de reeks en (sn(z))nEN 

de rij partiële sommen. Als àe reeks uniform convergeert 
is 

V 
E>Ü lNEN "k>N V 

zE V 
[ ls(z)-sk(z) I<~E], 

en dus 
V E>O lNEN Vk>N v~>N V 

zE V [ lsk(z)-st(z) I<E], 

(ii) Is, omgekeerd, gegeven dat 

VE>Ü 3NEN vk>N "i>N "zEV [ lsk(z)-st(z)l<d' 

dan is de rij sn(z) 

de volledigheid van 
geldt 

puntsgewijs convergent o.p grond 

C. Noem de limietfunctie S. Dan 

waaruit de uniforme convergentie van de reeks volgt. 

van 

De lezer .vergelijke dit bewijs met dat van 5.4.2. De re-· 
deneringen zijn analoog. Stelling 5.6.9 is het analogon 
van· 4. 5. 22 voor uniforme convergentie. 
Van alle manieren om uniforme convergentie van een reeks 
complexe functies aan te tonen is de volgende de meest 
gebruikte. De stelling volgt onmiddellijk uit 5.6.9 en 
4.5.22. 

5.6.ÜL STELLING. Zij V een- verzameling en (f ) Neen 
n nE 

ri~· afbeeldingen van V in C. Als r~=l an een convergente 

reeks positieve reë~e getallen is en 
·' 

VnEN VzEV [ lfn(zl.l~anl 

dan- is Î~=l fn (z) uniform convergent op V. 

Stellin'g 5.6.10 wordt vergelijkingssteHing van Weier
stt.ass genoemd. 
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5.6.11. STELLING. Laten (R,d) en (R' ,d') metrische ruimten 
zijn~ VeR, Q!:.V. Zij f een afbeelding van V in R' en 
(f) EN een rij afbeeldingen Van V in R'. Als f +f uniform n n n 
op V en voor iedere nEN de functi~ f continu is in Q 

n 
t.o.v. V dan is fin Q continu t.o.v. V. 

Bewijs. Zij E>O. Als PEV dan is voor nEN: 

d'(f(P),f(Q))~d'(f(P),f (P))+d'(f (P),f (Q))+ 
. . n n n 

+d'(fn(Q),f(Q)). 

Daar fn+f uniform op V kunnen we n zo kiezen dat 

d' (f(P),fn(P))<~ voor alle PEV (o.a. als P=Q). Bij deze 

vaste n is een omgeving ~ van Q in R z6 dat voor alle 
PE~nv geldt d' (f (P),f (Q))< 3E omdat f continu is in Q 

n n n 
t.o.v. V. Dan is dus vodr alle PE~nv ook d' (f(P),f(Q))<<. 
Daar E willekeurig was is de continuïteit van f bewezen. 

Eén van de manieren om 5.6.11 te gebruiken is de volgende: 
Als een rij continue functies op V convergeert (puntsge
wijs) naar een niet continue functie dan kan de conver
gentie niet uniform op V zijn. 

" 5.6.12. STELLING. (Dini): Zij (R,d) een metrische ruimte 
en V een compacte deelverzameling van R. Zij (fn) nEN een 

rij continue reële functies gedefinieerd op V waarvoor 
geldt: 

(i) VnEN VPEV 

(i i) VPEV (lim 
n+oo 

I fn (P) ~fn+l (P) l 

f(P)=O]. 
n 

en 

Dan is de rij (fn)nEN uniform convergent op V. 

Bewijs. Zij 

nPEN zo dat 

r::>O. Voor 
E 

f (P) <2. 
np 

iedere PEV is er volgens (ii) een 

Daar alle f continu zijn is er 
n 

een bol zo dat voor alle geldt f (Q)<E. 
np 

Dan is dus ten gevolge van (i) ook voor n>np en 

de ongelijkheid 

{BP I PEV} is 
,Pp 

O~f (Q)<r:: juist. Het stelsel 
n 

een overdekking van V met open verzame-

lingen. Daar V compact is bevat deze overdekking een 
eindige. Laat P

1
,P

2
, •.. ,Pk de middelpunten zijn van de 
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bollen van deze eindige overdekking. Definieer 
N := max{nP. I l~i~k}. Dan is voor n>N en voor alle QEV 

1 

aangetoond O~fn(Q)<s. Daar s willekeurig was hebben we 

bewezen dat de rij (fn)nEN op V uniform convergeert 

naar de nulfunctie. 

5.6.13. OPGAVE. Zij f (x) :=xn voor xE[ 0,1]. Bewijs met de 
n 

definitie dat de rijf op [0,1] niet uniform conver-
n 

geert. Bewijs dit ook met 5.6.11. Beschouw dezelfde rij 
op (0,1). De functies zijn continu en voldoen aan de 
voorwaarden (i) en (ii) van 5.6.12. Is de convergentie 
uniform op (0,1)? 

5. 7. Continuïteit 

In 5.6.6 hebben we voor afbeeldingen van metrische ruim
ten in metrisc_he ruimten het begrip "continu 11 ingevoerd. 
De volgende stelling stelt ons in staat voor willekeurige 
topologische ruimten het begrip uit te breiden. 

5.7.1. STELLING. Zij f een afbeelding van de metrische 
ruimte (R,d) in de metrische ruimte (R',d'). D~ functie 
f is continu op R dan en slechts dan als voor iedere open 
verzameling 0 in R' het origine~l f+(O) open is in _R. 

Bewij~~ {i) Zij f continuopRen zij 0 open in R'. Als 
PEf+{O) dan is er volgens 5.6.1 een omgeving~ vanPin 
R met f(n)co, d.w.z. ncf+(O). Dus f+(O) is open in R. 

(ii) Zij PER. Als voor iedere omgeving 0 van f(P) in 
R' het'origineel f+(O) open is in R dan is volgens de 
definit~e 5.6.1 de funct~e f continu in P. Daar P wille
keurig was is f continu op R. 

We nemen nu de eigenschap van 5.7.1 als ·definitie van 
continuïteit: , 

5.7.2. DEFINITIE. Zij f een afbeetding van de topologische 
rUimte (R, T) üz de topotogische ruimte {R', T'). Als voor 
iedere open vepzameling 0 in R' het_origineel f+(O) open 
i$ in R noemen we ~ continu op R. 

Als we functies beschouwen op déelverzamelingen van R dan 
·geldt dezelfde definitie 5.7.2 waarbij de geïnduceerde 
topologie dan voorT in:ae plaats komt. 

5.7 .. 3 .. ST$LLIN'G. Laten (R,d)." (R',d') en (R",d") metri
sc'h-e ruiin;b~n zijn·· VeR WeB?: :én f een afbee Zding van V 

' . -~ ' ' ~ ~ ' 

,, ' 

J •• ···!li 

' i. 
- ~ 

i 
j 
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in w." g een afbeelding van W in R". Als QEV, f continu in 
Q t.o.v. V eng continu in f(Q) t.o.v. W dan is gcf con
tinu in Q t.o.v. V. 

Bewijs. Zij (P ) EN een rij punten van V waarvoor P ~o , n n n 
als n+~. Volgens 5.6.4 is f(Pn)+f(Q) als n+oo en dan is 

ook (gof) (P )~(gof) (Q) als n+oo, Daar (P ) EN willekeurig 
n n n 

was is volgens 5.6.4 gof continu in Q t.o.v. V (zie 
5.10.54). 

We voeren nu ook voor continue functies een begrip uni
formiteit in. Weer dient men goed in te zien dat "continu 
in ieder punt van V" d.w.z. "continu op V" minder zegt 
dan het nu in te voeren begrip "uniform continu op V11 ! 

5.7.4. DEFINITIE. Als (R,d) en (R' ,d') metrische ruimten 
zijn." VCR en f een afbeelding van V in R'." dan heet f 
uniform continu op V als 

V c>O lê>O VPEV VQEV [ (d(P,Q)<é)~(d' (f(P) ,f(Q) )«)), 

5,7,5. VOORBEELD. Zij f(x) :=x2 voor xE[ 0,1). Als o>O, 
ó=l;o en xE[ 0, 1) , yE[ 0 ,1) dan is 

lf(x)-f(y) I = lx 2-y 2
1 = lx+yllx-yl<2lx-yl<o 

als lx-yl <é, 

5.7.6. OPGAVE. Zij f(x)=x- 1 voor xE(O,l). Toon aan dat f 
continu is in ieder punt van (0,1) maar niet uniform 
continu op (0,1). 

5.7.7. STELLING, Laten (R,d) en (R' ,d') metrische ruimten 
zijn, veR, f een afbeelding van V in R'. Als V compact is 
en f continu op V dan is f uniform aontinu op V, 

Bewijs. f is continu in ied·er punt van V, dus 

V V 
E>O PEV ló(P) O VQEB [d'(f(P),f(Q))<~) 

> P,ó(P) 

Het stelsel {BP,~ó(P) I PEV} is een overdekking van V 

met open verzamelingen. Deze bevat een eindige deelover
dekking. Laten P

1
,P

2
, ... ,Pk de middelpunten· van de bol-

len van deze deeloverdekking zijn en 
ó := minnoP.I Hi<k}. Danvolgt uit d(A,B)<ó dat A en 

1 

Binéénzelfde bol van het stelsel {BP.,ó(P.) I l<isk} 
1 1 

liggen en dus d' (f(A),f(B))<E. Hiermee is aangetoond 
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dat bij iedere 8>0 een ó>O is met de in 5.7.4 geëiste 
eigenschap. 

In het bijzonder betekent 5.7.7 dat iedere reële functie 
f die continu is op een gesloten en begrensd interval ook 
uniform continu is op dat interval. We zullen dit nog vaak .\ 
gebru·iken. 

5.7.8. STELLING. Als (R,d) en (R',d') metrische ruimten 
zijn VeR, V compact en f een continue afbeelding van V 
in R' dan is f(V) compact in R'. 

Bewijs. Zij {Oa\ aEA} een overdekking van f(V) met open 

verzamelingen. Dan is volgens 5.7.1 (f+(Oa)\ aEA} een 

overdekking van V met open verzamelingen in de relatieve 
topologie van V. Deze bevat een eindige deeloverdekking 
en dus heeft de gegeven overdekking van f{V) een eindige 
deeloverdekking. Daar we uitgingen van een willekeurige 
overdekking van f(V) is bewezen dat f(V) compact is. 

5.7.9. STELLING. Zij (R,d) een metrische ruimte, V een 
compacte deelVerzameling van R, f een afbeelding van V in 
R en f continu op V. Dan is er een QEV met de eigenschap 

VPEV [ f(P) <f(Q)], 

d.w.z·. f neemt in Q een maximum aan. 

Bewijs. Volgens 5.7.8 is f(V) eeri compacte deelverzame-
ling van R, dat is volgens 5 ~ 5.11 een gesloten, begrens- ,i, 

de verzameling. Dus bestaat max f(V) en ieder punt Q van 
het origineel van dit punt heeft de gewenste eigenschap. 

5.7.10. GEVOLG. Uit 5.7.9 zien we dat als een complexe 
functie f continu is op een gesloten, be~rensde 
verzameling vee er een punt zEV ·is waar )f(z) \ maximaal 
is: 

Eén Van de eigenschappen van continue functies die bij 
een eerste behandeling steeds genoemd worden en min of 
meer intuïtief duidelijk moeten zijn is de "doorlopend
heid" van een contin-ue functie. Deze eigenschap is nu een
voudig te bewijzen: 

5.7.11. ·sTELLING. Als f een continue reële functie 1.-s, 
ge-definieerd op [ 0,1] en als f(O)<O<f(1) dan is eP een 
ce[O,l] met f(c)~o. 

Bewijs. Uit f(O)<O en de continuïteit van f volgt dat 
er eei1 "rechteromgeving" van 0 is waar f(X)<O is. Dat 
wil zeggen N:~{aeRIVxE(O,a)!f(x)>O] lis niet leeg en 
daar l~N, weer op· grond van.de continuiteit, is N naar 

;, ' ' 

' 
'· 

' 
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boven begrensd. Zij c := sup N. Als f(c)<O aan is er 
een omgeving (c-E,c+E) van c waar f(x)<O. In deze om
geving ligt een aEN. Dan zou ook c+EEN, in strijd met 
de definitie van c. Evenzo voert f(c)>O tot een tegen
spraak. Dus f(c)=O. 

Het begrip 11 sarnenhang" dat we nu invoeren had ook al in 
5.3 besproken kunnen worden. In verband met stelling 
5.7.13 hebben we de invoering tot hier uitgesteld. 

5.7.12. DEFINITIE. Zij (R,T) een topologische r>uimte. We 
noemen (R,T) samenhangend ale R r1iet de vereniging ia van 
twee disjuncte niet lege open verzamelingen) d.w.z. als 
0 en R de enige verzamelingen in R zijn die zowel open 
als gesloten zijn. Een deelverzameling V van R heet samen
hangend als (V,Tj V) een samenhangende ruimte is. Een niet 

Zege open 
gebied. 

n samenhangende verzameling in R noemen we een 

~Ve hebben uit het dagelijks spraakgebruik ook een gevoel 
van wat samenhang is. Zo zullen we een deelverzameling 
V van R2 samenhangend noemen als ieder puntenpaar P, Q uit 
V te verbinden is door een kromme die in V ligt. Dat dit 
intuïtieve begrip niet in strijd is met 5.7.12 volgt uit 
de volgende stelling. 

5.7.13. STELLING. Zij VCRn, V open, V1~. V is dan en 
slechts dan samenhangend als er voor iedere PEV en iedere 
Çfë.V een continue afbee Zding f Van [ 0,11 in V is met 
f(O)=P en f(l)=Q. 

Bewijs. (i) Stel dat V=0 1uo 2 , o 1 no 2 =~ waarin 0 1 en 0 2 
open en niet leeg zijn. Definieer g op V door g(A):=O 
als AE0 1 en g(A) :=1 als AE0 2 (d.w.z. g=x

02
). Dan is 

triviaal dat g continu is daar voor iedere open verzame
ling in R het origineel ~, V of 0 1 of 0 2 is. Zij PE0 1 en 
Q E 0 2 . Als er een continue afbeelding f van [ 0, 1] in V 
bestond met f(O)=P en f(1)=Q dan zou gof een continue 
re~le functie zijn, volgens 5.7.3, die (0,1] afbeeldt 
in {0,1}. Dit is in strijd met 5.7.11. 

(ii) Neem nu aan dat V samenhangend is en zij PEV. Een 
punt QEV waarvoor een functie f met de in de stelling 
genoemde eigenschap bestaat noemen we 11 vanuit P bereik
baar11 • 
Zij Q een bereikbaar punt, f de bijbehorende functie. 
Kies ó zo dat BQ,ócv (V is open) en kies een punt R in 

deze bol. Nu defini~ren we f* door 

f* (x) := f(2x) voor xE[ 0,~1, 
* f (x):= Q+(2x-l)(R-Q) voor xE(~,l], 
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(waarin we gebruiken dat Rn een vectorruimte is). We 
zien zonder moeite in dat f* een continue afbeelding is 
van ( 0,11 in V met f*(O)=P en f*(l)=R, d.w.z. Ris vanuit 
P bereikbaar. We hebben hiermee aangetoond dat de van
uit P bereikbare punten een open verzameling vormen. 
Analoog toont men aan dat de niet bereikbare punten een 
open verzameling vormen. Daar dit twee disjuncte open 
verzamelingen zijn waarvan de vereniging V is en de 
eerste niet leeg is moet de tweede leeg zijn! Dus: ieder 
punt van V is vanuit P bereikbaar. 

OPGAVEN 

5.7.14. Zij V een gebied in R. Bewijs dat V een interval 
is. 

5.7.15. Laten (R,T) en {R' ,T') topologische ruimten zijn, 
VCR en f een continue afbeelding van V in R'. Als V 
samenhangend is is dan ook f(V) samenhangend? 

Als een reële functie f in een punt c niet continu is kan 
het gedrag in de buurt van c zeer grillig zijn zoals bij-

voorbeeld bij f(x) := sin(x- 1 ) voor x#O, f(O):=O het geval 
is. He·t dan nog meest redelijke gedrag zullen we in de 
volgende deifinitie een aparte naam geven. 

5.7.16. DEFINITIE. A~s f een reële functie is waarvoor 
lim f(x) en lim f(x) bestaan en verschillend zijn dan 
xtc x{-c 
zeggen We dat f in c een disoontinu!teit van de eerste 
soort heeft èn we noemen lim f(x) - lim f(x) de sprong 

van f in c~ 
x+c xtc 

Het kan 'o~k gebeuren dat linker- en rechterlimiet gelijk 
zijn maar Van f(c) verschillen. Door de waarde van f in 
c te veran"eren kunnen we er voo-r zorgen d-at f continu is 
in c. We noemen dit een discbritin'ulteit die 'ophefbáar is. 

Zo spreekt men slordig wèl -van-de functie si~ x waarbij 

dan stilzwijgend aapgenomen wordt dat de functie in 0 de 
waarde 1 heeft (zie 4.3.30). 

5.7.17. STELLING .. Ats f een monotone niet-dalende reële. 
functie isJ g-edefinieerd op (a,b) en cE(a,b) dan hestaan 
de linker- en reohtertimiet van f in c en 

lim f(x) < f(c) < lim f(x). 
xtc x+ç 

; ·, 
. 'i 
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Bewijs. Definieer f(c-0) := sup(f(x) I a<x<c} en 
f(c+O) := inf(f(x) I c<x<b}. Zij o>O. Er is een x 0E(a,c) 
met f(xo)>f(c-0)-c. Dan is 
f(c-0)-E<f(x)~f(c-0)$f(c) voor xo<x<c. 
Daar E willekeurig was is bewezen dat 
lim f(x) = f(c-0) < f(c). 
xtc 
Analoog toont men aan dat lim f(x) = f(c+O) > f(c). 

x•c 

We zien dus dat een monotone functie gedefinieerd op 
(a,b) in (.J.,b) continu is met uitzondering van discontinu
iteiten van de eerste soort. 

OPGAVEN 

5.7.18. Bewijs dat de verzameling punten van (a,b) waar 
een monotone functie een discontinuïteit van de eerste 
soort heeft, aftelbaar is of eindig. 

5.7.19. Ook bij topologische ruimten komt een begrip voor 
analoog met "isomorfisme 11 dat in dit geval homeamorfisme 
heet. Laten (R,T) en (R',T') topologische ruimten zijn. 
Een homeamorfisme van (R,T) op (R',T') is een één-één
duidige afbeelding f van R op R' z6 dat de bijbehorende 
afbeelding f: P(R)~P(R') voldoet aan f(T)=T'. 
(a) Bewijs dat een één-éénduidige afbeelding f van R op 
R, dan en slechts dan een homeamorfisme is als f continu 
is en f+ continu is. 
(b) Een isometrie van een metrische ruimte (R,d} op een 
metrische ruimte (R' ,d,) is een één-éénduidige afbeel
ding f van R op R 1 zo dat 
1fxER 1fyER (d' (f(x),f(y))=d(x,y)], 

Bewijs dat een isometrie een homeamorfisme is. 

5.8. De approximaûestelling van Weierstrass 

We zullen in deze paragraaf aantonen dat een willekeurige 
continue reële functie op [a,b] uniform willekeurig goed 
benaderd kan worden met behulp van polynomen. We hebben 
eerst een hulpstelling nodig: 

5. 8 .1. Voor xER geldt 

ni 2 n k n-k (k-nx) (k)x (l-x) 
k=O 

= nx(l-x}~~n. 

Bewijs. Volgens 1427.12 is voor iedere XER en iedere 
YER 
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(i) 

Hieruit volgt door differentiëren van beide leden naar 
x en vermenigvuldiging met x (de lezer die het begrip 
differentiëren nog niet kent kan eerst hoofdstuk VI 
lezen of onderstaande formules met volledige inductie 
bewijzen): 

(ii) 
n-1 

= nx (x+y) , 

en door nogmaals differentiëren, nu naar y en vermenig
vuldigen met y 

(iii) n-2 n(n-l)xy(x+y) • 

Door een geschikte lineaire combinatie van (i), (ii) en 
(iii) te nemen, met y=l-x,vinden we het gewenste resul
taat. (Dat nx(l-x)5~n is triviaal.) 

5.8.2. DEFINITIE. Als feenop [ 0,1] gedefinieerde begrens
de functie is dan heet het polynoom B f gedefinieerd door 

n 
n 

(B f) (x) := L f(k) (n)xk(l-x)n-k 
n k=O n k 

het nde Bernstein polynoom van de functie f. 

5.8.3. OPGAVE. Bepaal (B f)(x) als f(x) :=x resp. f(x) :=x2 • 
n 

5.8'.4. STELLING. Als f continu is op [ O,ll dan is de rij 
( (Bnf) (X)) neN op I 0, l) unifoPm convngent met limiet f (x). 

Bewijs. Zij s>O. Vol~ens 5.7.7 is er een ó>O zo dat 
"xeiO,l) VyE[0, 1 ) I ([x-yl<ó)~(lf(J<)-f(y)l<s)). Nu is 

· ·· · n k n k n-k 
I (B0'~) (x)-f(x) l<l:k=OI f(x)-f(n) I (k)x (1-x) als 

xE[ 0,11; (volgens 5.8.1(i) is namelijk 
"n n k n-k 

f(x)~Lk=Of(x)(k)x (1-x) .) 

Deze som splitsen we in twee gedeelten nl. een som over 

die termen waarvoor lx-~l<ó e~· een som over de ·overi9e 
n 

termen. 
k . . k 

Als lx-nl<ó kunnen we gebruiken dat dan lf(x)-f(n) I« 

is. Daar f begrensd is op I 0,1), lf(x) 1$M voor xe[ 0,1) 
(zie S .. S.l~), is voor alle x en alle k voldaan aan 

'i 
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lf(x)-f(k) I<2M. In de tweede som vervangen we het getal 
n -2 k 2 

2M dan nog door het grotere getal 2M6 (x--) . Dan vin
n 

den we, nadat we beide sommen nog vergroten door over 
alle k te sommeren, 

n 
I (Bnf) (x) -f (x) I« L (~) xk (1-x) n-k+ 

k=O 

-2 ~ k 2 n k n-k 
+2Mö L (x--) (k)x (1-x) < 

k=O n 

<Et2Mo- 2n- 2 (\n) = Et~Mo- 2n- 1 

volgens 5.8.1. Het rechterlid is <2E als n voldoende 
groot is. Daar c willekeurig was is het gestelde bewezen. 

5.8.5. STELLING (Weierstrass): AZs feenop [a,b] gedefi
nieerde continue functie is en E>O dan is er een polynoom 
P zo dat 

VxE[ a,b] [ I f (x) -P (x) I <E]. 

Bewijs. Definieer g op [0,1] door g(y) :=f(a+y(b-a)). 
Dan is er in de rij (Bng)nEN een polynoom met 

VyE[ 0 , 11 I I (Bng) (y)-g(y) I <€]. Definieer dan 

x-a 
P{x):=(Bng){b-a). Dan heeft P de gewenste eigenschap. 

Beschouwen we nog eens de in 5.2.5 besproken metrische 
ruimte (R,d) en de deelruimte (R',d) van alle continue 
functies op [ 0,1] dan weten we nu dat de verzameling van 
alle polynomen overal dicht in R' ligt. Dit volgt uit 
5.8.4. Dat 5.8.5 alleen voor continue functies geldt volgt 
uit 5.6.11. R' is dus de afsluiting van de verzameling 
der polynomen. 
We hèbben 5.8.5 voor reële functies op [a,b] behandeld. 
Uit het bewijs van de stelling is te zien dat de stelling 
ook voor complexe functies van een reële veranderlijke 
geldt. 

5.9. Convexiteit, ongelijkheden 

We herhalen de in 3.20.8 gegeven definitie: 

5.9.1. DEFINITIE. Een ve~zameZing vcRn heet convex als 

VPEV VQEV VÀE[ 0, 1 ] [ (ÀP+(1-À)Q)EV], 



5.9 CONVEXITEIT, ONGELIJKHEDEN 265 

5.9.2. DEFINITIE. Als VCRneen convexe vePzameling is en 
f een afbeelding van V in R dan hee~ f convex op V als 

VPEV V'E-V VÀE[ O,ll [ f(lP+(l-l)Q)<lf(P)+(l-l)f(Q)]. 

5.9.3. VOORBEELD. Zij C convex in Rn en f gedefinieerd op 

Rn door f(x) :=d(x,C), de afstand van x tot C, d.w.z. 

f(x) = inf{d(x,P) I PEC}. Als PERn en IF-Rn, lE[O,l] en 
E>O willekeurig dan is er een punt P'EC met f(P)~ 
~d(P,P')5f(P)+E en evenzo een Q'EC met f(Q)5d(Q,Q')5 
<f(Q)+<. Volgens 3.21.38.geldt 

f(lP+(l-l)Q)<d(lP+(l-l)Q,lP'+(l-l)Q')<ld(P,P')+ 

+(1-l)d(Q,Q')<lf(P)+(l-l)f(Q)+< 

en daar E>O willekeurig was geldt zelfs 
f(lP+(l-l)Q)<lf(P)+(l-l)f(Q). Daar P, Q en 1 willekeurig 

waren is aangetoond dat f convex is op Rn. 

Een analogon van 5.9.1 en 5.9.2 met meer dan twee punten 
volgt eenvoudig uit deze definities m.b.v. volledige in
ductie. 

5.9.4. STELLING. Zij CCRn een conVexe Vei'zameling, f: C-+R" 
f convex op C en Zaten ~ 1 ,a 2 , ••. ,ak niet-negatieve getal-

len zijn met ~~=lai=l. Dan is voor ieder k-tal punten. 

P
1

,P
2

, ••. ,Pk van C: 

(i) 

(ii) 

~ 
L a.P. E C, 

i=l l l 

k 
f( L a.P.)< 

i=l 1 l' 

k 
L a.f(P.). 

i=l l l 

Bewijs. We bewijzen het gestelde met volledige inductie. 
Voor k=2 is het niets ana·ers dan. 5. 9 .1· en 5. 9. 2. Neem 
aan dat 5. 9. 4 voor zekere k geldt .• Laat nu 
a

1
,a

4
, .•. ,ak+l een (k+l)-tal niet-negatieve getallen 

met I~~~ai=·l zijn en P 1 ,P2 , .•• ,Pk+l een (k+l)-tal punten 

van C. ·Als alle a., op één na, 0 zijn is 5.9.4 triviaal. 
. ~ 

Neem a,an ?at O'<ak+l <l. Dan is 

alPl+a2P2+ ••• +ak~lpk+i = 

al ak 
= (l•ak+l} (l""okH. Pi+." .+1-ak+l P}<:)+ak+lpk+l" 

! \ 

. . 

,, 
• 
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Het gestelde volgt nu uit Sa9.1, 5.9.2 en de inductie-
k a. 

veronderstelling omdat Ii=l 1 _~
1 

= 1. 
k+1 

5.9.5. STELLING. Zij C open en convex in Rn en f convex 
op C. Dan is f continu op C. 

Bewijs. Zonder beperking· der algemeenheid mogen we aan
nemen dat OEC, f(O)=O (dit is door translatie en ver-
meerderen van f met een constante te bereiken} • ~·l;:;: tonen 
aan dat f in 0 continu is. Beschouw een bol om 0 in C 
en daarbinnen een simplex waarvan 0 inwendig punt is, 
dat is een (n+l)-tal punten P1 ,P2 , •.• ,Pn+l' niet gelegen 

in een (n-1)-dimensionale deelruimte van R0 , zó dat 0 

t h . . . 1 ,n+1 P t 0 ,n+1 
e se rl]Ven 1s a s Li=l ai i me ai> en Li=l ai = 1 

(zie 3.20.10). Iedere Q in het simplex is te schrijven 

I n+1 Ln+1 als . 
1 

À.P. met À.~O en . 
1 

\. = 1 en dus geldt 
1= 1 l l l= 1 

<n+1 J f(Q) < Li=l >. 1 f(P 1 ) < max{f(P1 ) 1_..;i_..;n+l} =: a. Zij nu 

B
0 

een bol gelegen binnen het simplex. Zij s>O. 
, p 1 1 

Als QEB
0 

dan is - Q EB
0 

en dus f (- Q) sa. 
,pE E ,p E 

f ( Q) =f ( ( 1-E) 0+E !. Q) S ( 1-E ) f ( 0) +E f (!. Q ) SE a. 
E E 

Verder is 
l E 1 1 ECI. 

O=f(O)=f(ï+ê:' Q+ ï+€"(- ;Q)) < l+E f(Q) +ï+€", 

dus f(Q)~-sa. Hiermee is aangetoond dat lf(Q) l_..;ca als 
QEB

0 
. Daar s>O willekeurig was is aangetoond dat f 

,pE 
in 0 continu is. 

Voor convexe functies gedefinieêrd op een convexe deel
verzameling van R is de continuïteit eenvoudiger te be
wijzen. Beschouw een functie f gedefinieerd op R en laat 
f convex zijn. In fig. 27 stelt A het punt (x,f(x)) van 
de grafiek van f voor, B het punt (x+h,f(x+h)). Uit 5.9.2 
volgt dat in het gearceerde deel van het vlak géén pun
ten van de grafiek van f kunnen liggen. Als we nu deze 
redenering herhalen met het punt C=(x-h,f(x-h)) dan vinden 
we de situatie van fig. 28. 
In een omgeving van A ligt de grafiek van f in het niet
gearceerde trechtervormige gebied. Dit betekent dat f 
continu is in x. We zien zelfs nog meer aan deze figuur. 
Als h+O neemt de hellingshoek van de lijn AB af. Deze 
hoek is naar beneden begrensd en heeft dus een limiet 
voor h+O, d.w.z. f is in x rechts- (en links-) differen
tieerbaar. (De lezer die deze begrippen nog niet kent leze 
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figuur 27 

figuur 28 

eerst-hoófdstuk 6.) Zelfs zien Vle dat, indien f een af
geleide heeft deze functie f' niet-dalend is. Immers, de 
hellingshoek van de raaklijn aan de grafiek van f in A is 
kleiner dan de hoek die AB maakt met de x-as, in B is deze 
hellin:gsltoek groter zoals 'We in figuur 27 zien. Hoewel we 
pas in hOofds~uk 6 differentieerbaarheid uitgebreid be
handelen-geVen we hier nog een bewijs van de laatste 

,_,, 

' 1 
--i 
_·j 

. V,' 
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bewering zonder van figuur 27 gebruik te maken: 

5.9.6. STELLING. Als f gedefinieerd is op Ren fis diffe
Pentieerbaar dan is f dan en slechts dan convex als f' 
monotoon niet-dalend is. 

Bewijs. ·(i) Zij f' niet-dalend, pER, qER, p<q. Dan is 
er (zie 6.4.2) voor Ü<À<l een ~ met p<~<Ap+(l-A)q zó 
dat: 

f(Àp+(l-À)q)-f(p) = (l-À) (q-p)f' (t:) 

en een n met Ap+(l-A)q<n<q zó dat 

f(q)-f(),p+(l-).)q) = À(q-p)f' (n). 

Daar f'(;)sf' (n) volgt hieruit 

f(Àp+(l-À)q) • Àf(p)+(l-À)f(q). 

(ii) Zij f convex. Zij p<q. Uit f(Àp+(l-À)q)s 
SÀf(p)+(l-!)f(q) volgt 

f(Àp+(l-À)q)-f(p) < f(q)-f(Àp+(l-À)q) 
(l-À) (q-p) - À(q-p) 

waaruit door À~Q 

f' (p) 

resp. À t 1 volgt 

• f(q)-f(p) • f' (q). 
q-p 

We gebruiken deze stelling vaak als volgt: Als een functie 
f gedefinieerd op (a,b) tweemaal differentieerbaar is en 
f" (x) >0 voor alle XE (a,b) dan is f convex op (a,b). Vaak 
kan men ongelijkheden bewijzen door ze zo op te schrijven 
dat ze de vorm van 5.9.4 {ii) krijgen en dan van de er in 
voorkomende functie de convexiteit te bewijzen via 
5.9.6. We illustreren dit aan enkele zeer bekende onge
lijkheden. 

5. 9. 7. STELLING. 

en cx 1 ,a. 2 , ••• ,an 

I~=l ai = 1 dan 

Als x1 ,x2 , •.. ,xn positieve getallen 

niet-negatieve getallen ~aa~voo~ 

is 

alxl+a2x2+ •.. +anxn 

zijn 

Bewijs. 
- log x 

" -2 Daar (- log x) =x >0 voor x>O is volgens 5.9.6 
een convexe functie. Volgens 5,9.4 (ii) is 

- log(a
1

x
1

+ ••• +anxn) :s;- a.
1
log x

1 
- a. 2 log x

2 
+ ••• 

••. -a log x n n 
waaruit het gestelde volgt omdat de logarithme een mono
toon stijgende functie is. 
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-1 Het speciale geval a 1=a 2= ... =an=n heeft de vorm 

! ~~ 
1 

x. ~ ~x 1 x 2 ···x en heet ongelijkheid van het reken-n L1= 1 n 
kundig en meetkundig gemiddelde.Een eenvoudige toepassing 
is de volgende. Een rechthoekig blok met totale oppervlak-

te 0 heeft inhoud :::; ( ~ 0) 312 . Immers, als x, y en z de 

lengten van de ribben zijn dan is 0=2(xy+xz+yz). Als we 

in 5.9.7 nemen n=3, a 1 =a 2 =a 3 =~ en xJ=xy, x 2=xz, x 3=yz dan 
volgt _het gestelde. 

5. 9. 8. STELLING. (Ongelijkheid Van Hölder): Laat 
a

1
,a 2 , ••• ,an niet-negatieve getallen zijn en b 1 ,b 2 , ••• ,bn 

eveneens niet-negatief; laat verder À en ~ positieve ge
tallen zijn met som 1. 
Dan is 

Bewijs. Als een van de factoren in het rechterlid 0 is 

is het bewijs triviaal. Zo niet dan is a := L~=l a~/~ >0 
tn 1/À . en b := l.k= 1 bk > 0. U1t 5.9.7 volgt met n=2 (voor x>O 

" À -1 1/" -1 1/À en y>O): x y s~x+Ày. Neem nu x:~a a. c en y:~b b .• 
l l 

Door invullen en sonunatie over i (i=l,2, •• ·• ,n) vinden 

we a-~b-À \~ 
1 

a.b. ~1, hetgeen te bewi)"zen was. 
L1= 1 1 -

Het speciale geval À=~=~ heet ongelijkheid van Cauchy 
(ook wel·Cauchy-Sahwa~z-Buniakowski). Deze ongelijkheid 

kunnen we opvatten als vectorongelijkheid in Rn: het in
wendig product van twee vectoren is kleiner dan het pro
duct van de lengten van de vectoren (zie 3.17.8). 

Sommige auteurs noemen een functie f convex als voor alle 

x en y uit het definitiegebied geldt f(x;y)s\f(x)+l;f(y). 

Er zijn functies die aan deze ongelijkheid voldoen en 
niet continu zijn. Dat deze eis echter niet veel zwakker 
is dan 5.9.2 blijkt uit de volgende stelling. 

5."9.9. STELLING. AZs f gedefinieePd,~s op Rel) continu 

dan voLgt uit 

f (x+y) s ~f (x) +~f (y) (x,yER) 
2 

dat f éon-vex is. 

·- ,, 
• • 

-." 

' " . 
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Bewijs. Als n=2k en x
1

,x
2

, ••• ,xn reële getallen zijn 

dan volgt uit (*) met volledige inductie 

fCl+x2+~ •• +xnJ " f(x1)+f(x2~+ ••• +f(xn> <**> 

Als voor zekere n de ongelijkheid (**) geldt en 
x

1 
,x

2
, ••• ,x

11
_

1 
zijn reële getallen dan passen we (**) 

t:ne mAt: x = 
n 

xl tx2+ .•. +xn-1 

n-1 ' 
X +·· + +x 1 ...,.2 • • • n-1 

f[x1+x2:·~·+xn-1] = f[x1+x2+ ••• +xn-1: n 1 l < 

< f(x1)+f(x2)+ ••• +f(xn-1) +.! f [x1+x2+ ••• +xn-11 

n n n-1 ' 

d.w.z. (**) geldt ook voor n-1. Dus is (**) voor alle 
nEN bewezen. Als À rationaal is, Ü<À<l, À=t/n met tEN, 
nEN en xER, yER dan definiëren we x 1 =x

2
= ••• =xt =x en 

xt+l=xt+2= ... =xn=y en passen (**) toe. We vinden 

VxER VyER VÀE(Yl[ O,l] [ f(Àx+(l-À)y)<H(x)+(l-À)f(y)]. 

Daar f continu is geldt de ongelijkheid dan ook voor 
alle ÀE[ 0, 1] • 

5.9.10. DEFINITIE. Een functie f heet logarithmisch convex 
als log f convex is. 

Merk op dat dan f(x)>O op de definitieverzameling. 

5.9.11. STELLING. Ats f logarithmisch convex is dan ts f 
convex. 

Bewijs. Als xER, yER, 0~Às1 dan is, indien f logarith
misch convex is, 

f(Àx+(l-À)y) < [ f(x)] À[ f(y)] l-À < H(x)+(l-À)f(y) 

volgens 5.9.7. 

5.9.12. STELLING. AZs f en g logarithmisch convex zijn 
dan is ook f+g logarithmisch convex. 

Bewijs. Als f logarithrnisch convex is, À>O, ~>0 en 
À+~=l is volgens 5.9.2 en 5.9.10, voor alle x en alle 

y, f(Àx+uy)s[ f(x)] À[f(y)J". Een analoge ongelijkheid 

geldt voor g. Nu passen we 5.9.8 toe met n=2, 

b 1 ,=[f(x)]À, a 1 :=[f(y)J", b 2 :=[g(x)]\ a 2 ,=[g(y)J". We 
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vinden dan met bovenstaande ongelijkheden 

f(Àx+"y)+g(Àx+"y) < [ f(x)+g(x)) À[ f(y)+g(y)) ", 

d.w.z. f+g is logarithrnisch convex. 

271 

We zullen nu het idee van "gemiddelde" generaliseren z6 
dat het rekenkundig gemiddelde en meetkundig gemiddelde 
speciale gevallen zijn van het nieuwe begrip. 

5.9.13. DEFINITIE. Als a
1

,a
2

, ... ,an positieve reële ge

tallen zijn~ a:=(a 1 ,a 2 , ... ,an)ERn äan definiëren we voor 

r;'O: 

:= [~ n 

l: 
i=l l 

1 
r r 

ai . 

5.9.14. STELLING. Voor de in 5.9.13 gedefinieerde functie 
geLdt 

lim M (a ) = (a a •.• a ) 1 In =: 
r 1 2 n r+O 

(dat is het meetkundig gemiddelde). 

Bewijs. Volgens 4.3.29 en 4.3.33 geldt 

1 n 
lim - L (a:-1) 
r+O r i=l l 

= log (a a ••• a ) 
1 2 n 

en lim log(l+u) = 1, dus 
u u+O 

lim log 
r+O 

M (a ) 
r 

= lim 1 
r r+O 

1 
log[ 1 +

n 

M (a) 
0 

Door 5.9~13 en 5.9.14 is voor vaste a de functie Mr(a) 
-1 -1 -1 

een continue functie vanrop R. Als we (a 1 ,a
2 

, ••• ,an) 

afkor.ten met a - 1 dan volgt uit 5. 9 .13 direct 

M . (a)=[ M (a- 1 )]- 1 • We merken nog op dat M,(a) het 
-r r 

rekenkundig gemiddelde is van de getallen a
1

,a
2

, ... ,an. 

5.9.15. STELLING. 

funatiE van r. 

[ M (a) I r 
r 

is een logarithmisch convexe 

I 
I 

I ' t~ 

111 

"· 
i.'' 

' ''I 

' 

·' <~·:· 

' .. " 

"' '. 
;, 

' 

\ - -., 
.. ,, 



272 TOPOLOGISCHE RUIMTEN EN METRISCHE RUIMTEN 5.10 

Bewijs. 

functie 

Voor iedere i is a: een logarithmisch convexe 
1 

van r. Het gestelde volgt nu uit 5.9.12. 

5.9.16. STELLING. Mr(a) ia een monotoon niet-dalende 

functie van r. 
Bewijs. We beperken ons tot O<x<y en bewijzen dat 
M (a) s: M (a). De andere gevallen bewijst men analoog. x y 

Uit 5.9.15 volgt, omdat x x 
x~(l --) ·0 +- • v 

y y -

log[ M x (a ) I x < ~ log[ M y (a ) I Y, 

dus M x (a ) < M y (a ) • 

Merk op dat M 1 (a)< M2 (a) ook uit de ongelijkheid van 
Cauchy volgt en dat M0 (a)s: M1 (a) in 5.9.7 is bewezen. 

5.9.17. OPGAVE. Bewijs dat als a :=(a
1
,a

2
, ••• ,an) 

lirn M r(a) = max{a
1

1 ls:is:n}, 

lim M (a) ~min(a.ll<i<n}. 
r 1 

r+-w 

5.10. Opgaven over hoofdstuk 5 

5.10.1. Zij Reen verzameling, aER. Definieer TCP(R) door 

OET: ~ ( (O~~)v (aEO)). 

Bewijs dat (R,T) een topologische ruimte is. Is (R,T) 
een Hausdorff-ruimte? 

5.10.2, Zij r:~(OEP(N) I (nEO)~(vrnEN [ (mlnl~(rnEO)I) }, 

waarin mln te lezen is alsmis een deler van n. 
Bewijs dat (N,T) een topologische ruimte is en dat T 
niet de discrete topologie van N voorstelt. 

5.10.3. Als voor iedere a.EA het stelsel Ta een topologie 

van R is dan 

Bewijs dit. 

is (R, n Ta) een topologische ruimte. 
aEA 

5.10.4. Voor rEO definiëren we 

r:~(o I rEO}u(~,R}, Ga na of 
r 

ruimte is. 

o :~(aERI 
r 

(R,T) een 

a.>r}. Zij 

topologische 
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5.10.5. Als in de ruimte (R,T) van 5.10.1 geldt lim P ~A 
n 

n+oo 

en lim P n = B, waarin (Pn)nEN een rij uit R is, is dan 

A=B? 

5.10.6. In de intervaltopologie vanRis iedere open ver
zameling vereniging van aftelbaar of eindig veel dis
juncte open intervallen. Bewijs dit. 

5.10.7. Definieer d door 

VxER VyER [d(x,y) :~min{ lx-yl ,1}]. 

Bewijs dat (R,d) een metrische ruimte is. (i) 

(ii) Ga na welke topologie 

(R,d) volledig? 

door d wordt voortgebracht. 

(iii) Is 

5.10.8. Ga ná dat de in 5.2.4 gedefinieerde metriek de 
discrete topologie voortbrengt. 

5.10.9. Zij (R,d) een metrische ruimte. Als twee open 
bollen BP,a en BQ,b een niet lege doorsnede D hebben dan 

is D vereniging van open bollen. Bewijs dit (zie ook 
5.2.11). 

5.10.10. Zij 

definiëren we 

d (a , b) := 0 als a =b, d.w.z. VnEN [ an~bn]' 

d (a , b) (max{nENI 
-1 

als a ;;'b • := V [ ak =bk] } ) k<n 

Bewijs dat (R,d) een volledige metrische ruimte is. 

5.10.11. Zij (R,d) een metrische ruimte. Voor alle PER en 
alle etER, a:::::O definiëren we Bp' :={QERI d(P,Q)::;a}. ,a 
(i) 

(ii) 

Bewijs dat B' gesloten is. 
p' a 

Bewijs dat Bp' \Bn gesloten is. 
,a .t ,a 

(iii) Geef een voorbeeld waarin Bp' ;;'BP • 
1 ct ,a 

5.10.12 •. Zij (an)·nEN een ri_j reële getallen. lVe noemen 

aER een verdichtingspunt van _de rij als a verdichtings
punt iS van {a I nEN} of {nENI a =a} een oneindige ver-n n 
z"àmelihg. is. 
Bewi:\.s dat een begrensde rij een grootste· verdichtings
J?urit heeft. 
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5.10,13. Voor allenEN definiëren we 0 :={kENI k>n}. 
n 

Zij T:={Onl nEN}U{~}. Bewijs dat {N,T) een topologische 

ruimte is en ga na welke deelverzamelingen van N overal 
dicht in N liggen. 

5.10.14. Zij R:=R 2 ; d1 als in 5.4.1 gedefinieerd. We de
finiëren V (x,y)ER [ p(x,y) :=x]. Dan is p een afbeelding 

van R in R. 
(i) Bewijs: (0 open in R)*(p(O) open in R). 

(ii) Toon met een voorbeeld aan dat 
'((0 gesloten in R)*(p(O) gesloten in R}). 

5.10.15. (Hilbert-ruimte). Zij 

H:={ (x ) ENECN I Ioo 
1 

I x 12 is convergent}. 
n n n= n 

We definiëren een afbeelding van HxH in H, genaamd op
telling door (x) EN+(y) EN:=(x +y) EN' (zie 1.26.2). n n n n n n n 
Verder definiëren we een afbeelding van CxH in H door 
a(xn)nEN:=(axn)nEN. 

Tenslotte definiëren we een afbeelding ( , ) van HxH 
in C door 

x y • 
n n 

(i) Bewijs dat deze definities zinvol zijn. 

(ii) Bewijs dat H een vectorruimte over C is. 

(iii) Bewijs dat voor { , ) geldt: 

(iv) 

(a) (a,b) = (b,a), 

(b) (Àa,b) = À (a,b), 

(c) (a+b,c) = (a,c)+(b,c), 

(dl (al"OI * ( (a,a) >0), 

als a, b 

Als V aEH 

en c elementen van H zijn 
~ VbEH [d(a,b) :=(a-b,a-b) J 

en ÀEC. 

dan is (H,d) een metrische ruimte. Bewijs dit. 

(v) Bewijs dat (H,d) volledig is. 

5.10.16. Bewijs dat in een Hausdorff-ruimte iedere com
pacte verzameling gesloten is. 

5.10.17. Bewijs dat iedere gesloten deelverzameling van 
een compacte topologische ruimte compact is. 
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5.10.18. Beschouw de topologie van Q voortgebracht door 

de afstand d(x,y) :=Jx-yJ. Zij V:={xEOJ x2<2}. 
2-x2 

Definieer f: V+R door f(x) := 

Definieer 0 :=(x-f(x),x+f(x)) x 

2 JxJ+ 2 voor alle xEV. 
voor alle xEV. 

(i) Bewijs dat V gesloten is en dat V open is. 

(ii) Bewijs dat {OxJ xEV) een overdekking van V met 

open verzamelingen is. 

(iii) Bewijs dat V niet compact is. (Merk op dat 5.5.9 

dus niet geldt als we Rn door Q vervangen.) 

(iv) Bewijs dat de topologie in (O,d) de geïnduceerde 
van (R,d) is. 

5.10.19. (Discontinuum van Cantor). Zij C de deelverzame
ling van R bestaande uit de getallen die geschreven 

I
oo -n 

kunnen worden als 
1 

a • 3 met a =0 of 2 voor alle 
n= n n 

nEN (zie 4.5.23). 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

5.10.20. 
met de 

' 

BewiJs 

Bewijs dat er een 1-1 afbeelding van c op 
is. 

Bewijs dat c niet aftelbaar is. 

Bewijs dat C=ë. 

Bewijs dat [0,1]\C overal dicht in [ 0 ' 1] 

Bewijs dat er bij iedere oO een stelsel 
00 

vallen [ak,bk] is met C c uk=1 [ ak,bk] en 

I~=i lbk-akJ <E. 

·zij f een .. reële functie, gedefinieerd op 
Èüg<mséhap v E[ 

0
· 11· ·I lim f (t) bestaat] • 

· - ·· x ' t+x 
dat f begrensd is op [0,1]. 

[ 0' 1) 

is. 

inter-

[ 0' 1] ' 

5.10. 21·.- ·Zij R3,- voorzien· Van de metriSche topologie en 
zij R:=··{ (x,y,z)ER3! :?<= 2+y 2+z2 =1} e.n T de _geïnduceerde 
topolqgie.van R. Bewij? dat (R,T) een compacte topolo
gische~ruirnte.fs: 

5.10.22. Laat A(x) een beweringsvorm zijn met C als indi
viduenverzameling en laat B(x) de beweringsvorm 

B(x): ~ 36 0 V C [ ( Jz-xJ <ó)~A(z)) > zE · 

zijn. Zij 

:,. ,· 
;-. •', 

- ,_ ' 
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(We nemen aan dat A z6 is dat dit supremum bestaat.) 
Bewijs dat 

3 zEC [ ( I z I =R) A ("lB ( z) ) I . 

5.10.23. Zij vee en "zEV [ lzl<ll. Als V een oneind·ige ver

zameling is heeft V een verdichtingspunt. Bewijs dit. 

5.10.24. Zij f gedefinieerd op R:=R 2\{ (0,0)) door 
2 2 -1 f(x,y):=xy(x +y) • Ga na of lim f(x,y) 

(x,y)EV, (x,y)-r(O,O) 
bestaat in de volgende gevallen: 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

V:= {(x,y)ERI x=y), 

V := R, 

V:= {(x,y)ERI (x-1)2+y2=1), 

V:= {(x,y)ERI IYI<x2). 

Vervang nu 
aanvulling 
vragen. 

R door R2 en definieer f als boven met de 
f(O,O):=O. Beantwoord weer de bovenstaande 

5.10.25. Zij Rp=R\{0) en Rz:={(x,y)ER 2
1 y;'O). 

Ga na of de volgende limieten bestaan: 

(i) lim { lirn sin 
1 x y)' 

x+O yER 11 y+O 

{lim 1 
lirn x sin y)' 

yER1 ,y-+0 x+O 
(i i) 

lirn sin 1 x -
(x,y)ER2 , (x,y)+(O,O) y (iii) 

5.10.26. Als (R,d) en (R 1 ,d') metrische ruimten ZlJn, 
VCR, f een afbeelding van V in R' en Q een geïsoleerd 
punt van V dan is f continu in Q t.o.v. V. Bewijs dit. 

5.10.27. Als in 5.6.8 de functies f re~elwaardig en 
n 

grensd zijn Qp V dan is ook f besrensd op V en 

lim [ sup{ f (P) I PEV) I = sup{ f (P) I PEV}. 
n 

n+oo 

Bewijs dit. 

5.10.28. Bewijs dat 

(i) VpE (O,l) [L~=O zn is uniform convergent .op 

{ zEC I I z I ,; P ) I , 

be-
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(ii) I~=O zn is niet uniform convergent op 

{ zEC / / z / < l } • 
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5. 10.29. Zij (a
0

) nEN een rij positieve reële getallen 

"n 
waarvoor I~=l an convergeert. 

uniform convergeert op [ O,oo). 
Bew:Ljs dat l:~=l 

2n+l 
5.10.30. Bewijs dat l:~=O(-l)n ~~'=n,..,-+'l 

op[-1,1]. 

uniform convergeert 

5.10.31. Zij C([ 0,1]) de verzameling continue reële func
ties gedefinieerd op [ 0, 1] • Voor alle fEC ([ 0, 1]) en 
gEC([ 0,1]) definiëren we d(f,g) := 
:= max{ /f(x)-g(x) / / xE[ 0,1) }. 
Bewijs dat (C([O,ll) ,d) een volledige metrische ruimte 
is. 

5.10.32. Zij R de verzameling van de functies, gedefini
eerd op {0,11, die op {0,1] slechts eindig veel discon
tinuïteiten hebben, allemaal van de eerste soort. We 
definiëren een afstand als in 5.2.5. Als 
O=a

0
<a

1
<a 2 < ••• <a

0
=1 en als op elk van de intervallen 

(a. 
1

,a.) de functie f constant is noemen .we f een· 
1- 1 

traPfunctie. Bewijs dat de trapfuncties overal dicht in 
R liggen. 

5.10.33. Zij g een continue reële _functie gedefinieerd 
op A en zij aER. Béwijs dat [xER/ g(x)>a} een open 
verzameling is. 

5.10.34. Zij (fn)nEN een. rij continue afbeeldingen-van 

R in R met de volgende eigenschappen: 

(i) 3M>0 vnEN 11l<ER I/ fn (x) I <M)' 

(ii) 11nEN 11xER [fn(l<)~fn+l(l<)]' 

(in _woorden: de .rij· is uniform begrensd en puntsgewijs 
mo~otoon -niet.:..:da:ien,'d') .• -Bewijs. 'dat, vbor alle xER, 
lim fn (x) bestaat. Z._ij f g-edefinieerd door 

. n+<» .. · 
f (~) := lim f (x). Bewijs dat voor iedere aER geldt: . n·. 

- n-+= . 
(xè;R / f (x) >a} is een open verzameling. 

5.10 ~ 35. _Zij f een continue reël-e funct..;ie, Q"edefinieerd 
óp ( o,~). Als 'ilx%On[ 0;11 {f·(i<.}=Ol dan is 
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"xE[ 0 , 1] [ f(x)=O]. Bewijs dit. 

5.10.36. De functie f is gedefinieerd door 

f(x) :=0 als XE(R\O)U{O}, 
-1 -1 

.f (x) :=n als xE0\(0}, x=mn met (m,n)=1, (n>O). 

Ga na of er pUnten zijn waar f continu is. 

5.10 

5.10.37. Zij f geqefinieerd op R, f continu in 1 en ver

der: VxER VyER [ f(x+y)=f(x)+f(y)] 

Bewijs: laER VxER [f(x)=ax]. 

5.10.38. Zij (R,T) een topologische ruimte, f: R~R een 
continue functie. Zij S:={PERI f(P)=O}. Bewijs dat S 
gesloten is. 

5.10.39. Zij (R,T) een compacte topologische ruimte, 
(R' ,T') een compacte Hausdorff-ruimte en zij f een con
tinue 1-1 afbeelding vanRop R'. Bewijs dat de inverse 
functie f+ continu is op R'. 

5.10~40. Zij f een reäle functie, gedefinieerd op [0,1], 
met de eigenschap V ER [de vergelijking f(x)=y heeft 0 

y" 
of 2 oplossingen] • 
Bewijs dat f op [ 0,1] niet continu is. 

5.10.41. (Urysohn) Zij (R,d) een metrische ruimte en 
laten A en B niet lege gesloten deelverzamelingen van 
R zijn en AnB=~. Bewijs dat er een functie f: R~R is 
met de volgende eigenschappen: 

(i) 

(ii) 

( iii) 

(iv) 

f is continu. 

VPEA [ f(P)=O], 

VPEB [ f(P)=1] 1 

V PER\ (AUB) [ O<f (P) < 1] • 

5.10.42. Bewijs dat de vergelijking sin x +x log(1+x2) = 
= x 3 een positieve reële wortel heeft. 

1 5.10.43. Zij f(x) :=sin- voor x>O. Ga na of f uniform x 
continu is op (0,=). 

5.10.44. Laten f 1 ,f2 , ••. ,fm afbeeldingen van Rn in R zijn 

en zij f: Rn+~ gedefinieerd door 
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f(P) i=(f
1 

(P),f
2

(P), ••• ,fm(P)) voor alle PERn. Bewijs 

dat f continu is dan en slechts dan als alle component
functies f

1
,f

2
, ••• ,frn continu zijn. 

5.10.45. Bewijs stelling 5.7.3 voor het geval dat de drie 
er in voorkomende ruimten topologische ruimten zijn. 

5.10.46. Zij f een continue reële functie gedefinieerd 
op [0 1 1]. In 5.5.13 is aangetoond dat f begrensd is. 
Zij M := sup{f(x) I xE[O,l] ). Neem aan dat er géén 
xE[O,l] is met f(x)=M. Ga na dat dan 

"xE[ 0,1] ló(x) VyE[O,l] [ ( lx-yl <é(x))~(f(y) <M+~(X))] 
Toon daarmee aan dat er wel een xE[O,l[ is met f(x)=M. 

5.10.47. Zij f(x):=x 3 voor O<x<2. Bewijs dat f uniform 
continu is op (0,2). 

5.10.48. Zij 
lim 

XE (Q, 1) ,X-+0 

f uniform continu 
f(x) bestaat. 

op (0,1). Bewijs dat 

5.10.49. Zij f een afbeelding van R in R. Zij f uniform 
continu op R. Bewijs 

la>O lb>O "xER I lf(x) l<alxl+b]. 

5.10 . .50. Zij R de vectorruimte (ov.er R) van de reële con
tinue functies gedefinieerd op [0,1}. Voor 'iedere nEN 
is de in 5.8.2 gedefinieerde afbeelding B een lineaire . .· - . n . 
afbeelding Van R in R. Bewijs dat er bij iedere nEN 
funCties f bestaan z6 dat .Bnf=f_. ~epaal deze functies.· 

5.10.51.- Zij' .f een contii)Ue reële functie gedefinieerd 
op· [ 0,1]. Béwijs dat .er.bij ied~re c>O een polynoom P 
is zo dat · · 

VxE( 0 l] [ f(X)<P(x)sf(x)+d. , . ' ' 

5.'10,5,2. Zij f(){):.=x~ voo.r,Q<xsi, aepaal B1f en bepaal 
P(x):-;:::;;ax+b z6 dat'd(f,P), in ·de 'zin van 5.10.31, rnini
ma.a:l is.· 

5-.1o'.~·3.· De polynomen pn w.or~en vcyor n=0,1,2, .••• en 

O$t~l gedef~nieerd door 

. ,. i ' 
i'. · 1 

" .. :, ' ' -· 

,_ T.' ~ 

' .. _; -· 

p 0 (t)·:~ 0, 
' 

Pnctl(t) :-" pn(t)+~(t~{pn(t)J2J, (n>O). 
·ii ' 

i 

•'.•· 

,,: .. 

..... 
- _J, . .. ~ . 

·, ~j(· 
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Bewijs dat 

(i) 

(i i) 

(iii) 

11tE[ 0,1] 

1f tE[ 0, 1) 

VEN[p 1 (t)<p (t)<t~J, n n- n 

[lim p (t) =éJ, 
n 

n+oo 

~im p (t) = t~ uniform op [0,1] 0 

n 
n-+oo 

5o10 

5.10.54. Geef het bewijs dat met behulp van fig. 27 is 
gegeven zonder de figuur te gebruiken. 

5o10o55o Zij f convex op Ro Bewijs dat 

VxER 3aER VyER [ f(y)>f(x)+a(y-x)] 

5.10.56. Als fen g convexe functies zijn, gedefinieerdop 
R en f is bovendien monotoon niet-dalend dan is ook 
fog convex. Bewijs dit. 

5.10.57. Zij f convex en begrensd op R. Bewijs dat f con
stant is. 

5.10.58. Bewijs dat voor alle a, b, c, dER geldt 

(i) (aLb 2 ) (cLd 2 ) < (ac-bd) 2 , 

(ii) (a 2 +b 2 ) (c 2 +d 2 ) > (ac+bd) 2 

en dat het gelijkteken alleen geldt als ad=bc. 

5o10o59o Bewijs dat 

V V [ 
2 ( ab) ~I o 

a>O b>O a-1+b 1 < 

Wanneer geldt het gelijkteken? 

5o10o60o Bewijs dat 

\1 aER VbER 

Wanneer geldt het gelijkteken? 

5.10.61. Bepaal alle oplossingen van de vergelijking 

x 4-4xy 3+3y 4 = 0 

(a) rechtstreeks, 

(b) met behulp van 5o9o7o 

5.10.62. Zij a 1 ~a 2 ~ ..• ~an~o, b 1 ~b 2 ~ ..• ~bn~o. 

Bewijs dat 
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n 

I 
k=l 

5.10.63. (Ongelijkheid van Minkowski) Laten (an)nEN en 

(.bn) nEN twee rijen complexe getallen zijn, pER, p;::l. 

Als I~=l JanJP en I~=l JbnJP convergent zijn dan is ook 

'oo Ja +b JP convergent en dan geldt: Ln=l n n 
l 

<XI ,- co l 
- 00 

<I Ja+bJPJP<<I 
n=l n n n=l 

Jan J P}P + { I 
n=l 

Bewijs dit. 

5.10.64. Als x, y, a en b positieve reële getallen zijn 
dan is 

log x + log :i. (x+y) log x+y x - y " a b a+b" 

Bewijs dit. 

5.10.65. Bewijs.met behulp van 5.9.7 dat (1 +!)n monotoon 
n stijgend is. 

5.10. 66. In de hoofdstukken 4. en 5 is een aantal stel~ 
lingen bewez~n over R di,e allemaal· R karakteriseren. 
We noemen de eigenschappen hiér nog eens. Laat (K,+,· , <) 
een archimedisch geordend commutatief lichaam zijn. 
Bewijs dat als één van de volgende beweringen juist is 
dan alle beweringen juis~ zijh, d.w.z. dat het lichaam 
R is. 

(i) Ieder~ snede bepaalt een element c als in 4.1.5, 

(ii) · :i~ael,- int.erval)enne,st heeft ~en niet-lege 'dbo'r
snede (4.1.6), 

( iii) 

(iv) 

(v) 

(vi) 

·I~de!I"é monotd.i-te begrensde rij (an)nEN in K::is 
eonve~gent (4.1.12), 

Ie.dere. _.fundament,a_alri), ~n. K ~s convergent ,(4 .1.14), 

Le(le,re q.e.sloten begrensde verzameling in K is 
compact (5.5.9). . .. 

l~dere- be_grens'd·e ri,j in ·l< heeft een convergente 
aeel~ij .(5.5.10), . 

(vii) K is DedeJ<j!nds g;eordend. 

·(De, t'ápologie il1,1,K wor:qt 
or(\enang; .absq.J;u'\:e waa,):d.e 
val topolpg.ie 'l?t.e·cies ·ills 

. ' ' • < ' • 

··,· ' 

. ·.,..-

g.edefi-n-ieèrd door m.b.v. de 
te .defini"ë.ren ·en dan de int~r
dat vo.an .. fl· gebeurde.).· 

' ., -
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6.1. 

' ,,' ·' 
' ' ' 

Differentieerbaarheid 

De sym.bolen 0 en o van Landau 

We voeren in deze paragraaf enkele veel gebruikte notaties 
in die in het vervolg het schrijfwerk aanzienlijk zullen 
beperken. De lezer wordt aangeraden zich door een aantal 
voorbeelden te bestuderen vertrouwd te maken met deze 
symbolen. Dit is te meer van belang omdat gewoonlijk nogal 
slordig met deze symbolen wordt omgesprongen. De compacte 
notatie kan tot vergissingen leiden en alleen routine 
helpt dit te voorkomen. 

6.1.1. DEFINITIE. Laten fen g afbeeldingen van een verza
meling V in C zijn. We schrijven 

f(x) ~ O(g(x)) op V 

als 

(Spreek uit: fis grote 0 vang op V.) 

Als in 6.1.1 de functie g op V de ~aarde 0 niet aanneemt 
is door ~(x):~f(x)/g(x) ook een afbeelding van V in C 
gegeven en 6.1.1 betekent dan niets anders dan de begrensd
heid van cp op V. 

6.1.2.VOORBEELD. Zij f(x) :~ 1- cos x opRen g(x) :~x 2 

op R dan is f(x)=O(g(x)) op R. Immers voor x=O zijn 

beide functies 0; daar lim 1 -cos x = ~ is er een omge-
x-+0 x 2 

ving n:=(-a,a) van 0 zo dat voor xEn\{0} geldt 

0 < 1 - cos x < 1, en tenslotte geldt voor 
x2 

I x I >a : 11 - cos 
x2 

x I s: ...L. Dus is met 
a2 

-2 K := max{1,2a } aan 

de eis in 6.1.1 voldaan. Eén van de dingen die we in 
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dit voorbeeld willen tonen is dat men geen moeite moet 
doen om K zo klein mogelijk (als dit al zou kunnen) te 
kiezen. Voor alle xER geldt 1 - cos x ~ ~x2 maar het 
heeft geen zin dit te bewijzen als men slechts 
1 - cos x = O(x 2 ) wil aantonen! 

6 .1. 3. DEFINITIE. ZiJ (R,d) een metrische ruimteJ VCR_, 
aEV, Laten f en g afbeeldingen van V in C zijn. We zeggen 

f (x) = o ( g (x) ) , ( x+a) 

als er een omgeving n van a in R is zo dat 

f(x) = O(g(x)) op onv. 
Spreek uit: ''f(x) is grote 0 van g(x) als x nadert tot a''. 

6.1.4. VOORBEELD. Zij f(x) :=1-x op V:=[ 0,1] en g(x):=x 
op [ 0,11. Dan geldt niet "f(x)=O(g(x)) op V11 en ook niet 
"g(x)=O(f(x)) op V" maar wel "f(x)=O(g(x)), (x-+1)" en 
"g(x)=O(f(x)), (x+O)". 

6.1.5. DEFINITIE. Zij aER en laten fen g afbeeldingen 
van (a,co) in C zijn, We zeggen 

f(x) = O(g(x)), (x+oo) 

als er een bER is zo dat 

f(x) = O(g(x)j op (b,oo), 

6.1.6. VOORBEELD. Zi] f(x)=x 2 eri g(x)=x 3 voor alle reële 
x. Dan is f(x)=O(g(x)), (x+oo) maar niet g(x)=O(f(x)), 
(x+(;O) • 

In·hét vervolg zullen we ons veroorloven uitspraken als 
in 6.1.6 z6 op te sc~rijven: 

(a) x 2 = 0 (x 3 ), (x~oo), 

(b) O(x2) = O(x3), (x+oo), 

( c ). O(x)+O(x2) = O(x), (x+O). 

Bij de uitspraken in (b). en {c) worden de beschouwde 
functies 'niet meer expliciet genoemd. !-1en moet {b) lezen 
als: 
Als Jt(x) ]sKx2 voor x>b dan is er een b 1 en een K1 zo dat 

] f (x) l sKp~3. 'vOor x>b 1 •. Eén Vari d~ gevaren ':'an ·de notatie . 
is het féit dat men de uitdrukkingen aan llnker- en rech~ 
terk'änt ·van· het ge'lijkteken niet rhag verwisselen: 

6,1.7. 
Zi;j .E' 

' 

' '·' ' I • •I 

D~FINITIE. Zij (R,d) een m~trische 
R-*C, g: R;t-C. We_,zeggen 

f(x) "'o(g(l<)), -(x+<fl 

r>uimte~ a ER. 

' '- ., 

' '·' 
·~·.' -~ .. _.,,, 

' ' (':: 
: ',. 

' .,·i· 

I 
' I 
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als 

\fe>O 3omgeving n van a "xEO\{a} [ lf(x) l<olg(x) IJ· 
(Spreek uit: f is kleine o vang als x nadert tot a.) 

6.1 

Meestal nemen we voor g een functie die overal niet-nega
tief is. Als R=R geldt voor x+= een analoge definitie 
(vergelijk 6.1.5). 
De notatie van 6.1.7 heeft o.a. tot gevolg dat we nu in 
plaats van "lim ~ I •• \ 

J.\hJ - " 11 - " künnen schrijven "f (x)=t+o(l), 

(x+a)". x+ a 

6.1.8. VOORBEELD. We werken als volgt met de symbolen. 

Daar lirn sin x 
1 is sin x+o ( I x I ) , (x+O) • = x = 

x x+O 
cos x = 1 - 2 sin 2 l;x = 1 - 2 { l;x+o ( I x I ) } 2 

= 1 -l;x2 +o(x2) = 1 + O(x2), (x+O). Verder 
x eX-1 

e =l+x+o( lxl), (x+O) omdat lim x = l. 

Dus is 
x+O 

ex - cos x = l+x+o{ x )-1+0(x 2 ) = 
sin 2x 2x+o( x ) 

1+o(1) L 
= 2+o(l) + ~ voor x+O. 

OPGAVEN 

6.1.9. Bewijs dat 

(a) \f 
p>O 

[ xP=o (ex), (x+oo)] , 

( b) V 
p>O 

[ xp=o(ex), (x+oo)] 
' 

x+ o{ x 
2x+o( x 

( c) V 
p>O 

[log x= o(xP), (x+oo)] 

6.1.10. Bewijs dat op (O,oo) geldt 

x- 10(1) = 0(1)+0(x-2). 

= 

is 

= 

Dup is 

6.1.11. Geef het bewijs van 5.9.14 met de O,o-notatie. 

6 .1.12. Laten (a ) N en (b ) N rijen reële getallen 
n nE n nE 

zijn. Als f een reële functie is waarvoor geldt: 

vnEN [f(x) = 
n 

I 
k=1 

k n-.:1 
akx +O(x ),(x+O)] en 
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"nEN [ f(x) = 
n 

I 
k=l 

k n+l 
bkx +0 (x ) , (x+O) I 

We merken nog op dat men bij het gebruiken van de O,o-sym
bolen voor functies van meer veranderlijken voorzichtig 
moet zijn. Zo is, voor iedere y>O, 

supllsin~xy) I I x>O) = y, d.w.z. met K:=y geldt 

lsin(xyli<Kx op (Q,oo), of sin(xy) = O(x) op (O,oo), 
Als we sin(x~) en x beschouwen als afbeeldingen van 
V:=((x,y)ER 2

1 x>O,y>O} in R dan geldt niet sin(xy) = O(x) 

op V, inuners x- 1 sin(xy) is niet begrensd op V. 
Als er een KER is zó dat voor alle yEV 1 en alle xEV 2 geldt 
lflx,y) I<Kg(x) dan zeggen we dat f(x,y)=O(g(x)) op v 2 , 
uniform in y op V1. 

6.2. De afgeleide 

Hoewel we aannemen dat de lezer het begrip afgeleide van 
een functie reeds kent geven we enige definities hier nog 
eens weer. In de volgende paragraaf zullen we een aantal 
eigenschappert· opsommen.·die ook bekend dienen te zijn. 

6.2.1. DEFINITIE. Zij f een reële functie gedefinieerd op 
[ a,b] en zij CE[ a,b). We n'oemen f in c rec:hts-differen-

tieerbaar als lirn 
f (c+h) -f (c) . 

h bestaat. D~t getal heet de 
. h >0 

rechter-afgeleide van.f.in 
f~(c). De. Unker-afgeZeide 

c en he~ wordt aangegaven met 
wordt op analoge wijze gedefi-

rlieerd. Als de rechter- en linker-afgelei de Van f in c 
(cE (a;b)) geli';jk zijn heet f ·in c differentieerbaar. We 
schrijven dan.f' (c) :=f~(c)=f,:(c) • 

• 

6. 2. 2. G:E:VOLG. Met de· notatie .van 6. i. 7 kunnen we 11 f is 
different.iBerbaar in c met afg€ieide f' (c) 11 schrijven 
als "f(c+h)=';E(c)+hf' (c)+ollhll, (h+O)". !lij tal van 
bewijzen heeft deze schrijfwijze voordelen boven die 
van 6.2.1. 

• 
6.2.3·. STELLING. Ats f diffe.Y.en.tieerbaar is in c dan. is 
f con tin u in c. 

Bewijs. Ais'f(c+h) =.flc).+hf'(c}+o(lhll, 
• ______ ",,f ~r,;t)?l.. 0' t..l\O)";tQ .• [bJ_, .. (h+O), 

dus 
·d.vr .. z.. f•ÏS 

f(c+h) = f(c)+a(l)', (h+O), 
cont:l'inu in c. 

• 

(h+O) dan is 

• 
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In 6.2.2 is het essentiële van differentieerbaarheid (de 
basis voor latere generalisaties) weergegeven nl. het 
feit dat f(x)-f(c) in een omgeving van c 11 goed" door een 
lineaire functie wordt benaderd. 

• c b 

Figuur 29 

In fig. 29 is P het punt (c,f(c)) van de grafiek vanfen 
Q het punt (c+h,f(c+h)). Ne zien dat f 1 (c) de limiet is 
(voor h~O) van de tangens van de hoek die PQ maakt met 
een rechte door P, # x-as. Meetkundig geformuleerd: de 
grafiek heeft in P een niet-verticale raaklijn. De raak
lijn in P is de grafiek van de functie gegeven door 
f(c)+(x-c)f'(c). Het verschil vanfen deze functie is 
o ( I x-c I ) voor x+c. 

6.2.4. NOTATIES. Als f differentieerbaar is in elk punt 
van een verzameling V dan noemen we f differentieerbaar 
op V en geven met f' de functie aan die in iede~ punt 
c van V de waarde f' (c) heeft. Als V:=[a,b] dan bedoelen 
we met "differentieerbaar op V" steeds "differentieer
baar op (a,b), rechts-differentieerbaar in a en links
differentieerbaar in b". De functie f' heet afgeleide 
van f. Dikwijls worden ook andere notaties gebruikt 

df 
zoals Df en dx· 

Voordat we eigenschappen van de afgeleide bestuderen zul
len we een voorbeeld geven van een continue functie die 
nergens differentieerbaar is! 

6.2.5. VOORBEELD. Zij g gedefinieerd op R door 
g(x):=21xl voor -~~x~~, g periodiek met periode 1. 

,oo -n n I ( ) I Definieer f(x) := Ln=O 2 g(4 x). Daar g x ~1 voor 

alle x is volgens 5.6.10 de reeks uniform convergent 
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en dus volgens 5.6.11 f continu op R. 
Zij eER. Als f differentieerbaar is in c dan is er bij 
iedere ~>0 een 0>0 zo dat voor 3 getallen a 1 , a 2 en a3 

a1+a2 die voldoen aan c-ó<a 1:'>c<az<c+è, a 3 = 
2 

, geldt 

f(a.) = f(c)+(a.-c)f' (c)+n(a.) 
l l l 

waarin ln(ai) I<E(az-al), en dus 

Voor voldoende grote m is er een gehele k zo dat 
m . k k+l 

en 2 >2E. K1es a1=-, az=-. 
4m 4m 

k k+l c-ó <- ~ c <- < c+ó 
4m 4m 

De definitie van f is zo dat het linkerlid van (*) de 
som is van een reeks waarvan alle termen nul zijn behal
ve de term 

l2-m{g(k+l)+g(k)-2g(k+\) Jl=2-rn+l=2rn+l(az-al)>4<(a2-al) 

in strijd met (*). Blijkbaar is f niet differentieer
baar in c en daar c willekeurig was is aangetoond dat 
f nergens differentieerbaar is. 

6.3. Afgeleiden (herhaling) 

Het bepalen van afgeleiden kan men vaak terugbrengen ~~
het· bepc3.l'Em v'an afgeleiden van elementaire functies met 
behulp van de volgende stellingen •. 

6.3.1. ST~LLING. AZs f en g reëZe functies zijn die dif
feren~ieerbaar zijh in c dan zijn ook f+q en fg diffePen
tieerbaar in c en 

(f+g)' (c). = f' (c.)+g' {c), 

(fg)' (c) = f' (c)g(c)+g' (c)f(c). 

Bewi~s. Uit f(c+h)=f(c).+hf' (c)+o(lh\J en 
g(c+h)=g(.c)+hg' (c)+o( I hl) volgt 

~(c+h)+g(c+h) = {f(c)+g(c) J.+h{f' (c)+g' (c) }+o(lhl) 

waa··rrnee de eerste bewering·. beWezen is I en 

·f(é+h)g:(c+hl'"· f(c)g(c)+hlf' (c)g(c)+f(c)g' (c) }+r(h), 
.1 waàrJ.n 

. r(h) = {f(c)+hf' (c}}o(lhiJ+(g(c)+hg' (c) )o( I hl )+O(h 2) = 

= ()(l}o~\h\J+O(l)oflhiJ+o(lhiJ = o!lhiJ, 

· "w9,arrneél .<'Ie t'l~e<;!e bew;,ring is aange.toond, (In dit be
. Wit;i·s z'i-:)1:1 alle 0 ,o-symbole!\ bedoeld voor h-+0.) 

'-,_ 

.'! 

' ' )'' 

':\ 

', ·, 

' 'e (' 

' 

.i' 

',:;;.' 
·• :1 ' 

i: : !, 
' ".,, ' 

. {;·_.: 
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Daar constante functies differentieerbaar zijn en afgelei
de 0 hebben is met 6.3.1 bewezen dat Deen lineaire af
beelding is van de differentieerbare functies in de reële 
functies. 

6.3.2. STELLING. Als f differentieerbaar ~s in c en 

f(c);'O is ook (f)-l differentieerbaar in c en 

(~) '.(c) = -f' (c)/{ f(c) }2, 

Bewijs. Daar f continu is in c is f(x)~O in een omge
ving van c. We gebruiken 6.2.1. 

-l l l 
h {f(c+h)- f(c)) = 

-l 
h {f (c) -f (c+h)) 

f(c)f(c+h) 

en voor h~O heeft de teller de limiet -f'(c) en de 
noemer de limiet {f(c))Z, 

6.3.3. STELLING. (Kettingregel): Zij f differentieerbaar 
in c eng differentieerbaar in f(c). Dan is de samenge
stelde functie gof differentieerbaar 1:n c en 

(gof)'(c) = g'(f(c))•f'(c). 

Bewijs. We weten 

f(c+h) = f(c)+hf' (c)+o( I hl), (h+O) 

en 

g(f(c)+k) = g(f(c) )+kg' (f(c) )+o( Ik I), (k->0). 

Neem nu k:=f(c+h)-f(c). Dan is k=hf' (c)+o(lhll en dus 
geldt k=O(h) en dus is 

g(f(c+h)) = g(f(c))+hg'(f(c))•f'(c)+o(lhiJO(l)+o(lkll = 

= g ( f ( c J J +hg • ( f ( c J J • f • ( c J +o ( 1 h 1 l , 

waarmee het gestelde is bewezen. 

6.3.4. STELLING. Zij f monotoon en continu in een omgeving 
van c, y:=f(c) en Zaat f differentieerbaar zijn in c, 
f'(c)fO. Dan is de inverse functie f+ differentieerbaar 
in y en· 

(f+) '(y) = (f' (c) )- 1 • 

Bewijs. Voor voldoende kleine k definiëren we h door 
+ k 

c+h:=f (y+k). Dan is lim h = f' (c) ;' 0, dus h=O(k), 
k+O 

(k+O) • 
Daar 

f(c+h) = f(c)+hf' (c)+o( I hl), (h+O), 
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geldt 
+ + 

y+k ~ y+{f (y+k)-f {y) )f' (c)+o( Ik I), 

d.w.z. 

f+(y+k) ~ f+(y)+k/f' (c)+o(lkll, (k+O). 

Hiermee is het gestelde bewezen. 

'Van een aantal elementaire functies dient men de afgeleide 
te kennen. Daar men deze kennis ook in het volgende hoofd
stuk nodig heeft dient men de volgende regels zó te leren 
dat men bij gegeven linker-leden de rechter-leden weet èn 
omgekeerd! Men bewijze onderstaande regels zelf. We slui
ten ons in het volgende aan bij de gewoonte om (sin x)' 
te schrijven in plaats van sin'(x) enz. Ook schrijven we 
wel eens f(x) als we eigenlijk f bedoelen. 

6.3.5. Afgeleiden van elementaire functies 

functie afgeleide 

x x a e e 

b loglxl 
-1 x 

a a-l c x a x 

d sin x cos x 

e co.s x - sin x 

-2 f tan x (cos x) 

,. g arcsin x (l-x 2 )-~ 

h arctah x (l+x2)-l 

i log{x+(x2,H) ~} (l+x2)-~ 

j log I x+ (x 2-1) ~ I . (x 2 -l)-~ 

k logltan.~xl (sirl x) -1 

Bqvenst;9'ànqe form"ulés gelden~i..J:,ocr alle x waarvoor de 
voorkomendé fun6.ties gedefi-n:i,:eerd zijn. 

OPGAVEN 
' . 

,,'';'·,'I';. . . ·. :...__. -
6. t _. 6.. B_~J?:~a'l . de afgeleide '.van-.-. ärccos · x. 

.·,' 

' ··--."; 
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6o3o7o Bepaal de afgeleide 
x van x 0 

6o3o8o Bepaal de afgeleide van log{arctan{1+x2) )o 

6o3o9o Bepaal de afgeleide sin x van xe 

Het is mogelijk dat een functie f, gedefinieerd op een 
verzameling V, een afgeleide f' heeft die op V differen
tieerbaar is. We schrijven f" i.p.v. (f')' en noemen dit 
Ue l-Weede a[gel-e·irle van f. Hiervoor worden ook de notaties 

- d (df' d 2 f ' t" = - -) = - = D2f gebru1kt. 
dx dx dx 2 

Dit proces kan men voortzetten zo lang als de optredende 
functies differentieerbaar zijn. De functies die zo ver
kregen worden heten hogere afgeleiden van f. We gebruiken 

de volgende notaties: f 11 =f( 2 ) en voor n>2 

f(n) :=(f(n-1)),; f(n) = Dnf (zie 1.27o15) o 

Als f(n) bestaat heet f n-keer differentieerbaar. 

Als f gedefinieerd is op [a,b] en als f(n) bestaat en 
bovendien continu is op [a,b] dan zullen we dit aangeven 

met de notatie: fECn{[a,b] ). We noemen f n-keer continu 
differentieerbaar. (N.B. In hoofdstuk 5 gaven we met 
C([0,1]) de continue functies op [0,1] aan.) 

Als V N [fECn([ a,b] )] noemt men f ook wel oneindig vaak nE 
differentieerbaar. 

OPGAVEN 

6.3.10. (Formule van Leibniz.) 
Als u en v functies zijn die n-keer differentieerbaar 
zijn dan is voor nEN: 

(i) 

(ii) 

waarbij 

(u+v) (n) = (n) + (n) 
U V , 

(uv)(n) = Y (~)u(i)v(n-i), 
i=O 

1 

u ( 0 ) =u, v ( 0 ) =v, u ( 1 ) =u 1 , v ( 1 ) =v 1 • Bewijs dit. 

6.3.11. Zij f(x) := arcsin x op (-1,1). Bewijs dat voor 
alle xE(-1,1) en voor alle nEN geldt 

(1-x2)f(n+2 ) (x) = (2n+1)xf(n+l) (x)+n 2f(n) (x) o 
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6.3.12. Met de notatie van 1.27.8 geldt voor de functie 

f(x) :=(l+x)a 

f(n) (x) = n: (~) (l+x)a-n. 

Bewijs dit. 

6.4. Eigenschappen van differentiëerbare functies 

In deze paragraaf beschouwen we weer reële functies gede
finieerd op een deelverzameling V van R (meestal een 
interval). 

6.4.1. STELLING (Rolle): Als f continu is op [a,b] en 
differ>entieerbaar> op (a,b) en ûs f(a)=f(b) dan is er een 
cE(a,b) met f' (c)=O. 

Bewijs. Volgens 5.7.9 neemtfop [a,b] een maximum en 
een minimum aan. Daar f(a)=f(b) moet tenminste één van 
deze extrema ook in een inwendig punt van [ a,b] worden 
aangenomen. Laat dit punt c zijn en neem aan dat het 
een minimum is {geen beperking van de algemeenheid). 
Daar f differentieerbaar is in c geldt 

f(c+h~-f(c) = f' (c)+o(l), (h+O). 

Als [h[ voldoende klein is, h~O, is de teller van het 
linkerlid niet negatief, dus ·is het linkerlid .:o;Q als 
h<O en ~0 als h>O. Dan moet f'(c)=O zijn. 

Uit het bewijs volgt nog dat de punten van [a,bJ waar f 
een maxïmum, resp. minimum a_anneernt een deelverzameling 
zijn van {xE[ a,bll f' (x)=O}u{a,b} als f differentieerbaar 
is op (a,b). 

6.4.2. STELLING (Gemiddelde theorema). Als f continu is 
op [ a,b] en· differentieerbaar- op · (a,b) dan is er een 
cE(a,b) met f(b)-f(a)=(b-a)f' (c)_. 

Bewijs .. Zij g (X) :=f (x) -{f (b) -f (fi) ~~=: op [ a,b] . 

Daar g(a)"g(b)=f(a) volgt het gestelde uit 6.4.1. 

.we wijzen op het-9rote belang van deZe stelling voor het 
schätten van i~gl:&ikkélde u,itdrukkirtgen diè de vorm 
f (x) .Cf (y) .hebben. Is nl. f differentieerbaar en f' be
~rensd (lf'(c)lsM voor alle c) dan is volgens 6.4.2: 
1 f(x) •t (y) I sMI x-y I-' Zo volgt de uniforme continuïteit 
van log x op (l,w) ·uit I log x - log y I = 

= !x-yji~J<Ix-yl~iè als lx-yl<ó=a., omdat c een punt tussen 

x eh :y 'î~-, _: 4-US.:c·c>-i~- : : -·· · 

... ' ... ., .. 

.: I Ï 

' 
I 
" 

·l 
,, ·-1 
·_;'.:'· 

".·~~. 

'.~ , .. 1 '., 

t'' 
'· 

)· ' 
.. ;. . ..-· 
·,'_;,V 

' .. ' 
' ' ' ,, .. 
~~-··-
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6.4.3. STELLING. Als f differentieerbaar is op (a,b) en 
VXE(a,b) [ f' (x)=O] dan is f constant op (a,b). 

Bewijs. Kies p vast in (a,b) en laat q een wiilekeurig 
punt van (a,b) zijn. Dan is volgens 6.4.2: f(q)-f(p)=O. 

6.4.4. STELLING. Als f 
g differentieerbaar op 

is er een cE(a,b) met 

f(b)-f(a) 
g(b)-g(a) 

en g continu zijn 
(a,b) en V ( b) 

XE a, 

f' (c) 
= g'(c)" 

op [a,b]_, 
[g'(x);'O] 

f en 
dan 

Bewijs. Uit 6.4.1 eng' (x);'O volgt dat g(b);'g(a). We 
kunnen dan À zo kiezen dat f(a)-Àg(a)=f(b)-Àg(b). Pas 
nu 6.4.1 toe op f(x)-Àg(x). 

6.4.5. STELLING. Als f differ-entieerhaar is op (a,b) en 
VxE (a,b) [ f' (x) >0} dan is f monotoon stijgend op (a,b). 

Bewijs. Als a<p<q<b is volgens 6.4.2: 

f(q)-f(p) = (q-p)f'(c)>O. 

6.4.6. STELLING. Als f differentieerhaar is op (a,b) en 
monotoon niet-dalend dan is VxE(a,b) [ f' {X)è>:O] 

Bewijs~ Zij cE(a,b), h>O, c+hE(a,b). 

Dan is h- 1{f(c+h)-f(c))20 dus volgens 6.2.1 ook 
f' (c)20. 

De opmerking na 6.4.1 en de stellingen 6.4.5 en 6.4.6 
stellen ons in staat het gedrag van allerlei functies te 
bestuderen en grafieken te schetsen~ 

OPGAVEN 

6.4.7. (a) Bewijs dat Vx>O [log x:<::x-1], 

(b) Bewijs dat Vx>O VaE(O,l) [ x
0

-ax:<::l-a] 

6.4.8. (Darboux) Zij f differentieerbaar op (a,b). Bewijs 
dat f' doorlopend is, d.w.z. als x 1E(a,b) en x 2E(a,b) 
en f'(x 1 )<n<f'(xz) dan is er een E; tussen x1 en x 2 met 
f' (i;)=n. 

6.4.9. Zij g(x)=x3 op R. Schets de grafiek van de functie 
f gedefinieerd door f(x) :=g+(x 2)-g+(x 2-l). 

De volgende stelling is soms nuttig. Andere methoden om 
limieten te bepalen verdienen echter meestal de voorkeur. 
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6.4.10. STELLING (l'Höpital). Als f en 
baal:' zijn op (a,b), VxE(a,b) [g' (x);'O] 

= lirn g(x) = 0, terwij~ 

x fa 

lim f' (x) 
f' = 

x fa 
g' (x) 

dan is 

lirn f (x) 
f • = 

x fa 
g (x) 

g differentieer
en lim f(x) = 

x fa 

Bewijs. Door f(a)=g(a)=O te definiëren worden f eng 
in a rechts-continu. Voor xe(a,b) is er volgens 6.4.4 
een cE (a,x) met 

OPGAVEN 

f (x) 
g (x) 

f(x)-f(a) = = 
g(x)-g(a) 

f' (c) 
g' ( c) 

= t+o(l), (xfa). 

6. 4. 11. Bewijs het analogon van 6. 4,.10 voor limieten met 
x-+oo. 

6.4.12. 

6.4.13. 

ex 
Bepaal lim 

x~o 

+ 2 cos x - log(l+x) 
sin x - arctan x 

Zij 
-2x x+ 2 sin x) f (x) :=e (cos en 

- 3 

g (x):= 
-x x+ sin x) alle xER. Toon dat niet :=e (cos voor aan 

geldt 

lim 
x~oo 

f' (x) 
1

. f(x) 
g '(x)= >mg(x)" 

x~oo 

6.4.14. Bepaal lim 
(2x-x")~- x~ 

1 
l-x4 x~1 

We hebben nu een functie die n+l keer .differentieerbaar 
is en bewijzen een uitbreiding van het gemiddelde theo
rema (6.4.2), nl. de zogenaamde formule van Taylor: 

6.4.15. STELLING. Zij fECn([ a,b]) en laat f(n+ 1 ) bestaan 
op (a·,b). Dan ii er een cE(a~b) ·za dat 

n 
f (b) = I 

k=O 

Bewijs·.·· Dèf~hfe.er R door· 

(b-a)n+l 
(n+l)! 

f(n+l)(c). 

"' '~ 

'': 
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(b-a)n+l 
(n+l)! R 

n 
: ~ f (b) - ~ 

k~O 

en. definieer dan ~ op [a,b] door 

$ (x) := 
(b-x)n+l 
(n+l)! R. 

6.4 

Dan is~ continu op (a,b] en differentieerbaar op (a,b) 
en verder ls +(a)=•(b)=f(b). Dus is er volgens 6.4.1 
een cE(a,b) waarvoor ~'(c)=O. 

n 
Nu is$' (x)~ (b-~) {f(n+l) (x)-R}. Dus is er een cE(a,b) 

n. 

met R=f(n+l) (c). Hiermee is het gestelde bewezen. 

6.4.16, VOORBEELD. Zij nEN, a=O, b=x>O, f(x)=ex. Dan is 
aan de voorwaarden van 6.4.15 voldaan. Er is dus een 
getal 6E(O,l) zo dat 

n 
x e ~ I 

k=O 

k n+l 
!ó_ + .. x~..,.." e ex 
k! (n+l)! 

Dit geldt ook voor x<O. (Bewijs precies als 6.4.15.) 
Daar bovenstaande geldt voor alle nEN kunnen we bij 
vaste x nagaan wat er gebeurt als n+oo, Uit 4.5.9 volgt 

n+l 
dat lim x e 8x = 0. 

(n+l)! n+w 
Als gevolg van de formule van Taylor hebben we bewezen 

OPGAVEN 

00 k 
ex= I kx' voor xER (zie§ 6.8). 

k=O . 

6.4.17. Bewijs dat 

(i) 

(i i) 

sin x= x+ O(x 3), (x+O) en 

cos x= l - l;x2 + O(x3), (x+O). 

6.4.18. Bepaal door 6.4.15 op geschikte functies toe te 
passen de getallen e, TI en log 2 in 2 decimalen nauw
keurig. 

We willen nog WlJZen op een ander gebruik van de afgeleide 
bij benaderingen. Laat f een differentieerbare functie 
zijn en laat een oplossing a van de vergelijking f(x)=O 
gezocht worden. Figuur 30 illustreert een procédé om be
naderingen voor een oplossing te vinden. 
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Figuur 30 

Het punt x 1 is een eerste benadering voor a. De raaklijn 
in (x 1 ,f(xl)) aan de grafiek van f snijdt de X-as in het 
punt x 2 . Dit zet men voort. Dit wordt de methode van 
Newton-Raphson genoemd. De rij (x ) EN is gedefinieerd 

f(x ) n n 
n 

door xn+l :=xn- f, (x ) . Als x 1 dicht genoeg bij a ligt zal 
n 

de rij (x ) N convergeren naar a. We bewijzen dit in 
n nE 

6.4.19. We merken nog op dat het in de praktijk al-leen 
zinvol.is deze methode te gebruiken als de bepaling van 
f'(xk) niet te moeilijk is (dat is: te veel tijd kost 

bij gebruik van rekenmachines). 

6.4.19. STELLING. Zij fEC 2 ([ a,bl ), aE(a,b), f(a)=O, 
f' (a)fO. DCm~>is' el" e·en intevval ( a.-ó,a+ó] .zo dat als 

f(x ) 
x 1E[ a-ó,a+ó} en VnEN { xn+l :=xn- f'• (~ )l. g'eldt lim xn = a. 

_ . ~ n n+""' 

Bewijs. Daar f(a)f" (a){f' (a) J- 2=0 is er een interval 

[a~~.·a+ê] waarop lf(x)f"(x) llf' (x)}- 2 5~. Dit inte;val 
is, met de gewone afstand, een complete metrische 
ruimte ( 4 . l. 14) . 

Defini~er f op [ a-ö a+ê] door f (x) :=x- i!7~). Dan is er 

volgens 6.4.2 een c tussen X en y met 

I 'i!'( x) -f (y) I = I f(c) f" (c) (f' (c) r 2 J·Ix-y Is~ I x-y I. 
Do6~, y:=a te nemen zien we dat q, een afbeeldi'ng van 
['~~·ó,«+óJ iri zlchzelf is en ·wèl een contractie. Volgens 
5.2.17 convergeert de rij x naar het punt a omdat 
f(a)=a. n 

'.-'.\': ' 

':' 
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6.5. Functies van Dleer variabelen 

We zullen in deze paragraaf het begrip differentieerbaar

heid uitbreiden tot functies van Rn in ~. We zullen eerst 
de beschouwing beperken tot functies van R2 in R en daarna 
het algemene geval bekijken. 

6.5.1. DEFINITIE. Zij V een omgeving van (a,b) in R2 en 
f: v~R. In een omgeving van a in R is de functie g gede
fin{ eer>d door g (x) :=f (x,b). A.ls g in a diffar>cnticcrbaa.r 
is dan noemen we g' (a) de partiël-e afgeleide van f naar 
de eerste veranderlijke i?J (a,b). De volge~lde rlotaties 
worden gebruikt: 

af g' (a) = -:;-(a,b) = f (a,b). 
oX X 

Merk op dat de notatie berust op de gewoonte een functie 
van twee veranderlijken met f(x,y) aan te geven. Dan is 
x de eerste veranderlijke. Sommige auteurs schrijven f' x 
in plaats van 
of .. a· We W~]zen 
y at 

dan dat êlx en 

fx. Op dezelfde wijze definieert men 

er op dat de nu volgende definitie méér 

atb ' êly estaan. 

zegt 

6.5.2. DEFINITIE. Zij f een reële functie gedefinieerd in 
een omgeving van (a,b). We noemen f (totaal-) differenti
eerhaar in (a,b) als er getallen A en B zijn zo dat 

f(x,y) = f(a,b)+A(x-a)+B(y-b)+o(llx-al 2 +ly-bl 2 ), 

( (x,y)+(a,b)). 

Merk op dat uit deze definitie volgt 

f(x,b) = f(a,b)+A(x-a)+o(lx-all, (x+a), 

d.w.z. (volgens 6.2.2) A = 
at a x (a,b). Evenzo B at 

= ay (a,b). 

Bovendien is 

f(x,y) = f(a,b)+o(l), ((x,y)+(a,b)), 

d.w.z. fis continu in (a,b). 
. at at 

We vragenons nu af of u1t hetbestaan van êlx en ay volgt 

dat f totaal-differentieerbaar is. Het is niet moeilijk 
voorbeelden te bedenken waaruit het tegendeel blijkt. 
Wel geldt: 

6.5.3. STELLING. Zij f gedefinieerd op een omgeving van 
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• . af af (a,b) in R en Zaat in deze omgev~ng äX en ay bestaan. 

A ' Bf Bf . . . . ( b) d . . 
1-S ax en dy contt.nu zt.Jn 'l-n a, an 1-s f t.n (a,b) 

(totaaZ-J differentieerbaar. 

Bewijs. Volgens 6.4.2 zijn er getallen Ç (tussen 
en n (tussen y en b) z6 dat 

f(x,y)-f(a,b) = f(x,y)-f(a,y)+f(a,y)-f(a,b) = 

= (x-a)aaf(ç,y)+(y-b)~f(a,n) • 
. X . oy 

x en a) 

Bf Bf Gegeven is dat äX(S,y) = ax(a,b)+o(l), ((x,y)+(a,b)) en 

Bf Bf 
ay(a,n) = ay(a,b)+o(l), ((x,y)+(a,b)). Als we dit in-

vullen volgt het gestelde. 

6.5.4. OPGAVE. Zij f: R2+R gedefinieerd door f(O,O) :=0 

en f(x,y) :=x2 y 2 (x 2 +y 2 )-l als (x,y)i"'(O,O). 
Toon met 6.5.2 en ook met 6.5.3 aan dat f totaal-diffe
rentieerbaar is op R2 . 

Hogere partiële afgeleiden worden gedefinieerd als in 
a2 f 

6.3 met de methode van 6.5.1. Het ayax geven we aan 

a~<~!>, enz. \Ve bewijzen hiervoor één stelling die zeer 

vaak gebruikt wordt. Zolang we ons beperken tot afgeleiden 
die continu zijn verlost deze stelling ons van veel moei
lijkheden die bij de notatie zouden kunnen optreden. 

6.5.5. STELLING. Zij f een reële functie gedefinieerd in 
een omgeving van (a,b) in R2 en laat in deze omgeving 
at at a af b A' a Bf t. . . ( b) äi' ay en ay ax e6taan. t-6 ay äX aan_ -tnu '1-6 1-n a, 

dan bestaat ook a~ :; {n (a,b) en dan ge~dt a~ ~~(a,b)= 
a af · 

= ay ax(a,b) • 

Bewijs. Als ,h enk voldoende klein z~]n zijn er volgens 
6.4.2 getallen 6 en n (afhankelijk van h en k) met 
0<8<1 eh O·<n<l en 

(f(a+h,b+k)-f(a+h,b) )-(f(a,b+k)-f(a,b)) = 

af at a Bf = h(ax(a+6h!lo+k)- <lx(a+ah,b)) = khay ax(a+ah,~+nk). 

D1,.1s is 

Bf 
- ay(a,b)) = 

.i 
.. ::·~ 

il 
' 

~~ 
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= lim 
h+O 

h- 1 {1im 
k+O 

I f(a+h,b+k)-f(a+h 1 b) 
k 

f(a,b+k)-f(a,b)l l = 
k 

= lim 
h+O 

lim 
k+O 

a Cf 
ay ax{a+8h,b+nk) = a Cf 

ay ax(a,b)' 

waarmee het gestelde bewezen is. 

We beschouwen nu afbeeldingen van Rn in Rm. De punten van 

Rn geven we aan als x=(x
1

,x
2

, ... ,xn) en de punten van Rm 

als y=(y
1
,y 2 , .•. ,yrn) (zie 3.14.1). i-Je noemen de afbeelding 

nu ook wel vec-torfunctie. We schrijven y=f (x}. Bij deze 
functie f noemen we de f. gedefinieerd door y.=:f. (x) 

~ ~ ~ 

weer componentfuncties van f • De lengte van een vector h 

uit Rn resp. Rm geven we aan met lh I (zie 3.17.4). 

6.5.6. DEFINITIE. Zij f een vectorfunctie van een omgeving 

van aERn in Rm. We noemen f d·iffei'entieel~baal' in a als er 

een lineaire afbeelding A van Rn in Rm bestaat zo dat 
f (a+h)=f (a)+Ah+&(h) waarbij l<ih) l=oilhll als lhi+O. 

Evenals na 6.5.2 kunnen we nu een componentfunctie f. be
l 

schouwen en alle variabelen op één na constant houden, 
d.w.z. ons beperken tot h=(O,O, ... -,h.,O, •.. ,O). Als (a,.), 

J ~J 
!Si$m, !sj5n de matrix van A is t.o.v. de standaardbases 

in Rn en Rrn dan is 

f. (a1 ,a
2

, ... ,a .+h, ... ,a )=f. (a 1 ,a
2

, ... ,a )+a .. h+o(] hl), 
l J n l n lJ 

(h+O) • 
af. 

Hieruit volgt dat a .. =~(a 1 ,a 2 , ..• ,a ) • 
l] oX. n 

J 
We noemen de lineaire afbeelding A de functionaaloperator 
van f in a. De matrix A heet de functionaalmatrix. Voor 
het bijzondere geval m=n kan men van deze matrix de deter
minant bepalen. Deze heet functionaaldeterminant of deter
minant van Jacobi of Jacobiaan van f in a. We gebruiken 

a(f1 ,t
2

, •.. ,f) 
voor deze determinant de notatie a( n) (a) 

- xl,x2, ... ,xn 

6.5.7. VOORBEELD. De plaats van een punt .(x,y) in R2 kan 
ook beschreven worden met poolcoördinaten, gedefinieerd 
door x = r cos $, y = r sin $ met r~O, -n<~sn evenals 
in 4.4.1. We kunnen dit ook opvatten als een afbeelding 

2 a(x,y) )-
van {(r,$)ER2] r~O,-n<<f!:::;TI} in R. Dan is d(r,$)(p,et -p. 
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OPGAVEN 

6.5.8. De afbeelding f: R3+R3 is gedefinieerd door 

f1(x) := x1x 2xg, fz(x) := :x:lxz-xiXzXg, f3(x) := x 2-xlxz. 

Toon aan dat f differentieerbaar is en bepaal de func
tionaaldeterminant van f . 

6.5.9. Ga na wat de meetkundige interpretatie is van een 
vectorfunctie f: R+R 3 die differentieerbaar is. Wat 
stelt de functionaalrnatrix voor? 

We bewijzen nu het analogon van de kettingregel 6.3.3. 

6.5.10. STELLING. (Kettingregel) Zij f: Rn+Rm differen

tieerbaar in a met functionaaZoperator A en zij g: Ffl+Rp 
diffePentieel'baar in b :=f (a) met functionaaZ.operator B. 
Dan is g of differentieerbaar in a met functi.onaalopera
tor BA. 

Bewijs. Het bewijs verloopt precies als bij 6.3.3. Er 
geldt 

g[f (a+h)l = g[f (a)+Ah+t 1 (h)] = 

= g (b)+BAh+B< 1 (h)+E 2 (Ah+c 1 (h)) 

waarbij Jc 1 (h)J=o(Jh[) als jhj->0 en [<2(k)J=o([k[l als 
lkf~o. Het gestelde volgt nu uit 3.17.32, immers 

[Be, (h)+< 2 (Ah+< 1 (h)) [=o( Jh J) als Jh [+0. 

VOORBEELDEN 

6.~ .• i1. -Zij_ x: R2+R, y: R2+R en z: ~2+R. Dan is door 

f (u,v) := (x(u,v) ,y(u,V)) 

één afheeiàing van R2 in R2 gegéven. Samenstellen met 
z geeft c;Iah de afbeelding g gegeven door 

g(u,v) := z(f(u,v)) = z(x(u,v),y(u,v)). 

Volgens 6.5.10,, is 

(8z 8z) = r22':' 22':) au' "[V · ~:a x . ay . [
8x , 8xl ïü\ av 

' . 
' . 

:x :x 
a\1' _av . 

' 
' 6. 5 .12'. Beschouw in C de ellips z = cos t + 2i sin ~ 

(O~ts2n). Zij f: C7C gegeven door f(z) :=z 2 • Schrijf 
i-#X~_:i.>J.~ :f(z):;;u+iv. ·oan. zijn u en;., v functies van -x en y, 

__ tef\o,li)'l ··x en y functies -van, 4> zct.jn. -.Voor de s-amenge- •. 
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gestelde functie geldt: 

[
dul [b! d~ ax 

dv av 
d~ ax 

av 
ay 

[
:] = [2x -2yl 
d~ 2y 2x 2cos~ 

-sin~ 
= [-5sin2~ 

4cos2<1 

6. 5 

6.5.13. OPGAVE. Ga na wat de meetkundige betekenis is van 
de functionaaloperatoren in 6.5.12. 

6.5.14. DEFINITIE. Zij f: Rn~R. De functionaaZoperator 
noemen we de gJ•ad·iint van f (1zotatie: grad fJ. De functio
naalmatrix t.o.v. de basis (l,O, .•• ,O), ••• (O,O, .•. ,O,l) 
. (af af df) d . .. "'..B a-x , -;:;--, •• • ,-,- , at t-s een r"'..;JVector. 

1 oX2 Xn 

Als we in Rn een rechte a+tv (met lv 1=1) door a beschouwen 
dan is g(t):=f(a+tv) een functie g gegeven waarvan de af
geleide in t=O ons informatie geeft over afname resp. 
toename van de functie f in de richting van v (in het 
punt a) (zie 6.4.5). Volgens 6.5.10 geldt in t=O 

s!9:= 
dt (grad f) = (grad f,v) 

V 
n 

waarbij de waarde van grad f in a genomen moet worden. We 
noemen dit inwendig product de richtingaafgeleide van f 
in de richting van v. De richtingsafgeleide is maximaal 
als v de richting van (grad f) (a) heeft. Is f gedefinieerd 

op vcRn en a inwendig punt van V dan is grad f = 0 blijk
baar een nodige voorwaarde voor de uitspraak "f heeft in 
a een extrernurn11

• (N.B. niet een voldoende voorwaarde!) 
We noemen een punt waar grad f = 0 een stationair punt. 
Op de bepaling van extrema gaan we in 6.5.19 nader in. 

6.5.15. OPGAVE. Zij C een convexe deelverzameling van 

Rn en zij f: c~R een differentieerbare functie op C. 
Als grad f = 0 op C dan is f constant. Bewijs dit. 

Een analogon van stelling 6.5.3 voor vectorfuncties is 

6.5.16. STELLING. Zij f een vectorfunctie van een omgeving 
af. 

van aERn in Rm. Als alle partiële afgeleiden ~in deze 
oX. 

J 
omgeving bestaan en als deze afgeleiden aontinu zijn in 
a dan is f differentieerbaar in a. 
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Bewijs. Opgave 6.5.17. 

6.5.17. OPGAVE. Bewijs 6.5.16. 

301 

We kunnen de formule van Taylor 6.4.15 ook generaliseren 
tot functies van meer variabelen. We beperken ons tot 
functie van 2 variabelen. 
Laat f: R27R een functie·van 2 variabelen zijn waarvan 
alle partiële afgeleiden van alle orden bestaan (en dus 
ook alle continu zijn). Zij (h,k)ER2. Beschouw voor nEN 
de functie· g: R2+R gedefinieerd door. 

n 

:= Ï (~)hn-jkj anf (a,~) 
j=O J axn-JayJ 

(de notatie voor de hogere afgeleiden is geoorloofd 
volgens 6.5.5). 

We zullen i.p.v. g de symbolische notatie (h~ + k-::.a )nf 
n oX oy 

gebruiken. 

6.5.18. STELLING. Zij f: R2+R een functie waarvan alle 
partiële afgeleiden van alle orden bestaan. Zij {a,b)ER2 , 
(h,k)ER 2• Dan is er een SER met 0<8<1 zo dat 

f(a+h,b+k) = '?'1 aan f (a,b) + l .,- [ (h.".- + k-;;-) f] (a,b) + 
n=ln. oX oy 

1 a a m+1 
+ ( ) , [(h."- + k.".-) f] (a+8h,b+6k). m+l , oX oy 

Bewijs. Definieer g: R+R door g(t) :=f(a+ht,b+kt). 
Door herhaalde toepassing van·6.5.10 vinden we voor deze 

samengestelè!e functie g (n) (t) ~g (a+ht,b+kt) (volledige 
. . n 

inductie!). De bewering is dan niets anders dan een 
toepassing van 6. 4 .• 15 nl. 

m. 1 
g(l). = g(O) + I.,. 

n=1n. 
g(n)(O)+ 1 9 (m+1) (e). 

(m+1).! 

A·ls niet alle· pa:;:.t.iële afgeleiden van f bestaan geldt 
6.5.18 voor die m waarvoor de afgeleiden van de orde m+1 
nog continu-zijn. We kunnen met deze stelling het ged~ag 
van een f~nctie in de buurt vqri een punt waar we een ex
tremum veiwachten bestudereri. 

6.5.1·9. STELLING. Laat f: R2+·R continue partiële afg&tei.,... 
den van .. de tM?-~4e ord'e hebben. Laat (a,b) eelt stationair 
punt van f ~iJn. 
Zij 6 d? waàrde van fxx\•y-(~xy)2 i'rz (a,b). Dan heeft f 

X~~·· ' .. '·.:•. 
·' ·,, 

·i ·~i 
·.-:<;i 
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in (a,b) 

(i) een maximum als ~>0 en fxx(a,b)<O, 

(ii) een minimum als b>O en f (a,b)>O, 
XX 

(iii) géén extremum als ~<0. 

(We bedoelen hier locale extrema.) 

6.5 

Bewijs. De elementen van de matrix H :~ r::: fxy) zijn 
A.:J fyy 

continue functies in een omgeving van (a,b) . Als de 
determinant van M in (a,b) positief resp. negatief is 
geldt dit ook in een omgeving van (a,b). Volgens 6.5.18 
geldt 

f(a+h,b+k) ~ f(a,b)+(h,k)M(a+Bh,b+Bk) (:). 

Als de determinant van M 
h 

vorm (h,k)M(k) positief, 

kelijk van het teken van 

positief is is de kwadratische 

resp. negatief definiet afhan-

82f. Hiermee zijn (i) en (ii) 
ax 2 

bewezen. Analoog is in te zien dat in geval (iii) géén 
extremum aanwezig is en alleen als de determinant van 
M in (a,b) 0 is kunnen we nog geen uitspraak over ex
trema doen. t1erk op dat de beperking tot functies van 
twee veriabelen hier niet wezenlijk is en de redenering 
voor meer variabelen precies hetzelfde is. 

6.5.20. OPGA VIl. Bepaal de extrema van f: R2-+R als 

(a I f(x,y) ~ x 2+xy+y 2+x+y, 

(bI f(x,y) ~ 

-x2-y2 
e (x 2+2y 2 ), 

( c I f(x,y) ~ x2+y2+exy. 

Vaak kunnen we het rekenwerk nodig voor een toepassing van 
6.5.19 besparen door gebruik te maken van de stelling dat 
een continue functie op een compacte verzameling in R2 een 
maximum en minimum aanneemt (5.7.9}. 
Beschouwt men bijv. f(x,y) :=(x-y) (x 2 +y 2-l) dan blijken 

de stationaire punten: P 1 ~(~/2,,/2), P 2~(-~/2,-1121, 
l l 1"- l"-P,=(6/6,-6/6) en P,~(-6;6,6;6) (ga na), We merken op dat 

f(x,y)=O is op de rechte met vergelijking y=x en op de 
cirkel met vergelijking x 2 +y 2;1. De rechte en de cirkel 
verdelen het vlak in vier delen en op elk van deze stukken 
in f(x,y) tekenvast. In figuur 31 hebben we de stationaire 
punten en de gebieden waar f(x,y) tekenvast is getekend. 
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y 

+ P, + 

~· 

x 
+ •P, 

~ 
+ 

Figuur 31 

We zien meteen dat de functie in elke omgeving van P1 zo
wel als van_P2 positieve en negatieve waarden aanneemt. 
Noch in P1 noch. in Pi heeft de functie dus een extremum; 
beide zij'n zgn. zade~punten. Op de dompacte verzameling 
V:={(*;y) f X~y,x 2 +y 2 sl} is f(x,y)sO; op de rand"van deze 
verzameling ·is f(x,y)=O; f moet dus een minimum hebben 
in een inwendig punt van V; de enige kandidaat is P 3 • 
Daar heeft f dus een minimum; evenzo heeft f in P 4 een 
maximum. 
We merken op dat de differentiaalrekening geen hulp biedt 
bij het bepalen van extrema die optreden in randpunten 
van de defin:itieverzarneling van de functie. 

' . ' ' 

O!?.G;AV<;N 

6.5.21. Bepaal de extrema van de functie f: R2+R als 

f (x,y) = (x2+4yLl) (4x2+y2-l). 
' ' 

6 0 5. 0 2 2 0 Besch.ouw de functie :f;: R2-+R gedefinieerd door 
- 2 f(x,y)-x +y. 

' . . ' 

Ca). ·Bépa,al ,.-dè·· extrema van f op de ver.zameling D := 
=.= ((.x,'y>.! x2+y2n}. 

{b) Evereens ·op ·de verzameling E:={ (x,y) I x 2+y 2=1}. 

;:, 

L 
·, I 
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6.6. Impliciete functies 

Beschouw de vergelijking 2-x 2-y 2=0. We kunnen dit opvatten 
als de vergelijking van een kromme in R2. Op deze kromme 
ligt het punt (1,1). Nu zien we dat in een voldoende 
kleine omgeving van (1,1) de kromme de eigenschap heeft 
dat bij iedere x 1 er precies één y 1 is z6 dat (x 1 ,y 1 ) op 
de kromme ligt. Er is dus een functie f gedefinieerd in 
een voldoende kleine omgeving van 1 zo dat 2-x2-{f(x)}2=0. 

U1t is nl. de fur1ctle [gegeven door f(x) :=(2-x2)~. We 
zeggen dat f impliciet gegeven is door de vergelijking 
2-x2-y2=o. We willen nu voorwaarden hebben waaronder door 
een vergelijking een functie impliciet is gegeven en de 
functie differentieerbaar is. Bovendien willen we de af
geleide van een impliciet gegeven functie bepalen. We 
beschouwen meteen het algemene geval van vectorfuncties. 
We beschouwen een afbeelding F van een deelverzameling 

van RnxRrn in Rm. Bij vaste x is dit een afbeelding van 

Rm in Rm. De Jacobiaan van deze afbeelding geven we aan 
met J(x;y). We beschouwen de vergelijking F(x,y)=O. 

6.6.1. STELLING. Zij Geen gebied in RnxFfl en laat F:G-+Rrn 
een functie zijn die differentieerbaar is op G met continue 
parti~le afgeleiden. Zij (x 0 ,Yo)EG, F(xo,Yo)=O en 

J(x 0 ;y 0)#0. Dan is er een bol B:=B cRn en een functie x 0 ,a 
f : B+Rrn die differentieerbaar is in B met continue par>
tiëZ-e afgeleiden zo dat 

(i) I (x al = Yo, 

(ii) F(x,f (x)) = 0 voor xEB. 

Bewijs. Zonder beperking der algemeenheid kunnen we 
(x 0 ,y 0)=(0,0) nemen. Uit de gegeve~s volgt dat J(x;y)~O 
in een omgeving van (0,0). Verder 1s F d1fferent~eer-

baar. Er zijn dus lineaire afbeeldingen A1 van Rn in 

Rm en ~ 2 van Rm in Rm z6 dat 

( *) 

met I•J(x,yll=o(lxl+lvll als (x,y)+(O,O). 
Daar J de determinant van A 2 is, is A 2 regulier, d.w.z. 
de inverse A? van A2 bestaat. We kunnen F(x,y)=O nu ook 
schrijven als 

met 
Bij 

+ A:=-A 2A1 
vaste A 1 

en l•z(x,vll=o<lxl+lvll voor (x,y)+(O,O). 
en A 2 (waarde van de functionaaloperator 
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in (0,0)) is (*)definitie van de functie El die con
tinue partiële afgeleiden heeft die allemaal 0 zijn in 
(0,0). Dit geldt ook voor &2 • Dus is er bij iedere e>O 
een omgeving Qe van (0,0) in G zo dat voor (xl,y 1 )EQE 

en (x2 ,y 2 )E~E geldt 

l•,(xuv,l-•, (x,,y,J I< Elx,-x,I+EIY!-v,l 

+ (zie ook 6.9.19). Volgens 3.17.32 is er een getal MER 

zo dat IAxi<Mixl voor xERn. Kies nu aER, SER zo dat 

S,(2M+l)a en zo dat D:={(x,y)ERnxR"'I lxl<a,lvi<S}CQ!; 

en zo dat l•,(x,y) l<>tlxl+lvll op D. We definiëren R := 
verzameling van alle continue functies g {in Rm) , gedefi-

nieerd op {xERn 11 x I :5a.}, waarvoor geldt: 
llgll := sup{jg(xlll l~l<al<S. Definieer: 

Vg,ER V
92

ER (d(g 1 ,g 2 ) := llg 1-g 2 U]. 

Dan is (R,d) een volledige metrische ruimte (zie 
5.10.31). We definiëren een afbeelding+ op R door 

4>(g) (x) := Ax+< 2 (x,g (x)). 

Dan is 

IIHg)ll = sup{IAx+&,(x,g(x))lilxl<a} < 

< Mlxl+l;lxl+>lu (x) I<(M+l;)a+,S<S, 

d.w.z. ~(g)ER. Boveó.dien geld't voor g 1ER, g2ER. 

Uf(g,)-f(g,lll = sup{IE,(x,g,(x)}-<,(x,g,(x))ll lxl<al < 

< !; 11 g 1 -g 2 i ' 

d.w.z. d(j>'(g 1 ),~(9:i))<l;d(g 1 ,g,); 
ander's gez~gd: ·• is een contractie van R. 
Volgens (5.2.17) is er één IER zo dat t(f )=f, dus 

(**) f (x)= Ax+t 2 (x,f (x)). 

Dit betekent hetzelfde als 

F(X,f (x)) = 0 als xEBxa,cx· 

Daar 

·11 (oJ 1 = 1• 2 <o,l (O)) l<~lt <o> 1 
is I (O)=O·. 
Uit (**) .volgt 

I 1 'x > I <MI x I +!;( I x I + I 1 <x > I > , 

dus J((x)I";O(Ixll als x+O. Dan is volgens(**) 

'i (x) = AxH (X), 
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met l•<xl l=o(ixll als lxl~o, met andere woorden: f is 
differentieerbaar in 0 met functionaaloperator A. Uit 
de definitie van A volgt de continuïteit van alle par
tiële afgeleiden. Hiermee is de stelling bewezen. 

VOORBEELDEN 

6.6.2. We-beschouwen het triviale voorbeeld F(x,y)= 

=xy-x+y=O met als oplossing y==x(l+x)- 1 • Neem (x 0 ,y 0)= 
=(0,0). Als we het bewijs van 6.6.1 nu nog eens hele
maal nalopen, vinden we: 

aF 
Ox = y-1, dus Al=-1, 

aF 
ay = x+l, dus A2=1, J=l10, 

A=l, Ez(x,y) = -xy, M=l. 

l 3 
Als we a=5 , S=s nemen is aan de overige eisen voldaan. 

Voor gER is nu ~(g) (x)=x-xg(x). De functie f construeren 
we op de manier van het bewijs van 5.2.17. Zij g 1 (x)=x 
en VnEN {gn+l:=~(gn)l. Dan is f de limiet van de rij 

functies (gn)nEN" We vinden gn(x) = l:x{l+(-l)n-lxn}, 

dus f(x) = l:x hetgeen we al wisten. 

6.6.3. Zij F: R3+R een continu differentieerbare functie 
en (xo,Yo,zo) een oplossing van F(x,y,z)=O. In de no-

tatie van 6.6.1 is A1==(~~~~~) (xo,Yo,zo) en 

Az=:~(xo,Yorzo). Als A210 is er in een omgeving van 

(xo,yo) een functie f gedefinieerd met f(xo,Yol=z 0 en 
F{x,y,f(x,y))=O. Volgens 6.6.1 vinden we voor de func-

. l t' · ( ) A+A d (aF)-l(aFoF) t1onaa ma r1x 1n x 0 ,yo nu- 2 1, .w.z. - az ax'dy · 

We kunnen dit ook vinden door op de identiteit 
F(x,y,f(x,y))=O de kettingregel 6.5.10 toe te passen: 

(2!: + 21:. ll 21:. +aF af) (O Ol 
a x a z a x ' ay a z ay = ' • 

6.6.4. Zij W: R2+R 2 een continu differentieerbare functie 
en 'lxo,Yo)=(uo,Vo). We willen weten of in een omgeving 
van (u 0,v 0) een inverse f+ bestaat als we eisen dat de 
omgeving door ++ wordt afgebeeld op een omgeving van 
(x 0 ,y 0). We willen dus (x,y) oplossen uit de vergelij
king ;(x,y)=(u,v) voor (u,v) in een omgeving van {u 0 ,v 0). 
Zij F: R2xR 2+R2 gedefinieerd door F 1 (u,v;x,y):=u-~ 1 (x,y), 
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Fz(u,v;x,y):=v-~z(x,y). Dan is de functie f+ indien hij 
bestaat impliciet gegeven door F{u,v;x,y)=(O,O). 
Volgens de notatie van 6.6.1 is 

(u,v;x,y) = [: :] [:]-

'h ah 
ax ay 

[:] + EJ (u,v;x,y), 

en de stelling zegt dat~+ in een omgeving van (u 0 ,v 0) 
bestaat en differentieerbaar is als de Jacobiaan van ~ 
in (xo,Yol niet 0 is. 

6.6.5. OPMERKING. Als F: R 2 ~R continu differentieerbaar 
is en als F(x,y)=O niet expliciet op te lossen is dan 
is in een. omgeving van de oplossing (x 0 ,yo) de proce
dure van 6.6.1 een manier om numeriek een benaderde 
oplossing te vinden via de in 5.2.17 beschreven itera
tie. 

OPGAVEN 

6.6.6. Zij F: RxR2~R 2 gegeven door: 

F1 (x;y,z) := x 2 +y2-z 2 , 

Fz.(x;y,z) := x+y+z-1 .• 

F 1 ·(x;y,z)=O is· de vergelijking van een kegel in R3 en 
F 2 (x;y,z)=O is de vergelijking· van een' vlak. Bepaal de 
P.$3-rametervoorstelling van de snijkromme en de verge
lijking van de raaklijn aan deze kromme in 

1 1 5 ' (4'3'
12

). ZiJner punten waar (met de notatie van 6.6.1) 

g<;!ldt j;,O'f 

6.G.7. zijg: C->C gegeven door g(z)=ez. Bepaal een afbeel
ding f: C+C gedefinieerd in een omgeving van 1 zo dat 
f(g(z)J=l in een omgeving van 0. 

' . 

Nu we ov?r stelling 6.6.1 beschikken kunnen We één van de 
zeer vaak voorkomende· problemen uit de analyse bespreken 
naWèlijk:· het b,epalen van extrema van :functies met neven
voO:rwc+ç:<::éMn. We, .. zü~lèh eerst enkele e.envoudige voorbeelden 
besêhouWeri. l)qör ·: y~)::2::Q 'is .een paraboÇ>l in R2 beschreven. 
Als we de afstand .vanhe·t puht (5,-l) tot deze parabool 
will~n. beJ?iÜên moeten. we. het minimum bepalen van de func
tie geg~ven door (Jt,-5) 2+ (y+l) 2· •(eh dan hiervan de wortel 
ne&en .• 'Bij de. bepal~ng van het minimum geldt echter de 
ml\(<i)>'vooli.waa't?i'!e dat alleen punten (J~:,y) beschouwd worden 
m'"'it'là'"-lt2BQ. ·Daar .deze vergelijking eenvoudig is op te . · 

' 

' - - .... ;, ' 

·i: 

',l 

. ,. 

,, 

'l 
~' 
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lossen vinden we dat we van (x-5) 2+(x 2 +1) 2 hèt minimum 
moeten zoeken. Dit minimum is 20 {en de gevraagde afstand 
dus 2/5) voor x=l. We kunnen echter dit minimum ook vinden 
zonder y uit y-x 2 =0 op te lossen. We proberen dan het 
getal X z6 te bepalen dat de door (x-5) 2+(y+l)2-X(y-x 2 ) 
gegeven functie een minimum aanneemt in een punt (x 0 ,y 0 ) 
dat op de parabool ligt. Dan is ons probleem ook opgelost. 
Dit leidt tot de vergelijkingen 

2x 0-I0+2>-x 0 = 0, 

2y 0 +2-X = o, 

Yo-x~ = O, 

waaruit we vinden xo=Yo=l, À=4. 
Beschouw nu, iets algemener, de vergelijking F(x,y)=O en 
de functie f, waarin F en f continue partiële afgeleiden 
van de tweede orde hebben. Als f-ÀF in (xo,yO) extremaal 
is en F(xo,Yo)=O dan is (xo,Yo) een punt waar f extremaal 
is onder de nevenvoorwaarde F(x,y)=Oa Is omgekeerd (xo,y 0 ) 
een punt met F(x 0 ,y 0 )=0 en heeft f onder de nevenvoor
waarde F(x,y)=O een extremum in (xo,yo) dan kunnen we te 
werk gaan als in het zojuist gegeven voorbeeld als grad F 

in (xo,Yo) niet 0 is. Laat bijvoorbeeld ~~(xo,Yo)~O zijn. 

Dan is er een functie ~ (volgens 6.6.1) gedefinieerd in 
een omgeving van x 0 z6 dat ~(xo)=yo en F(x,~(x))=O. Dus 

geldt ~~ + ~~~ '=0 en omdat f in (x 0 ,yo) ex tremaal is geldt 

af+af~'=O in (x 0 ,y 0 ). Hieruit volgt dat det[:x :Y]=o in 
ax ay x y 
(x 0 ,y 0 ) en dus is er een getal À z6 dat F +Àf èn F +Àf x x y y 
in (x 0 ,y 0 ) beide 0 zijn, d.WaZa (x 0 ,y 0 ) is stationair 
punt van F+Àfa 

Na deze lange inleiding zal hopelijk het bewijs van de 
stelling voor het algemene geval niet z6 gecompliceerd 
lijken. 

6.6.8. STELLINGa Zij V een gebied in fflxRn. We geven de 
punten van V aan met (x,y).J x=(xl,xz, ••• ,xm), 

Y=(y
1

,y
2
,.a.,y

11
). Laten f: V+R en F: V+Rn functies zijn 

waarvan al Ze partiële af ge Zeiden continu zijn. We schrij
ven F=(F

1
,F

2
, .•• ,Fn). Zij W:=( (x,y)EVI F(x,y)=O}. 

a(F
1

,F
2

, •.• ,Fn) 
Neem aan dat J := ( ) op V niet 0 is. a yl,y2, ... ,yn 

Zij (x 0 ,y 0 )EW. Dan geldt: Als f.J beschouwd als funetie 
op W.J een extremum heeft in (xo,Yo) dan zijn er getallen 
>.

1
,11

2
, ••. ,>.

11 
zó dat f + l:~=l lliFi"' .beschouwd 
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als functie op V, in (Xo-~Yo) een stationair punt heeft. 

Bewijs. (i) Als voor alle {x,y) uit een omgeving n van 

(xo.vo> in V geldt f(x,y) +I~= 1 ÀiFi(x,y)~f(x 0 ,y 0 ) + 

+ I~= 1 ÀiFi(xo,Yo) dan is voor alle (x,y) uit QnW ook 

f(x,y)~f(xo,Yo) waarmee is aangetoond dat de voorwaarde 
voldoende is. 

(ii) Laat f in (xo,Yo) een extremum hebben onder de 
nevenvoorwaarden F(x,y)=O. Daar J~O is, is er volgens 

stelling 6.6.1 een omgeving n van x 0 in Rm en een func
tie~ op 0 zó dat +(x 0 )=y 0 en F(x,~(x))=O op n. Dus 
geldt op o ook: 

n '~ 
( *) = 0 {j=l,2, •.• ,m; i=l,2, .•. ,n). 

V ·--oX, I 
v=l J 

Daar f ex tremaal is in (xo,Yo) geldt in dit punt 

n a~ Of H + I 
V 

0 (j=l,2, ••• ,rn). -- --·-- = ax. ay ax. 
J v=l V J 

êi(F
1

,F
2

, ••• ,Fn) 
Daar ~ 0 heeft volgens 3.16.12 het 

êl(yl,y2'''''yn) 

aF ' 
1 1 :~n i A. af ( 2 ) 1 · ste se L. _

1 
-a- . =--a v=l, , •.. ,n een op oss1ng 

. 1- Yv l Yv 
A

1
,A

2
,, •• ,An (fu,ncties gedefinieerd op 0). Nu vermenig-

vuldigen we beide leden van (*) met A. en sommeren over 
l 

i'. Als we nu ook nog definiëren À. :=A. (x 0 ) en in deze 
l l 

som x 0 invullen is het resultaat: 

'-a~· (f +I-~ 
1 

À.F.) ,is- 0 voor j==l,2·, ... ,m in het punt x. ~= 1 1 
J 

(x_ 0 ,y 0 ) .• , Hierm~e is het gestelde bewez_en. 

6.6·.9. VOORBEELD. Zij f(x,y,z) :=2x+3y+z. We beschouwen 
de functiê op de cirkel in R3 bepaald door x 2+y 2+z 2=5 
en ·x.-y+Z=l·. Volgens 6. 6. 8 vinden we de· extrema van f 
door op te- lossen: 

" - ', 

<· 

2 + 2À ,x 

'3 + 2À !Y 

1 + ,2/q z 

x>+ y2 

+ 

-
+ 

. + 

À ' 
2 = 0, 

Àz =- 0, 

Àz 

z2 

= 
= 

0 • 
5, 

x-·y +z = 1 . 

-~--.! 

' ·~·· < 

'.-.:. 

• :.-". 

' ... , 



310 DIFFERENTIEERBAARHEID 6.7 

We vinden de punten (~- ~13, -~ -IJ,j- j/3) en 

1 2r.c 1 r-el 1 (3 + 3v 3, -3 + v 3,3 + 3/3) . Daar we weten dat f een maximum 

en minimum aanneemt (waarom?) is het probleem opgelost. 
Merk op dat de waarden van Àl en À2 ons niet interesse
ren. 

Het zoeken van extrema van een functie met nevenvoorwaar
den met behulp van 6.6.8 heet de multiplicatorenmethode 
"'-•A r~-~-~-~· ...::1 ...... h"l...,~P".,...;".h.".lon \ 1 h •• ~t-.P.n. iJ.p .m .. n_lt_i-vuu .LJI.<.l;I.L'-"'f•lj~l ...._._ ,,..,._._.t-',._.~~._......, ...... .._._. •• "ll" ••t" --- -- - --

plicatoren. n 

6.6.10. OPGAVE. Bepaal de afstand van het ~unt (2,3,4) 
tot de ellipsoïde met vergelijking x2+2y +3z2=6. 

6. 7. Differentieerbare com.plexe functies 

Is f een afbeelding van R in C dan is f te schrijven als 
u+iv waarbij u en v afbeeldingen van R in R zijn. Evenals 
in 6.2.1 en 6.2.2 is te definiëren wanneer we f differen
tieerbaar zullen noemen. Het komt er op neer dat u en v 
differentieerbaar zijn en f'=u'+iv'. 
We zullen het begrip differentieerbaarheid nu ook voor 
afbeeldingen van C in C invoeren. De definitie is een 
uitbreiding van 6.2.2~ \Ve wijzen er bij voorbaat op dat 
in 6.7.1 meer geëist wordt dan in 6.5.6 voor afbeeldingen 
van R2 in R2 nl. behalve het bestaan van A ook nog dat A 

a- b de vorm (b a) heeft. (Ga dit na, na lezing van 6.7.1). 

6. 7. 1. DEFINITIE. Zij n een omgeving van aEC en f: (H·C. 
We noemen f differentieerbaar in a a~s er een getal ~EC 
is zo dat f(a+h) = f(a)+oh+o( I hl), (h+O). 
We noemen a de af ge ~ei de van f in a en schrijven a=: f' (a) • 

Nu geldt stelling 6.2.3 ook voor complexe functies (zelfde 
bewijs:). Evenals in 6.2.4 noemen we een functie f die 
differentieerbaar is in elk punt van een verzameling V 
weer differentieerbaar op V en noemen f' de afge~eide van 
f. Een.functie f die op een gebied G differentieerbaar is 
noemt men ook ho~omorf op G, of regu~ier op G en ook 
analytisch op G. We gebruiken deze woorden door elkaar. 
Als we alleen over differentieerbaarheid in één punt 
spreken zullen we slechts het woord "differentieerbaar" 
gebruiken. 

6.7.2. DEFINITIE. Een functie f: c~c heet analytisch in 
het punt a als er een omgeving n van a is zo dat f diffe
rentieerbaar is in ieder punt van n. Een functie heet 
analytisch op een kromme K als f analytisch is in ieder 
punt van K. 
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VOORBEELDEN 

6.7.3. Zij f{z) :=zn waarbij nEN. Dan is volgens 1.27.12 

De som in het rechterlid is 

functie van h die in h=O de 
geldt 

bij vaste z een continue 
n n-2 waarde ( 2 )z heeft. Dus 

(z+h)n = zn+nzn- 1h+O(Ihl 2 l, (h+O) 

= zn+nzn- 1h+o(lhll, (h+O). 

Hiermee is aangetoond dat f differentieerbaar is op C 

met afgeleide f' gegeven door f' (z) :=nzn-l (zie 6.3.5 c). 

6.7.4. Zij f(z) :=e 2 op C. We tonen nu aan datfop C ana
lytisch is met afgeleide f'=f (zie 6.3.5 a). 
Volgens 4.4.9 geldt 

z+h z z z h 
e = e +he +e (e -1-h). 

Schrijf h=<+in. Volgens 6.4.16 en 6.4.17 geldt 

eh-1-h = ~E(cos n + i sin n)-1-(<+in) = 

= Hn+0(< 2 l+O(n 2 l = O(i; 2+n 2 ) = 

= o <1 h 1 2 l , < 1 h 1 +al • 

Dus is ez+h=ez+hez+o(lhll, <lhi+O). 

6.7.5. OPGAVE. Bewijs dat de stellingen 6.3.1, 6.3.2 en f 
6. 3. 3 ook ge-lden voor differentieerbare complexe func- :·~-· 
ties. 

BeschouW een complexe functi~ t'g'edefinieerd in een om
geving .Q van àEC. We kunnen ·dit oOk opvatten als een af
beelding f van- .QcR 2 iD. R2 ;- .(als we punten in n aangeven 
met z!::x+iy en f(z)=u+iv sçhi,ijven dan ~ijn uen v func
ties van x en y). Als -f differentieerbaar is in a=Xo+iyo. 
dan· is volgens 6.7.1, als· we f' (a)=~+in schrijven en h+ik 
i.p.v. h.~ ·.' . 

. (. u·(·~<·o+h.,y 0 +kll = [u(xo•Yo'l].' r<··-"][h] ~ ·. . + . + o((h2+k2) ), 
v(xo+h,yo+k) v(xo,Yo}. n < k 

Dik:~ betekent da(t f ·:.in (x.o·,Yo) 
J; -n fur)ctionaa1ll!atr ~x ( , ) • 
~ ' 

·, \, -

( (h,k)+(O,O)). 
Q_iff'?rentieerbaar is inet 

'I 
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Hiermee is bewezen: 

6.7.6. STELLING. Zij f differentieerbaar in a=xo+iyo en 
u := Re fJ v := Im f dan is in (xo,Yo) 

(i) au av 
c~ Re f'(a)), a x 

~ 

ay 

(i i) au av 
c~ Im f'(a)lo 

ay 
~ 

a x 

Men noemt (i) en (ii) de differentiaalvergelijkingen van 
Cauehy-Kiemarm. Herk op dat de Jacobiaan van f (in boven
staande notatie) gelijk is aan s2+n 2=1f' (a) \ 2 . Is omge
keerd aan 6.7.6 (i) en (ii) voldaan in een gebied Gen 

zijn ~~en ~~ in G continu dan is volgens 6.5.16 f diffe

rentieerbaar op G en op grond van (i) en (ii) is zelfs f 
differentieerbaar op G (als complexe functie van z). 
Immers de functionaaloperator is dan een vermenigvuldiging 
met het complexe getal f' (z). 

OPGAVEN 

6.7.7. Zij f: C+C een analytische functie en (als z=x+iy) 
Re f(z)~x2-y20 Verder zij f(O)~io Bepaal fo 

6.7.8. Zij f(z):=Z voor zEC. Bewijs dat f niet differen
tieerbaar is. Laat zien dat f, opgevat als vectorfunctie 
van R2 in R2 wel differentieerbaar is! 

6.7.9. Zij f(z):=z 2 voor zEC. Beschouw de krommen 
Ka:~{f(z) I Re z ~al en Lb:~{f(z) I Im z ~blo Bepaal de 

hoek die de raaklijnen in (a+ib) 2 aan Ka resp. Lb met 
elkaar maken. 

6.7.10. Zij V:={z=x+iyEC] x>O}. We definiëren een functie 
fop V door f:~u+iv met u(x,y) :=' log(x2+y 2 )o 

-1 
v(x,y) :~ arctan(yx )o 

Bewijs dat f een reguliere functie is op V en bepaal 
f' (z) o 

We zullen in hoofdstuk 8 (zie 8.3.21) bewijzen dat als 
f in een gebied G differentieerbaar is ook f' differen
tieerbaar is. Hieruit volgt dat (als we weer f=u+iv 
schrijven) u eri v twee keer (zelfs willekeurig vaak) con-

. a2 u 
6o5o5 ~s dan axay ~ 

volgt hier tenslotte 

tinu differentieerbaar zijn. Volgens 
a2u a 2 v a 2 v 

~ ayax en axay~ayax op Go Met 6o7o6 

uit: 
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6.7.11. STELLING. Als G een gebied in c is, f: G+C holo-
mo~f op G en f=u+iv dan is op G: 

(i) a2u a 2u 0, -+ = 
ax 2 ay2 

{i i) a 2v a2v o. -+ = 
ax 2 ay2 

a2 f a2 f Een functie f: R2+R waarvoor - + - = 0 heet een harmo-
ax2 ay 2 

nische functie. In 6.7.11 staat dus: het reële en het 
imaginaire deel van een analytische functie zijn harmo
nische functies. 

6.8. Machtreeksen 

In voorbeeld 6.4.16 hebben we gezien dat ex is te ontwik

kelen in een machtreeks, dat is een reeks I~=O un(x) 

waarin voo~ iederende term un(x) de vorm an(x-a)n heeft 

met a EC, aEC. We zullen nu onderzoeken voor welke func-
n 

ties dit ook kan en algemene eigenschappen van machtreek-
sen bekijken. We beperken ons eerst tot reële f_unc,ties ,. 'l{! 

gedefinieerd op R. . ':•l 
6.8.1. STELLING. Zij f gedefiniee~d op ~:=(a-t,a+t) en f 
oneindig Vaak ·differ>entie-e1'baar op n .. Zij O<p<t en 

M(n) (a,p) := max( lf(n) (x) 11 lx-alsp). 

AZ.s pnM(n) (a,p)/n!-+0 voor n-+co dan is de reeks 

I 
k=O 

f(k) (a) · k 
k. (x-a) 

uniform aonverg·ent op r a..:.p ,a+pJ met som f (x). 

B.~wij$. Volgens 6. 4.15 is er een c tussen a en x zo dat 
n . 

sE...,M(n) (a,p) 
· · · (k) n 

lf(x) -In=l f ,(a)(x-a)kl=l(x-~) f(n)(c)l 
k-0 k. , . n. n. 

voor I x:- a I ;;p. Hieruit volgt het gestelde. 
. ' . •· . (k)' .• 

· ·• 'oo f (a) · k ·· 
Men .·noemt 2.k;::;;Q k! . (x-a) de TayZ.orr.~eksontw.ikkeZing 

van- f. rÖnä~a .. (ontwikkelirii] naar machten Van x-a). Het 
spec'iale· .9".eV.3.1 a=O wordt ook:> ·wel réeks van MacZaurin ge-. . 
noemd. 

&·.· 
,. 

,,,] 
·:.!!! 

l: \ 
','iJ ., 

·•,: 

• :·' 
' '·· .. ;,· 
"· ; .:.,;'1' 
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VOORBEELDEN 

6.8.2. Zij f(x) :~ sin x 

f( 2n+ 1 ) (0)~(-1)n. Daar 

voor xER. Dan is f( 2n) (0)=0 en 
n 

lim P = 0 voor alle pER is n! 

sin x ~ I 
n=O 

n+w 

( -1) n 
(2n+1): 

2n+l 
x (xER) • 

Deze reeks is eenvergent Op [ -p,p] 
op R. 

voor iedere 
pER maar niet uniform convergent 

6.8.3. Voor cos x vinden we op precies dezelfde rnanier 
w 

cos x = I 
n=O 

n 
( -1) 2n 
(2n)! x (xER) • 

6.8.4. Zij f(x) :~(1+x)a voor lxl<1 en zij kEN zo dat 
lal<k. 
Daar 1 (a) 1 ~ I a(a-1) • · • (a-n+1) I < k(k+1) ••• (k+n-1) ~ 

n n! - n! 

1 k 
~ (k 1 )! (n+1) (n+2) • • • (n+k-1) < (n+k) 

geldt voor p<~ volgens 6.3.12 

P~M(n) (O,p)<(n+k)k(1-p)-k(-
1

P )n+O als n+w. 
n. -p 

I I a 'w a k Volgens 6.8.1 is dus, voor x <~, (1+x) ~ Lk~O(k)x • 

We zullen in 6.8.14 aantonen dat deze ontwikkeling zelfs 
voor lxl<1 geldt. 

6.8.5. Zij f: R+R gedefinieerd door f(O) :=0, 
-2 

f(x):~e 
-x 

voor xr!O. Dan is 
-3 -)j: f' (x)~2x e voor x#O en f' (O)~ 

-2 

-1 -h- 2 ~ = lim h e = lirn y e-y = 0. We tonen nu met volle-
h+O y+w 

dige inductie aan dat f oneindig vaak differentieerbaar 

(n) -1 -x- 2 
is en wel f (x)=p

3
n(x )e voor xfO, waarin p

3
n 

een polynoom van de graad 3n is, en f(n) (0)=0. 
Voor n=l hebben we dit al bewezen. Uit de juistheid voor 
n volgt 

f(n+1) (x) ~ ~ 

voor xfO 
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en 

f(n+1) (0) = lirn 
h+O 

(zie 6 • l. 9 b) • 

MACHTREEKSEN 

= lim 
y+~ 
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De in 6.8.1 genOemde Taylorreeks van f is convergent 

voor alle x (immers f(n) (0)=0 voor alle n) maar de som 
van de reeks is niet gelijk aan f(x) behalve voor x=D. 

We beschouwen nu machtreeksen in het algemeen en wel met 
machten van z waarbij zEC. 

Ei.8.6. STELLING. Zij (a ) Neen rij complexe getallen en 
n nE 

Q. := lim sup n/]a ]. Zij R:=.\1.-l als O<R.<oo, R:=O als Q.=oo, 
n 

R:=oo als .2.=0. Als Q~p<R dan is de reeks \"" 
0 

a zn abso-
Ln= n 

Zuut en uniform convergent op {zECj lzl~p} en divergent 

op { zEC I I z I > R). 

Bewijs. (i) Als ~=oo en lzi;<O dan is lim supn/la znl=oo 
n 

en dan is volgens (4.3.12) de reeks divergent. Als Q.=oo 

is de reeks alleen voor z=O convergent. 

(ii) Als \zi>R is Urn supn/la z"l=lzlt>1 en dus is de 
n 

re'E!ks d~vetgent·. 

(iii) Kies .r z6 dat 2<r- 1 <p-l ban is er volgens 4.1.10 

een N zo dat voor n>N geldt n~<r-1 , dus la znl<(p/r)n 
.- , n n 

als lzl~p. Het gestelde volgt nu uit 5.6.10. 

We. zien dUs dat een machtreeks .I~;::::Q -~n zn convergeert (a) 

all•een in z=O èf (b) voor alle z'·Qf (c) binnen een cirkel 
en .op een deelverzameling (soms _0) van de rand van di~ 
cirkel. Men noémt dit de convergentiecirkel en R de con-
ver_ge'_ntiestraal'. -

6 .• 8-.7 •· ,YOORBEELD .• Beschouw de reeks I~=l 

li~-nfrÇl ~= 1·= t (4.5.12) is t- 1 =R=1·. 
n+c::<> 

-1 n . 
n z . Daar 

De reeks is con-

V'l\l:'gent voor lzl<1, divergent voo>; lzl>l. Voor z=1 is 
de'i•.reeks divergent (4.3.10). We zullen nu aantonen dat 

ciê. re:ek~ convergeert op { zEC I I z I ~1, z;t1). Als I z I =1, 

· z·~~ is I~=l z0 
een reeks met begrensde partiële _sommen 

-·~e"ft!''.(n- 1 ), 'Nfee'n rij d'ie mOnotoOn daalt met llrniet ·0 . 
. nE · 

'·'' -' ''. 

',.! 
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Volgens de stelling van Dirichlet (4.5.26) 
dan convergent. 

is Ioo 
n=1 

6. 8 

-1 n n z 

6.8.8. OPGAVE. Bepaal de convergentiestraal en het gedrag 
op de convergentiecirkel van de volgende reeksen: 

(a) 

(b) 

( c) 

00 

I n z ' n=O 
00 

" -2 
L n z 

n=l 

00 

I (cosh 
n=O 

n 
' 

n 
n) z • 

Een van de onuitroeibare misvattingen waar WlJ (hoewel we 
weinig succes verwachten) op wijzen is het idee dat een 
machtreeks uniform convergeert binnen de convergentiecir
kel. In 5.10.28 is al een tegenvoorbeeld gegeven. 
Als dit v1el zo v1as dan zou de invoering van p in 6. 8. 6 
overbodig geweest zijn! Desondanks kunnen we op grond van 
5.6.11 concluderen dat de som van een machtreeks binnen 
de convergentiecirkel continu is. Is immers lz)<R dan is 
er een p met jz]<p<R en volgens 6.8.6 is aan de voorwaar
den van 5.6.11 voldaan. 
Het is wel zo dat als een machtreeks convergeert in een 
punt z 0 op de convergentiecirkel de reeks uniform conver
geert op {tzo! O~t~l} zoals uit de volgende stelling 
blijkt. 

6.8.9. STELLING (Abel). Zij (an)nEN een rij complexe ge

tarlen waarvoor I~=l an convergeert. Dan is L~=l anxn uni

form convergent op [ 0, 1]. 

Bewijs. Zij sn := I~=l ak. Zij E>O. Kies N zo groot dat 

voor n>N geldt !sn-sN!<~. Zij an:=sn-sN voor n~N. 
We passen nu de sommatiemethode van Abel toe (4.5.25). 
Met l~k~l is:N+t N+t 

I . L a xn I = I I (a -a ) xn I = 
n=N+k n n=N+k n n-l 

NH 
= I I 

n=N+k 

N+t 
s E I (xn-xn+1) 

) n=N+k 
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Het gestelde volgt nu uit 5.6.9. 

We hebben in 5.10.30 reeds een voorbeeld gezien. 

6.8.10. OPGAVE. Zij V:={z=x+iyl Osx<1, 1Yis~(1-x)}. 

Als I~=l an convergee~t dan is I~=l anzn uniform con

vergent op V. Bewijs dit. 

We hebben al opgemerkt dat een machtreeks binnen de con
vergentiecirkel een continue functie.voorstelt. We tonen 
nu aan dat de somfunctie zelfs holamorf is binnen de con
vergentiecirkel. 

6.8.11. STELLING. Zij L~=O anzn convergent met som f(z) 

voo» lzi<R. Dan is f holamorf op {zEcj lzi<R} en f'(z)= 
,~ n-1 

= l.n=l nanz • 

Bewijs. Daar lim~n = 1 hebben I~=O anzn en I~=O nanzn 
n+~ 

dezelfde convergentiestraal en dus is ook \® 
1 

na zn-l 
Ln= n 

convergent voor jzj<R. Noem de som g(z). Evenals in 
6.7.3 en 6.7.4 proberen we nu aan te tonen dat f(z+h)= 
=f(z)+hg(z}+O(Ihl2), (h+O). Volgens 6.7.1 is het ge
stelde' dan bewezen. Zij I z! <R. Kies p zo klein dat 
PJ:=Izl+p<R. Voor lhlsp geldt 

lf(z+h)-f(z)-hg(z) I 

r 
n=,O 

n . 
L (~) Pk-2l zIn-k) s 

k=2 ·. 

Ï (~)pklzln-k) = 
k=O 

o:mdat I~==O Jan ]P~ volgens 6.~.6 een convergente reeks is.· 

We zien dus da:t de som van een machtreeks binnen de con
vergentiecirkel· een onei~dig vaak differentieerbare 
'.funCtïè'· is! · · 

' 

' ,,; 

j 
' ,, ', ,,. •! 

'I 
) ~~ 
• .. •,···.j' ' .. 

' ' 

' ·.·~ ,, 
'·: ' <: ,, 

" ' 
J ,, 
•. j 
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VOORBEELDEN 

~oo n-1 zn I 
6.8.12. De reeks Ln=l (-1) n is convergent voor z]<l 

(zelfs voor lzl<1, z~-1). Voor de somfunctie f geldt 
~oo n-1 n-1 -1 

f' (z) = Ln=1 (-1) z = (1+z) • Als xER, lxl <1 dan 

is door g(x) := log(l+x) een differentieerbare functie 
-1 

g gegeven met g' (x)=(1+x) en dus is f-g op (-1,1) 
differentieerbaar met afgeleide û. Volgens 6.4.3 is 
f(x)=g(x) op (-1,1), d.w.z. f(x) = 1og(1+x). Dus 

oo n 
log(1+x) = L (-1)n- 1 xn voor xE(-1,1). 

n=l 

~oo n-1 
6.8.13. De reeks Ln= 1 (-1) 

2n-1 z 
~2~n---,1 is convergent voor 

I z I <1. 
~oo n-1 2n-2 Voor de somfunctie f geldt f'(z) = Ln=l(-1) z = 

2 -1 2 -1 =(l+z ) • Daar (arctan x) '=(l+x ) vinden we precies als 
~oo n-1 x2n-1 

in 6.8.12 arctan x= Ln=l (-1) 2n _
1 

voor xE(-1,1). 

~oo a k 
6.8.14. De in 6.8.4 behandelde machtreeks Lk=O(k)z heeft 

convergentiestraal :<!1. Laat f (z) de som zijn. Dan is 
, _ ~oo a k-1 . 

f (z) - Lk=1 k(k)z • Dus 1s 
00 

~ a a k-1 
(l+z)f' (z) = a+ L {k(k)+(k-1) (k_ 1 ) }z = 

k=2 
00 

I a k-1 
= a (k-1)z = 

k=1 
af ( z) . 

Voor -l<x<l volgt hieruit: 

I (l+x)-af(x)]' = -a(l+x)-a-1 f(x)+(1+x)-af' (x) = 

= (1+x)-a- 1 (-af(x)+af(x)) = 0, 

d.w.z. (l+x)-af(x) is constant. We wisten al dat deze 
functie voor ]x]<~ constant 1 was, dus geldt dit op 
(-1,1). 

In hoofdstuk 4 is de functie e
2 ing~voerd met behulp van 

de sinus en de cosinus die met meetkundige hulpmiddelen 
waren gedefinieerd. We tonen nu aan dctt dit vermeden kan 
worden. Volgens 6.8.6 en 4.5.9 heeft de reeks 
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\oo zn;n: convergentiestraal oo. De somfunctie noemen we 
"n=O 
exp(z). Deze functie is holamorf op C en volgens 6.8.11 
geldt (exp(z))' = exp(z). Als f holamorf is op C en f'=f 

-1 
dan geldt [exp(-z)f(z)] '=0, dus f(z)=f(O)(exp(-z)} • 
Daar [exp(z+a)]' = exp(z+a) is nu bewezen dat 

V z 
1 
EC V z zEC I exp ( z 1 +z 2 ) = exp ( z 1 ) exp ( z 2 )] en dat 

V zEC [ exp ( z) ~0] • We hadden, op grond van 6. 4.16 de expo

nentiële functie dus kunnen definiëren m.b.v. de macht-
n 
~. De eigenschappen di'e we n. in 4.3.27 en 

z 
4.3.30 van e hebben bewezen tonen (met bovenstaande) aan 

dat e 2 = exp(z) voor alle zEC. Na invoering van e 2 langs 
deze weg kan men via 4.4.8 de sinus en cosinus definiëren 
waarna alle bekende eigenschappen volgen zonder de meet
kundige interpretatie van sinus en cosinus te gebruiken. 
Men definieert dan ook e := exp(l) en 
n := min(xERI (x>O)A (sin x= 0)}. 
We bewijzen nog het analogon van 4.3.29: 

6.8.15. STELLING. Voor zEC geldt lim( 1 + .'è) n = exp (z). 
n 

n+oo 

Bewijs. Bij vaste z en E>O is er een N zo dat voor n>N 
~oo I I k/k, E d (n) -k 1 k geldt Lk=n+l z • < 3 en aar k n < k! ·OO 

~oo n lzlk E 
"k=N+1 (k) ;:; < 3· 
Nu is voor n>N: 

z n N n -k 1 k 
1!1+;;:) -exp(zll<l L {(k)n -k:lz I+ 
. . . k=O · · 

I ~~Ik· 
· k=N+l 

+ 

n -k 1 
Daar lim{ (k)n - k!} = 0 is er een N1 z6 dat voor n>N1 

. n+= 

geldt 
. N. n -k 1 k 
IJo{(k)n -k:lz I 

E <3, d.w.z.voor- n~max{N,Nl} geldt 

lll+~}n- exp(zll<o waarmee het gestelde bewezen is. 

··''' 

.. 
r , 'r: 
>)',( 

.< •' 
I ~~ ·,! 

' ! 
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,_·'.·. 

.. ·~ ' ' '' 
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6.9. Opgaven over hoofdstuk 6 

6 9 1 B · · d t ( k ) k=O (x-k) ( ) · ..• eWlJS a voor xE l,oo uniform 1n 
x2+k2 

k op ( 0, oo) • 

6.9.2. Bewijs dat =O(x- 1 ), (x+oo), maar niet uniform 
l+kx 2 

in k -- I f\ -\ ' VJ! \V 1 ~,. 

6.9.3. Bewijs dat eo(lxll=l+o(lxll, (x+O). 

6.9.4. Zij (an)nEN een 

a =O(l). 

rij reële getallen waarvoor geldt 

n 
Bewijs dat I~=O anxn = 

1 
O(ï=X) op [ 0,1). 

6.9.5. Zij f(x) := x arcsin x+ (1-x 2 ) ~voor xE[ -1,1] 
Bewijs dat f in 1 links-differentieerbaar is. 

6.9.6. Zij f(x) := x 2sin(x- 1 ) voor x;<O, f(O) :=0. Bewijs 
dat f differentieerbaar is. 

6.9.7. Zij f: R+R ged~finieerd door 

f(x) :=0 als xER\Ou{O}, 
-2 -1 f(x) :=q als .,ER, x=pq met (p,q)=1, (q>O). 

Bewijs dat f differentieerbaar is in 0. 

6.9.8. Zij fEC 1 (r ~' -11). Bewijs dat 

a:= inf{f(x)~t(O)I xE(0,1]} bestaat en dat er ·<>n punt 

cE[ 0,11 is waar f' (c)=o.. {Als c=O is de rechter-afge
leide bedoeld.) Wat is de meetkundige betekenis van 
deze uitspraak? · 

6.9.9 •. Definieer VxER VnEN [P (x):= 1 Dn{(x2-1)n}]. 
n 2n , 

Men noemt P het n-de polynoom van 
n 

(i) Bewijs dat P de graad n heeft 
n 

nulpunten heeft die tussen -1 en 1 

(ii) Bewijs dat 

·n. 
Legendre. 

en n verschillende 

liggen. 

V V R [ (x>-l)P" (x)+2xP' (x)-n(n+1)P (x)=O] 
nEN XE n n n 

(Dit heet de differenti~alvergelijking van Legendre.) 
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6.9.10. Schets de 

(a) 

(b) 

f(x) 

g(x) 

OPGAVEN 

grafieken van de volgende functies: 

:= x 2 log x voor x>O, f(O):=O. 

x 
:= x voor x>O, g(O) :=0. 

1 

6. 9. 11. Bepaal lirn (sin x) 1 -cos x 
x-+0 x 

6.9.12. Als fEC 1 ([ a,b]) dan is f te schrijven als het 
verschil van twee monotone functies. Bewijs dit. 
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6.9.13. Zij f continu op {a,b] en differentieerbaar op 
(a,b). 
Als lim f' (x) = t dan is f in a rechts-differentieer

x1-a 
baar met rechterafgeleide t. Bewijs dit. 

6.9.14. Zij Peen polynoom. Als P(a)=P' (a)=O dan is er 
een polynoom Q zo dat P(x)~(x-a) 2 Q(x). Bewijs dit. 

x2 
6.9.15. Bewijs dat arctanx _..::; 

+log ( 1+x2) 
2x 

6.9.16. Zij f: R-+R gedefinieerd door 

voor x> 0. 

f(x) :=\cos x+ log(l+x 2). Bewijs dat f een contractie 
is. 

6.9.17. Latenfen g reële functies zijn, gedefinieerd 
op R met 

(i) 'ilxER [ g(x)~x]' 

(ii) f is differentieerbaar en lM>O 'ilxER [I f'(x) I <M]. 

Bewijs dat 3rn>O V OER [ (i ó I <m)~(g+6f is een-eenduidig)] 

6.9.18. Zij fEC 2 ([-1,1] ), f"(O)~l. Bewijs dat er een o>O 
~s zo dat er bij iedere xE(0,6] precies één y is met 

O<y<x en f' (y) ~f(x)-f(Ol .• Bepaal dan lim x- 1y. 
· x x+O 

6. 9. 19. zij f: R'2+R (totaal-) differentieerbaar. Bewi-js dat 
.er op ,het verbindingslijnstuk van de punten {a,b) en 
(a+h,b+k) een punt (c,d) ligt zo dat 
. · Bf Bf 
f(a+h,b+k)-f.(a,b) ~ hax(c,d)+kay(c,d), 

(gemiddeld~ theorêma voor 2 variabelen). 
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6.9.20. Zij f gedefinieerd in een omgeving van (0,0) in 

R2 door f(x,y):=(l+xy)- 1sin(xeY). Bewijs dat 

f(x,y) = x+xy-x 2y+\xyL tx 3+0( I (x,y) 1'>, (I (x,y) I+O). 

6.9.21. Zij V:={(x,y)ER21 x2+y2s2). 
Zij f: v~R gedefinieerd door f(x,y) :=x 3+y 3-3xy. 
Bepaal maximum en minimum van f. 

2 
6.9.22. Definieer f: Rn ~R door f(x) 

aij:=xi(n-l)+j 
van a .. is. 

lJ 

:= det(a .. ) 
lJ 
af 

waarin 

de minor 

6.9.23. We definiëren als in 6.7.10 een afbeelding 
f: { (x,y)ER 2 1 x>O)+R 2 door f:=(u,v) met 

u:=~ log(x 2+y 2 ) en v := arctan(yx- 1 ). Zijg: R2 +R2 

gedefinieerd door g=(~,n) met ~ 
Bepaal de functionaalmatrix van 
gof. Wat kunt u uit Uw antwoord 

u u ' 
= e cos v, n = e s~n v. 
de samengestelde functie 
concluderen? 

6.9.24. Zij V:={zECI lzl<l) en f: V+C gedefinieerd door 
f(z) :=z 2+1. 

(a) 

(b) 
van 

Bepaal zo zo dat f'(zo)=O. 

Bepaal het maximum van lf(z) I 
I f ( z) I op V. 

op V en het minimum 

6.9.25. Zij V:=C\{-3) en f: V+C gedefinieerd door 

f(z) :=(2z+l) (z+3)- 1
. 

(a) Is f holamorf op V? 

(b) Als K een cirkel in V is dan is f(K) een cirkel. 
Bewijs dit. 

6.9.26. Bewijs dat 

(i) (O<x) :> (sin x < x), 

(i i) • (Osxs2 ) ~ (sin x ~ 2xj •) , 

(iii) • (O<x<2) ~ (x < tan x) ' 
(iv) (O<x) ~ (cos x > l - ~x2) ' 

(v) (O<x) (sin l x') • ~ x > x - 6 



6.9 

6.9.27. Bewijs dat 

(i) 

(i i) 

(O<x<l) 

OPGAVEN 

( 2x l+x) 
~ e <-1 ' -x 

-x2 
~ ( e > (cos x) 2) • 
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6.9.28. Stelling van Tauber>. Zij (an)nEN een rij reële 

-1 
getallen met a =o(n ), (n~oo). 

n 

(i) Bewijs dat I~=l anxn convergeert voor Jx]<l. 

(ii) Als f(x) := I~=l anxn voor lxl<l 

dan is I~=l an = a. 

en lim f (x) 
Xtl 

= a 

6.9.29. Zij f(z) := I:=o anzn en g(z) I
oo n 

:= 0 b z waar-
n= n 

bij beide .reeksen voor I z I <1 convergeren. Definieer 

0 n := L~=O akbn-k' 

Bewijs dat I~=O cnzn convergeert voor Jzl<l met som 

f(z)g(z). 

l:
oo n 

6.9.30. ZiJ' f(z) := 
0 

a z waarin ao:=l en de conver-n= n 
gentiestraal van de machtreeks 1. Definieer de rij 

b 0 ,b 1 ,b2,.•• door bo-:=1 .en VnEN { I~:wQ akbn-k=O]. 

Zij C := l + sup{ n;l ani I nEN}. Dar\ is Cä. 

(i) Bewijs dat 'ifnEN [ lbnl~c 2 nl. 
(ii) Bewijs m.b.v. 6.9.29 dat {f(z))-l te ontwikkelen 
is in een-machtreeks met positieve convergentiestraal. 

•' 

' _.'t) 

,] 
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7 Integraalrekening 

7.1. De onbepaalde integraal 

In 6.2.1 en 6.2.4 is een afbeelding D gedefinieerd van 
de verzameling van alle op V differentieerbare reële 
functies in de verzameling reële functies op V (voor de 
triviale uitbreiding tot complexe functies zie§ 6.7). 
In de verzameling van differentieerbare functies op V 
definiëren we een equivalentie ~ door: 

f~g :~ leER VxEV [f(x)=g(x)+c]. 

Volgens 6.4.3 en 6.3.1 is D dan een 1-1 afbeelding van de 
verzameling equivalentieklassen in de reële functies 
{ga dit na!). Voor sommige reële functiesfop V is dan 
o+({f}) een niet lege verzameling, te weten één van de 
zojuist genoemde equivalentieklassen. Een representant 

-1 
van deze klasse geven we aan door D f of door het sym-
bool /f(x)dx. Om historische redenen wordt dit laatste 
symbool (een ongelukkige notatie!) meestal gebruikt. 
Ree a pi tulerend: 

7.1~1. DEFINITIE. Met jf(x)dx geven we een functie aan 
waarvoor· gddt (jf(x)dx) '=f.. 

We noemen jf(x)dx een onbepaalde integraal van de functie 
f; Jf(x)dx wordt ook wel een primitieve functie van f 
genoemd. Daar het nu eenmaal gewoonte is zullen we bij 
het gebruik van dit symbool een functie f aangeven door 
in plaats van f te schrijven f(x). Bijvoorbeeld: 

(a) )xdx=~x2 , 1 

( b) f sin x dx = 3 - cos x. / 

(c) Als g(x) = J.f(x)dx dan is {g+CI CER) de verzameling / 
van alle reéle functies met afgeleide f. I 

I 
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Sommige auteurs gebruiken tegenwoordig de notatie /f(x)dx 
i.p.v. D+((f}). Dit gebruik is nogal slordig daar D+((f}) 
een verzameling is, terwijl met [f(x)dx een representant 
van deze verzameling wordt aangegeven. We zullen echter 
weldra zien dat het aanhangsel 11 dx" enig voordeel heeft. 
Het bepalen van jf(x)dx bij gegeven f heet integreren. 
We waarschuwen de lezer die reeds iets over integraalre
kening heeft gelezen dat de meeste auteurs een andere 
afspraak maken en wel als volgt: de schrijfwijze 
J xdx=~x 2 +C is te lezen als "als f' (x) =x dan is er een 
CER z6 dat f(x)=\x 2+C". Daar wij over equivalentieklassen 
spreken is de constante C overbodig. Beide afspraken 
maken het mogelijk vergissingen te maken! 
Daar integreren de inverse operatie van differentiëren 
is zijn in hoofdstuk 6 reeds vele stellingen over het 
integreren bewezen die we nu slechts in de nieuwe notatie 
behoeven op te schrijven. Bijvoorbeeld: 

7. 1. 2. STELLING. Als J f (x) dx en J g (x) dx bes taan dan is 

j(f(x)+g(x)}dx = jf(x)dx+jg(x)dx. 

Bewijs. Dit is de eerste bewering uit 6.3.1. 

Op analoge wijze ziet men dat jcf(x)dx=cjf(x)dx als eER. 
Van een aantal elementaire functies kennen we de inte
graal reeds. Immers tabel 6.3.5 is even. goed voor o+ als 

voor D te gebruiken. Zo staat in 6.3.5 a dat ex een onbe

paalde integraal van ex is. 
De tweede bewering uit 6.3.1 geeft aanleiding tot een 
proces dat partieel integreren wordt genoemd. 

7.1.3. STELLING. Als f en g differentieerbare functies 
zijn en jf' (x)g(x)dx bestaat dan is 

jf(x)g' (x)dx = f(x)g(x)-jf' (x)g(x)cjx. 

Bewijs. Volgéns 6.3.1 en 7.1.1 is de afgeleide van het 
re eh terlid 

f' (x}g(x)+f(x)g' (x)-f' (x)g(x) = f(x)g' (x). 

VOORBEELDEN. (Tn het vervolg beschouwen we jf(x)dx 
steeds alleen-voor die waarden van x waarvoor de be~ 
schouwde functies zinvol zijn.) 

7.1.4. f arcs.in x dx - J (:x:) •. arcsin x dx = 
= x arcsin x - J 

x 
/1-x 2 

dx = 

=x arcsin x+ /1-x 2 . 

'.i~ 

.. _, 

' ,/> 
.··.-, 
'• -
'" 

._. '-. 
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7.1.5. g(x) f x 
sin 2x dx 

x 
sin 2x- 2 f e 

x 
2x dx = := e = e cos 

x 
sin 2x 2e 

x 2x 4g (x) , = e cos -
dus g(x) 

1 x sin 2x 
2 x 2x. = 5 e - - e cos 
5 

We beperken ons in dit hoofdstuk tot reële functies. 
·we hebben al opgemerkt dat dit niet nodig is. Men kan, 
met complexe functies op R rekenend, schrijven: 

,,,...,.,,r 
f ex sin 2x dx = f Im(e 1 ~·~~ 1 A}dx = 

'1+2i)·· 
=I f (1+2i)xd =I (e' h) = m e x rn l+ 2i 

= 1 Im((1-2i)e(l+2i)x) = 
5 

= 1 ex(sin 2x- 2 cos 2x). 
5 

De lezer merke op dat deze complexe rekenwijze vlugger 
is dan partieel integreren. 

f -x n 7.1.6. Voor nEN definiëren we I (x):= e x dx. Dan is 
n 

I (x) 
n 

-x n -x n-1 = -e x +nf~ x dx = 

-x n = -e x +ni 
1 

(x) • n-

-x J -x -x -x Daar I 1 (x)=-e x+ e dx=-e x-e vinden we 

I (x) = -e-xp (x) 
n n 

waarin de rij polynomen (pn)nEN gedefinieerd is door 

P1 (x) :=(l+x), 

vnEN 
n+l 

[pn+1 (x) :=x +(n+l)pn(x) ]. 

7.1.7. Om alle functies f, gedefinieerd op R, die voldoen 
aan f'(x)=x+f(x) te vinden schrijven we g(x):=e-xf{x). 
Dan is 

g' (x) 
-x 

= xe 

Met behulp van 7.1.6 vinden we dan 

-x 
g(x) = -(l+x)e +C 

waarin C een constante is. De gevraagde functies zijn 
dus 
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De lezer doet er goed aan na te gaan waarom g is inge
voerd en hoe hij deze truc vaker kan gebruiken! 

J 
2 -n 7.1.8. OPGAVE. ZijnEN, Jn(x):= (1+x) dx. 

Vind een reductieformule voor J (x). 
n 

De in 6.3.3 bewezen kettingregel is een veel gebruikt 
hulpmiddel in de integraalrekening en wel onder de naam: 
''methode van substitutie'', 

7.1.9. STELLING. Als f en g differentieerbare functies 
zijn dan is 

Jg' (f(x)) f' (x)dx = (gof) (x). 

Bewijs. Dit is 6.3.3. 

VOORBEELDEN 

7.1.10. 
x2 x2 x2 x2 

Jxe dx = >Je (2x)dx = >Je (x2)' dx = 'e . 
7.1.11. J x l;g x dx = J lo~ x (log x)'dx =log log x. 

Om gernakk.elijker met deze methode te werken· .gebruikt men 
de volgende formele substitutie (in 7.1.9): 

(a) Schrijf df i.p.v.f' (x)dx en.vervang overal f(x) door f, 

(b) Bepaal Jg' (f)df, 

(c) Vervang f door f(x). 

VOORBEELDEN 

7.1.12. J ex 2 dx gaat door de substitutie f=ex over in 
l+e x 

.f ,.· df
2 

. Volgens 6.3.5 h is dit arctan f. Dus is een 

i l+f 
ge~l:'aagde .integraal gelijk aan ar"Cta~ (ex). 

7.1.13. I. co!· x dx = f 1 . 2 
cos 

(sin x) ' dx gaat door de 
x 

sub.s;titutie f sin x in f 
df 

= over 
1-f

2 

f 
df. 

•J,l:f+ 
1 . ll+fl Daar = l+f)df = \logH is een ge-

l-f2 

' 
' 

., 'i 

[,···.:< 
"f\ -~ 

i.~.:: .. 
1· .. i 

·0 '/ .. 
.. ~{~:\ 

:·., ..... 
:'·· ·' 

. ' 
. ' " .· ; 

"y-: 

., .. 

t#/·. 

'1 



328 INTEGRAALREKENING 

Llo 11 + s~.·n xl -vraagde primitieve ~ g 
1 - s~n x 

(zie 6.3.5 k). 

OPGAVEN 

7 .1.14. Bepaal dx. 

logl1 + sin xl 
cos x 

7. 2 

7.1.15. Bepaal reductieformules waarmee voor gehelepen q 

de primitieve f<cos x)p(sin x)qdx kan worden bepaald. 

7.1.16. Bepaal f(1-x 2 )l;dx. 

7.2. De Riemann-integraal 

Alle functies in deze paragraaf z~Jn reële functies ge
definieerd en begrensd op een gesloten interval. Onder 
een verdeli1zg V:=[x

0
,x

1
, ... ,xnJ van [a,bJ zullen we ver-

staan een eindige rij getallen x
0

,x
1

, ... ,xn met 

a=x
0

<x
1

<x
2

< ••• <xn=b. We noemen 6(V) :=max{x
1
-x

1
_

1
1 l:5i:S:n} 

de wijdte van de verdeling. 

7.2.1. DEFINITIE. Als f een begrensde functie op [a,b] 
is en V:=Cx

0
,x1 , ... ,xn] een verdeling van [a,b] dan heet 

n 
svf := I (x.-x. 1 )sup(f(x) I X. l S:X:S:X.} 

i=l ~ ~- ~- ~ 

de bovensom van f bij de verdeling V van [a,b l en 

n 
svf := I (x.-x. 

1
)inf{f(x) I X. l SX5X,} 

i=l ~ ~- ~- ~ 

de·ondersom van f bij de verde Zing V van [a,b]. 

Merk op dat als m:=inf(f(x) I a<x<b) en M:=sup{f(x) I a<x<b) 
en V een verdeling van [a,b] is dan m(b-a)ssvfsSVf~M(b-a). 
Dit rechtvaardigt de volgende definitie. 

7.2.2. DEFI~ITIE. Als f een begrensde funetie op [a,b] is 
dan heet 

-b fa f(x)dx := inf{Svfl V is verdeling van [a,b]) 

de bovenintegraal van f over [a,b] en 
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b f f(x)dx := sup{svfl V is verdeling van [a,bl} _a 

de onderintegraal van f over [a,b]. 
We definiëren ook nog 

Ja f(x)dx := 7aa f(x)dx :=a, 
-a 

329 

-b -
fa f(x)dx :=- J~ f(x)dx als b<a (analoog voor f!. 

7.2.3. STELLING. Als V en W verdelingen van [a,b] zijn 
en f:[a,bJ+R is begrensd op [a,b] dan is 

svf,;Swf. 

Bewijs. Zij V:=[x
0

,x
1

, .•• ,x ],·Laat yE(x. 
1

,x.) en 
n 1- 1 

beschouw dan V 1 :=[x0 ,x1 , ... ,xi-l'y,x1 , ... ,xn]. Daar 

sup{f(x) I x. 1 ,;x,;y}~sup{f(x) I x. 1 ~x~x.} 1- 1- 1 

en 

sup{f(x) I ysx~x1 J,;sup{f(x) I x
1

_
1

,;xsx
1

J 

is sv,f~Svf. Evenzo is sv,f~svf. Beschouw nu de verde

ling van [a,b] die ontstaat doOr alle deelpunten van V 
en W te nemen .. Noem deze VUW. Door herhaling van de 
bovenstaande redenering volgt nu m.b.v. 7.2.1 

svf ~ svuwf ~ svuwf ,; Swf 

waarmee het_ gestelde bewezen is. 

7.2.4. GEVQ;LG. Als m:=inflf(x) I a~x:>b} en ~!:=sup(f(x) I 
a:s;xs;b} dan_is 

m(b-a) ,; fb 
-a 

7.2.5. STELLING. [~ ,f(x)dx + 

f(x)dx ,; M (b-a). 

[~ f(x)dx = Je f(x)dx. _a . 

Bewijs. Hèt ··4· :voldoende het -g.,eval a<b<c te _beschouwen 
daa-r dé and.ere_ gevallen m.b.v. 7. 2. 2 door verwisseling 
van grénzeD.,"hieru.it volgen. Zij v· een verdëling' van 
tq.,_bJ1 'W' een~··Y·ePO.eling· van [b,,.,.çJ. .. De deelpunten van V 
en. W' VöriTteri' eên·. verdeling. VuW van [a, dJ en er geldt: 
svuw"'$v +sw- H:j_eru;j.t volg.t 

) 

.. 
' 

' ' ,) 

;i. 
. J.F~ 

'~~~ ,· 
. ' ·, . 

_,-:; 
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[~ f(x)dx + [~ f(x)dx " [~ f(x)dx. 

Iedere verdeling V' van [a,c] kan door zonodig b als 
deelpunt toe te voegen (waardoor de ondersom toeneemt!) 
uitgebreid worden tot VuW waarin V een verdeling van 
[a,b] en Ween verdeling-van [b,c] is. Dit betekent: 

[~ f(x)dx + [~ f(x)dx ~ [~ f(x)dx. 

Hiermee is het gestelde bev;ezen. 

Als we in 7.2.5 alle onderintegralen door bovenintegralen 
vervangen ontstaat een juiste bewering. 
We beschouwen nu niet de ''som" van twee intervallen maar 
de som van twee functies. Ook dan is de boven- resp. 
onderintegraal additief. Bij vermenigvuldiging met een 
constante <0 gaan onderintegralen in bovenintegralen 
over. We vatten deze uitspraken samen in 

7.2.6. STELLING. Als b>a dan is 

(i) 
-b -b fa {f(x)+g(x)}dx" fa f(x)dx + 

-b r g(x)dx, 
•a 

(ii) Jb lf(x)dx = 
a 

'[~ f(x)dx als l<O, 

(analoog voor ondePintegPalen). 

Bewijs. (i) Is V:=[x
0

,x1 , ... ,xnJ een verdeling van [a,b] 

dan is 

sup{ f (x) +g (x) I x. 
1
sxsx.} s sup{f(x) ,_ ' 

+ sup{g(x) 

waaruit het gestelde reeds volgt. 

(ii) Evenzo is als À~Û 

x. 
1
sxsx,} + ,_ ' 

x. 
1
sxsx.} ,_ ' 

sup{lf(x) I xi_ 1 <x<xil = lsup{f(x) I xi_ 1 <x<xi} 

en als >,<0 

supOf(x) I xi_ 1 <x<xi} = ünf{f(x) I x 1 _ 1 <x<xi}. 

Laat svf de bovensom van Àf bij de verdeling V zijn 

en svf de ondersom van f bij de verdeling van V. 
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Als À<D geldt 

fb f(x)dx = sup{svfl V is verdeling van [a,bl} = 
-a 

331 

V is verdeling van [a,b]} = 

V is verdeling van [a,bJ} = 

waarmee ook de tweede bewering in 7.2.6 (ii) is 
bewezen. 

Alle tot nu toe bewezen stellingen over onderintegralen 
en bovenintegralen dienden als voorbereiding voor het nu 
in te voeren begrip van 11 integreerbare functie 11

: 

7.2.7. DEFINITIE. Een op [a,b] gedefinieerde begrensde 
functie f heet integreerbaar over [a,b] als 

f(x}dx 
-b 

= f f(x}dx. 
a 

De gemeenschappelijke waarde van onder- ~n bovenintegraaZ. 

geven we aan met fb f(x)dx. We noemen dit de integraal 
. a 

van ·f over [a,b]; f noemt men de integrand. 

In vele opzichten is J~ f een betere notatie dan f~ f(x)dx. 

We zullen ons echter aan de gebruikelijke notatie·houden. 

De lezer bedenke echter dat de uitdrukking fb f(x)dx niet 
a 

van x afhangt. Evengoed kan men fb f{t)dt schrijven. .. . a . 
Merk op dat ui 1: 7. 2. 4' en 7. 2. 5 volgt· dat als f integreer
baar is over [a,b] dan f ook over ieder deelinterval 
integreerbaar is. Men zegt ook wel: 11 f is ~en op [a·, b J 
inte9reerbare functie 11

• Bovendien volgt uit 7.2.4 dat als 
V [ bl [f(x)=c] dat dan f ir1tegreerbaar is over [a,b] 

XE a, 
b . 

en fa·. f(x)dx = c(b-a). We passen dit vaak als vOlgt toe: 

• • b 
Als f:[a,SJ+R, tE[a,Sl dan is f f(t)dx = (b-a)f(t} .... .. .· .a 

(zi·e. ·bijv. het bewijs van 7~2.31). 

.. :~ 
: .,, 

·.~ 

" ' 

' i"'.: 
• i' ' 

. 
• ~ { . 
•' .. ' 

~ ''· id' . ~~: . 
•I.,: 
:· .... '~ 

' 

' ' ' ;~' ' 

·.~,:~·:~· 

.~ 
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7.2.8. STELLING. Als f integreerbaar ia over [a,b] en 
over [b,c] dan ook over [a,c] en dan is 

I~ f(x)dx + I~ f(x)dx = Ie f(x)dx. 
a 

Bewijs. Dit volgt uit 7.2.5 en 7.2.7. 

7 0 2 

7.2.9. STELLING. Als fen g integreerbaar z~Jn over [a,bJ~ 
ÀER, ~ER, dan is ook Àf+~g -integreerbaar over [a,b] en 

Ib {Af(x)+ug(x))dx =A Ib f(x)dx +" Jba g(x)dx. 
a a 

Bewijs. Dit volgt uit 7.2.6 en 7.2.7. 

VOORBEELDEN 
-2 

7.2.10. Zij O<a<b, f(x):=x op [a,b] 

een verdeling van [a,b]. Dan is Svf 

S f-s f = 
V V 

n 

E 
i=l 

-2 -2 
(x. -x. 

1
) (x. 

1
-x. ) 

~ ~- ~- 1 

Is V een verdeling van La,b] in n 

S f f 0( -l) en dus 1"s Ib x- 2dx 

gelijke delen dan is 
-b -2 = fa x dx. Bovendien V -sv = n -a 

geldt 
n 

E 
i=l 

-1 
(x. -x. 

1
) (x.x. 1 ) :;:; Svf en daar 

~ ~- 1 1-

n 
l: 

i=l 

-1 
(x.x. 

1
) 

1 1-

is hiermee bewezen 

·n 

1 
i=l 

-1 -1 
(x. 

1
-x. ) = 

1- 1 
= 

-1 -1 
a -b 

7.2.11. Zij O<a<b, pEN en f(x) :=xP voor XE[a,b]. Voor 

nEN definiëren we çn:=~ en de verdeling V(n) van 

2 n 
[a,b] door V(n) :=[a,at; ,aç , ••. ,aç =b]. We vinden dan 

n n n 
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s f = 
V 

n 

I 
i=l 

P+l(l -1) p+l = a -ç ç 
n n 

n-1 

I 
j=O 

p+l p+l -1 -2 -p -1 
= (b -a ) (l+ç +ç + •.. +ç ) . 

n n n 

3 33 

Daar lirn ç 
n 

n-+c:o 

= 1, (4.3.5), weten we nu 

< 
b p+l p+l -a 

p+l . Precies zo toont men aan dat 

xPdx > 
bp+l_ap+l 

p+l waarna uit 7.2.4 volgt 

xPdx 
bp+l p+l -a (pEN). = p+l 

dat 

Deze twee voorbeelden leiden ons naar een eérste criterium 
om integreerbaarheid aan te tonen: 

7.2.12. STELLING. De functie f gedefinieerd op [a,b] is 
integreerbaar over [a,b] dan en slechts dan als 

V l [S f-s f<o]. 
~>0 verdeling V van [a,b] V y · 

(i)··~ij f integreerbaar over [a,b] en E>O. Daar 

f(x)dx = ]b f(x)dx het infimum is van de boven
a 

sommén van f over [a,b] is f~ f(x)dx + ~ géén on-

d.w.z. dergre~s van alle bovensommen 

ve~4eling V1 van [a,b] rnet,Sv
1

f < Jb 
a 

er is een 

f(x)dx + ~ 
2 

Evenzo is er een verdeling Vz van [a,b] met 

s f > Jb f(x)dx v2 a 
het bewijs van E 

2 
. Evenals in 

7. 2. 3 vind.è'n we voor v~=v 1uv 2 dan - ~ 

s sv
1

f < J~ f(x)dx < sv
2
f ~ svf $ svf 

volgt Svf-svf<o. 

+ Jb f(x)dx < 
a 

+ ~ v.1aarui t 

(ii) A~s bïj ieOere e>O een ~erdeling V bestaat met 
Svf-svf<E dan is volgens 7.2.2 {definitie) 

·;- ·._·, 
. '" , 

'_: '~ 
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f(x)dx - fb _a 
-b 
fa f(x)dx = 

f(x)dx < s voor iedere c>O, 

fb f(x)dx. _a 

7.2 

Met dit criterium kunnen we van een grote klasse functies 
de integreerbaarheid aantonen. Soms is een ander crite
rium leuker om te gebruiken. We voeren daartoe eerst het 
begrip schommeling in. Onder de schommeling ö(f; a,b) 
van de functie f over he!t interval [ a,b] verstaan we het 
verschil van het supremum van f en het infimum van f 
over [a,b]. Merk op dat de in het begin van deze para
graaf gedefinieerde wijdte ö(V) het maximum is van de ge
tallen 6(i;xk-l'xk), waarin i(x) :=x op [a,b]. 

7.2.13. STELLING. De functie fis dan en slechts dan 
integreerbaar over [a,b] als er bij iedere a>O en bij 
iedere n>O een verdeling V van [a,b] is zó dat de som 
van de lengten van die deelintervallen [x. 

1
,x.J van V 

~- ~ 

waarvoor ó(f;x. 
1

,x.)>o is~ kleiner dan nis. 
~- ~ 

Bewijs. (i) Zij f integreerbaar over [a,b], a>O, n>O. 
Kies c=on. Volgens 7.2.12 is er een verdeling V 
van [a,b] met svf-svf<c. Voor deze V geldt het 

gestelde. 

(ii) Laat bij iedere o>O en iedere n>O een verdeling V 
van bovengenoemde soort bestaan. Zij 
m:=inf{ f (x) I a<x<b} en M:=sup{ f (x) I a<x<b}. Zij 

e>O. Kies cr<~(b-a)- 1 
en n<~(M-m)- 1 . Voor een bij 

cr en n behorende verdeling V van bov·:mgenoemde 
soort geldt Svf-svf.s(M-m)n+o(b-a)<E:. Daar e wille-

keurig was, is f integreerbaar volgens 7.2.12. 

7.2.14. VOORBEELD. Als f continu is op [a,b], cr>O, n>O 
dan "is er omdat f uniform continu is (5.7.7) een ver
deling V van [a,bJ z6 dat op géén enkel deelinterval 
van V de schommeling van f groter dan a is. Aan de eis 
van 7.2.13 is voldaan en dus is f integreerbaar. Een 
iets sterkere uitspraak vinden we in 7.2.25. 

7.2.15. OPGAVE. Bewijs met behulp van 7.2.13 dat als f 
en g integree~baar over [a,b] zijn ook fg integreerbaar 
over [a,b] is. 

In de voorbeelden 7.2.10 en 7.2.11 hebben we al gezien 
dat het niet altijd nodig is alle verdelingen van [a,b] 
te beschouwen om tot integreerbaarheid van f te besluiten. 
Welke dan wel? De volgende stelling geeft niet alleen 
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antwoord op deze Vraag maar is bovendien een hulpmiddel 
bij de bepaling van integralen resp. limieten en geeft 
tevens een aanwijzing over mogelijke generalisaties van 
het integraalbegrip (zie ook 7.4.4). 

7.2.16. STELLING. Laat de functie f integreerbaar over 
[a,b] zijn. Dan is er bij iedere E>Ü een ö>O zo dat voor 
iedere verdeling V:=[x

0
,x

1
, ..• ,xn] van [a,b] met li(V)<ó 

en voor iedere keuze van ~ 1 .~ 2 , ..• ,~ met x. 1 st.sx. 
n 1- 1 1 

(i=l,2, .•. ,n) geldt 

n 

I I 
i=l 

(x.-x. 1 )f(~.)- Jb f(x)dxl < o. 
l 1- 1 

a 

Bewijs. Zij E>O, In het bewijs van 7.2.12 hebben we 
gezien dat er een verdeling W:=[x

0
,x

1
, ... ,xk] van [a,b] 

is met 

Zij m:~inf{f(x) I a<x~b), M:~sup{f(x) I a<x<b). Kies ó zó 
dat 2k(M-m)6<E. Zij V een verdeling van [a,b] met 6(V)<ê. 
T~n hoogste k-1 deelintervallen van V bevatten deel~ 
pllnteri van W die niet tot V behoren. Alle andere deel
intervallen dragen evenveel bij tot Svf als tot. svuwf. 

Dus geldt (vergelijk met bewijs van 7.2.3): Swf~Svuwf> 

>Svf-kó(M-m)>Svf-%, d.w.z. Svf < J~ f(x)dx + o. Evenzo 

geldt svf > f~ f(x)dx- ~. Daar voor iedere keuze van 

s 1 ,~ 2 , ••• ,,;
11 

met xi-l~~i~xi (i=l,2, ... ,n) geldt 

s f ~ Ir: 
1 

(X. -x. 
1

) f ( ~. ) ~ Svf is het gestelde hiermee 
V ~~= 1 1- 1 

bewezen. 

We no,emen de ~om.I~=l (xi-:-xi_ 1 )f(E.;i) een tussensom of 

Riemann-som van f bij de .,verdeling V van [a,b]. 

OPGAVEN 

7.2.17, Zij f gedefinieerd op [a,b], IER. Als er bij 
i·e.dere ~>0 een 6>0 iS z6 dat voOr iedere verdeling 
V:=(x

0
,x

1
, ••• ,xn] van [a,b] met ó(V)"<ê en voor iedere 

keuze van ;
1
,,

2
, .•. ,1; m~t X. 1 ~J;.~X. (i=l 1 2, ... ,n) . . n. 1- 1 ~ . 

'( 

' 
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geldt 1In_1 (x.-x. 1 Jf(~.) - II < E dan is f integreer-
~- 1 1- ~ 

baar over [a,b] en Jb f(x)dx = I. Bewijs dit. 
a 

7.2.18. Bepaal met behulp van Riemann-sornrnen lb x e dx. a 

7. 2.19. Bepaal . 1 1 2 3 l1m -(-+-+-+ 
n n n n 

n+oo 

n 
• 0 • + -) . 

n 

We zullen nog vaak situaties tegenkomen waarin integralen 
voorkoroen die we niet kunnen of willen bepalen maar waar 
een min of meer nauwkeurige schatting voldoende is. In 
§ 7.5 gaan we hier diep op in maar nu geven we vast een 
aantal grove schattingen die vaak goed genoeg zullen 
blijken. In 7.2.4 hebben we een eerste voorbeeld gezien 
(het meest gebruikte~}. 

7.2.20. STELLING. Ats fen g integreerbaar over [a,b] 
zijn en VxE[a,b] [f(x)<g(x)l dan is 

f (x) dx 
b . 

:;; J g(x)dx. 
a 

Bewijs. Voor iedere verdeling V van [a,b] is de bijbe
horende bovensom van t'kleiner dan of gelijk aan die 
van V, dus ook 

-b 
J f(x)dx < a 

-b J g(x)dx. a 

7.2.21. STELLING. Als f integreerbaar is over [a,b], dan 
ook I f I en 

lfb f(x)dxl 
a 

s fb I f(x) ldx. 
a 

Bewijs. Als V een verdeling van [a,b] is dan geldt, 
voor elk deelinterval [x. 1 ,x.J van V, ~([f[;x. 1 ,x.)~ ~- 1 1- 1 

~A(f;x .. 1 ,x.). De integreerbaarheid van ltl volgt dan ,_ ' 
uit 7.2.13 en de ongeli~kheid uit 7.2.20 daar 
V [ bl C-lflxll<f(x)<lflxliJ. 

XE a, 

Bij het gebruik van 7.2.21 voor integralen Is ~ (t)dt be-
" denke men dat de ongelijkheid alleen geldt als a~6. 

7.2.22. OPMERKING. Als f:[a,bJ+C een complexe functie is 
en f(x)=u(x)+iv(x) waarin u en v reële functies zijn 
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dan definiëren we fb f(x)dx := fb u(x)dx + i fb v(x)dx 
a a a 

als beide integralen bestaan. 
De stellingen 7.2.8, 7.2.9 en 7.2.16 gelden nu ook (ga 
dit na!) evenals een generalisatie van 7.2.17. De onge
lijkheid 7.2~20 heeft voor complexe functies geen zin 
maar 7.2.21 geldt wel: 

7.2.23. OPGAVE. Zij f:[a,bJ~c integreerbaar over [a,b]. 
Bewijs dat lfl ook integreerbaar is over [a,b] en dat 

lfb f(x)dxl a lf(x) ldx. 

7.2.24. STELLING. Als fen g integreerbaar Z~Jn over [a,b], 
Y [ b] [rn<f(x)<Ml en Y [ bl [g(x)>OJ dan is er een XE a, XE a, 

"E[rn,M] zo dat f~ f(t)g(t)dt = " f~ g(t)dt. 

Bewijs. Uit het gegeven en 7.2.20 volgt f~ (rng(t))dt < 

b b . • fa f(t)g(t)dt < fa (Mg(t))dt waarna het gestelde volgt 

uit 7.2.9. 

Als f continu is op [a,bl volgt uit 5.7.11 dat er een 
~E[a,b] is zo dat in 7.2.24 "=f(t). 
We zullen nu·van 3 klassen functies de integreerbaarheid 
aantonen. 

7.2.25. STELLING. Zij- f:[a,b]+R begrensd en continu op 
[a,b] met uitzondering van een eindig aanta~ punten. Dan 
is f integreerbaar over [a,b]. 

Bewijs. Laat het aanta~ punten waar f niet continu is 
N zijn. Nóern deze punten x

1
,x 2 , .•. ,xN. Zij a>O, n>O. 

De verzarn~ling I := [a,b] \ u~=l (xi - 2~, xi + 2~) is 

compact en fis continu op r, dus volgens 5.7.7 zelfs 
uniform continu. Dus is er. een 0>0 zo dat "xEI VyEI 

[lx-yl<è~lf(x)-f(y) l<rrl. Zij V een verdeling van [a,b] 

met 6(V)<6 en zo dat de punten xi ± 2~ (i=l,2, ... ,N) 

tot; V behoren, behalve uiteraard die welke buiten [a,b] 
liggen. De soro van de len?ten van de deelintervallen 
van V waarvoor de schommeling van f_groter dan a is is 

dan ten h6Ó.gs:t~ N (~) = n. Volgens 7. 2.13 is f integreer

baar over [a,b]. 

.~ 

'.~ .. ;··-r, 
-,., 
,,~ 

' 
'!·.· .. . 
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7.2.26. STELLING. Zij f monotoon op [a,b]. Dan is f inte
greerbaar over [a,b]. 

Bewijs. Zonder verlies van algemeenheid nemen we f 
monotoon niet-dalend. Zij nEN en V de verdeling van 
[a,b] in n gelijke delen. 

n b-a b-a 
n-1 

b-a b-a 
svf - svf = l: f(a + i -) l: f (a + i -) = 

i=l n n ~ _,.., n n •-v 

= n-1 (b-a){f(b)-f(a)). 

Het gestelde volgt dan uit 7.2.12. 

Alvorens de derde klasse te bespreken eerst enkele defi
nities. 
Als f gedefinieerd is op [a,b] en begrensd op [a,bJ en 
V:=[x

0
,x

1
, ... ,xn] is een verdeling van [a,b] dan voeren 

we de volgende notatie in: 

n 

l: 
i=l 

7.2.27. DEFINITIE. De functie f heet van begrensde varia
tie op [a,b] als 

3sER "v, d 1· [ bl [varvf<S l. ver e 2ng van a, 

We noemen sup{varvfl V is verdeling van [a,b]} de totale 

variatie van f over [a,b]. 

De volgende stelling karakteriseert de functies van be
grensde variatie. 

7.2.28. STELLING. De functie f is dan en slechts dan van 
beg~ensde variatie op [a,b] als f het ve~sahil is van 
twee niet-dalende functies op [a,b]. 

Bewijs. (i) Zij xE[a,bJ, V:=Cx
0

,x1 , ... ,xn] een verdeling 

van [a,xJ. 

Definieer Pv(f;a,x) := '~ 
1 

max(f(x. )-f(x. 1 ),0) L~= ~ ~-

en nv(f;a,x) :=- l:~= 1 min{f(xi)-f(xi_1 ) ,0). 

Dan geldt 
Pv(f;a,x)-nv(f;a,x) = f(x)-f(a), 

pv(f;a,x)+nv(f;a,x) = varvf. 
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Definiëren we nu de functies p en n door 
p(x) := sup{pv(f;a,x) I V verdeling van [a,xl}, 

n(x) := sup{nv(f;a,x) I V verdeling van [a,xJ}, 

dan is gemakkelijk in te zien dat p en n monotoon 
niet-dalend zijn en dat p(x)-n(x)=f(x)-f(a), dus 
f(x)={f(a)+p(x) J-n(x) waarmee het gestelde bewezen 
is. (Merk op dat als f continu is ook p en n con
tinue functies zijn!) 

(ii) Dat het verschil van twee niet-dalende functies 
een functie van beg~ensde variatie is, is triviaal. 

Merk op dat niet iedere continue functie van begrensde 
variatie is: (Zie 7~10.17.) 

7.2.29. STELLING. Als f:[a,bJ~R van begrensde variatie 
op [a,b] is dan is f integreerbaar over [a,b]. 

Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit 7.2.28, 7.2.26 en 
7.2.9. 

Nu we het begrip integreerbaarheia kennen en ook eenvou
dige criteria om vast te stellen of een functie inte
greerbaar is {althans voor een grote klasse veel voor
komende functies) gaan we aandacht schenken aan het 
bepalen.van integralen. Slechts zelden zal het nodig zijn 
m.b.v. de definitie of 7 •. 2.16 te werk te gaan. We zullen 

het bepalen van Jb f(x)dx terugbrengen tot het vinden van 
a 

jf(x)dx. Dit opent een nieuwe mogelijkheid om limieten 
te bepalen. Js nl. (sn)nEN een rij reële getallen zó dat 

er eeh functi"e f is, gedefiniee"rd op [a,b) ·en integreer
baar over [a, b J, waarvoor bij iedere ·n een verdeling V 

n 
[a,b] be.staat zo dat s een bij V . behorende Riemann-som n n 

,' ,, '. 

s = Jb f(x)d~ als n a van f is dan ·is volgens · 7. 2. 16 lirn 
n+oo 

lim ó. cy n') ;;; 0. In 7. 2. 19 is dit principe bruikbaar. De 
n+oo 

volgende s,tel_lingen st~llen ons in staat 

eeD.v.oudige_ rnanier te bepalen. 

Jb f(x)dx op een a . 

7.2.30 •. STELLING. A"Ls de functie f integ:r>eer>baar is op 
[a,b] dan ·is de junotie F:[a,bJ+R~ gadefiniee:r>d door 

F (x) := Jx f(t)dt eontinu op [a,b]. 
a 

:Bèwij s. Na 7 r- 2-. 7 hàdden .we' al opgemer_kt dat de de fini tie 

.,.. 1 

.i 

-:. 
:~ 

.1 .. 
''' 

' .... 
• 

_i ' 

.n . 
. ;_,,-_ ,:· 
'i)$!' .' 
·._·,_ 
,i·l 
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van F zinvol is. Zij M:=sup{\f(xl\\a<xsb);(neem aan M>O). 

Zij oO. Als xE[a,b], yE[a,b] en lx-yi<EM-l dan is 
volgens 7.2.8, 7.2.21 en 7.2.4 

Daar E willekeurig was is hiermee zelfs de uniforme 
--- ..... ~- •• "t ..... -4 .... ··~~ t:" r::::. hl h.~,.,.,.?.",n 
1..-UUL...LuU...LL.t;;:..L'- vuaa .. Op ._...,.,...,_. ~- .. ---··• 

7.2.31. STELLING. Als f uont-inu is op [a,bJ en F:Ca,b]-1--R 

_gedefinieerd door F(x) := 1: f(t)dt dan is F differentieer

baar op (a,b) en F'=f. Ook ~ddt F~(a)=f(a), F~(b)=f(b). 

Bewijs. Zij xE(a,b). Dan is als x+hE(a,b): 

F(x+h)=F(x)+j~+h f(t)dt=F(x)+hf(x)+j~+h (f(t)-f(x))dt. 

Zij s>O. Daar f continu is op [a,b], dus uniform conti
nu op [a,b] is er een 8>0 zo dat voor \h\<8 en \t-x\<\h\ 

geldt \f(t)-f(x) \<c en dus \J~+h(f(t)-f(x))dt\< e \h\ 

volgens 7.2.4. Daar s>O willekeurig was is aangetoond: 
voor xE(a,b), x+hE(a,b) 

F(x+h) = F(x)+hf(x)+o( \h\), (h~OI, 

waarmee volgens 6.2.2 het gestelde is bewezen. (De 
rechts- resp. linksdifferentieerbaarheid in a resp. b 
bewijst men precies zo.) 

7.2.32. STELLING. Als f integreerbaar is over [a,b] en 
F:[a,bl~R een functie waarvoor V [ bl [F' (x)=f(x) ], 

. XE a, 
d.w.z. Fis een primitieve functie van f~ dan is 

f~ f(x)dx = F(b)-F(a). 

Bewijs. Zij V:=[x
0

,x
1

, ... ,xn] een verdeling van [a,b]. 

Volgens 6. 4. 2 is er voor i= 1, 2, .. ~ , n een f, .E[x. 1 , x.] 
l. .1,- l. 

zo dat F(x.)-F(x. 
1
)=(x.-x. 

1
1f(t.). Daar 

l. 1,- l. 1,- l. 

L~= 1 (F(xi)-F(xi_
1

11 ~ F(b)-F(a) is er bij iedere ver

deling V van [a,b] een Riemann-som die gelijk is aan 
F(b)-F(a). Het gestelde volgt nu uit 7.2.16. 

Men schrijft ook wel F(x)J~ i.p.v. F(b)-F(a). 
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Door stelling 7.2.32 is het bepalen van Jb f(x)dx terug-
a 

gebracht tot het vinden van F hetgeen in § 7.1 is behan
deld. Men kan diverse stellingen uit § 7.1 nu vertalen 
in stellingen over integralen (in tegenstelling tot § 7.1 
spreekt men nu van bepaalde integralen, de getallen a en 
b noemt men de integratiegrenzen). We laten dit aan de 
lezer over. We geven slechts één voorbeeld. De lezer kan 
er zo veel zelf bedenken als hij nodig heeft om de tech
niek van het integreren onder de knie te krijgen. 

. i3 
2x

2
+x+l 7.2.33. VOORBEELD. We W>llen 

2 
dx be-

l (x+l) (x -2x+5) 
palen. Er geldt (volgens 7.2.9): 

i: 2x2+x+l l i: {x!l 
7x-1 } dx = 4 + 2 2 (x+1) (x -2x+5) x -2x+5 

= ~ I: dx + ]_ i3 (x 2 -2x+5)' dx + 3 I: dx 
x+l 8 1 2 4 2 x -2x+5 (x-1) +4 

Volgens 6.3.5 ben 7.2.32 is 

I 
3 

dx = log 1 x+ 1 r] 
1

3 
= log 4 - log 2 = log 2 

1 
x+l 

en evenzo volgens de kettingregel of 7.1.9: 

dx 

i
3 2 (x

2
-2x+5}' 2 J 3 dx = log(x -2x+5) 

1 
= log 8 - log 4 = 

1 x -2x+5 

= 

log 2. 

In de derde -integraal passen we <Ie substi.tutie x-1=2u 
toe (zie -7.1.9 en na 7.1.11 bedenk dat de integratie
grenzen .Vérand€ren} : 

3 . ·. . 1 

f d,, I 2 
1 (x-1)2 +4 = 0 4u 2+4 

Volgens.6.'3.5 hen 7.2.32 is 

l .. 

i 0 u~~l ]

1 
' 1 = arctan u 

0 
~ i 1r 

De gevraagae. ;integraal is dus 
1 
4 log 2 + 7 

8 
log 2 + 

3 .l 1 . 9 l . 3 
+ 4'2'4 " = 8 og 2 + 32 "· 

;.:: 

·~ 
.m ·.· :i ." . . !\! 

- '\~ 
·~ 
.;~ 

/ 
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OPGAVEN 

7.2.34. Laten p en q niet negatieve gehele getallen zijn. 
Definieer nu het symbool n!! door -1!!=0!!;1 en 
"neN [n!! :=n{ (n-2)!! }] en definieer c(p,q) :=I als 

pen q even zijn, anders c(p,q) :=1. 

(i) Bewijs dat: 

v\q,-"l.., = (p-l)!!{q-1)!! 
•• , ....... (+)'' p q .. 

(i i) Bewijs hieruit met behulp van het feit dat 

( . )2n+l ( . )2n ( . )2n-l 
s~n x < s1n x < s1n x voor O<x<l~pr dat 

. -1 { ( 2n) ! ! }2 
l1m n (Zn-l)!! 
n+oo 

= n (Wallis) • 

7.2.35. (Partiee~ integreren.) Als fEC 1 ([a,b]) 

en gEC 1 ([a,bl) dan is 

en 

fb f(x)g' (x)dx 
a f' (x)g(x)dx = f(x)g(x) ]~ 

Bewijs dit. 

7.2.36. Bepaal J~ (x log x)- 1 (log log x)- 1dx. 

7.2.37. Zij fEC 1 ([0,1]). Bewijs dat 

f~ f(x)dx = \;{f(l)+f(O)} - f~ (x-\;)f' (x)dx. 

7 .3. Oneigenlijke integralen 

we willen het integraalbegrip dat in § 7.2 is ingevoerd 
voor begrensde functies op een begrensd interval nu uit
breiden door beide eisen van begrensdheid te laten vallen. 
We zullen de definitie z6 kiezen dat allerlei generali
saties van het integraalbegrip er onder vallen, zelfs 
die waarvoor men oneindig vaak een beroep op deze defini
tie moet doen! 

7.3.1. DEFINITIE. Zij bER of b=oo. Zij aER. Zij f:[a,b)+R. 
Ats voor ieder deerinterval [a,c] van [a,b) f integreer-

baar is over [a,c] en ats lirn Je f(x)dx bestaat dan 
ctb a 

definiëren we 
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Jb f(x)dx := lim Je f(x)dx en we noemen f integreer-
a ctb a 

baar over [a,b]. 
De definitie voor oneigenlijk gedPag in een ondergrens 
resp. voor de ondergrens -oo is analoog. 

A~s J~ f(x)dx en J~ f(x)dx bestaan dan definiëren we 

Jd f(x)dx := Jb f(x)dx + Jbd f(x)dx. 
a a 

Indien Jb f(x)dx reeds gedefinieerd is op grond van § 7.2 
a 

dan is volgens 7.2.30 lim f0 f(x)dx inderdaad gelijk aan 
ctb a 

fb f(x)dx. Dus is 7.3.1 een uitbreiding van het integraal
a 

begrip (vergelijk ook 7.2.8). 

VOORBEELDEN 

7.3.2. Zij f(x) :=x-~ voor O<x~l. Als O<c~l dan is volgens 
6.3.5 c en 7.2.32, daar f continu is, 

Daar lim c \ = 0 is volgens 7. 3. 1 J ~ x -\dx = 2. 
e-1-0 

7.3.3. Zij f(x) :=x- 2 

integreerbaar over 
·Je -2 volgt d~h 

1 
x dx 

Joo -2d lx xwl. 

voor x~l. Daar f continu is is 
[l,c] voor c.>l. Uit 6.3.5 c en 

-1 . 
= 1-c . Volgens 7.3.1 is dus 

7.3.4. z,ij f 

f(n- 1 ) 

f (x) = 

gedefinieerd op (0,1] door 

= 0 (nEN), 

( nx-1) - ~ · voor !. < 
·n 

1 x<n-1 
· (n=2,3, ... ). 

voor cE(\,1] geldt J 1 f(x)dx ;" l-(2e~1)\ en dus is e . 

f 
7.2.32 

volg.,ns 7.3.1 J~ f(x)dx= 1.•' Daar J~ f(x)dx bestaat als 

1 l . 3<d<2 op grond van 7.2.26 is vo~gens 7.3.1 nu ook 

J~ f{x)dx gedefinieerd ~oor ~ < d < l en 

' 
' ' 
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lim I~ f(x)dx ~ lim 
dH/3 dH/3 

1+-j-12. Dus is 

l 
volgens 7.3.1 I 

113 
f(x)dx 

l 
= 1 + 3/2. Met volledige in-

ductie vinden we voor nEN dan J
1 

f(x)dx = Ï 2 

1/n k~2 k/K=T 

Dus is nu J1 f(x)dx gedefinieP.rd voor iedere cE(O,l] 
c 

en deze integraal is een continue functie van c op {0,1] 

volgens o.a. 7.2.30 en 7.3.1. Daar 1 
k~2 klk-1 

2 
conver-

geert is volgens 7.3.1 ook I~ f(x)dx gedefinieerd en 

gelijk aan de som van deze reeks. 

Integralen die volgens 7.3.1 en niet volgens § 7.2 gedefi
nieerd zijn noemen we oneigenlijke integralen. In plaats 

van 11
]: f(x)dx bestaat" zeggen we ook wel dat de integraal 

"convergeert". Enkele stellingen uit § 7.2 zijn ook gel
dig voor oneigenlijke integralen zoals bijvoorbeeld 7.2.20. 
Uit 7.3.1 volgt onmiddellijk dat ook 7.2.30 geldig blijft. 
De generalisatie van 7.2.21 geldt alleen als gegeven is 

dat Jb f(x)dx en Ib \f(x) \dx beide bestaan. We maken dit a a 
duidelijk aan de hand van het volgende voorbeeld. (Zie 
ook 7.3.13 en 7.3.14.) 

7.3.5, VOORBEELD. Zij f gedefinieerd op [l,oo) door 
n-1 -1 f(x):=(-1) n als ns:x<n+1 (n=1,2, ... ). Op ieder in-

terval [1,c] bestaat f~ f(x)dx volgens 7.2.25 en 

c M n-1 -1 
lim I 

1 
f(x)dx~ ln~l (-1) . n . Evenzo bestaat 

c+oo 

I~ \f(x)\dx en I~ \f(x)\dx + oo als c+oo, dus I~ \f(x)\dx 

bestaat niet! 

We kunnen nu ook 7.2.32 generaliseren: 

7.3.6. STELLING. Zij f begrensd en integreerbaar op [a,c] 
voor iedere CE[a,b) en ziJ F continu op [a,b], differen
tieerbaar ap_(a,b) en lfxE(a,b) [F'(x)~f(x)J. Dan is f 

integreerbaar over [a,b] en f~ f(x)dx = F(b)-F(a). 
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Bewijs. Volgens 7.2.32 is Je f(x)dx = F(c)-F(a) voor 
a 

iedere cE[a,b). Het gestelde volgt nu uit 7.3.1 en de 
continuïteit van F in b. 

7.3.7. VOORBEELD. arcsin Jl n 
x 0 = 2 op 

grond van 6.3.5 g en 7.3.6. 

Daar de vraag naar de existentie van een oneigenlijke 
integraal neerkomt op het bestaan van een limiet kan 
4.1.16 een belangrijk hulpmiddel zijn. We passen dit o.a. 
toe om de volgende belangrijke criteria te bewijzen. 

7.3.8. STELLING. 

aZZe c>a en 3 
a>l 

Als f integreerbaar is op [a,c] voor 
-a 

[f (x)=O(x ) , (x+w)] dan bestaat 

Jw f(x)dx. 
a 

Bewijs. Zij ~>0, Volgens het gegeven is er een a>l en 

een K>O en een b zo dat voor x>b geldt jf(x) I~Kx-a. 

Zij F(x) := Jx f(t)dt. Dan is als q>p> 
a 

>rnax( (o(~-l))l/(1-a) ,b} 

IF(q)-F(p) 1 $ r 
1 
f(t)

1 
dt $ K 

p f
w t -adt = 

p 

K l-a 
a-l p < E • 

Volgens 4.1.16 bestaat f(t)dt, hetgeen te bewij-

zen was. 

7.3.9. STELLING. Als 

alle ce[a,b) en 3 
1 a< 

j? f(x)dx. 
a 

f integreerbaar is over [a,c) voor 
-a 

[f(x)=O((b-x) ) , (xtb)l dan bestaat 

Bewijs. Volgens het gegeven ,is er een a.<l en een K>O 
en een dE[a,b) z6 dat voor xetd,b) geldt I f (x) Is 

.$K(b-x)-a_:~ Zij e>O. ·Kies 6:={e(~-a))l/(l-a). Dan is als 

b>q>p>ma~{d,b-6} 

f(x)dx[ s. K J: (b-x)-adx = K J~~P -a 
u du = 

- ·.K (b-p)1-a 
,-

l-ei.· 
·Kó .. l-a. 

-::· E. < ' 'l-a 

:·- ,~·:-.: 

". ' '-'~~1 
' 

' -~ ', ' 
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Daar ~willekeurig was bestaat volgens 4.1.16 

lirn ft f(x)dx, hetgeen te bewijzen was. 
ttb a 

Een analoge stelling geldt voor integralen waarbij de 
moeilijkheid aan het begin van het interval zit, 

VOORBEELDEN 

7.3.10. J: sin x d 
xFx x bestaat omdat de integrand continu is 

op [1, oo) en sin x 
x/X (x,...oo). 

7.3.11. Jo
l sin x 

xFx dx bestaat omdat de integrand continu 

is op (0,1] en volgens 4.3.31 geldt 

(x+O). 

sin x 
x/X 

7.3.12. Om na te gaan of f~ x-
1 

arctan x dx bestaat kan 

n men niet 7.3.8 gebruiken. Daar arctan x > 4 voor x>l 

' Jt l.S l X 
-1 n arctan x dx > 4 log t ..... co als t-+(Xl. De in te-

graal bestaat dus niet. 

7.3.13. Evenzo is 7.3.8 niet direct bruikbaar om na te 

J
co sin x 

gaan of 
0 x 

dx bestaat. In zulke gevallen kan het 

vaak nuttig zijn 
-1 

op dat x sin x 
-1 

x spreken dat 

r~ 
' u 

sin x dx 
x 

een keer partie~l te integreren. Merk 

continu is op [Q,oo) als we weer af-

sin x in 0 de waarde 1 heeft. Verder is 

sin 
x 

x dx - t -1 t Jt cos x cos -
.".I? 2 ", - x 

dx. 

-2 -2 Daar x cos x~ O(x ), (x~oo) en lim t- 1cos t = 0 heeft 
t+oo 

het rechterlid een limiet als t+oo (volgens 7,3.8). Dus 

!""' sin x 
bes t a a t 

0 
!::.:'-'x"-"' d x • (Zie ook 7.6.22.) 



7.4 DE RIEMANN-STIELTJES INTEGRAAL 347 

7.3.14. We tonen nu aan dat f~ lsin xl dx niet bestaat. 
0 x 

Omdat lsin xl periodiek is met perioden geldt 

2 
f

(k+l)rr lsinxl l f" 
kn x dx > (k+l)n 0 sin x dx = (k+l)rr 

Daar I~=O -1 ft (k+l) divergeert geldt 
0 als t.-+-w. 

OPGAVEN 

f oo 3 -~ 7.3.15. Bestaat 
0 

(I x -xl) dx? 

f oo 2x -~ 
7.3.16. Bestaat 

0 
x(e -1) dx? 

f oo -x n 
7.3.17. Toon_aan dat 

0 
e x dx = n! 

lsin xl 
x 

dx -+ oo 

7 3 18 B . . d t fol (l-x)-3/2 . . . ew>JS a log x dx bestaat. 

7.3.19. Bewijs dat J~/ 2 log sin x dx bestaat en bereken 

de inte';Jrqal. 

7.3.20. (i) Bewijs dat 

H.ierui t volgt f ~ 
· Joo 2 -n 

< 0 . ( l+x ) dx. 

2 -x2 2 -1 1-x <e <(l+x ) voor O<x<l. 
2 n fl -nx2 ( 1-x ) dx < 

0 
e dx < 

(i i') 'BeWij's ·nu door in deze· integralen geschikte sub
stituties uit te voeren en 7 .2. 34 te gebruiken 

··dat 

I., -t2 
. Ó e dt = Vii. 

7.4. De RiemaJl>l-Stieltjes integraal 

we 'behandelen nu een verdere uitbreiding van het inte-
. gra,;übegrip., In de?e paragraaf zijn de beschouwde functies 
w_eer.b.ecjrensa op een interval [a·,b]. ' 

7 .4;l. DEFINIT!E•. Zij f een b.egrensde functie op [a,bl 
"" 9 e~>r mo.np'toon niet-da~ende functie op [a,b). 

_,, ., 
.. ,, .. ' ' 
' ' 

/i. i:: 
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Zij V:=Cx0 ,x1 , ••• ,xn] een verdeling van [a,b], We noemen 

n 
s f := 
V,g I 

i=l 
(g(x.)-g(x. 

1
))sup{f(x)] x. 

1
sxsx.} 

l 1- 1- 1 

de bovensom van f ten opzi.ahte van g bij de verdeling V 
van [a,b]. 

Men definieert de ondersom sv f op analoge wijze. Even
,g 

als in 7.2.2 definiëren we nu: 

7.4.2. DEFINITIE. 

ling van [a,b]}. 

-b I f (x)dg (x) 
a := inf{SV f] V is verde,g 

De onderintegraal ten opzichte van g wordt op analoge 
wijze gedefinieerd (zie 7.2.2). Merk op dat deze defini
ties overeenstemmen met 7.2.1 en 7.2.2 als g(x}=x op 
[a,bl. 

7.4.3. DEFINITIE. f 
-b 

g over [a,bl als I 
a 

heet integreerbaar ten opzichte van 
b 

f(x)dg(x) = [a f(x)dg(x). De gemeen-

schappelijke waarde van onder- en bovenintegraal schrijven 

we ala J~ f(x)dg(x) en we noemen dit de Riemann-Stieltjes 

integraal van f ten opzichte van g. Op voor de hand lig
gende wijze breiden we dit uit tot functies g die van 
begrensde variatie op [a,b] zijn via 7.2.28. 

We kunnen nu nagaan welke stellingen uit § 7.2 een analo
gon hebben voor Riernann-Stieltjes integralen. Het zal de 
lezer niet moeilijk vallen zelf de bewijzen te geven van 
de generalisaties van 7.2.3, 7.2.5, 7.2.6, 7.2.8, 7.2.9 
en 7.2.12. Daar in 7.4.1 de lengten van de deelinterval
len niet voorkomen moet de formulering van 7.2.13 aange
past worden om als generalisatie voor Riemann-Stieltjes 
integralen te dienen. Ook dit is niet moeilijk. Stelling 
7.2.16 suggereert een verdere uitbreiding van het inte
graalbegrip. De volgende definitie stemt overeen met 
§ 7.2 indien g(x)=x zoals in 7.2.17 is vermeld. 

7.4.4. DEFINITIE. Laten fen g begrensde functies op 
b 

[a,b] zijn en IER. Laat fa f(x)dg(x) nog niet gedefinieerd 

zijn op grond van één van de voorafgaande definities. Als 
er biJ iedere s>O een ó>O is zo dat voor i'edere verdeling 
V:=[x

0
,x

1
, ... ,xn] van [a,b] met 6(V)<ó en voor iedere 

keuze van .; 1 ,~; 2 , •.• ,.; met x. 
1

:-;:.;..sx. (i=l,2, ••. ,n) geldt n 1- 1 1 
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I ~~= 1 f(<i) (g(xi)-g(xi_ 1 l) - II <E dan definiëren we 

Jb f(x)dg(x) := I. 
a 

349 

De lezer ga nu zelf na dat als g monotoon niet-dalend is 
en alsfen g voldoen aan de voorwaarde van 7.4.4 de 

integraal 1: f(x)dg(x) be~taat in de zin van 7.4.3 en 

gelijk is aan het getal I uit 7.4.4. De reden waarom in 

7.4.4 is· geëist dan J~ f(x)dg(x) nog niet door vroegere 

definities bepaald was blijkt uit het voorbeeld f(x) :=0 
op [0,1) en f(x) :=1 op [1,2], g(x) :=0 op [0,1] en 

g(x) :=l op (1,2]. Dan is volgens 7.4.3 I~ f(x)dg(x) = l 

maar er is géén getal I dat aan de voorwaarde van 7.4.4 
voldoet! Desondanks kunnen we 7.4.4 gebruiken als uit
breiding van het integraalbegrip als géén van de andere 
definities uitkomst biedt. 
We noemen de in 7.4.4 gedefinieerde integraal qok een 
Riemann-Stieltjes integraal. Generalisaties van stellingen 
als 7.2.20 en 7.2.21 zijn alleen mogelijk als de functie 
g monotoon niet-dalend is. De bewijzen zijn dan vrijwel 
gelijk aan die van 7.2.20 en 7.2.21. Ook dit kan de le
zer eenvoudig controleren. Het ·1.3.atste deel ·van § _7.2 
handelde over de existentie van integralen en de bereke
ning van integralen. ·We beschouwen analoge vragen nu 
voor Riemann-Stieltjes integralen. 

7.4.5. STELLING. Als f continu is op [a,b·] eng van be

grensde variatie op [a,bl dan bestaat lb f(x)dg(x). 
a 

Bewij_s. · Op grOnd van 7. 2. 28 en 7. 4. 3 is het voldOende 
de stelling te beWijzen voor;het geval dat g ·monotoon 
niet-dale_nd is. We kunnen dus met definitie 7. 4. 3 
werken. Zij o>O. Kies n z6 dat (g(b)-g(a))n<E. Daar f 
continu is op [a,b] is f unifo .. rrn continu op [a,b] en 
dus is er een ó>O zo dat· voor iedere verdeling V:= 
:=[x~,x 1 , ... ,xn] van [a,b] m~t ó'~)<ó geldt dat voor 

èlk -deelinterval de schommeling van f kleiner dan n is. 
. . n 

Dan is SV f-sv f < n t.:...
1 

{g(x. )-g(x. 1 l }<E. Dus is .. ,g ,g L1- 1 1-
_b . b . 
la f(x)dg(x)- [a f(x)dg(x). < E. Daar E willekeurig 

was zijn onderintegra-al en bovenintegraal gelijk. 

Merk op dat de method-e van 7. 4. 4 ·(Via Riemann-sommen) 
hier ook van toepassing is (ga na!). Het bewijs van 7.4.5 

' ' 

' ' 
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geeft ons nog geen inzicht over de waarde van Jb f(x)dg(x). 
a 

Daartoe analyseren we de integraal nu nauwkeuriger. Als 
g monotoon stijgend en continu is op [a,b] dan heeft g 
een monotoon stijgende continue inverse g+ gedefinieerd 
op [g(a),g(b)J. Zij V:=[x 0 ,x1 , ... ,x

0
] een verdeling van 

[a,b] en ~.E[x. 
1

,x.J (i=1,2, .•. ,n). Definieer X.:=g{x.) 
l 1- 1 1 1 

l.:=g(~.)e[i. 
1
,i.J. Dan is [i0 ,~ 1 , ... ,X J een verdeling 

1 1 1- 1 n 
v~n [g(a),g(b)J waarvan de wijdte klein is als A(V) vol
doende klein is (immers g is uniform continu op [a,b]) .· 
Verder is 

n n 

I 
i=l 

f(~.)(g(x.)-g(x. 
1

)) = 
1 1 1- I 

i=l 
f(g~(~.Jl(xi-x. 

1
). l ,_ 

We zien dat in dit geval, op grond van de continuïteit 

van fog~ en 7.2.16, geldt Jb f(x)dg(x) = Jg((b)) f(g~(t)}dt. 
a g a 

Een tweede geval dat eenvoudig te analyseren is, is als 

g een constante functie is. Iedere som \~ 
1 

f ( s.) x 
Ll.= l. 

b 
x{g(x.)-g(x. 1 )} is dan 0 en dus J f(x)dg(x) = 0. 

l. l.- a 
Zij nu geen monotoon niet-dalende functie op [a,bJ. Vol
gens 5.7.18 heeft g op [a,b] eindig veel of aftelbaar 
veel discontinuïteiten van de eerste soort en is g.elders 
continu. We beschouwen een aftelling van de sprongen sk 

en wel zo dat s 1 ~s 2 ~s 3 ~ .... Laat yk het punt in [a,b] 

zijn waar g de sprong sk heeft (k=l,2, ... ). Zonder verlies 

van algemeenheid veronderstellen we dat a en b niet 
sprongpunten van g zijn. De:inieer g (x) := L~=l skx 

xx(a,x](yk) voor a~x~b. Dan is g monotoon op [a,b] eng 

heeft dezelfde sprongpunten als g met dezelfde sprongen. 
Definieer nu nog g op [a,b] door g(a):=§(b)=O, §(x) :•0 
alS '(lkEN [x=ykl)en §(yk) :=g(yk+O)-g(yk) als ykE(a,b). 

Dan is g(x)=O op [a,bJ met uitzondering van ten hoogste 

aftelbaar veel punten en bovendien is [~=l g(yk) conver

gent. Daar f continu is op [a,b] dus uniform continu op 
[a,bJ is er bij gegeven ~>0 een verdeling V:=[x

0
,x 1 , ... ,xn] 

van [a,b] zo dat de schommeling van f op elk deelinterval 
<~E is. Als ·CE[X. 

1
,x. J (i=l,2, ... ,n) geldt dan 

]. ].- ]. 

l f(l;.)-f(C 1 J 1<<. Dan is 
l l+ 
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n 
I L f(<i){g(xi)-g(xi_ 1 ll + g(a)f(a)-g(b)f(b) I ~ 
i=l 

n-1 
~ I L g(xi){f(<i)-f(<i+ 1 )} + g(a)(f(a)-f(< 1)} + 

i=l 

+ 9lbHfl< >-f(b)} 1 
. n < o L g(yk) +~(a) + ~(b). 

k~1 

Hieruit-volgt: J~ f(x)dg(x) ~ g(b)f(b)-g(a)f(a) ~ 0. 

351 

Daar g-g+g 

voorgaande 

monotoon en continu is op (a,b] is door de 

analyse nu alleen nog te bestuderen fb f(x)dg(x) 
a 

waarin nog steeds f continu op [a,b] is. Zij t>O. Daar f 
uniform continu is op [a,b] is er een verdeling 
V:=Cx

0
,x

1
, ... ,xn] van [a,b] zo dat de schommeling_van fop 

elk deelinterval van V kleiner is dan c
1

:=E/(§(b)-9(a)). 
·Dan is 

n 

I E 
i=l 

f(x.) {g(x. )-g(x. 
1
)} -

l l l-

I 
k~l 

s = s ~ 
k 

Daar s wil-lekeurig was. is 

~ L~~l skf (yk) · 

b 
bewezen dat Ja f(x)dg(x) ~ 

We zien ·dus dat een ,reeks geschreven kan worden als een 
Riemann-Stieltjes integraal! We geven nog enkele voor
beelden als toelichting op bovenstaande analyse. 

VOORBEELDEN 

7.4.6. Zij g:C0,3]-~R gedefinieerd door g(x) :=x 2 voor 
Q'::;x<l, g (x) :~1 voor !:>;x<2, g (x) :~x ':voor 2:-:;x:-:;3. 
Zij f continu Op [0,3]. In de notatië van voorgaande 
analyse is g(x)~O voor Q::;x~3, g(x)=O voor O::;x<2 en 
ey(x)=~ voor 2':$x::::;3. Er is één sp.rQngpunt 'Y1=2 met s1=l. 

,..,.. ' 2" "' 
Daar g•g constant is op [1,2] is ) 1 f(x)d(g-g) (x) ~ D. 
\je Vinden · 

' ' .,.f' 
·(,'.ltr'~·· ' ., ·_11 --
( .j ' .. 

: ·,, 
• 

' ' ., 

~" 

~ ... ·.)·, 

'" ., ., 
:f '• 
ï~ ' :''' 

··i 
', .·. J 
, : ·n ' 

' 

' ., ... ,': 

''" ·, 
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fÎ f(x)dg(x) ~ f~ f(t,)dt + f; f(t)dt + f(2). 

7.4.7. Zij f:R+R continu. Zij g(x) :~[xJ:~rnax{nEZ[n<x} voor 
xE[O,~). Dan is met de hiervoor gebruikte notatie 
g(x)~g(x) op [O,oo) en g(x)~O op [O,oo). De sprongpunten 
vang zijn de punten yk=k (k=l,2, ... ) elk met sprong 
1. Dus geldt 

.n 
J

0 
f(x)dg(x) ~ f (k) • 

Als L~=l f(k) convergeert kunnen we dit op de gebruike

lijke rnanier generaliseren tot f~ f(x)d[x] ~ L~~l f(k). 

7.4.8. Laten (an)nEN en (bn)nEN rijen reële getallen zijn. 

Definieer f:[O,oo}~R door f(x) :=0 op [0,~) en V N nE 
[f(x):~a op [n-,,n+,)JJ;g:LU,oo)+R door g(x):~ 

n 
:=L~=l bkx (O,xJ (k). Dan zijn f eng trapfuncties. De sprong-

punten van g zijn yk=k en de sprong in yk is bk. Dan 

is J~ f(x)dg(x) ~ L~~ 1 'akbk. Hoewelf niet continu is 

bestaat deze Riemann-Stieltjes integraal omdat ieder 
sprongpunt van f ligt in eeri interval waar g constant 
is. 

De oplettende lezer zal wellicht enige angst voor de moge
lijkheid van verwarring gevoeld hebben bij definitie 
7.4.3 resp. 7.4.4 in verband met de na 7.1.11 gemaakte 
afspraak "df=f' {x)dx" die we ook bij bepaalde integralen 
hebben gebruikt (zie voorbeeld 7.2.33). De volgende 
stelling zal hem geruststellen. 

7.4.9. STELLING. Zij fEC([a,b]), gEC 1 ([a,b]). Dan is 

f
b . 
a f(x)dg(x) ~ fb f(x)g' (x)dx. 

a 

Bewijs. Volgens 7.2.25 bestaat J~ f(x)g' (x)dx. Het is 

eenvoudig in te zien dat g van begrensde variatie is 

(zie opgave 7.10.18). Dus bestaat J~ f(x)dg(x) volgens 

7.4.5, Zoals reeds na het bewijs van 7.4.5 is opgemerkt 
kunnen we het bewijs met behulp van Riemann-sommen 
geven. Zij s>O. Zij M:=max{ig' (x))) a::;x::;b}. Daar f uniform 
continu is op [a,b] is er volgens 7.2.16 een verdeling 
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kleiner dan 
Riemann-som 

schommeling van f 

d2M(b-a))-
1 

is 
van fg' minder 

op elk deelinterval van V 
èn iedere bij V behorende 

b 
dan '" van fa f(x)g' (x)dx verschilt. Laat, voor 

i=l,2, ... ,n, ~.E[x. 
1
,x.]. Volgens het gemiddelde theo-

1 1- 1 

rema 6.4.2 is er voor i=l,2, ... ,n een .
1
.E(x. 1 ,x.) met 
l 1- l 

g(x. )-g(x. 1 J~(x.-x. 1
)g' (n.). Dan is 

1 l- l 1- l 

n 

I l: f(<. ){g(x. )-g(x. 
1
)) 

l l 1-
- fb f(x)g' (x)dxl < 

i=l 

< !:.. + 
2 

n 

I l: 
i=l 

E E 

a 

n 
f(,i)g' (ni) (xi-xi-1) - L 

i=l 

n 
< - + 2 2M(b-a) 

• M • L 
i=l 

f(n.)g'(n.)(x.-x. 
1
ll 

l l 1 l-

Daar ~ willekeurig was is het gestelde bewezen. 

Deze stelling geeft de aansluiting van de nieuwe begrip
pen bij wat we "de methode van substitutie" genoemd heb
ben. Ook "partieel integreren" is te generaliseren tot 
Riemann-Stieltjes integralen en wel zeer eenvoudig: 

7.4.10. STELLING. Als fen g beide continu en van beg~ens
de variatie op [a,b] zidn dan is 

J~ l;(x)dg(x) + Jb g(x)df(x) 
a 

~ f(b)g(b)-f(a)g(a), 

Bewij::;;. Beide inte.gralen in het linkerlid bestaan vol
gens 7.4.·5. Zij V~~[x 0 ,x 1 ,. -~.,xn] een verdeling van 

[a,b]. Kies· ~i :=x
1 

en n
1 

:=x
1

_
1 

voor i=l,2, ... ,n. Dan is 

n 
l: 

i=l 
f(,. ){g(x. )-g(x. 

1
)J + 

' ~ ~ 1.-
g(n.){f(x.)-f(x. 

1
JJ ~ 

1. 1. 1_-

n 
~ r 

i=l 
{f(Jc)g(x.)-f(x. ,)g(x. 

1
JJ 

l 1. 1_-~ J_-
f(b)g(b)-f(a)g(a) 

wa:arult het g'est"elde volgt. 

( 
' f, 

. •', ,., 
iJ 
'l··· . 
" . 4 

' .• , 
ît:i: 
"~'· 

',">,i 

' .· .· .. j 

" 
' 

,j 
'.;>~ 

~ 
··~ 

'<~ 
" ·~ 

·~ 
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7.4.11. OPMERKINGEN. (i) Door 7.4.10 toe te passen op de 
integraal uit voorbeeld 7.4.8 vinden we de formule 
uit 4.5.25 terug. De sommatie-methode van Abel is 
niets anders dan het partieel integreren van een 
geschikte Riernann-Stieltjes integraal, 

(ii) Combinatie van 7.4.9 en 7.4.10 geeft onS 7.2.35 
nog eens. 

7.4.12. OPGAVE. Bewijs dat 7.4.10 ook geldt als slechts 
gegeven is dat f continu is op [a,b] en g van begrensde 
variatie op [a,b]. 

7 .5. Benadering van integralen 

Het zal in de praktijk vaak voorkomen dat een integraal 
niet expliciet kan worden bepaald. We moeten dan met een 
benadering genoegen nemen (die we soms met een rekenma
chine zullen bepalen). Volgens 7.2.16 kunnen we 

Jb 
f(x)dx benaderen met behulp van Riernann-sommen maar a 

we hebben hier pas wat aan als we in staat zijn de fout 
in de benadering te schatten. We beschouwen eerst enige 
eenvoudige methoden. 

7.5.1. STELLING. (Trapeziumregel-.) A~s f begrensd en in

tegreerbaar is op [a,bJ, nEN en y~n) :=f(a+i(b-a)) voor 
~ n 

i=O,l, ... ,n dan is 

Bewijs. Door in 7.2.16 
van [a,b] in n gelijke 

voor V te kiezen een verdeling 
delen en dan ~.:~x. 

1 
resp. 

~ ~-

!; i: =x i te nemen vinden we twee Riemann-somrnen, waarvan 

de som b-a { (n) + 2 ,n-1 (n) + (n)} . 
n Yo Li=1 Yi Yn ls. 

In R2 heeft het trapezium met hoekpunten (x. 
1

,0), (x.,O}, 
~- 1 

(n) 
(x. 1,y. 1), 

l- l-

(n) b-a (x. , y. ) de oppervlakte --
~ ~ n 

(n) 
(We nemen hier gemakshalve aan dat yi_ 1 en 

(n) + (n) 
Yi_-1 yi 

2 

y(n) beide 
~ 

positief zijn.) Dit verklaart de naam van 7.5.1. Zie ver
der ook 7. 5. l4. 
Men kan 7.5.1 ook als volgt opvatten. Verdeel [a,b] in n 
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gelijke delen en bepaal g:[a,bJ~R zo dat in de deelpunten 
x. geldt f(x.)=g(x.) en zo dat op ieder interval g line-

> ' ' 
air is, d.w.z. g(x)=a.x+S. voor x. 1 sx~x .. Dan is de inte-

~ ~ l- ~ 

graal Jb g(x)dx een benadering voor Jb f(x)dx d.w.z. de 
a a 

. gemaakte fout +0 als n+oo, Men kan hopen een betere bena
dering te krijgen op de volgende manier. Verdeel [a,b] 
in 2n gelijke delen en noem de deelpunten x

0
,x 1 , ... ,x 2 n 

en de bijbehorende waarden van f weer y .. Definieer de 
' functie g op [a,b] door ~(x.)=y. voor i=O,l,2, •.. ,2n en 

' ' door de eis dat g op Cx
2

k_ 2 ,x2kJ een kwadratische functie 

is (k=l,2, ..• ,n). Een eenvoudige berekening leert dat 

J
b b-a ,n · 

dan a g(x)dx = ~ Lk= 1 (y 2k_ 2+4y 2k_ 1+y2k). Deze benade-

ring is bekend als de regel van Simpson. 

7.5.2. STELLING. (RegeL van Simpson.) Als f begrensd en 

integreerbaar is op (a,b], nEN en y~n) :=f(a+2
1 (b-a)) 

' n 
voor i=O,l, ... ,2n dan is 

Jb b-a 
f(x)dx ~ lim -

6 a n 
' n+oo 

n 

I 
k=1 

Bewijs. Het gestelde volgt uit 7.2~16 door lineaire 
2n-·1 

b-a , 
combinatie van de Riernann-sommen ~ 

2n k=O 

b-a 
2r1 en 

b-a 
n 

n 

I 
k=1 

(n) 
y2k-1" 

We ~n-alys·eren nu no9 eehs wat we- in 7. 5.1 en 7. 5. 2 hebben 
gédaan. Iri' beide geVal'l~n i's [a,b] in een aantal gelijke 
delen. v~rdeeld en op elk deelinterval is de functie f 
benaderd door resp·. een lineaire en een kwadratische 
functie • .Ooor de substitutie x=:x. 

1
+t(xi-x. - 1 ) gaat ' 1~ 1-

x. . 
f ~- f(~)dX over in een integraal over [0,1]. We beper
x. 1 

1.- ' ' " ,' 
ken ons nu tot een functie f begrensd en integreerbaar 
OJ? [O,lJ. Neem n\l bovendien aan dat fEC 1 ([0,1]). 
Dan is (zie 7.2.37): 

; f~ f (x)dx = ~{f(O)+f (L)} - f~ (x-~) f' (x)dx. 

'·' ' ' 

Als·, f·, ee-n lineaire functi.!E!- is-, dus f' een constante, clan 
'I , .. 

.r, ; 

' .. · 
'' ·, 

,,., ' 

; 

' •• ',.'i. 
' '; 

,.:) 

. ' ' . 
(, 
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is de integraal in het rechterlid 0~ Als f "goed" bena
derd wordt door een lineaire functie zal de integraal in 
het rechterlid "klein" zijn. Als we de integraal weglaten 
vinden we de trapeziumregel terug. In plaats van het 
procédé van 7.5.2 te volgen proberen we het idee van 
partiële integratie verder uit te buiten. Daa:rtoe zoeken 
we een functiepop [0,1] met p'(x)=x-~. Dan is als 
fEC 2 ([0,1]): 

f~ f(x)dx = ~{f(O)+f(l) }-p(x)f 1 (x)J~ + J~ p{x)f" (x)dx. 

We willen J~ f(x)dx benaderen door de integraal in het 

rechterlid weg te laten. Als f een'lineaire functie is 
kan dat. Het zou prettig zijn als deze integraal ook 0 is 
voor het geval dat f kwadratisch is, d.w.z. f" een con-

stante. Daar p(x)=~x 2 -~x+C is J~ p(x)dx = 0 als C=1/12. 

We kunnen bij deze keuze van C weer zeggen dat de inte

graal f~ p(x)f''(x)dx klein zal zijn als f goed benaderd 

wordt door een kwadratische functie. We voeren de volgen

de notaties in: a 0 {x) :=1, B 1 (x}:=x-~, B2 (x) :~x 2 -x+~ voor 

xeR. De voergaande analyse kunnen we nu samenvatten: Als 
fEC 2 ([0,1]) is 

I~ f(x)dx =I~ B
0

(x)f(x)dx = B 1 (x)f(x)J~- I~ B
1

(x)f'(x)dx= 

= ~{f(O)+f(1)}- 2\ B2 (x)f' (x)]~+ J! I~ B
2

(x)f"(x)dx = 

= ~{f(O)+f(1)}- {
2 

{f'(l)-f'(O)l + 
2
\ I~ B

2
(x)f"(x)dx. 

Als we dit proces verder kunnen voortzetten ontstaat een 
rij polynomen B0 ,a1 ,a2 , .... waarbij we Bn steeds zo kiezen 

dat B'=nB 
1 

en 1
0
1 B (x)dx = 0. De rij is hierdoor bepaald. 

n n- n 
We zullen nu deze rij langs een volkomen andere weg con
strueren, enige eigenschappen bewijzen en daarna terug
keren tot integratieformules. 

7.5.3. DEFINITIE. Voor nEN, tER definiëren· we B (t) door 
n 

oo n 
zt( z 1 )-1 ze e - = L B (t)~ 

n=O n n. 

In 8.4.8 wordt aangetoond dat de convergentiestraal van 
deze machtreeks 2n is. Voorlopig weten we niet meer dan 
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dat de convergentiestraal ~\ is, door toepassing van 

e 2 -l 
6.9.30 op f(z) := 

2 
en door toepassing van 6.9.29 (ga 

dit na!). We kunnen hieruit eigenschappen van de coëffi
ciënten B (t) in deze Taylorreeks afleiden waaruit we 

n 
achteraf kunnen aantonen dat de convergentiestraal inder
daad 2n is zonder van de theorie van hoofdstuk 8 gebruik 
te maken. De coëfficiënten Bn(t) heten polynomen van 

Bernoulli (dat het inderdaad polynomen zijn tonen we in 
7 • 5 • 7 (i) aan) • 

7.5.4 .. DEFINITIE. De rij B 0 ,B 1 ,B 2 , •.. " genaamd getallen 
van Bernoulli wordt gedefinieerd door 

oo n z z -1 
I' B = z(e -1) , 
L n n ~ n=O 

dus B :=B (0). 
n n 

l l l 
we vinden zo o.a. a 0=1, B1=-2, B2=6, B3=o, a 4=-

30
, B

5
=o. 

We wijzen er op dat in sommige boeken een andere notatie 
wordt gebruikt. We zullen bewijzen dat B3=B 5=B 7= ... =0. 
Daarom nummert men wel eens alleen de andere getallen 
van Bernouili. 

7.5.5. STELLING. Voor de geta~~en van Bernoul~i-geldt: 

(i) Bn = ~n (n)B voor n~2; 
Lk=O k k 

Bewijs. (i) ,Uit 7.5.4 volgt 

z = 
z (e -1) I 

n=O 

zn 
B - = n n! 

• 
i I 
k=l 

k oo n 
z ' z k')( L B -,). 

. n= 0 n n. 

Hierui·t volgt volgens 6. 9. 29 voor n~2 

,<' 

" 

.~ 
1 

. ·~· - ,._.,\ 
' :, 

. . •. 
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( ' ' ) De f t · R d ( ) ( x ) -l c •• unc ~e g: +R gegeven oor g x :=x e -1 +~x 

is een even functie (ga dit na:). Dus is g( 2n-l) (x)= 

=-g( 2n-l) (-x) voor nEN (kettingregel!), waaruit 

volgt g( 2n-l) (0)=0 voor nEN. Volgens 6.8.1 zijn de 
coëfficiënten met oneven index in de Taylorreeks 
van g allemaal 0. 

?.S.n. OPGAVE. Bewijs dat in een omgeving van 0 geldt 

(i ) 
z 

= I 
n=O 

tan z 

(i i) tan z = I 
n=l 

2n 
(-l)nB (2z) 

2n (2n): 

2n-1 
(-l)n-l 22n( 2 2n_ 1 )B "z~TT 

2n (2n): 

7.5.7. STELLING. Voor de polynomen van Bernoulli geldt: 

n 
(n)B tk (i) B (t) = I n 

k=O 
k n-k 

(i i) Bn ( l) = B voor 
n 

nz.2, 

( iii) B' (t) - nBn_ 1 (t) 
VOO:r> nz.l, 

n 

(iv) I~ B (t)dt = 0 voor n2:1. 
n 

Bewijs. (i) Uit 7.5.3 en 7.5.4 volgt met 6.9.29 

00 n 

Uo 
tk 

zk J Uo Bm ~~J ' I 8 (t).è.- = 
n=O 

n n! k! 

1 
n tk B n-k 

dus 
n! 

B (t) = I k: (n-k)! 
waaruit (i) volgt. 

n k=O 
Hierdoor wordt de naam polynomen van Bernoulli 
gerechtvaardigd. 

(ii) Neem in (i) t=1 en pas 7.5.5 (i) toe. 

(iii) Uit (i) volgt door differentiëren 

' B ( t) 
n 

n n 
= I k(n)B tk-1 = L 

k=l k n-k k=1 

n-1 
= n I 

~=0 
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(iv) Uit (ii) en (iii) volgt met 7.2.32 

J 
1 1 
0 Bn (t)dt = n+1 

7.5.8. OPGAVE. Bewijs dat 

(i) n-1 B (t+1)-B (t) = nt voor n~O. 
n n 

B 
(i i) B(t) (1) = 

n 
B(t) (0) = n! 

n 
n-t 

(n-t)! voor !l..<n-1, 

B(n-1) (1) 
n 

= B(n-1 ) (O)+n! = ~n! 
n 

De volgende stelling zullen we in deze paragraaf niet ge~ 
bruiken. We plaatsen de stelling hier om alle informatie 
over Bernoulli-polynornen bij elkaar te hebben. 

7.5.9. STELLING. Voor O<x<1 geLdt 

B (x) 
n 

00 

cos(2rrkx) 
kn 

={ 
n! (2c)-n(-1) ~n+ 1 2 L 

k=1 

00 

n! (2n)-n(-1)~(n+l) 2 L 
k=1 

sin{2nkx) 
kn 

als n?-0 en 
n even) 

a7.s n~3 en 
n oneven. 

Bewijs ·o We gebruiken enige re sultaten van § 7. 6 en § 7. 8. 
' 2 00 

In 7.8.14 wordt bewezen dat x = ~rr 2 +4 L 
k=1 

voor -K$x~n. Door hierin x=2Kt-n te stellen volgt 7.5.9 
voor n=2 .· Daar de reekS uniform cOnvergeert kunnèn ·we 
met volledige inductie ;de andere ·ontwikkelingen bewij
zén doOr t'errnsgewi j s .iP:tegreren hetgeen volgens 7. 6. 2 
geoorloofd is. · 

Merk op da .. t de ontwikkeling in 7. 5. 9 volgens 7. 8 .13. ook 
voor· n=l· geldt als 0 <x< 1. Merk ook op dat vo.or: even n geldt:' 
max(IBn(xliiO<x<l) = IBnl· 

7.5.10. OPGAVE. De 

definieèrd door 

functie ç: { zEC-1 
oo -s 

'(s):=' e 
" L.n=l 

Re z > 
log n 

1}--+C wordt ge-

{i) BeWijs dat deze reeks in.derdaad convergent is en 
tdOn aan dat voor mEN. geldt 

B 
ç(2m) = (-1)m+1~(2c)2m (2~l! 

,, 
·~ ,. 
j 

. ' 
) 
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(ii) Bewijs hiermee dat de reeks in 7.5.4 convergentie
straal 2n heeft. 

Nu we genoeg kennis over de polynomen van Bernoulli heb
ben verzameld keren we terug tot integratieforrnules. 

7.5.11. STELLING. Als fEC 2m([O,l]) dan is 

J~ f(x)dx = ~{f(O)+f(l)} + 

m 

I 
B 
(2~7!{f(2k-l) (l)-f(2k-l) {0)} + 

( l B (x) 
f(2m)()2m 

k=l 
)

0 
x (2m)! 

Bewijs. Voor rn=l hebben we deze formule al bewezen. We 
passen nu volledige inductie toe. Als de formule voor 

mEN juist is en fEC 2m+ 2 ([0,l]) dan is volgens 7.2.35, 
7.5.7 (ii) en (iii) en 7.5.5 (ii): 

B2rn{x) 
(x} ( 2m)! dx = 

B (x) (2m) 8 2m+l (x)] 1 

=f (x)(2rn+l)!jo 
f ( 2m+ l ) ( ) 2m+ 1 

x ( 2m+ l) ! dx = 

B (xjl fl = -f (2m+l) (x) 2m+2 + 
{ 2rn+ 2 ) ! 

0 0 

B {x) 
f ( 2rn+2) ( ) 2rn+2 

x (2m+2)! dx, 

d.w.z. de formule is juist voor m+l. 

Merk op dat als in 7.5.11 de functie een polynoom is van 

de graad 2rn, dus f( 2rn) een constante, de integraal in het 
rechterlid 0 is volgens 7.5.7 (iv). We kunnen door her
haalde toepassing van 7.5.11 tot een uitspraak over 
partiële sommen van reeksen komen nl.: 

7.5.12. STELLING. (EuleP-Maclaupin.) Zij fECZm([l,n]} en 

m 
c , ~ 'lf' 1 1 - I 

k~l 

Dan geldt 

n 

8
2k 

( 2k I ! 
f(2k-l) (l). 

I f (i 1 
i=l 

~ J~ f(x)dx + C + R(n), 

waaPin 

dx. 
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R(n) 

BENADERING VAN INTEGRALEN 

m 
:= l;f(n) + L 

k=1 

B2k 
( 2k) ! 

f(2k-1) (n) + 

-c (2m) B2m(x-[x]) 
f (x) (2m)! dx 

(hierin is [x]:=max{nEZI n~x}). 

361 

Bewijs. Definieer voor i=l,2, ..• ,n-l de functie f. op 
. l 

[0,1] door f. (x) :=f(x+i). Pas 7.5.11 toe en sommeer 
l 

voor i=l, ... ,n-1. 

In vele toepassingen van 7.5.12 zalm vast Z1Jn en n+~. 
We zullen de kracht van de stellingen 7_.5.11 en 7.5.12 
nu illustreren met een aantal voorbeelden. 

VOORBEELDEN 

1 2 ,00 -2 ' ' 
7.5.13. Neem aan dat we 6 TI = Ln=l n (zle 7.5.10) Wll-

oo -2 
len~bepalen in 10 decimalen nauwkeurig. Daar Ln=N n > 

> f x- 2dx = N-l hebben we meer dan 2·10 10 termen van 
N . 

de reeks 'nodig! In plaats daarvan passen ·we nu 7. 5. 12 ij'! 

toe om L:=lOO i-
2 

te schatten. We nemen dus in 7.5.12 ";: -:~ 

f(x) :=x- 2 en 1.3.ten de index i bij i=lOO beginnen. Kies -~ 
,n .-2 

rn=2. Door 7.5.12 op te schrijven voor li=!OO 1 en ·.·!· 

dan n+oo vinden we, daar 

c = 

en 

-t-2 
x 

B B -4 2 -6 4 -10 
,·10 +--·2·10 +--·24·10 

2 ! 4 ! 

R. lirn R(n) j :oo 5 ! 
B

4 
(x-[x]) 

dx. ::;:::: = ~ 4 ! n+oo x 

Door berekening met 7.5.7 (i) en 7.5.4 volgt I B4 (x-[xJ) I< 

I I 1 Joo · -6 
R < 6 100 x dx= 

) '' 
< 3~ (dit volgt ook uit 7.5.9), dus is 

= ~:-lo- 11 .. Het· resultaat· is. I~·=lOO i..:
2 

= 0,0100501667 

. ~' 

: ,~·· 
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waarbij het laatste cijfer ontstaat door afronding naar 

boven. De fout is kleiner dan 4.10- 11 . We vinden nu 
1 2 
6n in 10 decimalen nauwkeurig door de eerste 99 termen 

00 -2 
van Ln=l n bij het hiervoor gevonden getal op te tel-

len. 

7.5.14. Door de substitutie f(t)=g(a+ht) gaat 7.5.11 over 
in 

f a+h ( c g x)dx = 7 h{g(a)+g(a+h)) + 
a 

8
2k 

( 2k) ! 
h2k{g(2k-1) (a+h)-g(2k-1) (a)} + 

ra+h 
+ h2rn J g(2rn) (x) 

a 

Verdelen we lO,l] in n gelijke delen van de lengte 

h=n-l en definiëren we (evenals in 7.5.1) y~n)=g(ih) 
l 

voor i=O,l, ... ,n dan vinden we met behulp van boven
staande formule 

f~ g(x)dx = __!..{ y(n) + 2 
2n o 

n-1 

I 
i=l 

+ (n)} + 
Yn 

rn 

I 
k=1 

8
2k h2k{g(2k-1) ( 1 )-g(2k-1) (O)} + R 

( 2k) ! 

met IRI 
B 

.l._2rnl f1 I (2m) ( ) ld 
( 2m) ! 0 g x x· 

Als we dit toepassen voor 
1 2 -1 J0 (1+x ) dx met n=4, m=2 

en de term R weglaten dan vinden we (volgens 7.2.32 en 
6.3.5 h) 

TI 1 
- = -{ 1 
4 8 + 

32 + ~ + 32 + lj + 1 0 785398 
17 5 25 2 384 = ' ' 

een antwoord dat in 6 decimalen nauwkeurig is~ 

7.5.15 Zij I~=l an een reeks met partiële sommen sn ge

definieerd door 
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1 
1 + .!. + + 1 

log is s := + . . . - n. Dan 
n 2 3 n 

1 1 0 (...!...) (n-+oo) an = s s = + log (1--) = 
n n-1 n n 2 

n 

volgens 6.8.12. Dan is volgens 5.6.10 de reeks I~=l a
0 ,n -1 

convergent d.w.z. lim(Lk=l k - log n) bestaat. Deze 
n+oo 

limiet heet de constante van EuLer en wordt aangegeven 
met de letter y, (y=O, 5772157 ..• ). 

,n -1 fn -1 ,n-1 -1 
Daar "k=2 k < 1 t dt < "k= 1 k geldt O<y<1. Om 

nauwkeuriger informatie te krijgen over de rij (s
0

)nEN 

passen we 7.5.12 toe met f(x) :=x-1 . In R(n) schrijven 
we de integraal over [l,n] als verschil van integralen 
over [l,oo) en [n,oo), We vinden dan 

n 
1 1 

m 8
2k -2k foo -2m-1 L = log n + y+-- L -n + x B

2
m (x-[x J) dx = i 2n 2k i=l k=1 n 

m-1 B 1 2k -2k O( -2m) = log n + y+-- I 2:kn +n, (n+oo) • 
2n k=1 

Merk op dat uit 7.5.12 in ee~ste instantie deze formule 
zou volgen met een "constante" Cm i.p.v. y .. Daar we 

weten dat I~ ~ - log n ~ y als n-+oo ·is deie C blijk-
l=l 1 rn 

baar niet van m afhankelijk (nl. C =y). 
m 

7.5.16. Beschouw de reeks 'oo a met partiële sommen s Ln::::l n n 
gedefinieerd door sn := log(h!) - (n+\) log n + n. Dan 

1 -2 
is a ~s •s =(n-";)log(1 - -)+l=O(n ) (n~oo) volgens 

n n n-1 n 
6.8.12. Hieruit volqt Volgèns' 5.6.10 dat de reeks con-

. · · · · · n -n-\ 
vergeert. Hiermeè is be;ve~en dat· lim n:e n bestaat. 

Noem· deze limiet C .. Dan is 

-1{. (2n)!! }
2 

= 
n (2n-1)!! 

-1 
lim n 

en. cJ.\lS. is volgens 7. 2. 34 ("i i) C= (2n) ~. Hiermee is be-
w.~.zen __ ,., 

.. ,.~ I 
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n: = n -n n e 12nn(l+o(l)), (n-+<:»). 

Dit wordt de formule van Stirling genoemd. 
Om meer informatie te krijgen over de term o(l) passen 
we 7.5.12 toe op f(x) :=log x. Zij 

8
2k 1 ~~ -2rn 

(2k 1) (2k) + 2rn 1 x B2rn(x-[x])dx. 

We vinden dan 

log(n!) • (n+~) log n- n + C + 
rn 

rn 

+ I 
k=l 

=;:-BT2kf-r=, nl-2k 
(2k-l) (2k) 

1 
- 2rn l•n -2rn 

x B2rn(x-[xl)dx. 

Uit de formule van Stirling volgt dat Crn=~log(2n) voor 

alle m. We hebben dan de volgende verscherping gevonden 

log(n!) • (n+~) log n- n + ~ log(2n) + 

rn-1 

+ I 
k=l 

8 2k 1-2k l-2rn 
(2k-l)(Zk) n + O(n ) voor n+•. 

De lezer kan zelf gemakkelijk nagaan hoe veel werk het is 
om door achtereenvolgende vermenigvuldigingen een getalals 
100! te bepalen. Passen we echter de verscherpte formule 
van Stirling toe met m=3 en laten we de 0-terrn weg dan is 
de fout in log(lOO!) kleiner dan 

1 (» -6 -13 6 B6 f 100 x dx < 10 

7 .6. Integralen :m.et een param.eter 

Naast het begrip limiet zelf hebben we begrippen bestu
deerd die op het limietbegrip rusten, nl. continurteit 
en differentieerbaarheid. In zekere zin berust ook inte
greerbaarheid (zie 7.2.16) op het limietbegrip. Eén van 
de voor de hand liggende vragen is of twee zulke limieten 
verwisseld mogen worden. Vragen van dit type hebben we 
o.a. gezien in 5.10.25, 5.6.11 en 6.5.5. In deze para
graaf zullen we ons bezig houden met het verwisselen van 
"lim" en f. 
7.6.1. STELLING. Zij (fn)nEN een rt-J op [a,b] integreer

bare begrensde funa~ies en neem aan dat f ~f aLs n~~, 
n 
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uniform op [a,b]. Dan is f op [a,b] integreerbaar en 

fb f(x)dx = lirn fb f (x)dx. 
a a n 

n+oo 

Bewijs. {i) Zij a>O, n>O. Er is een nEN zo dat voor 

alle xE[a,b] geldt lf(x)-fn(xll<~cr. Er is volgens 

7.2.13 een verdeling V:=[x 0 ,x1 , ... ,xn] van [a,b] 

zó dat de som van de lengten yan de deelinterval-
1 len [x. 

1
,x.J van V waarvoor !::.(f ;x. 

1
,x.)>':::"0

3 
is, 

~- ~ n L- 1 

kleiner dan nis. Als !::.(f ;x. 
1

,x. )<~3
1 

dan is n 1- 1. 

!::.(f;x. 
1

,x.)<o. Er is aan de voorwaarden van 7.2.13 
]. - ]. 

voldaan. Dus f is integreerbaar over [a,b]. 

(ii) Zij e>O. Er is een NEN zó dat voor alle n>N en 
. l 

voor alle xE[a,bl geldt I f (x) -f (x) I <c (b-a)- . 
n . 

Volgens 7.2.20 en 7.2.21 is 

IJ~ f(x)dx- f~ fn(x)dxl < fb if(x)-f (x) ldx < c voor n>N. a . n 

Daar e willekeurig· was is het gestelde bewezen. 

Een bijzonder geval van deze stelling kunnen we zo vaak 
toepassen·dat we het apart noemen: 

7.6.2. STELLING. Als voor alle nEN de functie u continu 
n 

ie op [a,b] en I:=l ~n(x) uniform convergeert op [a,'b] 

dan is f~ (/:~= 1 
. . b 

un(xl)dx= /:~= 1 fa_ un(x)dx. 

Bewijs. Voor iede·re NEN is I~=l un een continue en dus 

integreerbare functie op [a,b]. Het gestelde volgt dan 
uit 7. 6. l. 

,.-· 
VOORBEELDEN 

7.6.3. 

voor 

voor 

2 l 
·z'ij f : R+R gedefinieerd door f (x) : = nx sin 

. n .. . . . · . p nx 
x;;'O èn f. ( 0) :=0 (n=1, 2 ... ) . Volgens 6. 4 .15 geldt, . n . 
yE·f!, sin y =. y- \y2 sin(ayj met· 0<9<1. Dus geldt 

., ' 

i' .. • ., 2 l 
--::-\. = nx 1-x -n ...... · · ,. _ n 

l 1 
2 .. 2 

(nx) 

l 
=bi 

'!je 
•' . ' 

' ··~ 
)'. -

' '''· 
.',) 
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Hieruit volgt, met f(x):=x op R, dat f -+f ).lniform op R. 
n 

Uit 7.6.1 volgt dan lim J~ 
n+oo 

f (x)dx = \. 
n 

7.6.4. Om f1 
log(l-x) dx te bepalen gaan we als volgt te 

0 x 

werk. Ten eerste bestaat de integraal omdat de inte

grand op (0,1) continu is, lim log(l-x) = 71 en voor 
x+û x 

xtl geldt log(l-x) = 0((1-x)-\). (Zie 4.3.4 en 7.3.9.) 
x n-l 

Volgens 6.8.6 is de 

op [O,a) als O<a<l. 
reeks I~=l ~x~n~ uniform convergent 

We vinden, volgens 6.8.1 en 7.6.2 

f
a log (l-x) dx = fa [ I 
0 x - 0 n=l 

n-ll 
x n dx = - I 

n=l 

00 -2 l 2 
Daar Ln=l n convergeert met som 6 TI (7.5.10) is 

volgens 7.3.1 en de stelling van Abel (6.8.9) 

f
l log(l-x) dx = 
0 x [ 

00 

lim - L 
atl n=l 

n-l 
~~l = 

l 
6 

2 
n • 

Merk op dat I~=l x n niet uniform convergeert op [ 0,1) 

zodat we 7.6.2 niet rechtstreeks konden toepassen. 

OPGAVEN 

7.6.5. Bewijs dat 

deze integraal. Jo
l x+lxog

2 
(l-x) dx bestaat en bepaal 

I l l 00 7. 6, 6. Bepaal L 
0 n=O 

7.6.7. Als u ECi(La,b]) 
n 

voor ncN, u.n (a) convergent 

is en L~=l 

l:~=l un(x) 

u' (x) uniform convergent is op [a,b] dan is 
n 

convergent voor xE[a,b] end~ L~-l un{x) = 

= L~=l u~(x). Bewijs dit. 

Naast 7.6.1 en 7.6.2 zijn er nog vele stellingen betref
fende verwisseling van limiet en integratie waarin uni-
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ferme convergentie niet geëist wordt. Voor deze stelling
en zijn eenvoudige bewijzen pas mogelijk als we het inte
graalbegrip uitbreiden (Lebesgue-integraal, zie [20], 
[25]). We volstaan met enkele van deze stellingen te 
noemen. De geïnteresseerde lezer kan bijv. in [20] bewij
zen vinden. 

7.6.8. (Levi, Lebesgue). Als de rij (un)nEN op [a,b] in

tegreerbare functies monotoon convergeert naar een op 
[a,b] integreerbare functie u dan is 

lirn Jb u (x)dx = 
a n n+oo 

Jb u(x)dx. 
a 

7.6.9. (Arzelà). Als de rij (un)nEN op [a,b] integreer

bare functies uniform begrensd is op [a,b] en conver
geert naar een integreerbare functie u op [a,b] dan is 

lirn Jb u (x)dx = Jb u(x)dx. 
a n a n+oo 

We zullen nog enkele voorbeelden behandelen waaruit men 
enig idee kan krijgen hoe te handelen als géén van de 
beschikbare stellingen een ver~isseling van limieten 
rechtvaardigt. 

VOORBEELDEN 

.;,, 

., 
'-~' n .:;,. 

,) ', ' 

-" ' . xn -~ rJ' ' 
7.6.10. Zij fn:R-+R gedefinieerd door fn(x):=n(e -1-xn ) .. !,· .• ·, 

_" 
Door de substitutie t=nexn vinden we met 

n+l; -n foo -fn (x) . 
n! = ·. n. . e -oo e dx. Vo,lgens 6. 4. 15 

=~x 2eexn-~ met 0<8<1 en dus .is lirn f (x) = 
n n+oo 

7.3.17 

geldt f (x)~ 
n 

2 l;zx • Volgens 

f
oo -l;x2 ro--

7. 3. 20 is .e dX = v 2n •. _We hebben dus een tweede 
-oo 

bewijs voor de in 7.5.16 bewezen formule van Stirling 
als we kunnen aantonen dat 

f
oo -f (x) 

lim e n dx 
n-+oo -"" f ~ [ = lim 

-co Il +<» 

We 'tonen dit aan voo.r de integraal over [O,co) en laten 
lÎ'êt (Volkom~n atl~loge) ·stuk (-<x>,O] aan de lezer oVer. 

''' ' 
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oo xk 1-l;k 
Daar volgens 6.4.16 geldt fn(x) = I k! n is op 

k=2 
[O,oo) voor iedere x de rij (fn(x))nEN dalend met limiet 

L 2 , ' 0 E , [ 0 ) d J oo -\x 2 1 ~x . Z~J E:> • r 15 een aE ,oo zo at a e dx < 3c 

J
oo -fn (x) 1 

en dan is dus ook e dx < 3~ voor alle nEN. Om-
a 

dat de rijfnop [O,aJ monotoon is (puntsgewijs), iedere 

fn continu is en ook de limietfunctie continu is, is 

volgens 5.6.12 (Dini) de rij (fn)nEN op [O,a] uniform 

convergent. Er is dus een NEN zó dat voor alle n>N 
geldt 

J
a -f (x) _ Ja

0 
l"e n dx 

l; 2 1 
e- x dx I < 3 o (volgens 7. 6 .1) . 

V 

Dan is 

7.6.11. 

dan is 

-f (x) 
e n dx -J: < c voor n>N. 

(Hardy). Als \oo a een convergente reeks is Ln=O n 

J: [e-x 
oo n 00 

J: 
n 00 

I a ;..jdx I 
-x x I = a e -dx = a . 

n=O n n. n=O n n! 
n=O n 

Om dit te bewijzen merken we op dat a =0 ( 1) , (n-+<»), 
n 

n ,00 x 'f Dus is Ln-O annT un1 orm convergent op [ 0 ,A] als A>O 

volgens 6.8.6. Volgens 7.6.2 geldt 

rA 
00 n 00 

rA 
n 

-x I x I -x x 
(e a -, )dx = a e -dx = 

n=û 
n n. " n n! 

' u n=u . 0 

00 ro a r I I n -x n 
= a n! 

e x dx, 
n=O 

n n=O A 
00 a 

J: dus bewijzen dat lim I n -x xndx 0 • We moeten n! 
e = 

A~ro n=O 
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Merk dat f~ 
-x n op e x dx 

Dan is 

m a I: l: n -x n 
n! 

e x dx ~ 
n=O 

oo An 
-A L = e s 

n n! 
n~o 

n Am 
n!e -A l: ~ 

m! 
0 

m~o 

00 
-A 

l: (sn- 5 n+l) e 
n=O 

369 

m 

Zij l: sk := 
n=k 

n Am 
l: m! 

~ 

m~o 

Zij e>O. Er is een NEN zo dat voor n>N geldt lsnl<~ 

(omdat l:~~o an convergent is) o Zij M:~sup{ lsnll n,O}o 

Ie
-A oo An -A N An 

Dan is l: s -, I 5 Me l: - + l,o < o als A 
n=O n n. n=O n! 

voldoende groot is. Hiermee is het gestelde bewezen. 

OPGAVEN 

a 
n 

7.6.12. Bepaal J~ e-xcos(ax)dx door cos(ax) in een. Taylor

reeks te ontwikkelen. Ga door directe integratie na 
voor welke waarden van a ?et resultaat geldig is. 

7.6.13. (Fejér). Latenfen g -continue functies zijn g~
definieerd op R en zij g periodiek met periode 1 
(d.w.z. VxER [g(x+l)·=g(x) ]) . Definieer voor nEN, kEN, 

l::s:k::;:n 

0
0 

__ Jk/n 

(h1)/n 
en 

· · k/n 
J (n) :~ ·J 

k ·. (k-1)/n 

f(x)g(nx)dx 

k 
f(-)g(nx)dxo . n 

n 
(i) Bewijs dat lim. L IIk(n)-Jk(n) I ~ Oo 

n+co k=l 

1 
(ii) Bewijs dat lim f

0 
f(x)g(nx)dx = 

n~oo 

= <ft f(x)dx)<Jt g(x)dx): 

7 0 6 0 1 4 0 Bepaal r: e :_
1 

dx o 

0 

1
.· 

. . . . 
!'ff .,,;, 
~~ 

' 'j 
·~·· ":' 

... 1 
. ··~ 

_L, 

'..' •• ;-: 
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We beschouwen nu integralen die van een parameter t af
hangen. Zij TCR en f:[a,b]xT~R. Laat voor iedere tET de 
functie gegeven door f(x,t) continu zijn op [a,b]. Dan 

bestaat de integraal Jb f(x,t)dx voor iedere tET, d.w.z. 
a 

F (t) .·-- fb 
a 

f(x,t)dx is een functie op T gedefinieerd. 

Meestal zullen we voor T een interval nemen. In de tot 
nu toe behandelde speciale gevallen was T=N. We gaan 
•.:Teer na of het integreren met limietbepaling kan worden 
verwisseld. 

7.6.15. STELLING. Zij f:[a,b]xT~R een functie zo dat voor 
iedere tET door f(x,t) een continue functie op [a,b] is 
gegeven. Zij .t:[a,b]-+R, AZ.s ' een verdichtingapunt van T 
is en 

"oo l6>0 VxE[a,b] VtET [(O<It-TI< 6 )~(1f(x,t)-t(x)l<<l], 

d.w.z. lim f(x,t} = t(x) uniform in x op [a,b]~ dan is 
t~T 

lim Jb f(x,t)dx = fb t(x)dx. 
t+< a a 

Bewijs. Uit het gegeven volgt evenals in 5.6.11 dat ook 
i continu is op [a,b] dus integreerbaar over [a,b]. Zij 

s>O. Kies 6>0 zo dat op [a,bl geldt lf(x,t)-t(x) I'' (b-a)-l 

als O<lt-TI<6. Dan is IJ~ f(x,t)dx- f~ t(x)dxl < ' als 

O<lt-<l<ó waarmee het gestelde bewezen is. 

7.6~16. VOORBEELD. Zij f: [a,b]x[c,d]+R een continue 
b functie. Dan is door F(t) := f f(x,t)dx een continue 
a 

functie op [c,d] gedefinieerd. Immers de integraal be
staat en als ,E[c,d], t(x)=f(x,<) dan is aan de voor
waarden van 7.6.15 voldaan omdat [a,b]x[c,d] compact in 
R2 is en dus f uniform continu op deze rechthoek (5.7.7). 

7.6.17. STELLING. Zfj f:[a,b]x[c,d]-+R een continue functie 
af 

en zij voor iedere tE[c,d] door ay{x,t) een continue 

functie op [a,b] bepaald. Als 
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en als F op [c,d] is gedefinieerd door F(y) 
dan geldt voor iedere tE[c,d] 

:= Jb f (x,y)dx 
a 

F' (t) = fb aaf (x, t)dx. 
a Y 

Bewijs. Op grond van de continuïteit van de integranden 
bestaan alle beschouwde integralen. Zij tE[c,dJ, 
t+hE[c,d]. Dan is 

F(t+h)-F(t) = fb 
h a 

-1 . fb af h {f(x,t+h)-f(x,t))dx = --(x,t+eh)dx 
a ay 

waarin volgens 6.4.2 geldt 0<6<1 (8 afhankelijk van x, 
ten h). Zij E>O. Kies ó>O zo dat op [a,b] geldt 
ar af I -1 I la-y(x,t 1 )- ay(x,t2 ) <db-a) als t 1 -t2 l<ó. 

Dan is als I h I < ó 

IJ~ :~(x,t+Sh)dx- f~ :~(x,t)dxl < e 

waarmee het gestelde bewezen is. 

7.6.18. VOORBEELD. We willen I := f 1 
. 0 

log ( l+x) 
2 

l+X 
F(y) := 

dx bepalen. 

Daartoe definiëren we, voor ·O::s:ys:2, 
. • 1 

: = f log ( l;xx) dx. Daar de partiële afgeleide van de 
0 l+x 

integrand naar y, die we k,unnen schrijven als 
x+y · f t" · 2 + 2 2 un~ arm con 1nu 1s op 

(1+y ) (l+xy) (l+y ) (l+x ) 
I • , , 

[0,.1]><[0,2] is aan alle voorwaarden van 7.6.17 voldaan. 
oUs .. iS· 

1 
. p·• (y) - f { - + 

- 0 (l+y 2 ) (l+xy). 

log(l+y) + ~log2 + TI . 'i = - 4 
l+y 2 1+y 2 l+y 

2 

Daar F(O)=O vólgt nu uit 7.2.32 

I =F(l) = f~ TI TI F' (y) dy = -r + - log 2 + log 2, 8 ' ä 

--•:· 

' (, . 

' l 

,,, ',. 
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Hoewel 7.6.15 en 7.6.i7 nuttig zijn hebben we er niet 
genoeg aan omdat de meeste voor de praktijk interessante 
integralen over het interval (O,oo) handelen. Daar bij de 
bewijzen van 7.6.15 en 7.6.17 gebruik is gemaakt van 
7.2.4 zullen we voor oneigenlijke integralen anders te 
werk moeten gaan. We zullen ons beperken tot integralen 
over een interval (a,=}. Als het gaat om oneigenlijke 
integralen over een eindig interval gelden analoge defi
nities en stellingen. De lezer kan deze zelf vinden na 
bèstuderiny Vaü het volgende. ~·:e will8n de bc'.·:ijzen van 
de generalisaties van 7.6.15 en 7.6.17 terugbrengen tot 

deze stellingen. Daartoe moeten we van stukken J~ f(x,y)dx 

af zien te komen. Daartoe de volgende definitie. 

7.6.19. DEFINITIE. Zij TCR en f:[a,oo)xT~R. Als voo~ iedere 

tET de integraal J: f(x,t)dx bestaat en bovendien 

dan zeggen we dat J: f(x,t)dx unifoPm aonvePgee~t op T. 

We kunnen nu 7.6.15 generaliseren. 

7.6.20. STELLING. Zij f:[a,oo)xT~R. Als Voo~ iedePe b>a 
op [a,b] aan de voorwaaPden van 7.6.15 is voldaan en als 

Joo f(x,t)dx op T uniform convergeert dan is 
a 

lim r: 
t+T 

f(x,t)dx = foo 2(x)dx. 
a 

Bewijs. Zij s>O. Er is een AER zo dat voor alle b>A, 

alle c>b en alle tET geldt IJ~ f(x,t)dxl <~·Bij iedere 

ben c kunnen we volgens de voorwaarden van 7.6.15 t 
. -1 

z6 kiezen dat op [b,c] geldt lf(x,t)-2(x) l<'>dc-b) . 

Dan is, voor c>b>A, IJ~ l!.(x)dxl < E. 

Daar E willekeurig was bestaat s: t(x)dx volgens 4.1.16. 

dat I f~ t(x)dxl < ~El Zij t=:
1

>0 (willekeurig). Kies b z6 

1 
< -

3 en IJ~ f(x,t)dxl 

is er een ó>O zo dat 

El voor alle tET. Volgens 7.6.15 

IJ~ f(x,t)dx- f~ 2(x)dxl <~El 

als D<lt-rl<é. Dan is, als D<lt-rl<é, lfoo f(x,t)dx + 
a 
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- J: t(x)dxl < e1 en daar e1 willekeurig was is het ge
stelde bewezen. 

Evenzo geldt als generalisatie van 7.6.17 

7.6.21. STELLING. Zij f:[a,oo)x[c,d]+R. Als 

(i) voor iedere b>a aan de voorwaarden van 7.6.17 
voldaan 1.-s~ 

(ii) F(y) := J: f(x,y)dx eonvergeert voor yE[c,d]" 

(i i i) Joo a,f(x,t)dx un"form t t d d " convergeer op c:::; :s: , an 
a Y 

geldt voor tE[c,d] 

F' (t) = r a 
3f -(x,t)dx. 
ay 

Bewijs. Voor nEN is op c=s:t.s:d door u (t) := Ja+n 
1 

f(x,t)dx 
n a+n-

een continue functie gedefinieerd (volgens 7.6.16). 
. Ja+n af Volgens 7.6.17 1.s u' (t) = + 1 -;;-(x,t)dx als tE[c,d] 

n a n- ay 
en ook u' is continu. Volgens gegeven (ii) geldt 

11 

F(y) = I~=l un{y). Volgens gegeven ·(iii) is de reeks 

L~=l u~(t) op c=s:t:s:d uniform convergent met som 

J
oo Of · · 
a -ay(x,t)dx. Het gestelde is nu een gevolg van 7.6.7. 

De lezer ga zelf na dat we 7.6.21 ook op de manier van 
7.6.20 hadden kunnen bewijzen. 

7.6.22. VOORBEELD. Voor t;:-:Q definiëren we F'"(t) := 

:= J~ e-tx si~ x dx. De integraal bestaat voor t=O 

volgens 7. 3.13 en voor t>O. oP grond van 7. 3. 8. Zoals 
gev1oonlijk definiëren we dat de ·integrand 1 is als x=O. 
Zij b>O en T:=[O,l]. Daar de integrand uniform continu 

sin x 
is op ·[O,b]x[0,1] ·ist met ~(x) := 1 T:=O, aan de x 
voorwaarden van 7. 6. 15 v.oldaan op [ 0" b J voor iedere 
b>O. (Dit is. ook direct, 'in te zien daar 

1 e -tx Si~ x- si~ x I s t. als x> 0.) Volgens 7. 6. 20 geldt 

lim 
t+.O 

-tx e sin 
x 

x dX sin 
x 

x dx ( *) 

_( 

·~· 

' .', 

.. ' ' 

' .d, 

·--:i 
"•Jt 

-~ 
', ' ' ' 

.'i , . ._2 
n 
J c 
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als we nog kunnen aantonen dat J: 8 -tx 

convergeert op T. Zij t:>O. Als b>4E: 

I I: e -tx sin x dxl I Im I: e(-t+i)x 

x 

= ~-e-tx(co's x+ t 

x(1+t 2 ) 

= 

sin x)l ""_ ('""' 
.J b ) b 

2 !00 

-2 4 ~ b + 2 b x dx = b < e, 

waarmee (*) bewezen is. 

x 

-1 

dxl 

7.6 

sin x dx uniform 
x 

dan is 

= 

Op dit zelfde voorbeeld passen we 7.6.21 toe. Zij t 0>0. 
Definieer T 1 :=[~t 0 ,2toJ. Als b>O is de functie gegeven 

-tx door - e sin x uniform continu op [0,b]xT 1 . Verder 

J
oo -tx 

is I b e sin x dxl 
-1 -tb -1 -\t b 

< t e < 2t 0 e 0 < e als 

b voldoende groot is. Aan alle voorwaarden van 7.6.21 
is voldaan. We vinden dus 

- JOOD F'(t) = 
0 

-t x 
e 0 sin x dx 

2 -1 
= -(l+t

0 
) voor t

0
>0. 

Daar lim F(t) = 0 (ga na) is voor t>O nu bewezen 
t+oo 

F(t) =\TI- arctan t (6.3.5 h). Volgens (•) is nu be
wezen 

sin x dx = 
x lirn 

t+O 
(!;TI - arctan t) 

7.6.23. OPGAVE. Bepaal op analoge wijze 

= ~TI. 

I: ~e:_-_x_~..:e=---2_x dx 

door op F(t) I
"" -tx -2x 

:= 
0 

~e--~~;e ___ dx de stellingen 7.6.20 

en 7.6.21 toe te passen. 

Met behulp van de stellingen en methoden van deze para
graaf zijn we nu in staat een belangrijke functie te be
studeren, te weten de gammafunctie gedefinieerd door: 
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Joo -t x-1 
7.6.24. DEFINITIE. r(x) :~ Oe t dt (X>O). 

375 

Volgens 7.3.8 en 7.3.9 bestaat de integraal in 7.6.24 
voor x>O (voor O<x<l is de integraal ook bij t=O oneigen
lijk). 

7.6.25. STELLING. Voor x>1 geZdt 

r(x) ~ (x-1)r(x-1). 

Bewijs. Dit volgt door één keer partieel integreren 
van de integraal in 7.6.24. 

7.6.26. STELLING. De gammafunctie is continu op (Q,oo), 
Bewijs. Zij O<a<b. Voor asxsb geldt: · 

-t x-1 -t a-1 
0 < e t se t als O<tsl, 

0 < e-ttx-l s e-ttb-l als t~l. 

Daar J1 -t a-1 
0 

e t dt en Joo -t b-1 
1 e t dt bestaan is 

Jooo -t x-1 e t dt uniform convergent op asxsb. Als O<c<d dan 

-t x-1 
is door e t een uniform continue functie gegeven 
op { {t,x)! cstsd, asxsb}. Aan de voorwaarden van 7.6.20 
is vóldaan dus is de. gammafunctie continu op [a,b]. 
Daar a en b willekeurig waren is de stelling bewezen. 

Uit 7.3.17 en 7.6.25 volgt dat r(n)~(n-1): voor nEN. De 
gammafunctie is dus een continue generalisatie van de 
faculteit: 

7.6.27. STELLING. Voor x>O geldt 

J
"" -t x-1 r • (x) ·~ 
0 

e t log t dt. 

Bewijs .. :Voor iedere x 0 >0 kunnen we r (x) weer beschouwen 
op een deelinterval van (O,c:c) bijv. ~x 0 ~x~2x 0 . Precies 
als .. ,in 7. 6. ,26 tonen we de uniforme convergentie van 

J~ ~-t t"- 1 log t dt aan. 

U 't 7.6.21 daar e-t tx- 1 logt De bewering volgt dan ... 
cont.inU is op {(t,x)l t>O,·x>O}. 

Ook· dê ·volgende stelling is een mooie toepassing van de 
metho~en V{_aa.r,-aan deze paragraaf gewijd is. 

7.6.28 .. STELLING. Voor x>O ç;ddt 

' ' 

-~-

•: "·-
~!11 

. ~i: 
;.< ' 

•• •• 1 ·" 

',' ':.. 
·:i:--:_·:; 

'-' .. > 
. J ' 
.; ' 

':.:·.·-., ,,, 

'. ·~ 
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r(x) ~ lim 
x 

n •n! 
x(x+l) (x+2) · · · (x+n) 

Bewijs. We gebruiken 4.3.29. Door 6.4.2 toe te passen 

Dus is 

x n 
- -) vinden we voor O<t~n: 

n 

n 
t, 1 

- -, I n 

2 et et 1 ~ = e --p 
n 

et n-1 - -) 
n 

= 

als n-+"" (x vast}. Dus geldt r (x) = lirn ~~ (l -
n-~oo 

waarna het gestelde volgt door n keer partieel inte
greren van deze integraal. 

Merk op dat de limiet in 7.6.28 bestaat voor alle xEC 
behalve x=O, x=-1, x=-2, .... We kunnen dus zo de gamma
functie definiëren voor alle complexe getallen behalve 
a, -1, -2, .... Zie verder 8.6.13. 

7.6.29. OPGAVE. (VerdubbelingsformuZe). Bewijs dat 

-~ 2x-l 
r(2x) = n 2 r(x)r(x+'.;) (x>O) • 

We kunnen 7.6.28 door de logarithme te beschouwen schrij
ven als 

n 
log r(x) = lirn{x log n- log x- E log(l+:)) = 

n-+oo k=l 

n 
= lim{- log x- E 

n~oo k=l 

x x (log(l + -) - -) + k k 
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n -1 - x( I k - log n) J = 
k=1 

00 

= - log x - yx - I (log ( 1 + ~) - ~) 
k=1 k k 

waarbij we gebruiken dat log(l + ~) - ~ = O(k- 2 ) om in 
k k 

te zien dat de reeks convergeert. 
Als (a ) N een rij positieve getallen is dan hebben we n nE 
het product van de eerste n termen van deze rij aangege-

n 
ven met nk=l ak. Afspraak: als dit product een positieVe 

limiet heeft voor n~oo spreken we van een convergent 
oneindig product. 

7.6.30. STELLING. Voop x>O ge~dt 

xr (x) 
-yx = e n 

k=1 

Bewijs. Dit volgt uit de hierboven afgeleide betrekking 
voor logT (x). 

Als laatste ·toepassing van stellingen uit deze paragraaf 
op de gaffimafunctie nog 

7.6.31. STELLING. Voop x>O ge~dt 

r'(x) -1 
=-x -y+x 

r (x) 
1 I 

k=1 
k(x+k) 

Bewijs. op ieder interval [O,a] is de reeks r~=l k(~+k) 
een uniform convergente reeks continue functies. Het 
gestelde .. ··iS· dqs, een toepassing van 7. 6. 7 op de voor 
7.6.30 il.fgèleide reeks voor log r(x). 

7. 6. 32. GE;VOLG. r.• ( 1) = j~ e-t log t dt. = -y. 

7.6.33. OPGAVE. (i) Bewijs qat de gammafunctie logarith
misch convex is op (O,co)·. 

. 2 
(i i) Bepaal mèt behulp van 7. 5.16 J 1 log r (x) dx. 

We hebben ons tot nu toe vri·jwel steeds beperkt tot inte-
·'' ' 

'·'' ~ 
·~ 

' ? 
:";; 
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gralen van reële functies. Voor een complexe functie van 
een reële variabele kan men het reële deel en het imagi
naire deel apart behandelen. We zullen nu één voorbeeld 
behandelen waarin een complexe functie voorkomt, niet 
alleen als voorbeeld maar ook vanwege het grote belang 
van de integraal in de analyse. We beschouwen een inte
greerbare reële functie f en beschouwen dan 

F(s) := f~ e-stf(t)dt 

voor die SEC waarvoor de integraal convergeert (als zulke 
s er zijn). F heet Laplace-integraal of Laplaas-getrans
formeerde van f en wordt ook wel aangegeven met lf. · 

7.6.34. STELLING. Als I: -s t 
[e 0 f(t) [dt convergeert dan is 

f
~ 

-st 

0 
[e f(t) [dt convergent voor alle smet Re s ~ Re s 0 • 

Bewijs. Zij Re s ::::Re s 0 . Zij E>O. Er is een AER zo 

dat voor A<p<q geldt [e 
0 

f(tl[dt< '·Dan is ook f
q -s t 

p 

f
q -s t 

= [e 0 f(t)[ 
p 

-(s-s )t 
[e 0 [dt < 

f
q -s t 

< [e 0 f(t)[dt 
p 

< e als A<p<q. 

De integraal J~ le-stf(t) ldt is Qus uniform convergent 

op {sEC[ Re s , Re s 0 }. 

Uit 7.6.34 volgt dat de Laplace-integraal absoluut con
vergeert in een halfvlak of voor alle sEC of nergens. 

7.6.35. STELLING. Als I: e-s0 tf(t)dt convergeert dan is 

f ""' -st door F(s) := 
0 

e f(t)dt een holomorfe functie gedefini-

eerd op {sEC[ Re s > Re s 0 ). 

f
t -s T 

BeWijs. Zij o(t) := Oe O f(T)dT. Volgens 7. 2. 30 is 
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~ contin',l"en daar lim Ht) bestaat is 1~1 begrensd. Zij 
t~oo 

M:=sup{l~(t) I I t"O}. Door partiële integratie vinden we 
(voor a>O): 

Iao e-stf(t)dt 
-(s-s ) t -s t 

e 0 e 0 f(t)dt = 

-(s-s )t :la ja

0 
= e 

0 
Ht)Jo + (s-s 0 ) 

-(s-s )t 
e 0 ~(t)dt. 

Daar l~(tli<M voor alle t is 1: -(s-s )t 
Ie 0 Ht) ldt con-

vergent als Re s >Re s 0 en daar ~(0)=0 is 

J
oo -st !ooO 

hiermee be
-(s-s )t 

e 0 ~(t)dt wezen (door a~oo): 
0 

e f(t)dt = (s-s
0

) 

voor Re s >Re s 0 . Hieruit volgt o.a. dat de Laplace
integraal convergeert in een halfvlak of overal of nergens. 

f
oo -st · 

Zij ~(s) := - 0 e tf(t)dt. We zullen nu bewijzen dat 

F' (s)=~(s). Door partiële integratie van W vinden we: 

!
oo -(s-s )t 

~(s) = 
0 

e 0 ~(t)dt- !
oo -(s-s )t 

(s-s
0

) 
0

,e 0 to(t)dt. 

Zij <==>(Re s- Re s 0 ). Dan geldt voor lhl<<. 

F( hl ( ) joo -(s-solt -ht 
D(h) := s\ -F s - ~(s) = 

0 
e (e -1)~(t)dt + 

-ht 
Ie h -1 + tl 

volgt dar\ 

~(s-s )t -ht 
e , o ~(t) {e h -1 

+ lhlt 
3! + .. ·l 

+ t}dt. 

ID(h) I ~·MI hl (J~ te-<tdt + ls-s0 ! f~ t 2e-<tdt) = 

.1· 

' !· r, ·. 
,f' 

·. 

I· .' 
.i: .. < 
' .. 

'' ,,, 
',' ·~. 
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= O(lhl) = o(l) als lhi+O waarmee het gestelde be
wezen is. 

We merken nog op 

is dat F(n) (s) = 
dat met volledige inductie te bewijzen 

n Joo -st n (-l) 0 e t f(t)dt. We gaan niet 

verder in op de theorie van de Laplace-integraal. Een 
zeer uitgebreide verhandeling is [5]. 

7.6.36. OPGAVE. Druk de Laplace getransformeerde van f 1 

uit in die van f. 

7.7. Meervoudige integralen 

We kunnen het in§ 7.2 voor begrensde functies van één 
variabele ingevoerde integraalbegrip generaliseren tot 
functies van meer variabelen met vrijwel dezelfde defi
nities. We zullen dit kort schetsen. Daarbij beperken we 
ons gemakshalve tot functies van twee variabelen waarmee 
de theorie helemaal te illustreren is. We beperken ons 
tot een functie f:B~R waarin B:={ (x,y)ER2

1 a~x~b, c~y~d} 
een rechthoek in R2 is. We nemen weer aan dat f begrensd 
is op B. De generalisaties van 7.2.1 t/rn 7.2.7 liggen 
voor de hand. Een verdeling V:=Cx 0 ,x 1 , ... ,xn;y0 ,y 1 , ..• ,ymJ 

vanBis bepaald door a=x
0

<x 1 < ... <xn=b en c=y
0

<y
1

< ... <ym=d. 

Hierdoor denken we ons B verdeeld in nm rechthoeken. We 
definiëren 

n m 

I 
i=l 

I 
j=l 

(x.-x. l) (y.-y. l) ' 
l. 1,- J J-

'sup{f(x,y)l x. 1 ~x~x., y. 1 ~y~y.} 1.- l. J- J 

en noemen dit weer de bovensom van f bij V. 

Evenals in 7.2.2 wordt f
8 

f(x,y)dxdy gedefinieerd als 

het infimum van Svf over alle verdelingen. Op analoge 

wijze wordt f f(x,y)dxdy gedefinieerd en daarna noemen 
_B 

we f integreerbaar over B als onder- en bovenintegraal 

gelijk zijn. In plaats van f8 f(x,y)dxdy ~chrijft men ook 

b d 
wel JJ 8 f(x,y)dxdy en ook fa fc f(x,y)dxdy. Het aanvullen 

van de details van verdere generalisaties laten we aan de 
lezer over. we gaan direct over op een generalisatie van 
7.2.25. Daartoe is eerst een definitie nodig. Hierin zal 
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met "rechthoek 11 steeds een verzameling van het type 
{ (x,y)ER2 j a~x::;s, ysysO} bedoeld zijn. 

381 

7.7.1. DEFINITIE. Als voor iedere e>O de verzameling AcR 2 
bevat is in de vereniging van eindig veel rechthoeken 
waarvan de som Van de oppervlakten <s is dan heet A een 
nulverzameling in R2. 

7.7.2. VOORBEELD. Zij fEC([O,l]), Dan is de grafiek van f, 
{ {x,y)ER2 j Q::;x::a, y=f(x)}, een nulverzameling. Immers, 
als s>O is er volgens 7.2.25 en 7.2.12 een verdeling 
V:=Cx

0
,X

1
, ... ,xn] van [a,b] met Svf~svf<s. Dan is de 

grafiek bevat in ur: 
1 

{ (x,y) I x. 
1

::>:x:s:x., rn,::;y::;;.M,} waar-
1.= 1- 1 1 1 

in rn. resp. M. het infimum resp. supremurn van f op 
' ' [x. 
1

,x. J zijn. De som van de oppervlakten van deze n ,_ ' 
rechthoeken is Svf-svf. 

We kunnen nu 7.2.25 als volgt generaliseren: 

7.7.3. STELLING. Als f een begrensde functie is op 
B:={ (x,y) I a~x~b, c~y~d} en f is op B continu met uit
zondering van de punten van een nulverzameling dan is f 
integreerbaar over B. 

Bewijs. Zij o>O • . Zij M:=sup{ lf(x,y) 11 (x,y)EB}. Zij 0 
de oppervlakte van B=(b-a) (d-e). We kunnen de _verzame
ling punten waar f niet continu is opsluiten in A, een 
vereniging van rechthoeken waarvan de som van de opper-

vlakten < \ c M-l is. Op B\Ä is f uniform continu vol
gens 5.5.9 en 5.7.7. Er is dus een 6>0 zo dat 

lf(<,n)-f(a,~)l<~co- 1 als 1<-ol<ó en ln-~l<ó en zowel 
(a,S) als (S,n) in B\Ä ligt. Kies nu a=x

0
<x

1
< ••• <xn=b 

·en c=y
0

<y
1

<.- .. <ym=d zo dat xi-Xi""'l<è (i=l, ... ,n) en 

y.-y. 
1

<6- (j=l, ... ,m) en zo dat de resulterende verde-
J r 

1ing Van B in rechthoeken alle_ begrenzende lijnen van 
de rechthoeken van A bevat. Voor deze verdeling van V 
geldt 

Evenals 
over B. 
precies 

in 7.2.12 v-olgt hieruit dat f integreerbaar is 
(N.B. Merk op dat de redenering in dit bewijs 
dezelfde.is als in 7.2.25!) 

We willen nu ook integr~len definiëren van functies ge
~efinieerd op; een beg~ensde _Verzameling A. Dit gaat a~s 
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volgt: Als ACR2 , f :A-+R, B een rechthoek .en B::>A dan defi
niëren we g:B-+R door g(x,y) :=f(x,y) als (x,y)EA en 
g(x,y):=O als (x,y)EB\A. Als g integreerbaar is over B 

dan definiëren we JA f(x,y)dxdy := J
8 

g(x,y)dxdy. Is AcR' 

een begrensde verzameling waarvan de rand een nulverza
meling is en f continu op A dan is volgens 7.7.3 f inte
greerbaar over A. 
we noemen nog één generalisatie. 

7.7.4. STELLING. Zii B de rechthoek ( (x,y) I a<x<b, c<y<d) 
en f begrensd en in~egreerbaar op B. Dan is er bij iedere 
t>O een 6>0 zo dat voor iedere verdeling 
V:=Cx 0 ,x1 , ••• ,xn; y 0 ,y1 , .•. ,yrnJ met 

max{x.-x. 
1

1 lsisn}<ö en 
1 1-

rnax{yj-yj-11 l.sj=:;m}<ó en voor iedere keuze van 

,
1

,t; 2 , •.• ,~;: en n
1

,n
2

, ••• ,n met x. 1 s~;:.sx. (i=l,2, •.• ,n) n m 1.- 1. 1. 

en y. 
1
sn.sy. (j=l,2, ... ,rn) geldt 

J- J J 

n m 
I I I 
i=l j=1 

(x. -x. 
1

) (y . -y . 
1

) f ('. , o . ) 
~ ~- J ]- ~ J - f~ f~ f(x,y)dxdyl <c. 

Bewijs. 7.7.5. 

7.7.5. OPGAVE. Bewijs stelling 7.7.4 door het bewijS van 
7.2.16 op voor de hand liggende rnanier te generaliseren. 

Hoewel we de meeste details aan de lezer hebben over
gelaten zal nu duidelijk zijn dat de theorie van de 
integralen van functies van 2 variabelen helemaal paral
lel loopt met wat we in § 7. 2 hebben geda.an tot het 
punt waar we de integralen willen bepalen. Stellingen 
als 7.2.30 en 7.2.31 laten zich niet zo gemakkelijk 
generaliseren. We zullen nu bewijzen dat het bepalen 
van integralen van functies van meer variabelen kan 
wor9en teruggebracht tot het bepalen van een aantal inte
gralen van functies van één variabele. 

7.7.6. STELLING. Als f begrensd is en integreerbaar over 
àe rechthoek B:={ (x,y) I as:x.:;b, c::;y::;d} dan ie 

f~ f~ f(x,y)dxdy = f~ (f~ f(x,y)dy)dx. 

Bewijs. Zij I := Jb Jd f(x,y)dxdy. Zij c>O. Er is een 
a c 

verdeling V:=Cx 0 ,x1 , ... ,xn; y 0 ,y1 , ... ,ym] van B zo dat 

I-c<svf=::;Svf<I+s. Zij M .. :=sup{f(x,y)l x. 1=::;xsx., y. 1sysy.}, 
1] 1- 1 )- J 



7. 7 MEERVOUDIGE INTEGRALEN 383 

(i=l, ••• ,n; 
dan geldt : 

j=l, ... ,m). Als x. 1 s~.sx. ~- 1. 1 
(i=l,2, •.. ,n) 

Dus is 

n 
I 

i=l 

rn 
I 

j=l 

rn 
I 

j=l 

(x.-x. 1 ) 
1 1-

en hieruit volgt 

-b -d 
f (f f(x,y)dy)dx < I+E. a c 

Even. zo bewijst men 

Jb (Jd f(x,y)dy)dx , I-E. _a _c 

Daar 

fb (Jd f(x,y)dy)dx 
_a -C 

< J~ ()~ f(x,y)dy)dx 

en ~ willekeurig was is hiermee aangetoond dat 

fb (fd f(x,y)dy)dx bestaat en gelijk is aan I. a c 

Als voor'iedere xe[a~b] de integraal J~ f(x,y)dy bestaat 

kunnen We in 7.7.6 in plaats van ]~ook J~ schrijven. Op 

preçies dezelfde manier beWijst men dat J~ J~ f(x,y)dxdy = 

= Jd (Jb f(x,y)dx)dy als fb f(x,y)dx bestaat voor alle c a a 
yE[C,d]. We noemen dit herhaalde integPalen. We bepalen 
dus dubbelintegralen door op herhaalde integralen over 
tè gaan.· 
We hebben hiermee aangetoond dat als f begrensd en inte
g.re~rbaar is en de volgende i;ntegralen bestaan geldt 

> ... ·' 
··,~ ··,,, 

· .. ~-

.1 ·.' 

' ,, :: 
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J b (Jd f(x,y)dy)dx = Jd (Jb f( )d )d x,y x y. a c c a 

Dit wordt de s~elling van Fubini genoemd. 

VOORBEELDEN 

7.7.7. f~ jci xexyäxdy = f~ (f~ xexydy)ax = f~ (ex~l)dx = 

= ex-x]~ = e-2. 

7. 7.8. Om de oppervlakte van de cirkel C:=( (x,y)] x2+:( 2 <1} 
te bepalen definiëren we fop B:=( (x,y) I ]x]<1, ]y]<ll 
door f(x,y):=l als x2+y2$l en f(x,y)=O als x2+y2>1 
(dus fis de karakteristieke functie van C). 
Daar de rand van C volgens 7.7.2 {de vereniging van 
twee nulverzamelingen is een nulverzameling:) een nul-

verzameling is bestaat j
8 

f(x 1 y)dxdy. Volgens 7.7.6 is 

0 := JB f(x,y)dxdy = J:.1 u:.1 f(x,y)dy)dx = 

c h-x2 

( = 
rf_h-x2 

1dy)dx = 2 ( 1-x2 ) !; dx = 

= 4 J~ (1-x 2 ) ~dx = 4x(1-x 2 )~~ + 4 f~ 2 2 -!; x ( 1-x ) dx 

= 4 J~ 2 -!; (1-x ) dx - 4 f~ (I-x2 ) l;dx = 

= 4 arcsin 1 - 0 

dus 0=1r. 

J 
n ( ,l;n . sin y ) 7.7.9. OPGAVE. Bepaal 
0 

Jo s~n(x+y)e dy dx. 

Men kan nu ook oneigenlijke integralen definiëren voor 
functies van meer variaÇelen. De methode ligt weer voor 

= 

de hand. We geven het alleen aan voor een oneindig gebied. 

7.7.10. DEFINITIE. AZs Jb Jd f(x,y)dxdy bestaat voor aZZe 
a c 

b>a en alle d>c en als voor IER geldt 
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"oo 3AER vb>A vd>A CII-J~ f~ f(x,y)dxdyl <cl 

dan definiëren we: 

Joo Joo f(x,y)dxdy = I. 
a c · 

In andere gevallen zijn de definities analoog. 
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-x2-y2 
7.7.11. VOORBEELD. Zij f(x,y) :=e voor x~O, y~O. Dan 

is 

f~ f~ f(x,y)dxdy = J~ (J~ e-x
2
-y

2
dy)dx = 

= (J~ e-x
2
dx) (J~ e-y

2
dy) + : 

als a~w èn S+oo, volgens 7.3.20. Dus is volgens 7.7.10 

J~ f~ e-x?-y
2
dxdy = ~ n. Zelfs zonder 7.3.20 kunnen we 

Joo
0 

fooo -x2 -y2 concluderen.dat e dxdy bestaat en gelijk is 

(J
oo -t2 )2 
0 e dt . 

We gaan ·riu niet verder in op de theorie van oneigenlijke 
meervoudige integralen. Indien men meer wil weten hier
over zie bijv. [16], [25]. · 
Om een idee te krijgen van de moeilijkheden die zich 
voordoen kan men proberen de volgende opgave te maken. 

7.7.12. OPGAVE. Bewijs dat de manipulaties met meervou
dige en herhaalde integralen in het volgende bewijs 
geoorloofd zijn: Volgens 7.3.8 en 7.3.9 bestaat voor 
O<a<l · 

I: 
-a ~ -o rr J I(a) V 

dv fo ~+v. 0 e-wdw dv := = = 
l+v 

= I: -,lr 
~+v . 0 

e-t(l+v) (l+v)dt)dv = 

= r: e-t u: V -oe -tv dvJ1Jt = 

= r e-tto-ltr u~o:e-udu):Jt = 
0 . 0 

i 
'• ) 

! 
' 
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= r(a)r(l-a) volgens 7.6.24 

Ook bij meervoudige integralen is er een eenvoudige regel 
voor de overgang op nieuwe variabelen zoals in 7.1.9. 
Een volledig bewijs hiervan is zo lang dat we e~ van af 
zien het te geven. We noemen alleen de stelling. 

7.7.13. STELLING. Laten G1cR2 en G2cR2 gebieden 2ijn 
lJaarvan de randen nulverzamelingen zijnJ F:G 1 -+-G2 een één
é~nduidige afbeE:. Z.ding van G 1 op G 2 met ccntinu.e. partiële 
afgeleiden. Zij F gegeven door 

V(u,v)EG! [(x,y):=F(u,v):=(f 1 (u,v),f 2 (u,v))]. 

Zij ~:G 2 +R integreerbaar over G2 . Dan geldt: 

a(f 1 ,f2 ) 
JGi ~(x,y)dxdy = JG

1 
~(f 1 (u,v),f 2 (u,v))[a(u,v) [dudv. 

Voor een bewijs zie bijv. [16]. 

7.7.14. VOORBEELD. We kunnen de integraal van 7.7.8 nu 
ook berekenen met behulp van poolcoÖrdinaten (r,~) 
waarin x =·r cos~, y = r sin* en O~rsl, Os~S2H~ Nemen 
we G1 :=((rd)ER2 [ O<r<l, 0<~<2n} en G2 :={(x,y)ER2 [ 
O<x 2+y 2<1}\{ (x,y)eR2 I O<x<1, y=O} en ~=1 dan is aan de 
voorwaarden van 7.7.13 voldaan. Daar een integraal niet 
van waarde verandert als aan het gebied een nulverza
meling wordt toegevoegd of een nulverzameling wordt 
weggelaten vinden we met behulp van 7.7.13 voor de op
pervlakte 0 van de cirkel 

0 = J dxdy ~ f la(x,y)[drd~ = f rdrd~ = 
G2 

Gr a (r,~) Gl 

= I: [r J:" a.jar = n • 

7.8. Fourierreeksen 

In deze paragraaf beschouwen we periodieke functies met 
periode 2n. We zullen de functies steeds op hét interval 
[-n,n) gegeven denken en verder gedefinieerd door de eis 
van periodiciteit. We zullen alleen functies beschouwen 
die op [-n,nJ integreerbaar zijn. Deze functies vormen 
een vectorruimte (7.2.9, 3.14.3). Deze noemen we P(-n,n). 
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7.8.1. DEFINITIE. Alsfen g twee periodieke functies 
met periode 2v zijn die integreerbaar zijn over [-v,v] 
dan definiëren we 

(f,g) := J:, f(t)g(t)dt 

en 

llfll := (f,f)~ 
Het is eenvoudig in te zien dat ( , -) in de vectorruimte ., 
P(-n,rr) een inwendig product is (zie 3.17.1). Als we ons 
beperken tot continue functies kunnen we deze verzameling 
ook in verband brengen met § 5.2. 
Zij CP([-n,TI]) :=C{[-n,n])nP(-n,n). Definieer in CP([-'!r,n]) 
een afstand door d(f,g) :=if-gll. Dan is (CP([-,,,]) ,d) j 
een metrische ruimte ( 7. 8. 2) . ._ 

7.8.2. OPGAVE. Bewijs dat door d(f,g) :=llf-gll in CP([-,,,]) 
een metriek is gedefinieerd. 
Laat ook zien dat Uf-gU in P(-n,n) geen metriek is. 

7.8.3. DEFINITIE. Een rij (if!n)nEN in P(-TI,TI) heet een 

orthonormaaZ. stelsel als ($k,$t)=Ok.l'... 

Deze definitie stemt over~en met 3.17.19 voor vectorruim
ten. 

7.8.4. De rij (2:rr)-~, n-~ cos x, n-!:i sin x, 11-~ cos 2x, 

11-~ sin 2x, ... is een orthonormaat stelsel in P(-1T,1T}. 

f" -1 Bewijs. (i) _, (2n) dx = 1, 

-1 
n (cos 

-1 2 
rr (sin nx) dx = 

f" . -1 2 2 = ~ " {(cos nx) +(sin nx) )dx = 1. 

(ii) 

(iii) 

2 

2 

2 

-, 

f" -\ -1 inx 2 n e dx -, 

Daar 

cos nx sin rnx = 

cos nx cos rnx = 

sin nx si.n rnx = 

sin(n+rn)x - sin(n-m)x, 

cos(n+m)x + cds(n-m)x, 

cos(n-m)x cos (n+m).x 

cos nx) = 
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en J" -n 
ik x 

e dx = 0 als kEZ\{0} zijn alle overige 

inwendige producten 0. 

We kunnen nu de in 3.17.26 bewezen ongeLijkheid van BesseL 
generaliseren. 

7.8.5. STELLING. Als (!J!n)nEN een orthonormaal stelsel in 

p(-TI:n) is dan geldt 

I~=l (f.~klz < <f,fl. 

Bewijs. ZijnEN, (0'. 1 ,a 2 , •.. ,an)ERn, dan is 

n 
(f - I 

+ 

k=l 

n 2 
I "k = 

k=l 
(f,f) -

n 
(f,f) - 2 I 

k=l 

n n 
I I 

k=l k=l 

Deze uitdrukking is minimaal als ak=(f,~k) voor 

;:>: 0. 

We zien dat 

ten hoogste 

alle partiële sommen van 

(f,f) zijn. Daar de reeks uit 

niet-negatieve termen bestaat is de reeks convergent 
met een som ~(f,f). 

7.8.6. GEVOLG. Voor fEP{-n,rr) en voor ieder orthonormaal 
stelsel (~ ) N geldt lim(f,4 )=0. 

n ~ n 
n~m 

We leiden hieruit een stelling af die we later nodig zul
len hebben. 

7.8.7, STELLING. (Riemann-Lebesgue). Als f beg~ensd en 
integreerbaar is over [a,bJ dan is 

lim Jb f(t)sin((n+,)t)dt = 0. 
a 

n~oo 

Bewijs. we mogen aannemen dat -n~a~b~n daar dit anders 
door substitutie te bereiken is. Alsweg op [-~,nJ 
definiëren door g(x} :=f(x) als a~x~b en g(x)=O als 
xE[-n,a)u(b,nJ dan volgt het gestelde uit 7.8.4 en 
7.8.6. Immers 



7.8 FOURIERREEKSEN 389 

J~ f(t)sin[(n+;)tldt = J~rr {g(t)cos(;t)}sin(nt)dt + 

+ J~rr {g(t)sin(;t)}cos(nt)dt. 

7.8.8. OPGAVE. Zij f begrensd en integreerbaar op [a,b]. 

Bewijs dat lim 
x+oo 

Het ligt nu voor de hand om te vragen of iedere functie 
in P(-n,TI) is te schrijven als "oneindige lineaire combi
natie" van de functies van het stelsel 7.8.4 (denk aan 
het begrip "basis 11 uit hoofdstuk 3). Evenzo kan men vra
gen of voor fEP(-n,n) kan worden aangetoond dat 
,00 2 
Lk=l (f,~k) = (f,f). 

Een andere zich opdringende vraag is of functies uit 
P ( -n, rr) "goed 11 benaderd kunnen worden door eindige line
aire combinaties van elementen van het stelsel 7.8.4. 
Met deze vragen zullen we ons in de rest van deze para
graaf bezighouden. Om een idee te krijgen hoe we een 
functie uit P(-n,n) in de 11 basis-elementen" kunnen uit
drukken gaan we uit van een functie f die al in deze 
vorm is gegeven •. We stellen voorlopig een te zware eis 
om een gemakkelijk begin te hebben. 

7.8.9. STELLI~G. Zij (<j>n)nEN een orthonor-maaZ stelsel in 

P(-n,Tr) 

met som 

en zij 'i'"" 
1 

c "' (x) uniform Ln= n '+'n aanvergent op t-n,TI] 

f(x), Dan is VOOY' nEN 

= (f.~n). 

Bewijs. Volgens 7.6.1 is fEP(-rr,rr) en geldt 

J~rr f(x)~k(x)dx = I 
n=l 

J" c ~ (x) ~k(x)dx = ck. -TI n n 

Samen met 7. 8. ~- rechtvaardigt dit de volgende definitie. 

7.8.10. DEFINITIE. Als fEP(-n,n) dan definiëren we de rij 
aO,al,a2, ... en de rij bl'~2'"' dOor 

-1 f' f(x)cos'(nx)dx (n=O,l,2, ... ), a :-::; 1T 
n -n 

b 
-}, f" f('x)sin(nx)dx ·(n=l,2, ... ). : = 1T .. n .. ;,1T 

' -i 
"· . ' '~ '. 
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We noemen de getallen an en bn de Fouriercoëfficiënten 

van f, We geven dit in het vervolg aan met 

I (a cos(nx)+b sin(nx)). 
n=l n n 

Het rechterlid heet de Fourier-reeks van f. 

Het is duidelijk dat we graag "=" i.p.v. "~" zouden 
schrijven en·nu dus zullen pogen te bewijzen àat Uit 
geoorloofd is. Niet voor alle elementen van P(-n,n) is 
dit waar. We zullen een deelverzameling beschouwen waar
voor het bewijs niet moeilijk is. 

7.8.11. DEFINITIE. Als fEP(-n,n) en CER dan zeggen we 
dat f in ~ voldoet aan de Dirichlet-condities als 

(i) f(C+O) en f(<-0) bestaan, 

(ii) 1im f(C+h)-f(~+O) en 1im f(C+h)-f(C-O) bestaan. 
h>O h h+O h 

7.8.12. STELLING. Als fEP(-n,n) en als fin 
Dirichlet-aondities dan is de Fourier-reeks 

f(<+O)+f(<-0) 
2 convergent met som 

.;: vo Z.doet aan 
van f in .;: 

Bewijs. Zij SN(S) := l;a 0 + I~= 1 (ancos(n<)+bnsin(n<)). 

Dan geldt op grond van de definitie van de Fourier
coëfficiënten 

-1 
=rr 

-1 = rr 

-1 
= rr 

-1 
= n 

c 
r rr-" 

N 

( " + I 
n=l 

N 
(l; + I 

n=l 

(\ + 

cos(ns)cos(nx)+sin(ns)sin(nx)}f(x)dx= 

cos(nx-ns)}f(x)dx = 

N 

I cos(ny)}f(y+<)dy = 
J_ll_l; n=l 

c N 
( ~ + I cos(ny)}f(y+s)dy, 

n=1 

(de laatste overgang op grond van de periodiciteit van 
de integrand). We schrijven deze integraal als een in
tegraal over [-1T,0]+ een integraal over [0,1T] waarna 
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we 

we 

in de eerste y door -y 

1; + L~= 1 cos (ny) = \; + 

vervangen. Verder gebruiken 
Re ,N einy = sin[(N+1;)yl 

Ln=1 2sin(1;y) 
Het resultaat is 

= ,-1 J
0

' sin[(N+1;)yl 8N(~) 2sin(\;y) {f(~+y)+f(~-y)}dy. 

Daar dit ook geldt als f(x)=l op (-n,n) en wel met 
SN(~)=l vinden we hieruit 

met 

g(y) 

f(~+O)+f(l;-0) = 
2 

,-
1 J~ sin[ (N+1;)ylg(y)dy 

:= 1;y {f(~+y)-f(~+O) + 
sinlhl y 

fls-yl-fls-o> 
y } • 

Daar g integreerbaar is over [a,n] voor O<a~n en 
lim g(a) bestaat op grond van de Dirichlet-condities, 
a+O 
is g integreerbaar over [O,n]. Het gestelde volgt uit 
7.8.7. 

VOORBEELDEN 

7.8.13. Zij f(x) :=x voor -n~x<n, f periodiek met periode 

2n. Daar f oneven is, is ak = n-l f~TI f(x)cos(kx)dx = 0. 

Voor kEN geldt 

-1 ' -1 k-1 
bk = n f_• xsin(kx)dx = 2k (-1) . 

De functie f voldoet overal aan de Dirichlet-condities. 
Dus. geldt 

I 
k=1 

sin(kx) = 
k 

~x voor -n<x<n. 

Voor x=+n is de som van de Fourier-reeks 0 op grond 
van 7.8~12 (zie ook 4.5.27). 

7.8~14. Zij f{x) :=x2 voor jxjsn, f periodiek met periode 
2'11'. Daar f ·continu is en 6véral rechts- en linksdif
terentieerbaar is aan Qe Dirichlet~condities voldaan. 
Daq.:ç · f ,·~ven is komen in de _Foqrier-reeks geen sinus
termen voor .. Door twee keer partieel integreren vinden . ' ' ' 
we 

I 
·I 
' • 
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-1 J:. 2 4k- 2 (-1)k ak = n x cos(kx)dx = voor k;::l en 

-1 J:, x 2dx 
2 2 Dus is ao = n = n 3 . 

00 

x2 1 2 4 I ( -1) k cos (kx) = 3 n + voor -n::;:x:;;n. 
k=1 k2 

7.8.15. Zij E gedefinieerd door f(O)=f(n) :=0, f(x) l 
:= 

4 
1 

voor O<x<n 1 f (x) := - 4 TT voor -1T<X<O, f periodiek met 

2n. Overal is aan de Dirichlet-condities voldaan en 
voor alle x geldt f(x)=\(f(x+O)+f(x-0)}. Daar f oneven 
is komen in de Fourier-reeks geen cosinustermen voor. 
We vinden 

-1 n frr bk = rr f_rr f(x)sin(kx)dx = ~ 0 sin(kx)dx = 

Dus geldt 

00 

I 
n=O 

sin( (2n+l)x) = 4n voor O<x<n. 
2n+l 

n 

Uit 5.6.11 volgt dat de reeks niet uniform convergeert. 
We gaan nader op deze reeks in. Zij 

n-1 
== I 

k=O 

sin( (2k+1)x) 
2k+l 

Dan is S' (x)= 'i'n-l cos((2k+l)x) = ~in~ 2 nx) voor O<X<TI. 
n Lk=O s~n x 

Daar S' (n/2n)=O en S' positief is op (0,TI/2n) en nega
n 

t 'e-'= ~ ~ ee- ~c'"''h+-.".,...""'mg"""i rHT u.::~n 1T /2n .0. "- .1...11 ~~ .L ._ •• ._._..._...,.,. -•-••::;~ •-•· ''I ·- in 1r,/2n 
een lokaal maximum. Dit maximum is 

n-1 

= ' I ~ 
sin ( (k+\) "-1 

n en dit is een Riemann-
k=O (k+l;)"

n -1 
som voor de functie gegeven door t sin t 
behorende bij een verdeling van [O,nJ in n 
delen. Hieruit volgt met 7.2.16 

op [O,n], 
gelijke 
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lim S (n/2n) 
n 

n~oo 

FOURIERREEKSEN 

f n -1 
= ; 0 t sin t dt. 

We zien hieruit nog eens dat de reeks niet uniform 
convergeert omdat 

sin t 1 . 
dt 'i' 4 n (Zle 7.6.22) dus 

393 

lim sup(IS (x)-f(x) I I O<x<n}'f'O. Dit wordt het verschijn
n 

sel van Gibbs genoemd. 

7.8.16. Zij f(x) :=cos(~x) voor -wsxsn, f periodiek met 
periode.2n en laat a niet geheel zijn. Aan de Dirichlet
condities is weer voldaan. We vinden 

~-1 f' -1 a =" cos(ax)dx = 2(nn) sin(na), 0 -n 

a = 
k 

Dus is 

cos(ax) 

-1 f' 2n 0 cos(ax)cos(kx)dx 

= sin(nc:t) 
na 

2o:sin(Tio:) 
+ I 

k=1 

= 

Door substitutie van x=O ~inden we 

sin na. = 
1 

- 2a 
a 

(-1) k 
2 2·. 

k -a 

2a.sin(na.) 

cos (kx) voor 

We hebben in 7.8.15. gezien dat de partiële sommen van de 
Pourier-reeks.van de in dat voorbeeld beschouwde functie 
voor geen enkele ·n een "goede" benadering van f (x) voor 
O<x<n zijn~ Dit betekent echter niet dat f(x) niet goed 
te benad.eren zou zijn .door een lin~aire combinatie van.· 
si'nusterme!h en cosinusterm~n. We zUllen een ui tdr.ukk·ing 

van de. vorm T(x) := c0 + /:~=l (ckcos (kx)+dksin(kx)} een 

--trigonometrisah polynoom noeinen', We bewijzen nu een ana
logon 'Van 5. 8.10. 

7.8':17,. S.TELLING. (Approximatiestelling van Weierstrass). 
Al:s ':f'E$'C·P·([-·tr,Tr-J) ·en e'>O dan is er een trigonom"e-trisah 
potynoom 'T zodat'iixE:R CIT(x)-f(x) !<d. . ·. ··.· 

···-) 
-;l-'1 
"~ 

' . ' 
·J. 

_,)· 

"' 
:·'1 

'l"' 

');:i", 
':l'' 

/·-.7~: 
:R 

- '" ' I 
• .. ~, ,' 
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Bewijs. Vanwege de periodiciteit kunnen we ons tot 
[-~,n] beperken. We beperken ons eerst tot even functies. 
Als f even is dan is er volgens 5.8.5. een polynoom P 
zo dat op [-1,1] geldt lf(arccos t)-P(t) l<c. Door hier
int • cos x te substitueren vinden we, omdat f even is, 
lf(x)-P(cos x) l<c voor -n<X$n (66k: voor xER). 
Als volgende stap beschouwen we fECP([-n,n]) en schrij
ven f(x) sin x= f 1 (x) sin x+ f 2 (x) met f 1 (x):= 
:=~(f(x)+f(-x)) en f 2 (x) :=~sin x (f(x)-f(-x)). De func
Lit::s f 1 en f 2 zijn even en periodiek met periode 21r~ 

We hebben al aangetoond dat f 1 en f 2 uniform benaderd 
kunnen worden door trigonometrische polynomen 1 dus ook 
f(x) sin x. Als fECP([-n,n]) en g(x) :=f(;- x) dan is 

ook gECP([-n,nJ). Als lg(x) sin x - T 1 (x) I < c voor 
xER waarin T1 een trigonometrisch polynoom is dan is 
I f(x) cos x - T 1 (~ - x) I < c voor xER en T 1 (~ - x) is 

ook een trigonometrisch polynoom. Nu is aangetoond dat 
als fECP([-n,n]) zowel f(x) sin x als f(x) cos x uniform 
benaderd kunnen worden door trigonometrische polynomen. 
Dan ook f(x) (sin x) 2 en f(x)(cos x) 2 en dus ook f(x). 

Hieruit volgt de generalisatie van 3.17.22. 

7.8.18. STELLING. (Parseva-Z.): Al.s fECP([-rr,Tr]) en 
ao,al,a2 , .•. resp. b 1 ,b 2 , ... zijn de Fourier-coëfficiënten 
van f dan geldt 

I 
k=1 

-1 J n = n -n 

Bewijs. Neem in 7.8.5 voor (~n)nEN het stelsel 7.8.4. 

Volgens 7.8.17 kunnen de getall~n a 1 ,a 2 , ... uit het be

wijs van 7.8.5 zó gekozen worden dat llf - I~=l a.k~kll < e: 

(voor voldoende groten). Dus lim I~. 1 (f,~ki 2 
= (f,f). 

n+oo 

Met 7.8.1 en 7.8.10 volgt nu het gestelde. 

Merk op dat uit 7.8.17 volgt dat in de metrische ruimLe 
(CP([-n,Tr]),d) de verzameling trigonometrische polynomen 
overal dicht ligt. De oplettende lezer mag op dit punt 
verward zijn en zich afvragen hoe hij deze uniforme be
nadering kan rijmen met het verschijnsel van Gibbs en het 
feit dat in 7.8.5 is aangetoond dat de afstand van f tot 
een trigonometrische polynoom minimaal is als voor het 
polynoom een partiële som van de Fourier-reeks wordt ge
nomen~ De oplossing is zeer eenvoudig. In 7.8.5 is de af-
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standddie van 7.8.2. In 7.8.17 gaat het om de ons al 
langer bekende functie 

dl (f,g) := sup( lf (x)-g(x) 11 -n<l<Sn). 

Het is niet moeilijk in te zien dat als d 1 (f,g) klein is 
d(f,g) klein zal zijn maar niet omgekeerd: Dit heeft o.a. 
tot gevolg dat de afsluiting van de verzameling trigono
metrische polynomen t.o.v. d in P(-n,n) meer bevat dan 
CP([-n,n]). Anders gezegd: de voorwaarde fECP([-n,n]) in 
7.8.18 is niet noodzakelijk. 

Voor een diepgaande behandeling van Fourier-reeksen ver
wijzen wij haar [28]. 

7 .9. Differentiaalvergelijkingen 

In de eerste paragraaf van dit hoofdstuk is het probleem 
bij gege'vén f een functie F te bepalen zo dat F'=f be
handeld. In 7.2.31 hebben we gezien dat dit voor iedere 
continue functie mogelijk is. Uit 6.4.3 weten we dat de 
functieFop een constante na bepaald is (zie§ 7.1). We 
beschouwen nu een soortgelijk maar veel moeilijker pro-

bleem. Zij F:Rn+ 2 ~R. Gevraagd wordt een functie y die n 
keer differentieerbaar iS op een verzameling V en zó dat 

VxEV [F(x,y,y' ,y 11
, ••• ',y(n)):;:;Q]. Dit wordt een differ~nti

aalvergelijking van de orde n genoemd. Eén van de belang
rijkste toepassingen van de analyse in de physica, de 
techniek en ook in vele takken van de wiskunde is de theo
rie van de differentiaalvergelijkingen. Veel er van be
rUst op'ondeiwerpen die we in dit hoofdstuk hebben be~ 
handeld. Men noemt het oplossen van een differentiaalver
gelijki.ng o.ok w.el integreren van de vergelijking. We 
hebben uj.:t 'dit orrtva:ngr fjk gehied een keuze gemaakt otn de 
sam,.IJhang met .andere onderwerpen uit dit boek te illu
streren. peze.keuze is min of meer willekeurig en dele
zer dient d~ze paragraaf dan ·ook te beschouwen als een 
kort~ inleiding in het onderwerp. Voor een grondige be
handeling' verwij zen we naar standaardwerken als [ 17 J. 
We hebben ons beperkt tot functies- van één variabele (op 
een .enkel vo·orbeeld na)1. Me:'n spreekt dan van gewone.'.
diffëren:'tiaa-lvergelijkingen in tegenstelling tot par'tiële 
d·if::Ëéren-tia:alvergel ijk-ingen. Als men naast 

F ('x ;y, y' ., ... , y (n) ) =0 nOg genoeg andere voorwaarden aan y 
oplegt· iS' er géén of precieis één oplossing. Voor een 
spe'.piiaal .geval nl .. een ·differ.~ntdiaalvergelijking v:an de 
e~12.$t~· _:pr-de zullen we <i i t n,u aantonen. We .nemen aan dat 
d!> .\Pcigelijl<ing gegev<;n is in de vorm y'=F(x,y) en her
irtneten -.in dit v~rband aan de impliciete. functiestelling 
'" 6.6). 

'". 

i 
···I ,, 

' ' •' 

, .~ 
'· ., 

·: '~ 
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7. 9. l. STELLING. 
er een getal M>O 

V V xE[a,b] y 1ER 

INTEGRAALREKENING 7.9 

(Picard). Zij F:[a,b]xR+R continu. Als 
is zo dat 

VY2ER liF(x,yl)-F(x,y2JI<MIYI-Y2Il, 

als xoE[a,bJ, YoER_, dan is .er p11ecies één functie y:[a,bl+R 
met de eigenschappen 

(i) y' (x)=F(x,y(x)) voor a:::;xsb" 

(ii) y(xol=Yo· 

Bewijs. We zullen de existentie van de functie y weer 
aantonen met behulp van de stelling van Banach (5.2.17). 
(Eigenlijk is de stelling van Banach een generalisatie 
van het oorspronkelijke idee van Picard.) Zij a>M. Zij 
R:=C{[a,b]), Definieer 

-a I x-xo l1 I vfER vgER [d"(f,g) :=sup{e f(x)-g(x) I a<x<b)]. 

Dan is (R,d ) een metrische ruimte. (Ga dit na!) We 
a 

hebben de afstandfunctie do al eerder bestudeerd (5.2.5). 
De door d en do geÏnduceerde topologieën zijn dezelfde. 

a 
(Ga ook dit na!) Volgens 5.2.16 is dus (R,d) een vol

a 
ledige metrische ruimte. Definieer nu $:R+R door 

<l>(f) (x) := y
0 

+ Jx F(t,f(t))dt. 
xo 

Dan is voor fER,gER 

da(<l>(f) ,<l>(g)) = 

= sup{ e -a I x-xO 11 Jx {F(t,f(t))-F(t,g(t))}dtl I asxsb) s 
xo 

s sup{Me-olx-xoll ( lf(t)-g(t) ldtll asxsb) < 
0 

. -a lx-x_l 
s suptMe · u· 

< M/o d (f,g). 
a 

Dus is $ een contractie op R. Volgens 5.2.17 is er pre
cies één functie yER met <l>(y)=y, d.w.z. y(xol=<i>(y) (x 0 )= 
=y 0 en (volgens 7.2.31) y'{x)=F(x,y(x)). Hiermee is de 
stelling bewezen. 
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De in 7.9.1 aan F gestelde voorwaarde noemt men een 
Lipschitz-voorwaarde. 

OPGAVEN 
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7.9.2. De vergelijking y'=xy met beginvoorwaarde y(O)=l 
kan worden opgelost door evenals in 7.1.7 de vergelij
king o~ een andere manier te schrijven nl. als -•x 'x2 (ye )'=0 waarna uit 6.4.3 volgt dat y(x)=e . Toon 
aan dat deze oplossing ook volgt door de rij functies 
(yn)nEN te beschouwen gedefinieerd door y 1 (x)=l en 

Yn+ 1 (x) := 1 + J~ tyn(t)dt (d.w.z. via 7.9.1 en 5.2.17). 

7.9.3. Zij voldaan aan de voorwaarden van 7.9.1. Defini
eer. de rij functies 

:= Yo + f x ( F(t,yn t))dt. xo 

·(i) Bewijs dat voor a:5x::>b geldt: er is een C zo dat 

(ii) Bewijs hiermee stellirig 7.9.1. 

We demonstreren nu aan de hand van enige voorbeelden 
enkele methoden om differentiaalvergelijkingen van de 
eerste orde op te lossen. 

VOORBEELDEN 

7.9.4. Zij .y een differentieerQare functie die als volgt 
beschreven is: y(O)=!; als xs het snijpunt is van de 

x-as en de raaklijn in (Xo' ,y (x 0 )) aan d.e grafiek van y 
dan is x~.:..x 0~1 voor iedere k€uze van x

0
. We willen y 

bepalen. De genoemde rëi.-aklijri is de gt'afiek van de 
functie gegeven door y=y (x 0 ) .. .+y 1 (x 0 ) (K-Xo) • Dus is 
xs':x

0
=-y(x

0
)/y' (x

0
). Hieruit volgt dat y(x) voor alle 

x p.osi.tief is-- en y 1 (x) /y (x) =..:.1 voor alle x. Door onbe

paald integreren vinqenwe U:L9) J y(\) y' (x)dx = 
::;: 'log y (X) . Ei is düs· een constante C zo dat log y (x) = 

='i-x + è. Daar y(O)=l is c='o, d.w.z. y(x) =e-x op R. 

' '• ' 
'.;} 

(i 

:} 
\l 
.7) 

J." r 
: :.~H .,, 
', .; 

' 

. . 
·s 
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Op precies dezelfde manier kunnen we alle differentiaal
vergelijkingen behandelen die zijn terug te brengen 
tot de vorm g'(y(x))·y'(x)=~(x). Met de na 7.1.11 ge
maakte afspraken is de integratie te schrijven als 
(g' (y)dy=j~(x)dx (denk aan de in inleiding van§ 7.1 ge
maakte afspraken!). Dit procédé heet scheiding van 
variabe Zen. 

7.9.5. De differentiaalvergelijking xy' - (x+l)y = sin x 
kunnen we oplossen door eerst een functie u t:e bepalen 
waarvoor xu'-(x+l)u=O. Door scheiding van variabelen 

vinden we u'/u=l+x- 1 waaruit we als oplossing o.a. 

( ) x . d D . ( -1 -x )' -2 -x . u x =xe v1n en. an 1s x e y = x e s1n x waar-
mee het probleem tot § 7.1 teruggebracht is. (We hebben 
in dit voorbeeld de gebruikelijke slordige notatie 
overgenomen. Functies en functiewaarden treden in een 
vergelijking op. Zolang geen verwarring mogelijk is, 
is er niet zo veel bezwaar tegen deze compacte schrijf
wijze.) 

7.9.6. We hebben tot nu steeds differentiaalvergelijking
en van het type y•=F(x,y) besproken. Men spreekt dan 
ook wel van een richtingsveZd omdat in ieder punt van 
R2 waardoor een grafiek van een oplossing gaat de 
richting van de raaklijn is voorgeschreven. Soms kan 
men iets over de oplossingen van een differenti~alver
gelijking te weten komen door dit richtingsveld te 

schetsen. Is bijvoorbeeld gegeven: y•=-xy- 1 voor alle x, 
y(x)>O voor alle x dan geeft figuur 32 een schets van 
het richtingsveld. 
De figuur doet ons vermoeden dat de grafieken van op
lossingen halve cirkels zijn. Dit is inderdaad het ge
val omdat (y 2 ) '=2yy•=-2x dus y 2+x 2=C. In de theorie van 
de differentiaalvergelijkingen gaat men meestal nogal 
slordig met het woord 11 functie 11 om. Zo wordt voor het 
hier behandelde voorbeeld vaak gezegd: "De oplossing 

·van de differentiaalvergelijking yy'=-x is een stelsel 
cirkels. 11 De bedoeling is echter meestal duidelijk. 

7.9.7. Als F:R2~R een differentieerbare functie is dan 
kunnen we volgens 6.6.1 uit F(x,y)=C en y(x 0 )=y 0 de 

fûnctie y bepalen in een omgeving van x 0 als ;~(x 0 ,y 0 )~0. 
l 6 5 0 ld d aF 'aF o l d . "l Va gens .• 1 ge t an ax + y ay = • As e part1e e 

afgeleiden van de tweede orde continu zijn is volgens 

6.5.5 a!:~= a~:~ in een omgeving van (x 0 ,y 0 ) van R2 . 

Omgekeerd kunnen we nu different~aalvergelijkingen be-
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Figuur 32 

schouwen van het type P(x,y)+Q(x,y)y'=O waarin aP = aQ ay ax 
. . b , f . F t . d t aF aF en pro_ eren een unct1e e Vln en me äX = P, ay = Q. 

vergelijkingen van d~t type noemen we e$acte differenti
aaZve-r[j·elijkingen. Beschouw de functie F gedefinieerd 

·.in· eel}. omgev·ing van (xo,Yo) door 

VolgenS 7. 2. 31 en 7. 6.17 ge·ldt in een omgeving van 
(xu,Yb) 

aF P(x,y0 ) r aQ P(,r,y0 ) - = + -a-(X,T)dT = + 
a x l< . 

Yo 

r aP P(x,y) + 8(X,T)dT = 
Yo 

·y 

,; 
'! 

I . 

' .. , .· 

.·. 
' 

., 
i': I ï 
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en~~= Q(x,y). We kunnen dan de differentiaalvergelij

king oplossen door y te bepalen uit F(x,y)=C. Is bij
voorbeeld y voor x>l gedefinieerd en 2xy+(x2-3y2)y'=O 
dan is dit een exacte differentiaalvergelijking. We 
vinden op de hierboven beschreven wijze F(x,y)=x2y-y3+C, 
dus is x~y-y3 een constante functie. Is ook nog een 
beginvoorwaarde gegeven bijvoorbeeld y{2)=3 dan vinden 
we de functie y door de vergelijking y3-x2y-15=0 op te 
lossen (în een oingeving van (2,3)) zoals in 6.6.1 be
schreven is. 

OPGAVEN 

7.9.8. Bepaal y als y(0)=-2 en y'=(x+1) (y+1). 

7.9.9. Bepaal y als y(O)=l en (x2+1)y'+xy=x(x 2+1)\. 

7.9.10. Bepaal y als y(O)=l en y'+xy+xy2=0. 

7.9.11. Als y gedefinieerd is op (-1,1), y(0)=1 en 
3 2 

(y + 2 x )+(x+y)y'=O bepaal dan y. 

We beschouwen nu differentiaalvergelijkingen van hogere 
orde en wel de zogenaamde homogene lineaire differenti
aalvergelijkingen van de orde n met constante coëfficiën
ten. Dit zijn vergelijk~ngen van het type 

y (n) + 
n-1 
I 

k=O 

a Y(k) 
k = 0 met akEC (k=0,1, .•. ,n-1). 

Om de belangrijkste stelling hierover te bewijzen hebben 
we enkele eenvoudige algebraïsche eigenschappen nodig. 

Is Peen polynoom van de graad n, P(x) = L~=O a~x~ met 

a,EC ('=O,l, .•• ,n) en is P
1 

een polynoom zo dat P
1 

(À)fO 

en P(x)=(x-À)kP 1 (x) dan noemen we À een k-voudig nulpunt 

van P. We zien dat als À een k-voudig nulpunt is P(j) {À)=O ,n ' ,_j 
voor j=a·,1, ... ,k-1, d.w.z. L~=j a 1 (j)À = 0. Na deze 

voorbereiding bewijzen we 

7.9.12. STELLING. Als a 1EC (i=O,l, ... ,n-1) dan vormen de 

oplossingen van de differentiaalvergel-ijking 

n-1 

I = 0 ( *) 
,=0 
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een vectorruimte van dimensie n over c. (De oplossingen 
zijn aomplexe functies op R.) 

Bewijs. (i) Dat we met een vectorruimte te maken hebben 
is een direct gevolg van 6.3.1. 

(ii) Laat À een k-voudig nulpunt ZlJTI van P waarin 
n ,n-1 t .. 

P(x) := x + Lt=O atx • Dan bllJkt als Q een poly-

noom van de graad k-1 is, dat y(t)=eÀtQ(t) een 
oplossing van (*) is. Immers met a :=1 is 

n 

n 
atDt (eHQ (t)) 

n t 
(t)Q(j) (t)Àt-jeH I = I at I 

t=O t=O j=O J 

H 
n 

Q(j)(t)( 
n 

at (~)Àt-j) = e I I 
j=O t=j 

= 

= 0 

(j) ,n t t-j 
omdat Q (t)=O als j>k terwijl Lt=jat(j)À. =0 als 

(i i i) 

j~k-1. Zijn À
1

,À
2

, ... ,Àv de nulpunten van P waar

bij À. een k.-voudig nulpunt is (i=l,2, ... ,v) dan 
l l 

is I~=l k 1=n. (8.5.2). Het stels~l functies gege

À. t 
ven door· e 1 trn (l:s;i;:;:;v, Q:s;rn:Sk.-1) bestaat dus uit 

l 

n functies die oplossingen van (*) zijn. Ook ie
dere lineaire combinatie van deze functies is een 
oplossing van (*).Uit het verschillende gedrag 
van de functies voor t~~ zien we dat de functies 
lineair onafhankelijk zijn. (Ga dit na!) Hiermee 
is aang~toond dat de oplossingen van (*) een 
vect~rruimte van dimensie ~n vormen. 

·om tenslotte ·te bewijzen dat de dimensie van de 
vectorruimte n is gebruiken we volledige inductie. 
Voor n=l is de bewering .triviaal omdat y'+ay=O 

impliceert (eaty) ',.;::::0, dus volgens 6. 4.3 y=Ce -at 
waarin c~ een constante is. Om de inductiestap te 
bewijzen. beschouwen een nulpunt À van P. Defini-

. ( H eer u ·door y(t)=u t)e . 
Dan wordt ·(*) 

n ·~ H I ·at D (ue ) -
~=0 

n 

I 
~=0 

i 

I 
j=O 
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u 
~ e 

n 

~ 
j~O 

n 
( ~ 
i~j 

P(À) = 0 is de coëfficiënt van 

u in deze vergelijking 0, d.w.z. het is een line
aire. differentiaalvergelijking van de orde n-1 
voor de functie u'. Is u' eenmaal bepaald dan is 
u u~ een constante na bepaald. Door toepassing 
van volledige inductie is het gestelde hiermee 
bewezen. 

7.9.13. STELLING. Zij $ een aomyZexe functie op R. Als 
Yl en y 2 oplossingen zijn van de differentiaalvergelij-

k . (n) ,n-1 (i) ("h , .. k.! 
~ng Y + L~=O a~y = $ ~n omagene verge~~J ~ng 

dan is y 1-y2 een oplossing van y(n) + ~~=~ aiy(i) = 0. 

Bewijs. Dit volgt uit 6.3.1. 

Door 7.9.12 en 7.9.13 zijn we in staat lineaire diffe
rentiaalvergelijkingen op te lossen, ook inhomogene als 
we daarvan één oplossing weten. 

(A := ~~=O aioi is een lineaire afbeelding van è(n)[RJ 

in C[RJ. We moeten hier dus evenals bij de behandeling 
van inhomogene vergelijkingen in hoofdstuk 3 eerst één 
particuliere oplossing zien te vinden.) 

7.9.14. VOORBEELD. We willen alle oplossingen bepalen van 

y(3) - y" - y' + y = sin x. 

We proberen eerst of er een oplossing van de vorm 
A sin x + B cos x is. Door invullen vinden we A = B = 
= 1/4. Volgens 7. 9. 13 moete.n we nu de homogene verge
lijking 

y(3) - y'' - y• + y = 0 

oplossen. Volgens 7.9.12 dienen we eerst op te lossen 

De wortels zijn À1=1 (tweevoudig) en Àz=-1. De gezochte 
x -x oplossingen zijne (ax+B)+ye waarin a, 6 en y con-

stanten zijn. De oplossingen van de inhomogene verge
lijking zijn dus 
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x -x y(x) = (ax+e)e + ye +\(sin x+ cos x). 

We zijn in 7.9.12 t/m 7.9.14 ingegaan op een speciale 
klasse differentiaalvergelijkingen van hogere orde. Men 
kan het werken met differentiaalvergelijkingen van 
hogere orde altijd vermijden en wel als volgt. Laat gege-

ven zijn de differentiaalvergelijking F(x,y,y', ... ,y(n))=O. 

Definieer voor i=O,l, ... ,n-1 de functies f. door f. :=y(i). 
~ ~ 

Dan gelden voor deze n functies de differentiaalvergelij
kingen 

f '. f l. = i+l (i=O,l, ... ,n-2), 

Dit zijn n differentiaalvergelijkingen van de eerste orde. 
In plaats van wat we in 7.9.12 hebben gedaan hadden we 
ook kunnen bestuderen stelsels van het type 

y! = 
~ 

n 
;: 

j=l 
a .. y. 
~J J 

(i=l,2, ... ,n), 

waarin' de coëfficiënten a ij constanten Zl.Jn en .Y 1 ,y 2 , .•. , 

y de onbekende functies. Ook in dit geval vormen de op-
n 

lossingen een vectorruimte van dimensie n en is dus vol
doende om n lineair 'onafhankelijke oplossingen te vinden. 
Het eenvoud.i9ste geval formuleren we als stelling: 

7.9.15. STELLING. Als A:=(a .. ) 1'<.< 
1

,.,.< een matr>ix is . 1J -1-n, ~J-n . 
met n Vet'sohi.llende eigenwaarden_ À1 ,À 2 , ... ,Àn en bijbe-

horende eigenveetoren c 1 ,c 2 , .... ,cn dan is 

n 
I 

i=1 

de alg?mene oplossing van he.t stelsel 

n 
Y~ :;:: I a Y 
''!-. i"'l ij i 

(i=1,2, ... ,n). 

Bewijs~ Zij y':=fy
1
•, ... ·,y.'} dan proberen we als oplos-, , n . 

-1 • ·' ' . . .'ÀX ;' · , · :.- . · 
s~l'l:g van )Jet y=ce waar1~ .. c een cons:tante vector en 
·ÀEC~-:··aet ~Stelsel iS' b~· schrijven als y '~Ay ..... We vihden 

' . 

. ' 

:~ .. 

. ' 
'· I I ' 

:{ 'j 

' •' 
'' ··~· 
•.: ' 

' ~ 

' ' '',1 I 

·r ··' 
I'. 
r ~-

· .. , :· 
' 

'' 
. ' '., 

:• ' 

.'· jl' 
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ÀX ÀX ÀX dan Àçe =A(ce )=e Ac, dus At=Àc. Ieder paar À
1

,c
1 

voldoet. Zo vinden we n lineaire onafhankelijke oplos
singen. Daar het stelsel is terug te brengen tot 7.9.12 
(ga na~) zijn er niet meer dan n lineair onafhankelijke 
oplossingen. Hieruit volgt het gestelde. 

OPGAVEN 

7.9,J6, Bepaal 

~ = x-y 

dx y en x (als functies van t) als = x+y 
dt 

dt 0 

7.9.17. Zij A:=(a .. )
1

. 
1 

'<.Als tER kunnen we vol-lJ $.1:5n, :::;J _n 
gens de in 3.15.18 beschreven regels van optelling en 
vermenigvuldiging van matrices voor NEN definiëren: 

SN(t) = L~=O k~ (tA)ko
2

Zo'n matrix SN(t) kunnen we op
vatten als punt in RN . 

(i) Bewijs dat lim SN(t) bestaat. Deze limiet noemen 
N7~ 

tA we e om voor de hand liggende redenen. 

(ii) Bewijs dat etAy(O) oplossing is van het stelsel 
y • =Ay. 

(iii) Los nu op 

' Y1 = Yl • 

' Y2 = Yl+yz, 

7.9.18. Breng het stelsel 

' Y2 = Y1-xy2, 

terug tot een differentiaalvergelijking van de tweede 
orde voor y 1 . 

Er is nog één onderwerp dat we, zij het kort, willen be
lichten, nl. de zogenaamde machtreeks-substitutie. Is y 
een oplossing van de differentiaalvergelijking 

F(x,y,y', ... ,y(n))=O en is y(x) de som van een conver
gente machtreeks in een interval (-R,R) dan zijn ook 
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• " (n) 1 6 8 11 · h k y ,y , ... ,y va gens . . ~n mac tree sen te ontwik-

kelen. Door nu te schrijven y(x) = L~=O akxk, y' (x) = 

00 k-1 
Lk=l kakx enz. en deze reeksen in de differentiaal-

vergelijking te substitueren kunnen we soms de coëffi
ciënten ak bepalen en aldus een oplossing van de diffe-

rentiaalvergelijking vinden. 

7.9.19. VOORBEELD. Zij y(O)=O en y'=y'+1. We stellen 
,00 k 

y(x) = Lk=O akx. Daar y(O)=O is y'(O)=l en dus a 0=0, 

00 

Uo akan-k)xn a 1=1. Volgens 6.9.29 is {y(x) J' = I 
n=O 

ro nl akan-k)xn. 
00 

I Daar y' (x) I (n+l)an+lx 
n 

= = 
n=2 k=1 n=O 

vinden we de betrekking 

n-1 
(n+1)an+1 = I 

k=1 
(n~2) 

= 

waatuit we de coëffiCiënten ak achtereenvolgens kunnen 

bepaleri ('a 2=0}. We vinden zo de reeks uit 7.5.6 (ii) 
hetgeen we ook hadden kunnen inzien door de differenti
aalvergelijking op te lossen door scheiding van. varia
belen. 

7.10. Op'ga:ven over hoofdstUk 7 

7.10.l•G'eef ëén voorbeeld van een functie f waarvoor D+f 
niet bestaat. 

·-·' ' x 
7.10. 2. 'i3epaal fxe sin x dx. 

·.·-, 

7.10.3. Bepaal J .. dx 
.\'' 

. 2 0 

2+(sin.x) 

7.lö.4. Bepaal met behulp van de definitie (7.2.7) 

f 
1 . . 

0 
sin x dx. 

7.10,'5·.· Zij. ·+:c'O,l]->R beg-rensd en integreèrbaar over· 

[O,.ti)~.B,ewij's dat 1im{n-1 · Ë (-l)kf(~)) = 0. 
, n-~ oo. k:;l ,. 

' 
-"-' ' ···-:. 
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7.10.6. Zij f de in 5.10.36 gedefinieerde functie. Bewijs 

dat I~ f(x)dx bestaat en bepaal de integraal. 

7.10.7. ZijG de verzameling van alle monotoon niet-da
lende functies op [0,1]. Als fEG definiëren we f* door 
f*(O):~f(O), 

* -1 IX f (x) ~ x 
0 

f(t)dt (O<x<1). 

(i) Bewijs dat f* continu is op (0,1). Is f* ook con
tinu op [0,1]? 

(ii) Bewijs dat f*eG. 

(iii) Bepaal alle fEG waarvoor f*=f. 

7.10.8. Zij f 1 :[a,bJ~R+ monotoon niet-stijgend, 

zij f 2 :[a,b]4R+ monotoon niet-dalend. 

Zij g integreerbaar over [a,b]. Bewijs dat er een 
~ 1 E[a,b] en een ~ 2 e[a,b] is z6 dat 

I~ f1 (t)g(t)dt ~ 

Ib a f
2

(t)g(t)dt ~ 

I"' g(t)dt, a 

b I g(t)dt. <2 

7.10.9. (Bonnet). Latenfen g op [a,b] gedefinieerde 
functies zijn, f monotooneng integreerbaar op [a,b]. 
Bewijs dat er een ~E[a,bJ is z6 dat 

Ib f(x)g(x)dx ~ f(a) I" g(x)dx + f(b) I~ g(x)dx. a a , 

7.10.10. Als fEC([0,1]) en neNu(O) definiëren we Mn (f) :~ 

I
1 n 

:~ 
0 

x f(x)dx. (Mn 

[ 0, 1 J) . Bewijs dat 
g dezelfde momenten 

heet het n-de moment van f op 

als fEC([0,1]), gEC([0,1]) en als 
heeft als f dan geldt f~g. 

7.10.11. Zij f:[O,l]-+R gedefinieerd door: f(x) :=1 als 
xE[O,~) en f(x):=O als xE[~,!J. 
Bewijs dat er bij iedere ~>0 polynomen p en q bestaan 
z6 dat 

(i) VXE[0, 1 ] [p(x)"f(x)"q(x)J, 

(ii) I~·(p(x)-q(x))dx<.c. 

7.10.12. (Onge~ijkheid van Young). Zij ~ een monotoon 
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stijgende continue functie op [O,ro), ~(0)=0, 
bE4([0,oo)), 

Bewijs dat J~ 4(t)dt + f~ 4+(t)dt, ab. 

a~O, 

I 

407 

7.10.13. (Ongelijkheid van Cauchy-Schwarz-Buniakowski). 
Zij fEC([O,l]) ·en gEC([O,l]). Bewijs dat 

(J 0
1 '2 

f(t)g(t)dtj Jl . Jol 5 0 (f(t))
2
dt (g(t))

2
dt. 

7.10.14. Neem aan dat 
definiëren 

de functie log niet bekend is. We 

(x> 0) • 

(i) Bewijs met behulp van Riemann-sommen dat 

V O V O [F(xy)=F(x)+F(y)]. x> y> 

Definieer nu het getal e door e + 
:=F(l). 

(i i) 
+ x Bewijs dat F (x) = e . 

7.10.15. Zij V de verzameling functies op [0,1] gedefi
nieerd door fEV:~((f(O)=O)A(f(l)=l)A(f monotoon)). Als 
fEV .. en. c' ·· 

f~ f(x)dx =a dán is J~ xf(x)dx ·5 a-~a 2 . 

Bewijs dit. 

7 .l0d6. Bewijs dat' als f en g op [O.,ll van begrensde 
variabie .-;zijn dan ook. :Eg· van begrensde variatie is.. 

7.10;d7,., Z;i.j f:CO,l)+R ged'efinieerd door f(O) :=0, f(x) := 

:= 5i:-~in\x-i) voOr x~(O,i]. BeWijs' dat f n;iet van be-
grefisq:e ·;v:.Clriç{tie .op [ Ó /1] iS. ··- ·· 
(N.IL ··'f is<, w·el continu·!_) 

' ' 

7.10 .J$. z'ij .f dif~erenti,eerbaar op [a,bl ·en 
V E[ . ._, C[f'.(x) [5!1). Bew.ijs dat f van begrensde 

x ~·~· . . atii.;e,,,,'o'p· [a,,b] is. 

' . 
7. 10,·;.,1;? ... ·. B"l?aal l~m 

. -~Ij.· . . . '· :n-4«> 
','i,:;,., 

7 .lll.·c:2o. Bèl?'na'- lim · I~=1 ·· (n+k) -l. · 
., • , • ':t ·::; ''I ,.;·-

- ." ;t· ' ' 
n-;.er;._ . ; -

1 ''o' :;<.I •· .1. !;;~ .• 
. ' <!'··:. I 

I 

.[,ep~àl. ] 2 
l '.,., .. ' ' 

. :';i·:.~~t';_ ... ' 
_j~~{~, -- d._ .. ·.i 
, -, __ i:)~~.," .. _ .. ··•. --·· -.iir 

,: ' . 

-·r-: 

,: '' 

';'' 

,: ' 

var i.~ 

j ·': 

' ,'1 

. ' 
' 
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7.10.22. Zij f een voor x~l gedefinieerde positieve mono
toon niet-stijgende continue functie. 

(i) Bewijs dat lim (L~=l f(k) - J~ f(x)dx} bestaat. 
n+oo 

(l.l') I 'oo -1(1 )-2 s Ln= 2 n og n convergent? 

7.10.23. 

(a) J~ 

(b) J: 
( c) J~ 

Ga na of de volgende integralen bestaan 

.-1 
x arctan x dx, 

-2 -x 
(e 

-2x - 2 · 
-e }dx, 

-1 2 -~ x (x -1) log x dx. 

7.10.24. Zij f:[l,~)~R een differentieerbare functie 
waarvoor f' monotoon stijgend is met lim f' (x) = 0. 

Zij 

s(n) := ~f(l)+f(2)+f(3)+ ... +f(n-l)+,f(n) - J~ f(x)dx. 

(i) Bewijs dat lim s (n) bestaat. Noem de limiet s. 
n+oo 

(i i) Bewijs dat vnEN [i-f' (n)<s(n)-s<O]. 

(iii) Pas dit toe als f(x) := - log x. 

7.10.25. Ga na of J~ [x]d[x] bestaat. 

7.10.26. Bepaal de volgende integralen 

(a) J:
1 

xdg(x) waarin g(x) :=0 als x=-1, g(x) :=1 als 

-l<x<2 en g (x) :=-1 als 2::>x:S3. 

(b)· J~ x 2dg(x) waarin g(O) :=0, g(x) :=1 als O<xn, 

g(x):=3-x als l<x:S2. 

7.10.27. Zij g gedefinieerd 

voor x>O, g(.O) :=0. Bepaal 

door g (x) := L 
-1 

1 -1 n=[x J 
J

0 
(x+l) dg(x). 

-2 
n 

7.10.28. Bewijs de volgende verscherpingen van 7.5.1 en 
7.5.2: 
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(a) Als fEC 2 ([a,b]) dan is er een cE[a,bJ zo dat 

3 b-a
1 

(n) n-1 (n) 
+ y (n) ) t :f(x)dx = + 2 I y. - (b-a) f" (c). 2rï Yo i=l ~ n 

12n
2 

a 

(b) Als fEC 4 ([a,b]) dan is er een cE[a,bJ zo dat 

b-a L (y(n) + 4y(n) +y(n)) _ f(x)dx = (b-a) n Ib · 5 
6n k=l 2k-2 2k-l 2k a 2880 n4 

f( 4 ) (c). 

7.10.29. Bewijs dat het n-de Bernoulli-polynoorn op [0,1] 
precies twee nulpunten heeft als n even is (n~2) en 
precies drie nulpunten alsnoneven is (ri~3). 

7.10.30. Pas 7.5.12 toe op de Riernann-sonunen voorkomend 
in 7.2.19, 7.10.4, 7.10.19 en 7.10.20. 

7.10.31. Bepaal in drie decimalen nauwkeurig f~ 3 -1 (l+x ) dx. 

7.10.32. Bepaal f~ 
-1 -1 

(x -[x l)dx. 

7.10.33. Bepaal de convergentiestraal van L~=O (2n)xn. 
n 

7.10.34. Zij 

Be.p.3;al .. iim 
n--+0<1 

f:R+R een continue en begrensde functie. 

n\ 1• f(x+t)e-nt
2
dt. 

. -oo- . . 

7'10.35. Z;i.j h:R+R continu;.,h(x)=O als x\ê(O,l). 

Zij cnERzódat f:. 1 Qri(x)Çlx = lwaarin Qn(x).:=cn(1-x
2

)n. 

(i) c .;n~· 
n • 

(ii) Béwijs dat door P"(x) :=. J:. 1 h(x+t)Qn(t)dt een 

pol:y'no'om gedefinie~rd iS op [0, 1 J. 
(iiï)_· Bé~i:i~. d.3.t _f'.n+h aiS n_;:?O, 'Unifo:C·rÎI Op [O,l]. 

(iv) Bewijs hi'errnee 5. 8. 5. 

1 .IOd6 .. zi;)Jr 1 <,r· Bepaal [0 log(l,- 2r cos x+ r 2 )dx. 
' 

7 .10 .. 37. Zij'; f:RZ~R een continue· functiè waarvoor fy 
conti"nu is·'. · 
Zij F(y) '"' 1{ f(x,y):àxi à<è~~j,; dat F' (y) = f(jr,y):+ · 

+i~ t '"·Xldx ... 
' ' ' '' ,y,' \\ '- '- . ,· ·l: ' 

~. ' 

·'' : . : 
' ',, 
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7.10.38. Bepaal J~ x- 1 (1-x 2 )-~ arctan x dx. 

7.10.39. Zij ~:[O,m)~R een functie waarvoor geldt: 

(i) Va>O [~ is integreerbaar op [O,aJJ, 

(ii) vx~o C\ ~(x) I ~1]. 

Joo -tx Voor t>O definiëren we F(t) := 
0 

e $(X)dx. 

J
<» -tx 

Bewijs dat F' (t) =- 0 e xt(x)dx. 

7.10.40. Bepaal lirn 
J: 

sin(xJ::) dx. 
y+O x+y 

7.10.41. Bewijs dat J~ e -tx x cos x dx 

op [a,oo) als a>O. Geldt dit ook voor 

7.10.42. Voor xER en yER definiëren we 

.- Joo X COS(J::t) F(x,y) .- 2 2 dt. 
0 x +t 

(i) Bewijs dat F =y2F. 
XX 

(ii) Bepaal F(x,y). 

uniform 

(O,oo), 

convergeert 

7.10,43. Als we voor xER, x~0,-1,-Z, ... de gammafunctie 
definiëren m.b.v. de limiet uit 7.6.28 bewijs dan: 

(i) dat de limiet inderdaad bestaat, 

(ii) r(x+1)=xr(x). 

7.10.44. Bepaal r(~). 

7.10.45. Zij A:=( (x,y)ER 2 1 x>y 2 , y>x 2 ). Zij f:A~R gedefi

nieerd door f(x,y)=xy. Bepaal JA f(x,y)dxdy. 

7.10.46. Bepaal de inhoud 

3 "2 :l [ (x,y,z)ER I 2 + 2 
a b 

van de ellipsoïde 

2 
+z25:.l}. 

c 

7.10.47. Bepaal de ligging van het zwaartepunt van de 
halve bol 

3 2 2 2 
( (x,y,z)ER I x +y +z "1, z>O). 
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7.10.48. Bepaal, als V:={ (x,y)ER21 

f 
-x2-y2 

graal V e dxdy door 7.7.13 

x>O, y>O}, de inte

toe te passen (zie 

7.7.11). 

7.10.49. Zij fECP([-n,TI]), f even, 
xE[O,n]. Bepaál de Fourier-reeks 

f (x) := sin x voor 
van f. 

7.10.50. Zij fEP(-n,n)nc 1 (R). Als an en bn de Fourier

coëfficiënten van f voorstellen (7.8.10) bewijs dan: 
-1 ~1 

a =o(n ) als n~oo en b =O(n ) als n~oo. 
n n 

7.10.51. Zij feP(-n,n) en f van begrensde variatie over 
[-n,n]. Als a en b de Fourier-coëfficiënten van f 

n n 

voorstellen 

Bewijs dit. 

-1 
dan geldt an=O(n ) en 

-1 
b =O(n ) 

n 
als n-+w, 

7.10.52. Ga na voor welke waarden van x de volgende 
reeksen convergeren en bepaal in beide gevallen de 

w 

(a) l: -1 
sin(nx), n 

n=l 

w 

(b) I -1 
cos(nx). n 

n;:::l 

som 

7.10.53·. Bewijs dat als r(x) ~n r(l-x.) gedefinieerd zijn 
geldt: 

r(x)r(l-x) = 
sin(nx) 

7.10.54. Zij fECP([-rr,~J) en gECP([-n,~J). Laat 

w 

l: 
n=l 

_(a cos(nx)+b sin(nx)) en n n 

w 

I 
n::::I. 

(c cos(nx)+d sin(nx)) de n n 

Föarier-reeksen zijn van d~ze functies. Bewijs dat 

" '1- . 
,''I 

' 

"' r 
n=l 

(a c +b d ) . 
-nnnn 

' ' ., 
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7.10.55. Bepaal alle oplossingen van de differentiaal

vergelijking y( 3 )-3y' = x-2y. 

7.10.56. De functie y, gedefinieerd in een omgeving van 
x=2 voldoet aan de differentiaalvergelijking 
(-x+ cos y)y' = y terwijl y(2)=n. Bepaal deze functie. 

7.10.57. Zij (a ) +een rij met a
0

:=1, 
n TIE2 

:= ïoo -~ ..L'J". ~Toe"'"...,.,., .,~.; -Fiv\ = :-.:..o.n' ....... n-1 • ~ .,_ .... • ~ ..... .J ... , •• , <..n=O 

f (x) • 

a
1 

:=1, 

xn 
a. - •• 

n.n. 
Bepaa_l 

7.10.58. De functie y is te ontwikkelen in een machtreeks 
met convergentiestraal oo, y(O)=l en y voldoet aan de 
differentiaalvergelijking (xy ')'+xy=O. Bepaal de Taylor
reeks van y. 

7.10.59. Zij ~de oplossing van de differentiaalvergelij
king y'=x+y waarvoor y(O)=O. Bepaal y(~) in 2 decima
len nauwkeurig. 



8 Integreren in het complexe vlak 

8.1. Lijnintegralen van analytische functies 

We zullen beginnen met een introductie van het begrip 
kromme. In dit hoofdstuk is C(( 0,1]) de verzameling van alle 
continue complexwaardige functies op het interval. [ 0,1]. 

8.1.1. DEFINITIE. In C([ 0,1]) definiëren we de relatie"..., 
·door>: k 1 ~k 2 dan en slechts dan indien er een (continue) 
monotoon stijgende afbeelding T van [ 0,1] op [ 0,1] bestaat 
met: k 2 oT=k 1 • 

De le':;;:er zal zçmder moeite inzien dat de relatie ,...., een 
equivalenti$relatie in C([ 0, 1]•) is. 

8.1.2. DEFINITIE. Een continue kromme (meestal kortweg 
kromme genoemd) K is een equivalentieklasse van C([ 0, 1]) 
bij de r>e Za.ti'e ,...., uit 8 .1.1. 
Iedere representant van K heet een parametervoorstelDing 
van K. 

Deze de.fini~'tie gee,ft aanl~.iding. tot een Opmerking: we 
zullen bijna. steeds spreken over paralfletervoorstellingen 
in plaats van over Çl~ krommen ~elf; ·de 1 lezer moet dan 
nagaan of onze bèwering_en onafhan]çelijk zijn van de ge.:.. 
kozen representant. 
Is K een k:r;omme 'met param~tervoorstelling k dan heet k(O) 
het· beginpunt Vtatl'K en k(l·) ·het eindp·unt. De dr.ager vanKis 
de puntverzameling [KI :={je (t) I O<t<l}CÇ;· slordig sprekend 
verwarren we nqc;ial · eeris .krOrrimen met hui1 dragers. Is pE[ KJ 
dän zeggen we: 11 p ligt op K". 

8 .1 .. 3. DEFINITIE. Zij K 'èe·n kromme fJ.n ;;_ij k een paPameteP
vool"stelling van.K. We definië!'en: 

(a) K heet· ge.sZÓt·en indi~n k(O}=k(l); . . 

-~rpk-e lvoudig-·- indien (b) K heet 
.. _-,' 

l 
·. ,·. ';1' . 
,, -' 

·>:: :: :~! 
}J 
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''t,,t,E[ 0, 1] [ (O<t,<t,<l)~(k(t 1 )r'k(t 2 ))] 

V tE (0, 1 ) [ k(O)r'k(t)r'k(1)]. 

8 0 1 

(c·) K heet reatifiaeer>baar indien k van beg"f'ensde Va1~ia
tie is (zie 7.2.27). De totale variatie van k over 
[ 0, 1] heet de Z.engte van K. 

(d) een enkelvoudige gesloten kromme heet een Jordan
k.Y'omme. 

OPGAVEN 

8.1.4. Bewijs dat de lengte van dekrommeK onafhankelijk 
is van de gekozen parametervoorstelling. Merk op dat de 
variatie van k bij een verdeling van [0,1] meetkundig 
betekent de som van de lengten van de lijnstukken van 
een "lijnentrek11 met deelpunten op de drager van K. 

8.1.5. LaatKeen kromme zijn die een parametervoorstel
ling k heeft, waarvoor, als k(t)=qt)+im(t) (tE[ 0,1]), 
ten m reëel en continu differentieerbaar zijn op [0,1] 
(zulke krommen noemt men wel glad). Dan is K rectifi
ceerbaar en de lengte van K is 

j~((~'(t)) 2+(m'(t))2)!;9t. Bewijs dit. 

8.1.6. Is K1 een kromme (met parametervoorstelling k 1) 
waarvan het eindpunt samenvalt met het beginpunt van 
een kromme K2 (met parametervoorstelling k 2 ) dan is 
K1+K2 de kromme waarvan 

k ( t) 

een parametervoorstelling is. De optelling van krommen 
is associatief. Is K een kromme met parametervoorstel
ling k, dan is -K de kromme waarvan k*(t):=k(1-t) 
(tE[ 0,1]) een parametervoorstelling is. (Merk op dat K 
en-K dezelfde drager hebben!) Is aE(O,l) dan zijn 
k 1 (t) :=k(at) en k 2 (t) :=k(a+t(1-a)) (O<t<1) parameter
voorstellingen van krommen K1 en K2 waarvoor K=K1+K 2 . 
Gemakshalve kozen we in de definities [0,1] als parame
terinterval: de lezer zal geen moei te hebbe.n als dit 
nodig mocht zijn de transformatie naar het interval 
[ a,b} uit te voeren. 

We willen nu het begrip integraal van een functie langs 
een kromme definiëren: daartoe hebben we nodig een uit
breiding van het begrip Stieltjesintegraal (§ 7.4). We 
kiezen daartoe een generalisatie van 7.4.4. We zullen 
overigens na 8.1.14 voor analytische functies een ander 
begrip lijnintegraal leren kennen, dat we in de rest van 
dit hoofdstuk zullen gebruiken. 
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8.1.7. DEFINITIE. Zij Keen kromme; zij keen parameter
voorstelling van K; zij f een complexwaardige functie ge
definieerd op de drager van K dan heet f integreerbaar 
over K indien er bestaat IEC zó dat er voor alle E>O een 
ö>O is zó dat voor> elke verdeling V:=[ t

0
=o,t

1
, ••• ,tn=l] 

van { 0,1] waarvoor 6(V)<ê is en voor elke keuze van de 
tussenpunten s

1
, ••. ,s met t. 

1
ss.st. (i=l, ••• ,n) geldt: 

n ~- ~ ~ 

n 
I I f(k(s.))(k(t.)-k(ti_ 1 ll-II<E. 
i=l ~ 1 

De lez'er verifiëre dat het begrip ·integreerbaarheid over 
K en de waarde van I onafhankelijk zijn van de gekozen 
parametervoorstelling k. Voor krommen die glad zijn 
(8.1.5) of die de som zijn van een eindig aantal gladde 
stukken kunnen we voor het berekenen van lijnintegralen 
gebruik rnaken van het volgende analogon van stelling 
7.4.9 waarvan we het bewijs aan de lezer overlaten. We 
nOteren I=:JK f(z)dz; I heet lijnintegraal van f langs K. 

8.1.8. STELLING. ZijK een kromme waarvan kECl([O,l]) een 
parametervoorstelling is; zij f continu op.de drager van 
KJ dan is 

JK f(z)dz = J~ f(k(t) )k' (t)dt. 

De vOlgènde eigenschappen zijn onrnidd~lli-jk.duidelijk. 

8.1.9. Is K=K1+K2 dan is JK f(z)dz = fK/(z)dz + fK/(z)dz. 

/_K f(Z)dz =- JK f(z)dz. 

8.1.10. I~ jf(zli•M als z op de drager ~anK ligt en is 
K re9.tÏficeef:'baar met,· len.gte )t. dÇt.n is: 

·uK f(zfctzi~M·~ 
., 

als de integraal bestaat. 

8. 1. 11. :_Als K · een eindige.· vêrzarneling kro:rnrnen is 1 

- ... K:~~R.'1 ,·._~·.;~rh}; __ dan·~efinlër~I? 'W~· fK. f(z)dz := 

,"; !~~~; f.k" 't(z)di .. We eisendu~dat /Kv f(z)dz bestaat 

voor- elke· ~.JE{ I·/ ••. : 1m}. 

Het is duidelijk dat als K 1 . uit K2 óhtstaat door optelling 
of Vérdeling van krommen volgens 8.1;6. JK f(z)dz = JK f(z) 

. ' I . · 1 2. 
voor: ~.lk~." funct,ie _f w&a~voor ,.beid?.-,i:ht~gFalen bestaan .. ]s 
K=f~K,l<,J<2( •. ;Kin) ".n K'=(Kz, ••• ;~m} en bestaat f \(z)tlz 

L ê-' ', 

i,,' 
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dan is IK f(z)dz =IK' f(z)dz. 

8.1.12. VOORBEELD. Laat zl,zzEC (zl~zz) zijn. Het segment 
van z1 naar Zz is dekrommeK waarvan k(t):=z 1+t(z 2-z 1 ) 
(O~t~l) een parametervoorstelling is. Voor deze kromme 
geldt: 

8.1.13. Zij K een ·gesloten krcrru!'.e, k een p?.rametervoor
stelling van K; zij aE(O,l). Nu is 

{
k(u+t) (Oo;t,;1-a) . 

k1 (t) := k(a+t-l) (l-o.:<::t~l), een pararnetervoorstelll.ng 

van een gesloten kromme K1 waarvan de drager en de 
11 omloopszin" met die van K samenvallen. Voor elke func
tie geldt nu: IK f(z)dz = IK

1
f(z)dz indien een van beide 

integralen bestaat. Daarom volstaat men bij het aangeven 
van gesloten krommen vaak met het aangeven van de drager 
en de omloopszin. Voor integralen over gesloten krommen 
gebruikt men vaak het symbool pK; we noemen ze wel 

kringintegralen. 

8.l.i4. VOORBEELDEN. Zij k(t) :=z 0+ae 2nit, zoEC, a>O, de 
parametervoorstelling van een kromme K (K is de cirkel 
met middelpunt z 0 en"straal a eenmaal in 11 positieven 
zin doorlopen) dan is: 

als rnEZ, rn:f-1, 

als m=-1. 

Merk op dat de waarde van de integraal niet van a af
hangt. 
LaatKeen kromme zijn met beginpunt z 0 en eindpunt z 1 , 
dan is JK zdz=~(zi-z%) en deze uitkomst hangt niet van 

K af maar alleen van begin- en eindpunt. 

8.1.15. In dit hoofdstuk zullen we ons interesseren in 
lijnintegralen waarbij de integrand een analytische 
functie .is. We zullen hiervoor een integraalbegrip in
troduceren dat verschilt van 8 .1. 7. h'e zullen nl. inte
gralen uitdrukken met behulp van "primitieve functies 11

• 

Als voorbereiding zullen we nu eerst een stelling be
wijzen die uitspreekt dat zeer speciale kringintegralen 
van analytische functies 0 zijn. 
Als voorbereiding enige notaties. Zij R(a,a+h;b,b+k) 
of kortweg R de rechthoek {zl a ~ Re z ~ a+h,b ~ Im z ~ 
< b+k}. 
De kromme waarvan een parametervoorstelling is 
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k(t) := 

a+4ht+bi 

a+h+(b+4(t-~)k)i 

a+4(%-t)h+(b+k)i 

a+ (b+4 ( 1-t) k) i 

(O~b~~), 

(l<t:s:~), 

( \<ts%) , 

(~<t:n), 

417 

zullen we ook aR noemen. aR is dus de 11 rand van de 
rechthoekReenmaal in positieve zin doorlopen". 
Verzam~lingen van de vorm {zl Re zE r 1 ,rm zE r 2 } 
waarbiJ I1 en I2 intervallen zijn heten assenparallelle 
rechthoeken. 

8.1.16. STELLING (Goursat). Zij Geen open verzameling; 
·zij R(a,a+h~b,b+k)CG. Indien f analytisch is in G dan is 

f,R f(z)dz = 0. 

Bewijs. We noteren f,R f(z)dz=:I(R). Stel II(R)I=:p,dan 

is p~O. 
We beschou~en nu de rechthoeken: R 1 :=R(a,a+\h;b,b+~k); 
R 2 :=R(a+~h,a+h;b,b+~k); R 3 :=R(a+,h,a+h;b+~k,b+k); 

R4:=R(a,a+,h;b+,k,b+k). Nu geldt (zie 8.1.11): 
4 

2i=1 I(Ri) = I(R). 

Zij.-~u.B- 1 een van de vier-r~chthoeken R1, R2 , Rg, R4, 

z6 gekozen dat I I (Rl) I > ~· Beschouwt men in Rl analoog 

vier rechthoeken Rf, R!, R§, RG, dan is-er daarbij zeker 

één, R2 , 'met I I(R2 ) I ,...!.. p. 
42 

We z€tfen dit'proces voort en vinden zo een rij geslo

_ten r~~hth.oeken .R,R 1 ,R2 , ... , met R~R 1 ~R 2 ~ ... ,!I(Rn)!;:: 

~ ._!_ ·p te-iwijl de ·.lengte van 8Rn gelijk is aan 2!-n (h+k) ,' 
4n 

en ded_üimeter van R0 gelijk isaan 2-n(h 2+k 2 )~ (nEN). 
00 

Volg~ns 4.1.6 i's er ~en p;unt zq E n 

f ati.alytisch in zo. Zij t > 0, dan is er een open omge
v~ng," Q·J .. v~:n- zo. z9danig -~9-t yoor zE U. geldt:. 
l·:f,(z).,J:(zo):..(z•zo)f'(zo) i«lz-z 0 1 (Zle 6.7.1). Kies nu 

n· zn 4root G.it.R'hcu, tlan is voOr z op a.Rn: 

li'(i),-,f(z 0 )-.(z-z 0 )f' (z 0 ) 1 <c2-n-(h2+k2)~. 
. V<jlgens. 8.1.10 geldt . . . . 

lf 
11

,, (f (i> ;.Hzo)- (z-z o) f' <z,o) )dz I< c2-n (h 2+t2 ) ~2 1 -n (h+k). 
. 31'. .· .. ·. . ' .. 

6.~· .. ·: k);:Çiinrhé.· .~I~. U iS'· de som van·.· vier· segmenten. Met behulp 

' :,.. - ' ,. ' ', .:~- . -
, ;.c: ~- , ,• 

;,· ' ' .-' :· ' !· : ' 

-__ '-' ' 

.. ; 
· .. ·~- .. 

·J 

-·~· '. . ' 

' ' ' .· . ' 

. .. . 
' 
~~ 

. . _ •. ,·'l 
,' ' ~ 

• 

"]'' ' .. ' .· 
•' 

'•' •. 

-:;·j' 
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van 8.1.12 rekent men gemakkelijk na dat dz = 0 

en ~ zdz = 0. 
aRn 

Derhalve is: 

J (f(z)-f(zo)-(z-zo)f' (zo))dz = I(Rn). 
aRn 

Als we nu de verkregen resultaten combineren vinden we: 
-n I n I -n 2 ~ 4 p::;; 1 I(R) 1 <4 2s(h+k) (h2+k) : en dus 

p~2c(h+k) (h2+k 2 )~. Daar c willekeurig is kan p niet 
positief zijn. 

8.1.17. STELLING. Laat f analytisch zijn in de open recht
hoek. 

0 := {zl a< Re z < b,c < Irn z < d}. 

Er bestaat een in 0 analytische functie F met F' (z)=f(z) 
( zEO) • 

Bewijs. Kies ~EO. Voor iedere zEO nemen we.voor Kr -,z 
de kromme met pararnetervoorstelling. 

(O<t<\) := fÇ+2t Re(z-ç) 

lz-2 (1-t) (Im(z-ç) )i (~<tSl). 
K, (t) ,,z 

We definiëren: F(z) := f K f(x)dx (zEO). We zullen 

berekenen 
ç,z 

F(z)-F(zo)-(z-z 0 )f(z 0 ) voor z, zoEO. 

In figuur 33 is gemakshalve geschetst de situatie 
Re z >Re zo> Re z;:, Im z > Im z 0 > Im z;:; de lezer veri
fiëre de nu volgende bewering ook in de niet geschetste 
gevallen. 
Uit 8.1.11 en 8.1.16 volgt F(z)-F(zo) = 

Bovendien is z-zo = JK 
zo,z 

dx, zo dat 

F(z)-F(zo)-(z-zo)f(zo) = JK (f(x)-f(zo))dx. 
z 0 , z 

f (x)dx. 

ûmdat f analytisch is, is er een cirkelvormige omgeving 
U van zo binnen 0 en een positief getal m zodat voor 
xEU geldt lf(x)-f(zo) l<rnlx-zol· Ligt z binnen U dan is 

voor elke x op K : lx-zo 151z-zo I· zo,z 
De lengte van K is IRe(z-zoli+IIm(z-z 0 ll<2lz-z 0 l. zo,z 
Volgens 8.1.10 is derhalve IJK (f(x)-f(zo))dxl5 

2 zo,z 
<2rnlz-zol , zodat F(z)-F(z 0)-(z-z 0 )f(z 0 ) = o(lz-z 0 l 2 l 
((z-z 0 )+0). 
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d----r--------------------. 
0 

u 

c:---------1.---' 
c ---·~-----------------------4 

• b 

Figuur 33 

Volgens 6.7.1 is, het gestelde hiermee bewezen. 

We noemen F een primitieve functie van f. Het is duide
lijk dat twee primitieve functies een Constant verschil 
hebben (zi.e 6.5.15). Gebruik makend van d~ notaties van 
8.1.17 ziet men gemakkelijk dat voOr z 0 ,z 1 , ••• ,znEO geldt 

n 

l: 
v=l 

fK 
z 1' z v- v 

f(x)dx. 

In het bewijs van stelling 8 .1.17 hebben we de primitieve 
F van f gévonden dOor f langs een welOmSchreven kromme 
te integreien-.: In de volgende s·tellin9' tonen we dat dit 
proces''oOk onder algemenere voorwaarden bruikbaar is als 
de integratiekrommé geen· rol speelt. In het vervolg van 
dit hoofdstuk zal deze stell~ng een grote rol spelen. 

8. Lis. s±BLLING., Zij G een gebied in C en f oontinu op 
G • . Zi;j ~EG. Als voor ieder-e ZEG en voor iedere -kromme · K 
in ·.C? ·met .beginpÜnt 'a ttn eindpunt z de integraal f K f (t)dt 

al'f;eeri van. z en'niet van de keuze van K afhangt dan is 

door F(z) ::~ f~ f(t)dt (wiHekèurigè integratiekromrne) 

eer,t· Ó.nati;v·ische funät.ie in G gedefinieerd waarvoor 
F' (zhf':\2!),,. in G. ., .. 

,;_; 

. , . r 
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Bewijs. Zij z 0EG. Daar G open 
zo die in G ligt. Als zECo en 
punt zo en eindpunt z is dan 

is,is 
K het 
geldt 

er een cirkel Co om 
segment met begin
volgens 8.1.12 en 

8ol.10 

IF(z)-F(zo)-(z-zo)f(zoll = IJK{f(t)-f(zo)ldtl ·< 

<lz-zol sup{lf(t)-f(zoll I t-z o I< I z-z o I l = 

= o(lz-zoll, (z+zo) 

op grond van de continuïteit van f in z 0 . Volgens 6.7.1 
is hiermee het gestelde bewezen. 

We zullen een nieuw begrip "integraal van een analytische 
functie over een continue kromme" invoeren dat gebruik 
maakt van primitieve functies. Als voorbereiding zal 
stelling 8.1.19 dienen. Is Keen kromme met parametervoor
stelling k en zijn p en q verschillende punten op K waar
voor p=k(tl), q=k(t2), t 1<t2 dan verstaat men onder de 
boog van K tussen p en q de kromme waarvan een parameter
voorstelling is. 

k (t) := k(tl+t(t 2-t 1)), (O<t<1)o 
pq 

Zij p
0

,p
1

, ••• ,pn een rij punten op K met 11 opklimrnende 

parameterwaarden" (dit betekent dat, als k een parameter
voorstelling van Kis, er getallen t 0 <t 1 <t 2 < ••• <tnE(O,l] 

zijn zodat p 0=k(tv) (v=O, ••• ,n).) Zij Po het beginpunt 

van K (dus t 0=0) en pn het eindpunt (t =1). Is K de boog 
n v 

van K tussen p 
1 

en p (v=l, .•• ,n) dan is: v- v 

8o1.19o STELLING. 
is K te schrijven 
K=K

1
+ .•• +Kn zodat 

R1 , •.• ,Rn bestaan 

Zij G openJ K een kromme met [ K] CG. 
als een som van eindig veel bogen 
er assenpara.llelle open rechthoeken 

met ( K] CR CG (v=1, o o o ,n) o 
V V 

Bewijs. Laat k een parametervoorstelling zijn van K. 
Laat ~>0 zijn; wegens de uniforme continuïteit van k 
is er een ó>O z6 dat uit jt1-t2]<ó volgt 

Dan 

lktt1 )-ktt2l I «o . 
Voor iedere -rE[ 0,1} zij I(1) :=(T-ó 1 T+ó). Nu is [ 0,1] 
compact; er is dus een nEN en een rij <1<<z< ••• <T zó 

n 
dat [ 0,1] c un 

1 
I(r ) (zie 5o5o9) o Verder is 

v= v 
I(r)ni(Tv+l);'0 (v=1,ooo,n-l)o Kies 

(0,1) zó dat tvEI{<v)ni{<v+ 1 ), neem 
t :=1. 

n 

t 1 <t 2 < ••• <t 
1 

in 
n-

bovendien t o : =0, 
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G 

p 

p6 

r--t-lop 
..---+-.. !<-++----' 

K:.K1•K
2

+K +I< +K +K 
3 4 5 6 

Figuur 34 
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Zijp :=k{t) (v=O, ••• ,n); . " zij K de boog van K tussen 
' " 

p 1 en p • Dan geldt voor 
v- • 

i€der punt zE[K J dat 

" lz-k(T,) l<o, immers z=k(s) met .sE I (Tv) • we hebben dus 

verkregen dat 

[ K"J C{ z I I Re z -Re k ( T) I «, I Im z - Im k ( T) I < o} . 

We completeren het bewijs dOor te laten zien dat e: zo 
te kiezen is dat al zulk~ open vierkanten binnen G lig
gen. (Merk op dat het vieJ;kant ligt binnen 

( z I I z-k ( T) I< o /2}.) Omdat [ K] het continue beeld (onder 

k) van dé cOrnpaète veiz-ameling [ o·, iJ îs i~ [ K] compact 
(5.7 •. 8). Het complement v:an Gis gesloten, dus 

d := inf{lp-qfl p<eK,q\tG}>O. (5 . .5.15). 1\iest men od,/2d. 

dan is ·C!:an het geste-ld_e· \l9idaan. 

Ter iniei-ding op :een nie:uwe.· definitie 
integraal. Van .. een analytische fq.nctie 
beséihou\ving. · · ' 

van het begrip !'.ij n
dient de volgend~ 

8.i.'ib~--- z'~j f a:O~lyt,isch_-, il\:·è~n open verzameling Gr Zij 
K. •e\eri kl::on'm:t" mèt :I: K}6ç> .. t'W~ge'ns 8 • l • 19 is K te schrijven 
a;Ls l\=i<1+ ...... +Kn (noenl het•'b.eginpt)nt. v:an K,: P,_ 1 , het 

.( 

- - - . .-.,, -- ' " ' -'" ··, '' ;. "-

._,._ 

' ' 
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eindpunt p ) z6 dat boog K binnen een assenparallelle 
V V 

Open rechthoek R CG ligt. In 8.1.17 bewezen we dat f 
V 

binnen R een primitieve functie heeft, zeg F • We zul-
" V . 

len nu zien dat ~n 1 (F (p )-F (p 
1

)) onafhankelijk is Lv= V V V V-

van de gekozen verdeling van K in bogen, van de gekozen 
rechthoeken en van de gekozen primitieve functies van 
f. Allereerst merken we op dat indien [K] ligt binnen 

V 

R 1 met primitieve F 1 en binnen R 2 met primitieve 
v, v, v, 

F 
2

, [ K ] ook ligt binnen R 
1

nR 
2 

terwij 1 F 
1 

en 
V 1 V V 1 V 1 V 1 

F 2 op deze laatste rechthoek beide primitieve van f 
• V' 

zijn en dus een constante verschillen, m.a.w. 

Fv,2(pv)-Fv,2(pv-1) = Fv,1 (p)-Fv,l (pv-1) • 
Omdat we van twee splitsingen van K steeds een gemeen
schappelijke verfijning kunnen beschouwen, is het ver
der voldoende te laten zien dat de bovenstaande som 
niet verandert als we één van de bogen K splitsen in 
twee delen. v 
Zij K =R 1 +R 2 , K1 binnen R1 met primitieve F1 , K2 binnen 

V 

R2 met primitieve F2 , K binnen R met primitieve F . 
V V V 

Zij q het eindpunt van R1 (q is dan tevens het beginpunt 

van R2 ). Op R1nR zijn F1 en F beide primitieve van f, 
d 

V V 
US A A 

F (q)-F (p 1 ) = Fl(q)-F!(P 1 ). Evenzo v v v- v-
F (p )-F (q) = F2 (p )-F 2 (q) waaruit het gestelde volgt. 

V V V V 

De volgende definitie die gebruik maakt van de notaties 
van 8.1.18 en 8.1.20 is nu gerechtvaardigd. 

Men ziet gemakkelijk dat de eigenschappen 8.1.9 ook voor 

de J; gelden. Als we ons geheel tot analytische functies 

zouden kunnen beperken dan waren op grond van 8.1.21 
Stieltjes integralen overbodig. 
We merken op dat indien K glad is (of som is van gladde 

stukken) geldt IK f(z)dz = I~ f(z)dz. Om dit te bewijzen 

mogen we ons beperken tot het geval dat G zelf een assen
parallelle rechthoek is. 
Laat kEC 1([ 0, 1] ) een parametervoorstelling van K zijn dan 

is volgens 8.1.8 IK f(z)dz =I~ f(k(t))k' (t)dt. Is F een 

primitieve van f dan is 
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(Fok)' (t 0 ) = d(~~k) (to)=f(k(to) )k' (t 0 ). Volgens 7.2.32 is 

nu ~~(Fok)' (t)dt=F(k(l) )-F(k(O)). 

Voor rectificeerbare stuksgewijs gladde krommen geldt 

8.1.10 met J; in plaats van JK. 
We zullen in de rest van dit hoofdstuk werken met de in

tegraal J;. 
We zullen ons nu niet verder verdiepen in de samenhang 
van de definities 8.1.7 en 8.1.21. Voor gladde krommen, 
- de enige waarover in dit hoofdstuk integralen volgens 
de definitie 8.1.7 uitgerekend zullen worden- is de 
samenhang zoeven gegeven. We zullen de * uit de notatie 

J~ weer weglaten. De generalisatie naar integralen langs 

een som van oneindig veel gladde stukken ligt voor de 
hand. Waar nodig laten we ook zulke integralen toe zonder 
verder op alle details in te gaan (zie § 7.3). 

8.2. Enkele eigenschappen van kro1nmen en gebie
den; de hoofdstelling van de functietheorie 

In deze paragraaf stelt G steeds voor een gebied in C, 
dat .is een open niet lege samenhangende verzameling in C 
(zie 5.7.12), S stelt voor het eenheidsvierkant in R2: 
S:={ (t,u) [ O<t<!,O<u<l}. 

8.2.1. DEFINITIE. De k~ommen Kl en K2 heten homotoop in 
G indi-en e~ bestaat een continue afbeelding H: S+G zodat: 

H(O,u) = H(O,O) 

H(l,u) = H(l,O) 

(O<u<l); 

(Ü5U5l); 

B(t,O) is een parametèr~oorsteZZing Van KI; 
H(t,l) io een parametervoorstelling ·.van K2. 

H he'et een homotopiefunctie. Ho)llotope krommen hebben het
zelfde beginpunt·· .(evenzo: eindpunt), de dragers liggen 
binnen G. Men gaa,t 'ZOnder .moei_te na dat homotop ie in G 
een· equivale·ntierelatie is. Zijh KI en K2. in G homotoop 
en zijn k I eh k 2 Willékeuricje p·'arametervoorstellingen ·van 
KI en-.. K2 dan iS er. een. homoto'pd.efunctie H* met 
H*(1;,0)=k 1 (t), H*(t,l)=k2 (t) (O<t<1). 
Al-s 11:1.- i-I een homatopiefunctie is dan zijn er monotone af
beeldingen T 1 en T 2 van { 0, 11 öp [ 0, 1] zó dat 
k 1 (t)=H(T 1 (t) ,0), k 2 (t)=H(Tz (t.) ,1) (O~tsl). 
Voor.H* kunnen we nu nemen: 

.ï 

:., 
" -!1 

. .. 
'·i,' 
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H( (1-3u) T1 (t)+3ut,O) 

H* (t,u) := H(t,3u-1) 

' . 1 
(0:-:;;t:sl,O:S:u :s 3>, 

1 2 
(O:st:sl ') <u::; 3>, 

H( (3-3u)t+(3u-2)T 2 (t) ,1) (O:st:s~,~ <u:sl). 

Zijn K1 en Kg homotoop en K2 en K4 homotoop (in G) en 
bestaat Kt+Kz dan bestaat ook Kg+K 4 en K1+K2 is homotoop 
met Kg+K4. Is K1+K 2 homotoop met K3 dan is K1 homotoop 
met K3-Kz:=Kg+(-K 2 ). 

8.2.2. DEFINITIE. Een gestoten kromme K heet homotoop 0 
in G indien e~ K 1 en K2 bestaan zó dat K=K 1+(-K 2 ) waarbij 
K 1 homotoop met K 2 is. 

Is K homotoop 0 
Ki homotoop met 

dan 
K* 2 

is bij iedere splitsing K=Ki+(-K~) 

8.2.3. STELLING. AZs f analytisch is ~n G~ en als de 
krommen K1 en Kz homotoop zijn in G~ dan is 

Bewijs. Is R een open assenparallelle rechthoek, RCG en 
is Keen gesloten kromme met [K]cR, dan is 

~K f(z)dz = 0. 

Als nl. F een primitieve van f is binnen R en k een pa
rarnetervoorstelling van K dan is ~K f(z)dz=F(k(l))
-F(k(O))=O daar k(l)=k(O). 
Laat H een homatopiefunctie zijn voor K1 en K 2 • Dan is 

d := rnin{[p-q[ I p~G,qEH(S))>O, 
omdat H(S) compact is (5.5.15). 
Bij iedere E>Ü bestaat er een ó>O zodat uit )t1-t 2 )<ó 

en [u 1-u 2 [<é volgt dat [H(t 1 ,u 1 )-H(t 2 ,u 2 ) [<E. 

We verdelen nu S in eindig veel deelvierkanten zó dat 

de deelvierkanten zijdelengte <Ó hebben~ 7..i.j n:=[ ó-l} +1; 

I 
i-1 i i:.!. i . ' R .. :={ (t,u) - :::;ts -, st::; } (l,J=l, •.• ,n); 

1J n n n n 
K .. :=H (aR .. ) (deze notatie zal geen nadere explicatie 
1] 1] 

behoeven); 
K:={K, .[ i, j=l, ... ,n). Dan geldt 

~] 

/K
1
f(z)dz /K

2
f(z)dz = ~Kl+(-Kz) f(z)dz = JK f(z)dz = 

= I~=l I~= 1 ~K .. f(z)dz. 
~] 
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Is p .. :=H(t .. ,u .. ) waarbij (t .. ,u .. )ER .. dan ligt [K .. ] 
~] 1] 1] l] 1] 1] 1] 

geheel binnen een cirkel met straal e om pij' dus ook 

binnen een assenparallel -Vierkant V .. met zijdelengte 
>] 

2c en pij als snijpunt van de diagonalen. Als we nu ~ 

z6 kiezen dat E<~d/2 dan ligt V .. binnen G (i,j=l, •.• ,n) 
>] 

zodat ~K .. f(z)dz=O (i,j=l, .•• ,n). 
>] 

Derhalve is JK1f(z)dz = fK2f(z)dz. 

8.2.4. GEVOLG. Is f analytisch in G en is de gesloten 
kromme Kin G homotoop 0 dan is ~K f(z)dz=O. 

8.2.5. DEFINITIE. Een gebied G heet enkelvoudig samenhan
gend indien voor ieder tweetal punten p, qEG en ieder 
tweetal krommen K 1 en K 2 in G die p als beginpunt hebben 
en q als eindpunt hebben, geldt dat K 1 homotoop m~t K 2 is. 

8.2.6. VOORBEELD. Is G convex dan is G enkelvoudig samen-
hangend. Zijn nl. K1 en K2 twee krommen met hetzelfde 
beginpunt en hetzelfde eindpunt en met parametervoor
stellingen k1 en k 2 , dan is 
H(t,u) :=(l-u)k 1 (t)+uk 2 (t), (O,sbl,Osusl) een hornotop;i.e
functie·. 

8.2.7. STELE·ING. Is f analytisch in G; is G enk"elvoudig 
samenhang~nd en is K een gesloten kromme in G dan is 

~K f(z)dz = 0. 

Bewijs.·Iedere gesloten kr~mme in een enkelvoudig sa
menhangend gebied is homotoop 0. Pas 8.2.4 toe. 

Men noemt 8.2:3 of 8.2.4 of 8.2.7 wel de hoofdstelling 
van de functi_etheorie of ook wel "d-e" stelling van Catlchy. 

8.2.8.- DEFINITIE. Eén net met maa-swijdte ê (ê>O) in Cis 
de verzameling Q.(o) :={Q (ó) I nEZ,mEZ} waárbij 

~ : . _ . n,rn 
Qn,rn(ó):={zl.no,; Re z,; (n+l)ó,rnó s.Irn z s (m+l)ól. 

l' ' 

Weer gebruikmakend ·Van stelli-ng 5.'5~15 die uitspreekt d~t 
voor een k'römtrie K in een gebied G rrtin{ lp-qll pE[ KI ,q\l'G}>O 
i:3 i ka-n rt'ten· -laten·· zien da.t er bïj ·iedere kromme K in een 
gebied._ G .e~n .- ih 0 .bestaaJ .. zpdat K in G homotoop is met e_en · 
kromme··"~.K ·wa.al;'ván d€:: drag:er de v~rerliging is van een ein-

dig aanti,"l zijden ,v,an vièrkanten uit ·fiet net Q(ó) (zie 
figuur 3$)·. · .·, 

_.,'.i 

·-1 - ,. 

. l 
' ,._1-' 

i ·.-·:· .. ,.· ,j) 
··'·!) 
,·_, ·\1 

::~ 
,, '~-l 

'] 
'•·~ . ' 
ll ._;1 
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I I I I 

~ ,, !)' 
I-

~ G 
I-

1/ L ~ 1-H--t-1.~ IY' 
N 

• 
' 

IE: 
~-

I~ ~ 
~' 

~ !0 

~ 
I 

Figuur 35 

8.2.9. OPGAVE. Bewijs bovenstaande bewering. 

We zullen bij de bestudering van de eigenschappen van ge
sloten krommen gebruik maken van het volgende begrip. 

8.2.10. DEFINITIE. Zij K een gesloten kromme en zij art'( K]. 
Dan is 

n(K,a) := 2~i ~K z~~-
n(K,a) heet de omloopsindex (of kortweg index) van K 
t.o.v. a. 

Intuïtief zal n(K,a) aangeven het aantal malen 2TI dat het 
"argument 11 (nu niet de hoofdwaarde!) van z-a toeneemt als 
z de kromme doorloopt. We zullen een aantal eigenschappen 
van de index formuleren: de bewijzen laten we grotendeels 
aan de lezer over. Men merke op dat bij gegeven a en ge
sloten krommeK (a~( KJ) er een net Q(ê) bestaat z6 dat a 
inwendig punt is van een vierkant V(a)EQ(è) waarvoor 
V(a)n[K]=_0". Nu is K homotoop in C\{a} met een LK' waarbij 

[LK] bestaat uit zijden van vierkanten van Q(ó); dus 

n(K,a)=n(LK,a). Voor ieder vierkant Q (ó) uit Q(ê) dat n,m 
verschilt van V(a) geldt n(3(Q (ó)),a)=O. Door integran,m 
len over tegengestelde segmenten tegen elkaar te laten 
wegvallen vindt men dan n(LK,a)=n(L~,a) waarbij L~ de som 
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is van segmenten waarvan de dragers zijden zijn van V(a). 
Bovendien is n(d(V(a)) ,a)=l, hetgeen men kan inzien door 
op te merken dat O(V(a)) in C\{a} homotoop is met een 
kromme waarvan de drager een cirkel is met a als rniddel-

2nit I I punt. Laat k(t)=a+re .(met r >0) een parametervoor-
stelling zijn van deze kromme dan geldt: 

1 J1 n(o(V(a)),a) =-
2

. 
n 0 

re 2 1Tit2nidt 
21Tit = l. 

re 

EIGENSCHAPPEN. Steeds is Keen gesloten kromme, a~[K]. 

8.2.11. n(K,a)EZ, 

8.2.12. Is V een gesloten assenparallelle rechthoek met 
0 

(K]CV, a~V dan is n(K,a)=O. 

8.2.13. ZijK een kromme. Op C\[K] definiëren we een re
latie door aCb: ~ (er is een kromme L met begihpunt a 
en eindpunt b z6 dat (K]n(L]=~). 
Het is niet moeilijk na te gaan dat dit een equivalen
tierelatie is en dat qe equivalentieklassen samen
hangende verzamelingen zijn (zie 5.7.13) o Deze klassen 
heten de oomponenten van C\(K] of ook wel de "gebieden 
van K'' 0 • 

Liggen twee punten a en b binnen dezelfde component van 
"C\[K] .dan is n(K,a)=n(k,b). 

8 0 2 o·i4. ·tigt· a in de onbegrensde component van C\[ K] dan 
geldt n(K,a)=O. 

OPG,ZWEN · 

8.2.l5o -~i.j de gesloten krommeK in G ho'motoop 0; zij ar;tG~ 
)lew~js·dat n(K,a)=O. 

8o2.16. Bewijs dat G dan en slechts dan enkelvoudig samen
hangend iS als voor iedere gesloten kromme K in G en 
iedere ajW geldt n(K,a)=O. 

• ·: .> ! ! ' ",.', ( '.( ' . • ' 

8.2.17. DEFINITIE. Een 'fd.iflpter· kràmme K heet in G homo-
loog ö bai'On · · 

. -~.' ~ 

. Va~G [ n(K,alrOI. 
' 

Iedêre kromme . die in G hbrrlot'Oop b ~s, Ü; ook hornOloog b 
(8.:?, •. 1.5·"). < •• 

I<", ' ' fl· ~ '• 'j " 

-', /'.". iJ,"';. ''\ ;. ,• 

-"'~.---



428 INTEGREREN IN HET COMPLEXE VLAK 8.2 

K 1S m G homoloog 0 , maar niet homotoop 0. 

Figuur 36 

In figuur 36 is een gebied geschetst en een kromme die 
wel hornoloog 0 is maar niet homotoop 0. De lezer verifi
ere dat K in G homoloog 0 betekent, dat er een net bestaat 
z6 dat voor elke f die analytisch in G is, 

~K f(z)dz = L~=l fK. f(z)dz waarbij Ki of -Ki de rand van 
1 

een vierkant van het net is dat geheel binnen G ligt 
(i=l, .•• ,n). 

8.2.18. OPGAVE. Bewijs de volgende verscherping van 8.2.4. 
Is f analytisch in G en is de gesloten kromme K in G 
homoloog 0 dan is ~K f(z)dz=O. 

We hebben·in deze paragraaf voornamelijk aandacht ge
schonken aan de eigenschappen van krommen en gebieden. 
Dat 8.2.3 met recht hoofdstelling van de functietheorie 
heet zal blijken uit de resultaten van de volgende para
graaf. \"Ie merken nog (zonder bewijs) op dat een Jordan
krornrne K het complexe vlak in drie delen verdeelt, nl~ de 
punten van (K], de punten a waarvoor n(K,a)=O (dit noemen 
we het buitengebied van [K]) en de punten waarvoor 
n(K,a)10. Als K positief geöriënteerd is is voor al deze 
punten n(K,a)=l (men noemt dit deel van C het binnengebied 
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van [K] ). In dit geval zijn het binnengebied en het bui
tengebied van [K] de twee componenten van C\[K]. Dit is 
allemaal intuïtief duidelijk. 
In het vervolg komt het enkele malen voor dat we 8.1.10 
willen toepassen op integralen over een Jordankromme J. 
We moeten dan wel eisen dat J rectificeerbaar is. 

8.2.19. OPGAVE. Zij f analytisch op en binnen de Jordan
krornme K. 
Bewijs dat pK f(z)dz=O. 

8.3. De theorie der residuën 

Evenals in 5.2.6 geven we met B de verzameling 

I 
a,r 

{zEC lz-al<r} aan (r>O). De rand van B geven we aan 
a,r 

met [C ] d.w.z. [C ] :={zECj lz-al=r}. Als over C a 1 r a,r a,r 
wordt geïntegreerd is steeds de positieve oriëntatie be
doeld. We noemen in het vervolg B \{a} een gereduceerde 

a,r 
omgeving van a, evenals iedere open verzameling die a 
niet bevat en die voor zekere r>O de verzameling B \{a} 

a,r 
bevat. Laat een functie f analytisch zijn in een geredu
ceerde Olllg.evin·g n van a en laten K1 en K2 Jordarikrorrunen 
in n zijn_zodat n(K 1 ,a)=n(K2 ,a)=l. Dan is 

~K f(z)dZ ::;: ~K f(z)dz .. Dit is al's volgt in te zien: 
1 . z 

bJ 

•• 

:. ' 

Figu1,lr·37 

' ~ ' 

~· 

- . ,\.' 

' 
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I.n figuur 37 is aangegeven hoe uit Kt en K2 twee krommen 
C1 en Cz kunnen worden samengesteld zo dat 

Pc
1
f(z)dz + Pc

2
f(z)dz ~ pK

2
f(z)dz- pK

1
f(z)dz. 

Volgens 8.2.4 zijn fc
1
f(z)dz en pc

2
f(z)dz beide 0. Blijk

baar hangt ~K f(z)dz niet van de keuze van K af mits 

[K]cn en n(K,a)=l. We kunnen in het bijzonder een cirkel 
met middelpunt a nemen. We definiëren nu 

8.3.1. DEFINITIE. Als f analytisch is ~n 
omgeving n van a en (C ]en dan heet 

a' P 

f(z)dz ~: Res 
a 

1 f 

het residu van f in het punt a. 

een gereduceerde 

Uit de voorgaande beschouwing blijkt dat dit getal inder-
daad niet van p afhangt en dat we in plaats van C ook 

a,P 
iedere andere Jordankromrne K in n met n(K,a)=l kunnen 
nemen. 

VOORBEELDEN 

8. 3·. 2. Is f analytisch in a dan noemen we a een reg u lier> 
punt van f. Een punt a heet singulier punt van f indien 
a zelf geen regulier punt van f is en iedere gereduceerde 
omgeving van a reguliere punten bevat. Volgens 8.2.4 is 
het residu van f in een regulier punt 0. 

8.3.3. Als zoEC en meen negatief geheel getal is dan is 

(z-z 0)m in zo niet analytisch (zelfs niet gedefinieerd); 
z 0 is een singulier punt van de functie. 
In 8.1.14 hebben we al gezien dat als rn=-1 het residu 
van deze functie in z 0 gelijk is aan 1. Voor alle andere 
mis het residu 0. Men mag dus niet uit Resa f = 0 con-

cluderen dat a een regulier punt van f is! 

8.3.4. Als f analytisch is in C met uitzondering van de 
-1 

punten n (n=l,2, •.• ) en 0 (zie 8.4.4) dan is er gAAn 
gereduceerde omgeving van 0 waarbinnen f analytisch is. 
We kunnen dan niet van een residu in 0 spreken. 
In dit geval heet 0 een niet gefsoleerde singulariteit 
van f. Definitie 8.3.1 is van toepassïng op de zoge
naamde gefsoleerde singuliere punten. 
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OPGAVEN 

8.3.5. Zij 
2 -1 

f(z) :=(z -1) voor z;;':!;1. Bepaal Res1 f. 

-2 8.3.6. Zij f(z):=z cos z voor z;;'O. Bepaal Re sa f. 

We kunnen nu integralen over gesloten krommen uitdrukken 
in residuen zoals de volgende stelling (de residuenstet
Zing van Cauchy) toont: 

8.3.7. STELLING. ZijG een enkelvoudig samenhangend gebied 
en f een functie die in G ana-lytisch is met uitzondering 
van een eindig aantal singuliere punten. Zij K een Jordan
kromme in G. Als geen van de singuliere punten 
a

1
,a

2
, ••• ,an vanfop [K] ligt en n(K,a,_)=l (l::;v5;n), dan 

geldt: n 
~K f(z)dz = 2d l: 

V=! 
f. 

Bewijs. Laat voor v=!,2, ••• ,n de cirkels [C ] in het 
~ av,P 

binnengebied van [K] liggen en disjunct zijn. Evenals 
in fig. 37 construeren we uit K en deze cirkels een 
kromme C die in G\{a1 ,a2 , ••• ,an} homotoop 0 is (zie 

figuur 38). 

a • 2 

FijlU\lr .,iJ 8 

-:, 

' ' 
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Uit de constructie zien we dat 

n 
fc f(z)dz ~ fK f(z)dz- L· f(z)dz. 

v= 1 

Het gestelde volgt nu uit 8.2.4 en 8.3.1. 

Als we nu een manier kunnen vinden om residuen te bepalen 
zonder te integreren dan geeft 8.3.7 ons een methode om 
integralen over gesloten krornm.en in C te bepalen -(als de 
integrand analytisch is met uitzondering van geïsoleerde 
singulariteiten). Dat dit mogelijk is zullen we eerst aan 
de hand van enkele voorbeelden laten zien. 

VOORBEELDEN 

z 2+1 
8.3.8, Zij f(z) :~ voor z~C\{0,-1). We kunnen f(z) 

z2 (z+1) -1 1 2 
als volgt in breuken splitsen: f(z) =-+- +--

1
. 

z z2 z+ 
De drie functies in het rechterlid hebben in het punt 
0 residu resp. -1, 0, 0 en in het punt -1 residu resp. 
0, 0, 2 (zie 8.3.2, 8.1.14). We vinden dus met 7.2.9 
en 8.3.7 

fc f(z)dz ~ 2Tii(-l+2) ~ 2ni. 
0,2 

8.3.9, Zij f(z)~z- 4 sin z voor zto. Uit 6.8.11 volgt dat 

z-
4

(sin z -z +~ z 3 ) analytisch is op C. Dus is Reso f = 
-3 1 -1 

= Reso g als g(z) := z -6 z • Volgens 8.1.14 is dus 
1 Res 0 f ~ - 6 . 

Deze twee voorbeelden Z1Jn van éénzelfde soort. In beide 
voorbeelden kon in een gereduceerde omgeving van een 
singulier punt a de functie f geschreven worden als 

f(z) ~ L~~ 1 Ak(z-a)-k+g(z) waarbij a een regulier punt 

van g is. Een dergelijk gedrag geven v:c in de volgende 
definitie een aparte naam. 

8.3.10. DEFINITIE. Als f analytisch is in een gereduceerde 

omgeving van a 3 als kEN en als lim(z-a)kf(z)=tfO dan zeg-
z+a 

gen we dat f in a een poot van de orde k heeft. 

Merk op dat als lim(z-a)kf(z)=ltO en k 1>k dan 
z+a 
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lim(z-a)k 1f(z)=O. (Als k1<k bestaat de limiet niet.) In 
z+a 
8.3.8 heeft f twee polen, narnelijk 0, een pool van de orde 
2 en -1, een pool van de eerste orde. In 8.3.9 heeft f in 
0 een pool van de orde 3. 

8.3.11. 
heeft 

OPGAVE. Als f in a een pool van de eerste orde 
dan is Resa f = lim(z-a)f(z). Bewijs dit en bepaal 

z+a 

dan het residu van (sin z)-l in het punt lT. 

We zullen in 8.4.28 zien dat als f in een punt a een pool 
van de orde t heeft, in een gereduceerde omgeving van a 

geldt f(z) = I~. 1 Ak(z-a)-k+g(z) waarbij g in a analytisch 

is en At~O. Hierin is Resa f = A1 en lim(z-a)kf(z)~Ak. De 
z+a 

methode van 8.3.11 om residuen te bepalen is dus alleen 
toepasbaar in polen van de eerste orde! 

8.3.12. VOORBEELD. Vaak kan men de volgende methode ge
bruiken om de bepaling van een residu te vereenvoudigen. 

-8 -1 
Zij f(z)=z (z+2) voor zEC\(0,-2). Volgens 8.1.10 
geldt voor R>2 

2 R 
lfc R f(z)dzl s " = o(1), (R+oo). 

0• RB(R-2) 

Volgens 8.3.7· hangt de integraal niet vanRafals R>2 
en dus is de integraal 0 voor R>2. Volgens 8.3.!1 is 

Res_
2 

f = 2-8 . Dus is volgens 8.3.7 Res 0 f = -2-8 . 

8.3.13. STELLING. Als ~ analytisch is in a en f(z) := 

:; ~(z) in een gereduceerde omgeving van a dan is z -·a 

Res f = ~ (a) . 
. a 

Bewijs. -Als p voldoende klein .is dan 

Resa f = 2;i ~c f (z).dz = 2;i ~c a,p. a,p 

Volgens 8.1.10 iS 

geldt volgens 8.3.3 

~(z)-~(a) dz+~(a). 
z a 

$ c 
a' P 

~ ( z ~=!(a) d z 1. < ma x { / ~ ( z) - ~ (al 1/ zEC } = 
a,P 

= o(l)., (p+O). 

Daar de·.~e term:. _gel'ijk is aan -Re:Sa. f -"~{-a) en dus niet· 

_va& p afhaHgt· ... i's ··ae·ze term' o. ·wa-ai-rfiee-· -~·et· '9e·s.telde is 
·p~:-Je-:Z-en ~'- · 

',!' 

._,_. ! " 
' _,(;· 
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Een enigszins uitgebreide vorm van deze stelling is bekend 
als de integraalformule van Cauchy: 

8.3.14. STELL!NG. Al8 ~ analytisch op en binnen de Jordan
homme K dan ge Zdt als aj'[ K] 

1 L $(z) 
2Tii \I'K z _a dz ~ O(a)n(K,a). 

Bewijs. Als a in het buitengebied van [K] ligt is de 
integrand analytisch op en binnen K en dan volgt de 
stelling uit 8. 2. 19. Is a in het binnengebied van [ K] en 
is n(K,a)=l, dan is het gestelde in 8.3.13 bewezen; is 
n(K,a)=-1 dan is -K positief geöriënteerd en volgt het 
gestelde eveneens uit 8.3.13. 

We zien uit 8.3.14 dat twee functies $ en ~ die op en 
binnen een Jordankrornme K analytisch z~Jn en die op K 
overeenstemmen ook binnen K overeenstemmen! 

8.3.15. VOORBEELD. Als f analytisch is op en binnen ,de 
eenheidscirkel c

0
,

1 
en als f(z)=z op c 0 , 1 dan is f{z)=z 

op B
0

,
1

• Immers voor aEB
0

,
1 

geldt 

1 1 f(z) 1 1 
f(a) ~ ---2 . ~c z dz ~ ---2 • \l'c 

lf~ 0,1 a lfl 0,1 

volgens 8.3.13. 

OPGAVEN 

8.3.16. Bepaal z dz. 
z 3 (z-2) 

z dz 
z-a 

8.3.17. Bepaal ~c 
-1 

sin(nz ) dz als R;;'l. 
0, R ( l+z) 2 

a 

We z~llen nu nog eens de integraal uit 8.3.14 bestuderen, 
nu voor het geval dat ~ niet analytisch is en de kromme 
K willekeurig. 

8.3.18. STELLING. Zij Keen rectificeerbare kromme en 
<P: [ K} +C continu op [ K}. Dan is door 

·- l f $(z) f (a) .- 2ni K z-a dz 

een analytische funatie op C\{K] gedefinieerd. 

Bewijs. Als a~lKJ bestaat de integraal omdat de inte
grand continu is op { K] . We definiëren 
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g(a) 
l J j>(z) 

K (z-a)2 
dz. := 2Tri 

Er is een omgeving van a die geen punten met [KJ gemeen 
heeft. Binnen zo'n omgeving kiezen we nu de cirkel 
[C ] en noemen de (positieve} afstand van deze cirkel 

a' P 
tot [KJ dan d. 
Als O<lhi<P dan geldt 

f (a+h) -f (a) 
h 

1 
- g(a) = 2ü J K ~ ( z) { h ) dz. 

(z-a) 2 (z-a-h) 

Daar <P continu 
Volgens 8.1.10 

is op [KJ bestaat M := max{l~(z) I I 
is als t de lengte van K is 

dus 

IJ ~(z) I -3 K ---'--'-"'-'--- dz stMd , 
(z-a) 2 ( z-a-h) 

f(a+h)-f(a) 
h 

- g (a) = 0 ( I h I ) voor h+O 

zE[ KJ ) . 

waarmee bewezen is dat .f differentieerbaar is in a met 
afgeleide g(a). Daar a willekeurig was is het gestelde 
bewezen. 

Deze stelling is een spèc.i,aal geval van de volgende al
.gernene stelling over het differentiëren ortder het inte
graalteken. Deze is een generalisatie van 7.6.17. We be
schouwen een functie ~ van twee complexe variabelen. We 
zullen.de eerste variabele met z en de tweede met t aan
ge~'en ": Het ~-t :geven we dus de partië-le afgeleide van ~ 

naar de tweede variabele aan. 

8.3.19. STELLING. Zij Keen rectificeerbare kromme en z~J 
G een gebi·ed .in. C. Laat ~: [ K) xG-+C een funct.ie zijn met 
de .·.e,_{g(?.n~:ahapR .. en: . 

(i) ~ •• begrensd op [KJxG, d.w.z. 

M := 'sup{/~(z,t) 11 zE[ KJ ,tEG) bestaat, 

(iir vo';:x;: _i~tifr_e aEG zijn door ~ (z,a) .ert ~t(z,a) con-

- - _ t.'irvue · furi(rties -·op -[ 'K) gegeven . 
. , . 

Dc;n i·s · :d·oOi' 

f(t) := JK ~(z,t)dz 

een· ari:,alyt-i·:sahe fu'natie op- G gedefinieerd -en voor aEG is 

,, 

',~ 

I l 

.,,. ·, 
... ' 

f'(a) = JK ~t(z,a)dz. ',i 

· ~e:~i"j$~· Gegeven .i$ dàt ~t bestaat, dus is voor vaste 
••. ' ,, ó ', ' 

'-'.,.,-

' ;,.·_,; 

'< ' -

' " 
' ,., ·._)' : ,' '· . ' 

_. ,., -
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ZE[K] volgens 8.3.14 en 8.3.18, als aEG: 

( ) 1 1: p(z,t) ( ) = _!__ 
$ z,a = 2ni ~J t-a dt en $t z,a 2ni 

<fi p(z,t) dt 
J (t-a) 2 

waarbij [J] :=[C ] een geschikt gekozen cirkel is gea,P 
legen in C. Voor O<lhl<~p geldt: 

~~ (z,a+h)~~(z,a)- ~t(z,a) I = 2lrr I!PJ h~(z t) dtl < 
(t-a) 2 (t-a-h) 

' I h I2Mp -z. 
Dus vinden we bij integratie over K, als ~ := lengte 
van K 

lf(a+h~-f(a) -IK ~t(z,a)dzl<lhi2Mp- 2 & = O(lhll 

voor lh I +0. 

Hiermee is het gestelde bewezen. 

8.3.20. GEVOLG. Door herhaalde toepassing van 8.3.19 op 
·de in 8.3.18 gedefinieerde functie f vinden we onder de 
voorwaarden van 8.3.18: 

Als f(a) := z!i IK: ~z~ dz dan f(n) (a) = 

n! I 
= 2rri K 

Hz) dz. 
( ) n+1 
z-a 

Uit bovenstaande volgt nu één van de meest verrassende 
stellingen van de theorie der analytische functies: 

8.3.21. STELLING. A~s f analytisch is in het gebied G dan 
f' ook. 

Bewijs. Als zEG dan is er een omgeving van z gelegen in 
G. Hierbinnen kiezen we [J] :=[C ] . In 8.3.14 is be~ z,p 

. 1 1 f(t) 
we·zen dat b~nnen J geldt f (a) = 21Ti 'fJ t _a dt en in 

8.3.20 hebben we gezien dat alle afgeleiden vanfin 
het punt a bestaan als a in het inwendige van [J] ligt. 
Daar z willekeurig was is aangetoond dat f in G in ie
der punt afgeleiden van willekeurig hoge orde heeft. 
In het bijzonder is dus f' analytisch (en ook f 11

, etc.). 

Dat ook voor niet eindigeKuitspraken als in 8.3.19 
geldig kunnen zijn hebben we reeds in 7.6.35 gezien! 
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VOORBEELDEN 

8.3.22. De Bessetfunctie Jo gedefinieerd door Jo (t) := 

:= f~ cos(t sin(nz))dz is analytisch op C daar voor ie

der begrensd.gebied GcC stelling 8.3.19 toegepast kan 
worden. 

8.3.23. Zij f analytisch en begrensd op {zl 0<1zl<l}. 

Als O<p<lzl<1 is fc ~~t~ dt niet van p afhankelijk. 
0 'p 

Zij M := sup{ lf{t} 11 O<ltlnl. 

Dan is l"c f{t) dtl < 2 "MP +0 1 0 d bl. "kb '!' t - z 1 z 1 P a s P + , us > J aar 
O,p 

Pc . 
0' p 

f(t) dt = 0 voor O<p<lzl. 
t- z 

Op grond·van de residuenstelling (8.3.7) is 
f f (t) dt -
co, 1 t - z 

fc ~~t~ dt = 2rrif(z) als p<lzl<l. 
0' p 

Dus is nu aangetoond dat g(z) ·= _l_ f f(t) dt = 
• 21ri c 0 , 1 t-z 

= f(z) voor O•lzl<1. Daar f continu is op [c
0

, 1] is g 

volgens 8. 3.18 analytisch Óp { I z lil z I< 1}. Hiermee is 

aa-ngetoond dat als we de oorspronkelijk in z=O niet 
gedefinieerde functie f uitbreiden door te definiëren 

. 1 -1 
f(O) := g(O) = -2 . fc t f(t)dt dan f ook in 0 ana-

. Til 0,1 

lytisch is! Gezien de oorspronkelijke definitie van f 
was 0 een geïsoleerde singul ar i te it. Deze i.s door de 
aanvullende definitie opgeheven. Men noemt dit dan ook 
een opnefba:n singulariteit (zie na 8. 4. 28). 

OPGAVEN. 

8.3.24. Zij • gedefinieerd op {wl lwlt1J door •(w) := 
. 1 Re z '.' · · · 

:= 2 ni fc z _ w dz. Bepa<:l • (w) als Iw I <1 resp. Iw I >1. 
' 0, 1 

8. 3. zt. Als f in a een pool van orde k heeft dan is er 
een functie' ~, analytisch in een omgeving. van a, zo ·dat 

• ( z) 
f(z) ;::: k" Bewijs .dit.en.· toon q.an dat\. 

(z-a). 

-~ 41 <k-1)(a) 
ReS. f j ·· a. (k-1 ! 

' 

. .' ,'' 

'-<''' 1 
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We kunnen nu een stelling bewijzen die in zekere zin een 
omkering is van de hoofdstelling (8.2.7), 

.8.3.26. STELLING (Morera). Zi;j Geen gebied" f: G+C .eon
tinu op G en ~K f(z)dz=O voo~ iedere gesloten kromme Kin 

G. Dan is f analytisch op G. 

Bewijs. Kies a vast in G. Is K1 een kromme met begin
punt a en eindpunt z, gelegen in G dan hangt J f(z)dz 

K! 
alleen van z af, niet van de keuze van K1 • Zoals in 

8.1.18 is aangetoond door F(z) := Jz f(t)dt een in G 
" analytische functie gedefinieerd met F 1 =f. Volgens 

8.3.21 is ook f analytisch. 

OPGAVEN 

8.3.27. Zij f analytisch op 

Dan geldt lf(n) (a) I <Mn~. 
r 

Bewijs dit. (Dit heet ook 

B en !f(zli<Hop[C ]. a,r a,r 

de ongelijkheid van Cauahy.) 

8.3.28. Zij ~ analytisch op B0 2 . We definiëren 
' 

f(z) := 2;i J~ t~t; dt 

waarin de integratiekromme het segment [0,1] is. Als 
O<x<l dan is 

lim{f(x+iy)-f(x-iy)} =~(x). 
y+O 

Bewijs dit. 

8.4. Reeksen 

We beschouwen nu reeksen waarvan de termen complexe func
ties zijn en interesseren ons voor problemen als het 
terrnsgewijs integreren over een kromme, termsgewijs diffe-
r ·1·t~'-"---r -n- ~ 7 -~-'l-"" _.,,,_,.." •,~ e"en=-lc:o ;,..., "A n::~n::~:::~n nf e1 .... el.el eL.. vc.Luc.L ................. "" .... .._ v ................... ~·~ ·--:.o---- --
de beschouwde functies te ontwikkelen zijn in de macht
reeksen. 
We beginnen met een stelling die een generalisatie is van 
7.6.2. 

8.4.1. STELLING. Zij Keen rectificeerbare kromme. Als de 
functies f : [ K] -+C (n=l, 2, ••• ) continu zijn op [ K] en als 

n 
I~=l fn (z) uniform convergent is op [ K] dan geldt: 



8.4 REEKSEN 439 

f (z))dz ~ l: 
n n=l 

Bewijs. Zij F(z) :~ l:~~ 1 fn(z) voor zE[ KI. Volgens 

5.6.11 is F continu op [K) en dus integreerbaar over K. 
Zij L de lengte van K. Zij E>O. Er is een No z6 dat 

voor N>No en zE[ KI geldt ll:~~ 1 fn (z) - F(z) I <EL-
1 . Vol-

gens 8.1.10 is voor N>No IJK F(z)dz -l:~~ 1 JK fn(z)dzl<o 

waarmee het gestelde bewezen is. 

In 7.6.7. hebben we gezien dat voor het termsgewijs dif
ferentiëren van een reeks reële funct.ies op ( a,b] o.a. 
de voorwaarde gesteld werd dat de reeks van afgeleiden 
uniform convergeert op [ a,b]. In de theorie van complexe 
functies is differentieerbaarheid zelf al zo'n zware eis 
dat we met zwakkere voorwaarden genoegen kunnen nemen. 
Dit blijkt uit de volgende stelling. 

8.4.2. STELLING. (Weierst;rass) Zij Geen gebied in C en 
laat, voor nEN, f : G~C analytisch zijn in G. 

n 

Als I~=l fn(z) uniform convergeert op G met som F(z) dan 

, , , 'l , (k) foo (k) ) 
~s F ana y~isch op G en F (z) ~ Ln~ 1 fn (z op G 

k=l,2, ..• · . 

Bewijs. Zij G' een enkelvoudig samenhangend deelgebied 
vanG enK een gesloten kromme in G'. 
Volgens 8.2.7 is <fiK fn(z)dz~o voor nEN. Volgens 8.4.1 

is dan ~K F(z)dz_=·o; Daar· K w.illekeurig was,is volgens 

de stelling van Morera (8.3.26) F analytisch op G' ~n 
daatf. G' willëkeurig, was is F ànalyti-sch op G. Zij aEG .. 
Èr is .. een omgeving van a d,ie in' G: ligt. Kies hierbinnen 
de cirkel ( C I . Op [ C I is ook · a,p a,p .· 

L~~ 1 (z-a):-k-lfn(z) uniform convergent. Volgens 8.3.20 

en 8.4 .1 geldt 

F(k) (a) ~ k~ F(z) dz = 
z;r Pc 1 lk+1 a,p z-a 

• ,, f (z) • 
~ (k~ , n ) 'f(k)(z) 

nil 2rri Pca,p (z-a)k+l dz ~ n~1, n 

wa'arm.ee het gestelde bewezen is. 
- .. 1 

f-', 

!
i 

', -:: 
', 

,) 
':~ 

., ,_ 

. --..;-
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VOORBEELDEN 

8.4.3. Voor de in 8.3.22 gedefinieerde functie J 0 geldt 
voor alle t 

Jo(t) = J~ cos(t sin(nz))dz = 

= J1( ~ (-1)n I 0 L (2n)!(t 
n=O n=O 

(- 1 )nt2n 

((2n)!!) 2 

volgens 8.4.1 en 7.2.34. 

8.4.4. Voor nEN is door f (z) :=n- 2 (z-n- 1 )- 1 
n 

een analyti-

-1 
sche functie gedefinieerd op C\{n }. De functie f 

n 
-1 -2 

heeft in n een pool van de eerste orde met residu n 

Zij S:={O}U{n- 1
1 nEN) en aEC\s. Zij d de (positieve) 

afstand van a tot S. Als p<d en zEB dan is 
-2 -1 a,p oo 

lfn(") l~n (d-o) . Volgens 5.6.10 is In= 1 fn(z) uniform 

convergent op Ba,p" Zij F(z) := I~=l fn(z). Volgens 

8.4.2 is nu bewezen dat F analytisch is op C\S. Als we 
uit de reeks de term f (z) weglaten dan is op dezelfde 

V 

manier in te zien dat de nieuwe reeks een somfunctie 

heeft die ook in v-l analytisch is. Dus heeft F e~n pool 
' -1 ' -2 van de eerste orde ~n n met resldu n (n=l,2, ... ). 

Het punt 0 is een verdichtingspunt van polen van de 
functie F, d.w.z. 0 is een niet geisoleerde singulari
teit. Volgens 8.4.1 en 7.5.10 is 

00 

-2 -1 -1) 1 
~ F ( z) dz 1 

~ ( I 21fi 
= 2ni n (z-n ) dz 

co,2 co,2 n=l 
00 

-2 ,2 
= I n = 6' n=l 

OPGAVEN 

8.4.5. Zij f: [0,1]~R gedefinieerd door f(x) := 

·- I
oo 

.- n=l 
n x 

n (n+1) 

= 

(i) Ga na dat f' (x)~~ als xtl. Beschouw nuF: B0 , 1+C 
n 

gedefinieerd door F(z) := I~= 1 n(~+ 1 ) 
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(i i) Ga na dat F analytisch is op B0 , 1 • (iii) Is er een func

tie G, analytisch op BO,l' met F(z)=G(z) op B0 , 1? 

8.4.6. Beschouw de functie Ç: {zl Re z > l}~c gedefinieerd 
,oo -s log n 

door ç(s) := Ln=l e (ç-functie van Riemann, zie 

7.5.10). Bewijs dat deze functie analytisch is in het 
genoemde gebied. 

8.4.7. Zij G:={zEC[ Re z > 0}. Toon aan dat door f(z) := 

:= I~=l n(z~n) een analytiSche functie op G is gedefi

nieerd. Toon aan dat f in G een primitieve F heeft met 

F(1)=0 en bepaal F(x) voor xER+. 

In stelling 6.8.11 hebben we gezien dat binnen de con
vergentiecirkel de som van een machtreeks een analytische 
functie is. We zullen nu zien dat we daarmee alle ana
lytische functies hebben leren kennen, d.w.z. dat een 
functie die in een omgeving van a analytisch is de som is 
van een in deze orngev.ing convergente machtreeks. 

8.4.8. STELLING. (Taylor) Zij Geen gebied, f: G->C analy
tisch op G en aEG. Zij d de afstand van a tot C\G. 

Als en := n1! -f(n)(a) dan geldt: v·ool' [z-a[<d 

f(z) = r 
n=O 

Bewijs. Zij O<p 1<p<d. Voor· zEB geldt volgens B_. 3.14 
a,p n 

dat 2oo (z-a) = 
n=O ( )n+1 

1 1 f (w) 
f(z) ~ Zn~ ~C w. z dw. Merk·op 

a' P w~a 

= -L(1-~)-1.= 1 
w-a .w-a w-z Daar [f[ begrensd is op [C ] en 

a' P 

z a p 1 ' . roo ' n f (w) 1-w=a I <--- < 1 voor zEB ~s L· =O (z-a)_ n+l v-oor 
P a,Pl n (w .... a) 

ZEB uniform convergent op { C . )'. Volgens a. 4. 1 is 
a.,pl . a,.p 

- oo n· ··1 -· · ··_. f(w)· -
dus f(Z) = ' _0 (z-a) ---2 . Pc · +1 dw = 

Ln- rrl ( )n a,P w-a 
,00 ( n a· ) = ln~Ocn z-a) (volgens ;3. 20 . Daar P1 en p willekeu-

rig waren is het gestelde bew~zen. 

• 0 

'; .. ,, 
" 

. ·' ,,- ,-·:~ 

·J 
'i~ 

' '' . .. -" 

De- in 8. 4. 8 ·gevonden reeksontwi'kk.elin(J heet de Tay lorreeks ~~ .1 
vari f ;·ond -a. We vestigen ··er de n'gdruk qp dat in 8. 4. 8 ____ ,_-"\

1 
___ '.' 

niet- Staa_t da:t d de conve.rgen:l;i~stJ;aÇtl i~ van de .genoemde _A 
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machtreeks maar dat deze convergentiestraal tenminste d 
is! Uit de stelling 8.4.8 wordt duidelijk waarom het ons 
in de theorie van de complexe functies steeds is gelukt 
differentieerbaarheid van een functie f in een punt a te 
bewijzen door aan te tonen dat f(a+h)-f(a)=Ah+O(Ihl 2 ) voor 
geschikte A, terwijl in de definitie slechts geëist wordÇ 
dat f(a+h)-f(a)=Ah+o( I hl) ( lhi+O). 

8.4.9. VOORBEELD. Zij f gedefinieerd voor fzf<l door _, 
f ( z) = (1-z) -. Volgens 8.4.8 is f(z) te 

ontwikkelen in een reeks naar machten van z-~i met con
vergentiestraal ~~. Als we g definiëren voor z~l door 

g(z):=(l-z)-l dan is g(z) te ontwikkelen in een. reeks 
naar machten van z-~i die volgens 8.4.8 en 6.8.11 con
vergentiestraa·l \IS heeft. Daar f en g binnen de een
heidscirkel overeensternmen zijn de twee gevonden macht
reeksen identiek d.w.z. de convergentiestraal van de 
machtreeksontwikkeling van f(z) rond z=~i is ~15. 

(n) -n-1 -n-1 
Daar f (z)=n! (1-z) is cn=(l-~i) . De Taylorreeks 

-1 co -n-1 n 
rond U is dus (1-z) = In=0(1-l,i) (z-~i) , een 

meetkundige reeks. 

8 .'4 .10. We kunnen nu het gedrag van een functie in de 
buurt van een regulier punt bestuderen met behulp van 
de Taylorreeks. Laat f analytisch zijn in a en zij 

f(z) = \oo 
0 

c (z-a)n. Als f niet constant is dan zijn 
L.n= n 

de coëfficiënten c1,c 2 , ... niet alle 0. Zij 
k := min{nENI c ~0}. 

n 

Definieer d :=ck c-kl voor mEN, g(z) := 1 + Ioo 1 d (z-a)rn. 
m +m m= m 

Dan is (in een omgeving van a) f(z)=c0+ck(z-a)kg(z) 

eng is analytisch in deze omgeving. 
Als c 0=f(a)=O dan noemen we a een k-voudig nulpunt van 
f en ook wel een nulpunt met multipliciteit k. Als cotO 
dan is f(z)~O in een omgeving van a op grond van de con
tinuLteiL en als c 0 =0 dan is g{z)fO in een omgeving van 
a daar g(a)=l en dan is dus a het enige punt in een om
geving van a waar f(z)=O. Hiermee is bewezen: 

8.4.11. STELLING. Is f analytisch in a dan is a niet een 
verdichtingapunt van nulpunten Van f, ·tenzij f identiek 
0 is in een omgeving van a. 

Een zeer belangrijk gevolg van deze stelling is de zoge
naamde identiteitsstelling: 
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8.4.12. STELLING. Zij G een gebied in C en laten f en g 
analytisch zijn op G. Als zoEG en als in iedere geredu
ceerde omgeving van z 0 een punt z l~gt met f(z)=g(z) dan 
zijn f en g identiek op G. 

Bewijs. Daar z0 een verdichtingspunt is van nulpunten 
van f-g is f-g identiek 0 in een omgeving van z 0 • Daar 
G samenhangend is, is ieder punt z 1EG eindpunt van een 
krommeK met beginpunt zo en [K]cG (6.7.13). Alskeen 
parametervoorstelling van K is dan hebben we tot nu toe 
bewezen dat er een ÖE(O,l) is met f(k(t))~g(k(t)) voor 
O~t<O.·oan is er echter een omgeving van k(ê) waarbin
nen f(z)~g(z). Hieruit volgt dat zelfs f(k(t))~g(k(t)) 
voor O~t~l. Immers het suprernum van de getallen ó met 
de genoemde eigenschap kan niet kleiner dan 1 zijn. 
Daarmee is het gestelde bewezen. 

Uit de Taylorreeks volgt nog een belangrijke stelling. 
Deze noemt men meestal het maximumprincipe: 

8.4.13. STELLING. Als f analytisch is in a neemt lfl in 
a niet een maximum aan tenzij f constant is in een omge

. ving van a. 

Bewijs. Laat f niet constant zijn· in- een omgeving van 
k 

a. Evenals. in 8.4.10 schrijven we. f(z)=c 0+ck(z-a) g(z). 

Als ca=o is het bewijs triviaal. Als corO schrijven we 
-1 it . -i./k . . 

ckcO =re. (~>0). Beschouw z=a+pe met p voldoende 

k;l.ein. ,Dan is, daar g(•)~l+o(1) voor z+a, lc~ 1 f(z) 1~ 
. k k . 1 . 

. ~l1+rp +o(e) I voor p+O, dus I co f(•) 1>1 voor voldoende 
kleine positieve p. 

Merk op· dat a·ls f analytisch is op een. begrensd gebied G 
en continu op G het maximum van lfl (zie 5.7.10) op de 
_ranç1 van G _word~ genomen~ 

OPGAVEN 

8.4.14. z-ij Geen gebied in C, •f .;tnalytisch op G, aEG en 
r. de, COJ;we:r;gentiestra?-1- yan_ de 'ra)'l,Or:t::ee~sont,wikke_lj,_ng 
v~n f ·_rönd a~· Bewijs dat niet alle punten vari 
{ zEC J I z-a I ~r} --reguliere p\!Jli;en vàn f zijn. · 

8,4.l5. Zij G:~lz/ Re z >0} en Zij K(z) het segment met 
beginpunt 0 eri eindpunt. z. ·Definieer, Voor zEG, 

f'(z). := JK,(z) (I+ti)-1dt. Toon aan dat f in G analytisch 

;Î,'}"',~nb~pa:>1 de converg<rnti\ostraat van de Taylorreeks 
vat\ f J;ond L . . 

·•') . ' 

·,._. .. _ 

' 
-~ 

,··" 
' ' _,, 

' i \ ' 
-: -~ . 

·) ..... ~.: 
!· .. 

. /·~r.: 
- ' -~: -~ 
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8.4.16. Bepaal Joo -st 
0 e cos tdt als s positief reëel is. 

Bepaal dan de integraal ·als s complex is, Re s > 0, door 
8.4.12 toe te passen. 

8.4.17. Zij Geen gebied in C en f analytisch op G. Als 
aEG en ]f] in a een minimum aanneemt is f(a)=O. Bewijs 
dit. 

8.4.18. Zij_ f(z) :=z}+z 2 +l voor lzlsl. Bepaal de punten z 
··---··-~- +11~'-n ""',..... 'h'"'"""'"'l ho+ m::>v;m,,m U::>n lf'f?) I WO.UJ... 1/VV.L. .L \"-'/ -v '-•• .._."-1::"'._..._...._ •·--~ ... _, • .._.,,_ ••• • --· 1- ,_, I'-

8.4.19. DEFINITIE. Een funct·ie dl-e analytisch is voor alle 
zEC heet geheel. 

Voorbeelden van gehele functies zijn o.a. de gehele ra
tionale functies, (dat zijn de polynomen). Iedere gehele 
functie is te ontwikkelen in een machtreeks met conver
gentiestraal oo (8.4.14). Voor de polynomen is dit een 
machtreeks die afbreekt d.w.z. dat de coëfficiënten vanaf 
zeker rangnummer 0 zijn. Verder zijn de exponentiële func
tie, de sinus en de cosinus voorbeelden van gehele func
ties. Dit zijn voorbeelden van zgn. gehele transcendente 
functies. Als eerste stelling over gehele functies bewij
zen we de stelling van Liouville: 

8.4.20. STELLING. Als f geheel en begPensdis dan is f 
constant. 

Bewijs. Zij !1 := sup{ lflz) IJ zEG). Volgens 8.3.27 is 

lf{n) {O) lsMn:r-n voor iedere n~O en iedere r>O. Laat 

r~oo. Dan zien we: f(n) {0)=0 noor n~l en dus is f con
stant. 

Een gevolg van deze stelling is: 

8.4.21. STELLING. Als f een polynoom is dan heeft fin C 
tenminste één nulpunt. 

Bewijs. Zij f(z)=a 0+a
1

z+ ••. +anzn (an#O). Dan is 

f(z)=a zn(l+o(l)) voor lzl+oo. Als f géén nulpunten zou 
n . _, . . 

hebben was er een R zo dat if(z) I ~<1 voor lzi>R. Daar 

dan lflz) 1-l ook voor lzlsR begrensd was zou f-l be
grensd en volgens 8.4.20 dus constant zijn. 

8.4.22. OPGAVE. Een gehele functie f is dan en slechts dan 
geheel rationaal (een polynoom) als er een mEN is met 

f(z)~O(zm) voor z~oo. Bewijs dit en toon aan dat de 
kleinste m waarvoor dit geldt de graad van het poly
noom is. 
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We zullen nu aantonen dat het gedrag van een gehele trans
cendente functie voor Jz)+oo zeer onregelmatig is. 

8.4.23. STELLING. (Casorati-Weierstrass) Als f een gehele 
transcendente functie is dan geldt voor iedere cEC en 
iedere m;;:-:Q 

lirn inf lzrn(f(z)-c) I = 0. 
/z/~oo 

Bewijs. We mogen ons zonder beperking der algemeenheid 
tot c=O beperken. Daar de nulpunten van f zich volgens 
8.4.11 niet verdichten heeft f slechts eindig veel nul
punten of f heeft voor iedere R>O oneindig veel nulpun
ten in lz/ lz/>R} in welk geval het gestelde triviaal 
is. Als f geen nulpunten heeft (zoals bijvoorbeeld de 
exponentiële functie) dan is als g(z):=l/f(z) ook g 
geheel transcendent (vgl. 8.4.21) en volgens 8.4.22 

geldt: '(lmEN [g(z)=O(zm),(z~oo))). Dan is, voor iedere 

mEN, z-mg(z) niet begrensd waaruit het gestelde volgt. 
Tenslotte beschouwen we het geval dat f eindig veel 
nulpunten a

1
,a

2
, ... ,at heeft met multipliciteiten 

kl, •.. ,kt. 

Definieer nu g door g(z) 

een gé.he1e tr.3.nScende~te 
verloopt dan als boven. 

t kv 
:= ITv~l (z-a) /f(z). Dan is g 

functie. De rest van het bewijs 

8.4.24. VOORBEELD. Het in 8.4.23 beschreven gedrag illus
treren we nog eens met behulp van. de exponentiële func-

tie. Als çEC, c~O dan heeft' de vergelijk~ng e
2
=c een 

oplossing z 0 en ieder getal z 0+2kni met kEZ is ook een 

oplos.Sirlg. Voor federe meN heeft zm (e
2
-c) oneindig veel 

nulpunten en dan i$ lim inf I zm (ez-c) I = 0. Voor xER 
. /z/~oo . . . 

geldt lim xmex = 0 d.w.z. ook lim inf lzrnezl = 0. 
X->-oo /z I ~m 

We ·zullen nu éen uitbreiding geven va·n de stelling van 
Tayl?r.~09r.een.functie te beschóuwen die analytisch is 
in l)et gebied. tussen twee concentrische cirkels met mid
delfrû.nt- a "en de- functie te ·ontWikkelen in een reeks naar 
machten van z-a. 

8.4.25. STELLING. Zij G,:"{zEC·/ r<lz-a/<R en zij f anaZy
ti's.oh op G-•. Zi;j ver>deY. r<r 1 <R en 

: ···' 

1 :;::;: hl ~c 
a, r1 

f (.w} 

( · ) n+ l .w-a 
dw voor nEZ. 

' -., 
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Dan geldt in G 
00 00 

f(z) = I c (z-a)n + I c (z-a)n =: I c (z-a)n. 
n=O n n=-1 n n=-oo n 

Bewijs. Zij' zEG en r<p1<lz-ai<P2<R. Als y:=C 
a,Pl 

8.3.7 (of 8.3.14) r:=C dan is volgens 
a, P 2 

en 

f(z) = ___ 21' fr f(w) dw-
TTl. w-z - 1- J f(w) dw. Op [ r] schriJ"ven 

2TTi y W- Z 

we 
-1 _, "._". -1 • z-a· I z-al 

(w-z) ·=(w-a) ·(1-w---a) •• Daar 1--1= < 1 op w-a p 2 

[ r] is de reeks I~=O f(w) 
(z-a)n 

uniform converqent 
( ) n+1 w-a 

op [ r] • Op y schrijven we (w-z) - 1=- (z-a) - 1 (l-w-a) - 1 en 
z-a 

n (w-a) 
dan is op [ y] de reeks I~=O f(w) 

vergent. ( ) n+1 z-a 
uniform con-

Volgens 8.4.1 is dus 

f ( z) = 
00 

I (z;i Ir 
n=O 

f(w) (z-a)n 

( ) n+1 w-a 
dw) + 

00 

+ I (z;i JY 
n=O 

f (w) (w-a) n ) 
dw • 

( ) n+1 _z-a 

Daar voor iedere nEZ volgens § 8.3 geldt 

~ f f(w) dw = 1 f 
2Til r ( )n+1 2ni y w-a 

f(w) dw = en hebben we 
( ) n+1 
w-a 

bewezen: 
-oo 

f ( z) = I 
n=O 

c (z-a)n + 
n I 

n=-1 

Men noemt de reeks uit 8.4.25 de Laurent-ontwikkeling van 
f rond a. Merk op dat als f analytisch is binnen C R alle a, 
coëfficiënten c met negatieve n volgens de hoofdstelling 

n 
0 zijn. De Laurent-ontwikkeling is dan de in 8.4.8 gevon-

-m n 
den Taylorreeks. Het gedeelte Ln=O en (z-a)·· noemen we het 

poaitieve'deet van de Laurent-ontwikkeling en het gedeelte 
\-1 n 
Ln=-~ cn(z-a) noemen we het negatieve deel en ook wel 

het hoofddeeL van de Laurent-ontwikkeling. 
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OPGAVEN 

8.4.26. Bewijs dat het positieve deel van de in 8.4.25· 
behandelde Laurentreeks een machtreeks met convergentie
straal ~ R is en dat het negatieve deel convergeert 
voor allez met ]z-a]>r. 

8.4.27. Als fen g analytisch zijn in het in 8.4.25 ge
noemde gebied G en c (nEZ) resp. d (nEZ) zijn de coëf-. n n 
ficiënten van de Laurent-ontwikkelingen van f resp. g 
(ronp a) in G dan geldt in G: 

~ n · oo 

f(z)g(z) = Ln=-oo an(z-a) met an := Lk=-oo ckdn-k" 

(Zie 6.9.29.) 

Met behulp van de Laurent-ontwikkeling kunnen we nu de ge
isoleerde singulariteiten van een functie f in drie klas
sen indelen. Is nl. a een geïsoleerde singulariteit van 
f dan is er een cirkel [C R] waarbinnen f analytisch is a, . 
met uitzondering van het punt a. We passen nu 8.4.25 toe 
met r=O, d.w.z. (C J={a}. We vinden een Laurent-ontwika,r 
keling waarvan het positieve deel convergeert voor lz-ai<R 
en dus een in B R analytische functie voorstelt terwijl a, 
het· hoofddeel 'convergeert voor zf.a. We onderscheiden nu 
drie gevallen: (a) alie coëfficiënten in .het hoofddeel 
zijn o; (b) in het hoofddeel zijn niet alle çoëfficiënten 
0 maa.r Vi;inaf_ zeker rangnununer zitn de coëfficiënten 0, 
(c)· on'einP,ig veel coëfficiënten van het hoofddeel ver
schillen van 0. In het eerste geval .kunnen we door f(a)=co 
te d-efiniëren de singulariteit in a opheffen (zie 8.3.23) •. 
In "ttet tweede .geval. is als c_k=t#O en c_n=O voor n>k het 

punt a een Pool van de orde k omdat dan limJz-a)kf(z)=it-0 
Z>+a 

Een voorbeeld van de derde mogelijkheid is ( z'ie 8. 3. l 0) . 
. .. 1 

f (Z}·,: ==ie "Z voor z:f-0. 'De Laure-ilt-ontwikkeling is dan 
,...n -

f (.z) =: 1 + 'i'oo L-. In dit geval noemen We a een essenLn::::;;l n! 
tiële singulariteit. 
Samenv-attend 

8.:1it.28' .. DEFINITIE. (Gedee~t'èlijk herhaUng >Van 8. 3. 10.) 

is.. ·J·f"' a·na'tytisah in ,een· ge;·tidu.ce.er4e···omg,eving van a en 

"I<& ~·1111 ·c ci·-a).n 'de Lauren·t.-ont-~ikk-i:-~ing Va111. f rond a dan: n-· o:o n . . 
nó'liiien. we a · ·. · . . ' • · · · . - .. ' ' ' ··- ' 

' .. .~ .. 
. .~ T 
": ,' ~!.•. ~. " .. :--; ' 
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(b) een pool van de orde k als c_kfO en cn=O voor n<-k~ 

(c) een essentiële singulariteit als oneindig veel co
efficiënten van het hoofddeel van 0 verschillen. 

We zeggen in (a) ook wel dat het hoofddeel ontbreekt en 
in (b) dat het hoofddeel afbreekt. In geval (a) is f be
c:,rensd in een omgeving van a tenTij 1 in geval (b) geldt 
lf(z) l+oo als z+a {ga dit na). Het gedrag vanfin een om
geving van een essentiële singulariteit is zeer onregel-
-~+-~,.,. ~ ...... .".,..,. .. ~-1- r:l...;,: ~r'"'1"'"""'rl"' rt.ona,...::~1ic=>+-io u::>n R .4 ?~ 
LUU.'-.1.'::1 e..v....o. .... "' ...._.._,_ .._...._ ~'-' .... '::1'-~•.._..._. '::1'-••'- .... ~ .... -~~--~ --·· -· ··--

blijkt. 

8.4.29. STELLING. (Casorati-Weierstrass) Is f analytisch 
in een gereduceerde omgeving van a en a een essentieel 
singulier punt van f dan geldt voor iedere m~O en iedere 
CEC 

(i) lim sup I (z-a)mf(z) I = oo, 
z+a 

(i i) lim inf I (z-a)-m(f(z)-c) I = o. 
z+a 

Bewijs. 8.4.30. 

OPGAVEN 

' 8.4.30. Bewijs stelling 8.4.9 met behulp van 8.4.23. 

8.4.31. Toon aan dat Resa f = c_ 1 als a een gelsoleerde 

singulariteit van f is en f(z) = I~=-oo cn(z-a)n de 

Laurent-ontwikkeling van f in een gereduceerde omgeving 
van a is. 

8.4.32. Als f een pool heeft in a bepaal dan Res a 
f' • 

8.4.33. Bepaal de Laurent-ontwikkeling van f rond 0 die 
2 -1 convergeert in z=2 als f(z) :=(z +2z-3) . 

8.4.34. Bepaal ---2
1

. fc 
Til 0,2 

In 5.5.17 is aangetoond dat door toevoeging van een punt 
dat we 11 het punt oo" hebben genoemd C kan worden uitg"ebreid 
tot een compacte ruimte (N.B. het punt "" is niet een com
plex getal!). In deze éénpuntscompactificatie is o.a. 
{ zEC I I z I >R} een omgeving van "". We zullen dit spraakge
bruik nu invoeren en enige afspraken maken waardoor een 
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functie op C wordt opgevat als functies op Cu{~}. 

8.4.35. DEFINITIE. Zij f analytisch op (zECI lzi>R}. Als 

g(z) :=f(z-
1

) dan zeggen we dat f analytisch is in..,, resp. 
een pool heeft in oo, Pesp. een essentiële singulariteit 
heeft in oo als g analytisch is in 0, resp. een pool heeft 
in 0 resp. een essentiële singulariteit heeft in 0. 

8.4.36. DEFINITIE. Is f analytisch op (zECI lzi>R} en 
p>R dan definiëren we 

Res f := 
00 

VOORBEELDEN 

1 
- 2TTi fc f(z}dz. 

O,p 

8.4.37. Zij f(z}=z 2+l. Dan is g(z} :=f(z-1 )=l+z- 2 een func
tie die in 0 een pool van de orde 2 heeft. We zeggen 
dus nu dat f in oo een p~ol van de orde 2 heeft. 

Verder is Res f = - _!_ J f ( z) dz = 
.., 21ri c

0
,

2 
= - (Res. f + Res . f) = 0. 

l -l 

-1 -1 . . 
8.4.38; Zij f(z)=z • Dan .ts g(z) :=f(z )=z een functie 

die ana.lytisch is in 0 en daar een nulpunt heeft· met 
multipliciteit 1. We zeggen nu dat f in oo analytisch 
is en datfin oo een nulpunt'heeft met multipliciteit 1. 
Hoewel w·een regulier punt .van f is, is in afwijking 
van 8.3.2 (geldig voor C) Res

00 
f = -Res 0 f =-l. 

8.4.39. Als f(z) =sin z (een.gehele functie) dan is 

. . . -1 . -1 'oo n-1 .-2n+l 
.g(z);f(z );sw(z )=Ln;l(-1) ( 2 n_ 11 ~,d.w,z. 

g heeft .. ,:i,.n- 0 .eefl essentiële singulariteit. We zeggen nu 
dat f in ~-een essentiële singulariteit heeft. 

8.4.40. We kunnen de stelling van Liouville (8.4.20) nu 
ook zó formuleren: Als f op CU{~} géén singuliere punten 
heeft dan is f constant. 

OPGAVEN 
"i. 

8 .A. 41~ ·.Als f op Cu {co} geen andere singulariteiten heeft 
dan -polen, dan_ is· f een :rationale·' functie (het quotiënt 
vàri_ tWee -·polynomen). sewijs. d.it. 

""' . , . ; . ·I. . - - . , ,. 

8 ;.1· 42. >De, funÇt:~e .. f heeft een pool v4n de orde 2 in 1 

~,:,. ' 
'··v' . ,•, .,, 
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met residu 0 en een pool van de orde 1 in 0 met residu 
2 en géén andere singulariteiten in Cu{~}. De functie 
heeft nulpunten in 2 en in oo, Bepaal f. 

8.5. Toepassingen 

We zullen nu een aantal toepassingen behandelen van de 
theorie uit de voorafgaande paragrafen op veelvuldig voor
kcmende problemen. J'·.ls eerste beschom·ren we het oploss~n 
van vergelijkingen. We schrijven deze steeds als f(z)=O 
en beperken ons nu natuurlijk tot analytische functies f. 
De eerste stelling handelt over het aantal oplossingen. 

~.5.1. STELLING. Zij f analytisch op en binnen de Jordan
kromme Jen f(z)fO voor zE[J]. Als a 1 ,a 2 , ... ,ak de nul-

punten vanfin het binnengebied Van [J] zijn en 
v

1
,v

2
, ••• ,vk de multipliciteiten Van deze nulpunten dan is 

N := 
k 

. l: 
]=l 

l 
V, = 

J 2'1Ti 
1 f' (z) 
'!'J f(z) dz. 

(We noemen N verder het aantal nulpunten van f binnen J.) 

Bewijs. Volgens 8.4~11 en 5.5.10 heeft f slechts eindig 
veel nulpunten in het binnengebied van [J]. Volgens 

8 3 7 · 1 1 f' (z) d 1' 'k d d · · • ~s 2'1Ti ~J f(z) z ge ~J aan e som van e res~-

duen van de integrand in het binnengebied van ( J] • De 
enige punten waar de integrand een singulariteit zou~ 
kunnen hebben zijn a 1 ,a2 , ... ,ak. We gaan dit nu na. In 

een omgeving van a. geldt f(z) = Loo c (z-a.)m en 
J m=vj m J 

f' (z) = l'oo me (z-a.)m-l. Dus is lim(z-a.)~; (l) = 
Lm= IJ • m J J z \! j ' 

J z-+a. 
d.w.z. f'/f heeft in aj een pool van dé eerste orde met 

residu v .• Hiermee is het gestelde al bewezen. 
J 

Een voorbeeld van een toepassing van 8.5.1 is het volgende 
bewijs van de hoofdstelling van de algebra: 

n 
8.5.2. STELLING. Is f(z) :=a0+a1 z+ .•• +anz (n>l, an;'O) een 

polynoom van de graad n dan heeft f precies n nulpunten 
in C. 

Bewijs. Daar a
0
+a 1 z+ ... +anzn=anzn(l+o(l)) voor /z/~~ is 

er een R>O zo dat f(z}fO voor /z/~R. Het aantal nulpun-
. l 1 f'(z) 

ten van f ~s dus 2 '1Ti ~C f(z) dz waarbij p willekeu-
O,p 
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rig >R is. 

8.1.14: N-n 

Noem dit 
1 

=N-2ni 

-1 
=O(P ) voor p~oo. 

Dus is n=n. 
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aantal N. Dan is volgens 8.1.10 en 
1 (f'(z)_!)_)dz= 
"'c · f(z) z 

O,p 
~ !)_ dz =-!.,. c 0 z 21r~ ,p 

We kunnen nu met behulp van 8.5.1 door. verschillende J te 
beschouwen de nulpunten van f in eerste benadering opspo
ren. Stel dat we een J gevonden hebben waarvan we weten 
dat binnen J precies één nulpunt van f ligt met multipli
citeit v. Dan kunnen we de volgende stelling gebruiken: 

8.5.3. STELLING. Is f analytisch op en binnen de Jordan
kromme J~ a het enige nulpunt (multipliciteit v) van f 

' b" J d · _ 1 1 zf'(z) ge~.-egen tnnen an ts a- 2 niv "PJ f{z) dz. 

Bewijs. We hebben in 8.5.1 al gezien dat de integrand 
in het rechterlid binnen J precies één singulariteit 
heeft nl. een pool van de eerste orde in a. Verder is 

. zf' (z) l1m (z-a) f(z) =va. Het gestelde volgt weer uit 8.3.7 
z->a 
en 8. 3. ll. 

Men kan zo een benadering voor a vinden door de integraal 
in het rechtE?rlid nUm'~riek te benade:t;'en. 

8. s·. 4. OPGAVE.- 'Zij N gedefinieerd als in 8. 5 .1. Laten de 
gegevens·van 8.5.1 gelden met uitzondel:"ing va-n de punten 
b 1 ,b 2 , ... ,b~ in het binnengebied van {J] waar f polen 

heeft .van de orde ~ 1 ,~ 2 , .•• ,~2-. 

Bewijs dat N~P 1 f' (z) 
'i'J f (z) dz. 

Als we àlle~'n geïnteresseerd zijn in het aantal oplossin
gen vp,rt ~e .trer.gel,ijking f(z)=O binnen een Jordankrörnme .:r 
dan is.het vaa;k· mogelijk de runetie f te vervangen door 
eell eênVoUdige.re · furi'ctie. zèndl=r ·a:at het gezochte aantal 
verandert. D;it is de inhoud. van de volgende, zeer vaak· 
toe_pa~b.á.J;e, ___ stelling. 

8.5.5 ... S1:'EL):.XNG, (l/ouohé') Ats f :en-g analytisch zijn op 
en binne-n de r.ectificeerbare Jopdankl'~mme J (3-n / g(z) J < 
< )f(z) I 'vo'or z6( J] dan 'hebben f en f+g evenveel nulpunt;en 
binn~~- .. J._. 

Bewijs .. Uit. het gegeven vqlgf da.t f(z.);'O voor zE[J]. 
D'e~Ü:lieer .4 ( z) '"''I ( z) /f ( z) voor zE( Jj . Dan .is 4 continu 
op {J). e11 omc1.at . J ~. ( z l I< Lvopr z'"l J] is 

' ' , ',. - , ' . - I' - , ' , , ' ,_ - · .. 

!Uii1'CI~ ('<~),\!~ ,z_EiiJl }- =.: n•< 1. ~i\j 1f het. aantal nulpunten 
' '' t.· 

,,. 

i 
·j· . , 

:,, \ 

·~: .. ~ .. 
~'" 'é'-'• _,, ' 

,'i_;~,~ '·' 

.;t·'· 
' '·.j<. 
.. • 

' 
' ' 

'f' 

' ,, 
' 

, .. ::'-
' .. 

' I'· -'. ·~ 

' . 
'::~\' 

,,, 
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van f binnen J, N' dat van f+g. Dan is volgens 8.5.1 

N' 1 
~J f • 'z 1 +s • 'z 1 dz = = 2ni f(z)+g(z) 

1 
~J 

f' (z)+f' (zH(z)+f(z)$' (z) 
dz = = 21T i f(z)+f(z)Hz) 

1 
~J 

f ' ( z) 
dz 2!i ~J ~ ' ( z) dz = + = 211 i f ( z) l+~(z) 

00 

1 
N ' ~ l ( z) " I ,,kf>l-\\k.:l~ = + 'f!J L \-_I_J \'+'\"")} .......... 2ni 

k=O 

Daar l~(z) lsa<l op [J] en~· begrensd is op [J] mogen 
we in de laatste integraal volgens 8.4.1 term voor term 

integreren. Omdat op [J] de functie (k+l)-l~k+l een pri

mitieve is van ~~~ken J gesloten is, is 

~J ~' (z)(Hzl )kdz = 0 voor k=O, 1, ... en dus is N'=N. 

8.5.6. OPGAVE. Bepaal het aantal nulpunten van l-2z+z5 
binnen de eenheidscirkel. 

8.5.7. We zullen nu een methode schetsen die geschikt is 
om numeriek een benadering te vinden van de oplossingen 

van de vergelijking f(z) :=a zn+a 
1
zn-l+ ... +a

0
=0. De me-

n n-
thode van Lehmer-Schur (zie ook [ 19], [ 21]). Ne definië-

* n -1 - - - n · 
ren f (z) :=z f(Z )=a +a 1z+ ... +a

0
z en we definiëren de n n-

operator T door (Tf) (z) :=a
0
f(z)-anf* (z). Merk op dat Tf 

een polynoom is met graad <n-1 en dat (Tf) (Ol=la
0

12 -lanl 2 • 

Zij C:=c
0

,
1

. Neem nu aan dat f(O)fO en f(z)fO voor zE[C] 

We bepalen achtereenvolgens Tf,T 2f, .. . , 
k k eerst (T f}(O)<O of T f een constante> 

vo~rlopig aan dat we hierbij géén k met 

komen. We beweren nu dat als (Tkf) (0)>0 

totdat voor het 

0 is. We nemen 

(Tkf) (0)=0 tegen

voor l~k~~-1 ter-
~ ., ,",~.ç, tn\,.-n r'lan f h. 1 h f 1 w~JA \~ ., 1 v, -- ____ __ l.nnen C een nu punt ee ten as 

T~f een constante ~ 0 is dan f géén nulpunt binnen C heeft. 

Dit is als volgt in te zien: (i) op [C] geldt lf*(zll= 

~lznl·lf(z-l) l=lf(z) I; (ii) als (Tf) (z,)=O voor een 

z 1E[C] dan is dus lä0f(z 1 ) l=lanf*(z 1 l I, d.w.z. la0 1=1anl 

en dus (Tf) (0)=0. We hadden aangenomen dat dit niet zo is; 
(iii) definieer nu als (Tf) (0)>0 de polynomenPen Q door 
P(z) :=-a f* (z), Q(z) :=ä 0 f(z). Voor zE['C] geldt dan 

n 
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IP(z) 1-IQ(z) l~lf(z) I <lanl-la
0

1l<O. Volgens 8.5.5 heeft 

dan Q binnen C evenveel nulpunten als P+Q, d.w.z. Tf heeft 
binnen C evenveel nulpunten als f. Op dezelfde manier is 
in te zien dat Tf binnen C evenveel nulpunten als f* heeft 
indien (Tf} (0)<0; (iv) zij nu m het aantal nulpunten van 

. t-1 
f binnen C en t als boven. Dan is T f een polynoom met 

graad d~n-t+l en rn nulpunten binnen C. Als (Ttf) (0)<0 dan 

heeft Ttf binnen C volgens {iii) d-m nulpunten. Daar Ttf 
een graad d'~d-1 heeft is d-msd-1 d.w.z. m~l hetgeen be
tekent dat f binnen C tenminste één nulpunt heeft. Is 

echter Ttf een constante > 0 dan heeft Tt-lf evenveel nul

punten binnen C als Ttf, d.w.z. géén nulpunten! 
We kunnen nu als volgt een algorithrne voor bepaling van 
nulpunten maken. Als we een polynoom f beschouwen voor 
zEB dan kunnen we door g(z):=f(a+rz) steeds het pro-a,r 
bleem transformeren naar een beschouwing over een polynoom 
binnen C. Begin met Ci (a) als f(O)=O hebben we een nul
punt gevondeni (b) zo niet bepaal dan Tf,T2f, .•• en bepaal 
op de hierboven beschreven manier of f binnen C een nul
punt heeft (doet zich het hierboven uitgesloten uitzonde
ringsgeval voor ga dan over op een iets kleinere cirkel 
en transformeer naar. C); (c) als f binnen C een nulF•.!lnt 
heeft dan: beschouwen we g(z) :=t(\z) voor I z I <1 en anders 
g(z) :=f(2z") voor lzl~1; (d) door herhaalde uitvoeriJ?g · 
vinden we ·een ringvormig gebied waarbinnen f een nulpunt· 
heeft. Dit _overdekken we met een aantal· kleinere cirkels 
en voor. e·lk van deze transformeren we weer naar C en her-. 
halen het 'proces voor elk van deze cirkels waarbinnen een 
nulpunt ligt. 

8.5.8. VOORBEELD. Het volgende schema toont aan hoe de 
methOde·.· d:é -,a·~nwezigheid van nulpunten, van z'++z 3+3Z 2+3z+2 
binnen de eenh~_i,dscirkel bevestigt. 

'l'f .... : * ·-
(Tf) 

T 2 f 

(T~J:) * 

T ~~<ti -. 
' . 

l 

2 

,. 

1 

3 

z2 

3 

3 

3 

5 

14 

8 

z 

3 

1 

1 

2 

1 

5 3 

3 -1 

18 8 
• 18 · · H 

(Tf) (0)>0, 

(T 2f)(O)>O, 

(T 3.f) (O) <0. 

... -

• ,J' 
' ,., 
::, 

' ,." ·< 

:-.:.,' '' -~~ 

11 
'j 
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8.5.9. OPGAVE. Ga met de methode van 8.5.7 na ~at 
16z 3+24z 2+21z+10 twee nulpunten heeft in {zl \<lzl<1}. 

Ga ook na dat in {zl lz-\1<\} géén nulpunten liggen. 

We gaan niet verder op de details van de methode in maar 
verwijzen de geïnteresseerde lezer naar de reeds genoemde 
literatuur. Ne wijzen er echter op dat het belang van de 
methode schuilt in de eenvoud. Er wordt namelijk in het 
beschreven algoritme alleen vermenigvuldigd en afgetrokken! 

Als tweede toepassing van complexe functietheorie tonen 
we nu hoe een aantal integralen van reële functies een
voudiger behandeld kunnen worden door ze op te vatten als 
integralen in het complexe vlak. We beginnen met integra-

len van de vorm f~~ R(cos t,sin t)dt waarin Reen ratio

nale functie van twee variabelen voorstelt. Zij k(t):=eit 
(O~t~2n} een parametervoorstelling van c0 , 1 {met l0,2"J 
als parameterinterval in plaats van C0,1] ). Dan is volgens 
8.1.8, als f continu is op ( c 0 11, 

' ~C. f{z)dz = f~n f(eit)ieitdt. Daar de integraal waar 
0' 1 

we van uitgingen, inderdaad de vorm heeft van het reeh-
it -it it -it . 

terlid, nl. J~nR(e ;e , e ;~ ) (ieu)- 1 ieitdt kun-

nen we een rationale functie f vinden zó dat de gevraagde 
integraal gelijk is aan ~C f(z)dz welke integraal een-

0,1 
voudig is te bepalen met de residuenstelling. 

VOORBEELDEN 

! 2rr -1 
8.5.10. Zij O<a<1 en I(a) :~ 0 (1 +a cos t} dt. We para-

it 
metriseren c

0
, 1 met z=e (.O~t:S:21T). We schrijven, in 

verband met het hierboven afgeleide, symbolisch dt = ~z _
1 

1Z 

en substitueren cos t = ~ (z+z ) • (Wat we doen is weer 
8 .1. 8 toepassen "in omgekeerde richting".) \'i'e vinden: 

-1 -1 dz -2i Á dz 
I(a) ~ fc (1+\a{z+z )} iz ~-a- ~c (z ZJ)(z z2) 

0,1 0,1 

waarin z 1 :=(-1+11-a2)ja en z 2 :~(-1-ll-a 2 )/a. 
Daar alleen z 1 binnen de eenheidscirkel ligt is volgens 
8.3.7 en 8.3.11 

I(a} ~ 2ni(-Zi} lim (z-z 2)- 1 ~ 2n(l-a2)-\. 
a 

Z-+Z1 
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8.5.11. Zij f 2n -2 
I:= 0 (5 + 4 cos t) dt. We gaan over op 

door de substitutie dt = ~2 , 
lZ 

een 

integraa'l over c0 , 
1 

1 
cos t ~ ~ ( z + z) . We <P 

-1 -2 dz vinden I = C (5+2z+2z ) -- ~ 
iz 0,1 

~ _ i cP zdz 
c0,1 (2z+1) 2 (z+2) 2 

We zien nu dat de integrand één singulariteit heeft 
binnen de eenheidscirkel nl. een ·pool van de orde 2 in 
-~. Volgens 8.3.25 is het residu van de integrand in 
deze pool gelijk aan$'(-~) als we definiëren $(z):= 

-2 
:~\z (z+2) . Het residu is dus 5/27 en I~10n/27. 

8.5.12. Zij An :~[~"(sin t)
2
ndt voor nEN. We gaan te werk 

als in de voorafgaande voorbeelden en vervangen sin t 
1 -1 door 2i(z-z ). We vinden nu 

~ (-1)n+1i 1 (z2-1)2n dz ~ 
A 

n 
2 2n Jc 0 , 1 2

2n+l 

- (-1)n+ 1
l· 

2t 2 T k 2k 2 1 
L (kn) C (-1) z - n- dz. 

- 22n k~o 0,1 

In deze som Zijn vOlgens 8 .1.14-· alle termen 0 behalve 
de term met k=n. We vinden tenslotte 

A ~ (-1)n+1i en) (-1)n•2ni ~ 21-2nn(2nn)' 
n 

2
2n n 

hetgeen overeenstemt met 7.2.34 (ga dit na). 

Ol?GAVEN/ 

8.5.:-13.,: Z:\;j I(a) :~ f~" (l -

aEC\( c 0 ,ll . Bepaal I (a) • 

8 Sl'i!' 'B · 1 f2n cos (mt) 
• • . ·'!", epaa 0 1 + a cos 

-1 
2a cos. t + a, 2 ) dt voor 

dt Voor mEN, O<à<l. 
t 

' . 
We z"u.l.l!e:n ~n de .rest van dez..e p.arag:raaf de volgende nota-
t ie" s~b"ruiken. . 
Als' f, ,c:onei,;n,u, is op ( zEC J I z I ~P ,Im z ~ o l is 

M+(p)f) .. ;-'max,( lf(z) I. r lzi~P,II\1 Z 2 0}. 

We z'1;p,;.,;, n,M .o.<>k one;i.gen:j.ijke int~'ilralei) bepalen met be-
hulpi,)l:at\ q'e '~i!si~\iensl:ell';lng. · · · 

\." 
' ' ' , .. ·;- ', 

- ,, 
._,' ' ' ~-

·~ 

i ·' 
. 

'·'' 

"'· ". .', .. _.,;, 

' '· ' 

._,'. 
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8.5.15. STELLING. Zij f analytisch op {zECI Im z ~ 0} met 
uitzondering van een eindig aantal polen a

1
,a

2
, ••• ,ak ge-

Zegen boven de reële as. Laat verder gelden: 

(i) lim pM+(p;f) = O, 
p+oo 

(i i} r:oo f(x)dx bestaat. 

Dan is k 
I Res 

j=1 aj 
r:oo f(x)dx = 2rri f. 

Bewijs. Beschouw de kromme K waarvan de drager bestaat 
uit het interval [-p,p] langs de reële as en de boog 
van c0 gelegen boven de reële as (halve cirkel). Kies 

• p 
p zo groot dat alle singulariteiten a 1 ,a2 , ... ,ak in het 

binnengebied van [K] liggen. Als r de halve cirkel voor
stelt is volgens 8.1.10 

lfr f(z}dzl<npM+(p;f) = o(1) voor p+oo. 

Daar f:oo f(x)dx bestaat is f~p f(x)dx = f:oo f(x)dx+o(1) 

voor p-+oo. 

Volgens 8.3.7 geldt [~P f(x)dx + fr f(z)dz = 

= 2Tii IkJ'=l Res f. Hiermee is het gestelde bewezen. 
aj 

VOORBEELDEN 

8.5.16. Daar r:oo(1+x 2 )-
1dx bestaat en (1·•z 2 )-

1=o<lzl- 2
> 

voor lzl+oo is aan 8.5.15 (i) en (ii) voldaan. Door 

(l+z 2 )-l is een analytische functie gegeven op C\{i,-i}. 
H_et punt i is een pool van de eerste orde. Door combi-

natie van 8.5.15 en 8.3.11 vinden we J:~(l+x 2 )- 1 dx = 

= 2ni lim(z+i)- 1 = n. Dit voorbeeld toont nog niet het 
z-+i 

voordeel van het gebruik van 8.5.15 daar de integraal 
direct is te bepalen met 7.2.32 en 6.3.5 h. 

8.5.17. 

Jn := 

geldt 

Via 7.1.8 en 7.2.32 kunnen 

J:m(1+x 2 )-ndx bepalen. Zij 

we met veel gereken 
2 -n f (z) := (l+z ) • Dan 

in een omgeving van i (volgens 6.8.14): 
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f(z) = (z-i)-n(2i)-n(l + z;ii)-n = 

00 • 

= (z-i)-n(2i)-n l: (-1)k(n+k-1) cz-.1)k. 
k=O n-1 21 

Dus is Res. f =-i • 2 1- 2n( 2n- 2 ). 
1 n-1 

Evenals in 8.5.16 zien we dat 8.5.15 toepasbaar is, 

d J =-· 2 2-2n(2n-2) . . w.z. n " n-1 

OPGAVEN 

8. 5.19. Bepaal 3 -1 x(x +i) dx. 
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Het derde soort integralen dat we bespreken zal nog meer 
aanspreken. We zullen nu met behulp van de residuenstel
ling integralen in enkele regels kunnen bepalen die ons 
in hoofdstuk 7 zeer veel moeite gekost hebben. Het gaat 

f oo i~x nu om integralen van de vorm -~ f(x)e . dx. 

8.5.20. STELLING. Zij f analytisch op (zECI Irn z > 0} met 
uitzondering van een eindig aantal poZen a 1 ,a 2 , ••• ,ak ge-

legen bàven de reële as. Zij a.>O. Laat verder> geZden: 

(i) +im M+(p;f) = Dr 
p->oo 

( ii) 

iaz Dan is als g(z):=f(z)e : 

k 
l: Res g. 

j=1 aj 

Bewijs. Met· deze-lfde nOtatie .al_S in 8. 5.15 _is het be
wij-S .-i?r~cieS hetzèlfde op éêii d-etail na, narnelijk de 
b~h-aildeling Van r. We p'ararnebr:iseren r door 

Z?P.~i~11 (Ostsn). pan is yolge·ns 8.1.8 

fr f(z)ei~~d~ = ~~ f(peit)ei~p(cos t +i sin t)ipeitcft. 

Volg'e,ns 7. 2.23 is nu 

' 

' .. 
' ._,. 

·X 

• ;JII .. 
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< 2M ( ·f) f"/ 2 
+ pI 0 

-2apt/ndt pe < 

o ( 1) voor p-+oo. 

VOORBEELDEN 

8.5.21. Voor a>O beschouwen we I(a) J
oo 2 2 -1 

:= o<a +x) cos xdx. 

Daar de integrand even is en r (a 2 +x 2 ) -l sin xd'x ~ 0 
-oo 

omdat deze integraal bestaat en daarin de integrand on-

I "" 2 2 -1 i x even is, geldt I(a) = ~ -eo(a +x ) e dx. 

De laatste integraal bestaat evenals de vorige twee, om

dat in alle drie de integrand continu is en O(x-
2

) voor 

lxl-+oo. Daar door f(z)=(a 2+z 2 )-l een analytische functie 

is gegeven op C\{ia,-ia} en M+(p;f)=O(p- 2 ) is aan de 
voorwaarden van 8.5.20 voldaan. Daar we met een pool 
van de eerste orde te maken hebben vinden we 

I (a) = \ • 2ni lim ( (z+ia) -leiz) = 
z-+ia 

-a 
ne 

2a • 

8,5.22. Zij I(a,k) J
oo -1 

:= 
0

(x2+k2) x sin(ax)dx, (a>û,k>O). 

We s~ellen nu f(z)=z(z2+k2)- 1 . Dan is I(a,k) = 
= ~Im J:oo~f(x)eiaxdx. Daar f analytisch is in C met uit

zondering van polen van de eer.ste orde in ik en -ik, 

M (p;f)=O(p-l) en de integraal Joo f(x)eiaxdx bestaat, + -oo 

kunnen we 8.5.20 toepassen. We vinden 

I(a,k) = J, Im(2ni lim (z(z+ik)-leiaz)} = ~ e-ak 
z+ik 

We hudden ook eerst kunnen aantonen dat I(a,k)=!(ak,l). 
Om deze methode werkelijk te waarderen bepale men nu 
ook I(a,k) alleen met de theorie van hoofdstuk 7: 

OPGAVEN 

8.5.23. Bepaal 
i x 

e cos(2x) dx. 
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!"" cos x 
8.5.24. Bepaal -oo '(-x~+~i~)~(~x~-~2~i7) dx. 
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We zullen nu aan de hand van enkele voorbeelden laten zien 
dat het idee waar 8.5.15 en 8.5.20 op berusten in meer 
situaties is toe te passen. 

VOORBEELDEN 

8.5.25. ·zij J := J~ l-cos x dx. Daar de integrand continu 
x2 

-2 
is op {O,oo) en O(x ) voor x~"" bestaat deze integraal. 
We kunnen nu niet J s'chrijven als I?et reële deel van 

f
oo iz 

~ l~e dz daar deze integraal niet bestaat! Om de 
-w z2 

moeilijkheid in 0 te omzeilen beschouwen we de kromme 
van fig. 39. 

[r] 

-p -€ 0 € p 

Figuur 39 

w~ ,weten dat lim lim [fp· l-e~z 'd·z 
e::-+0 p-+"" E: z 2 

iz · 
IJ 1-e J -2 Verder: __ is- r 

2 
dz s:np(2p )=o(l)~voor p+oo, 

. ·-Z 

+ f-e 
.-p 

1 
iz 

-e -~~ 2J. 

We· pararnetrise~en de kleine halve cirkel Y- door 

z=e:·~i('rr ... t), (O.s-t.S:Tr). We vinden dan fy l-eiz dz = 
z2 

1 ( " i t) _ r -exp H,e 
0. . . ~t 

dt. Deze integraal heeft de limiet 
._., ~:,, . ~eé~ · 

-71'.,,als ~+0 omdp.t l'--ez:::;-z+O(P,: 2 ) voor Z'+O. Volgens de re
s~êlUehstellin:g "i:::; ae i.R:tegr:~al," oVer ~e gesloJ:en kroilln1_è 
b~;>~~aanqe U'j.t.~~ee ha,lve ~ cÎr~·~;~ ~n twee :Lijnstukken o. 
·D'!:!ll'mee is bewezen dat f 0 xz. dx = h. 

_, ' " ' - ' 

··---· 
,,_, 
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8.5.26. ZijnEN. Laat [K] het vierkant zijn met hoekpun..; 
n 

ten in de punten • (n+l;) (l+i), TI (n+l;) (1-i), TI (n+l;) (-l+i), 
u(n+l;) (-1-i). Het is eenvoudig in te zien dat \sin z\>1 
op [ Knl (ga na). 

Zij f(z) :=(sin z)-
1

- z- 1 voor zEC\(kTI\ kEZ). Het punt 
0 is een ophefbare singulariteit van f. Als kEZ\{0} 
heeft f in krr een pool van de eerste orde met residu 

(-l)k. We bescho.uwen nu In := 2!1 JK w~~~~;) dw, waarbij 
n 

zin het binnengebied van K ligt, z#kn,Volgens 8.1.10 
n 

is \In\ < 2~ • (8n+4)rr·(n+l;)rr((n~;)rr -lzl) = o(l) voor 
n+~. De integrand in I heeft een eerste orde pool in z 

n 

met residu z- 1 f(z) en de reeds genoemde eerste orde po-

. (-1) k 
len in k11 (kEZ) met res1du br (kTT-z). Door toepassing van 

de residuenstelling en n~oo vinden we si~ 
2 

= 
k-1 

= 1 + 2z Ioo (- 1 ) voor 
k 

z;'kn (kEZ). (Zie ook 7.8.16). 
z =1 k2n2-z2 

. 
Ook in de volgende paragraaf zullen we de manier waarop 
in deze paragraaf de residuenstelling is toegepast nog 
enkele malen tegenkomen. 

OPGAVEN 

JOOD -l 8.5.27. Bepaal x sin xdx. 

8.5.28. Bepaal J~ 

8.5.29. Bewijs dat 

z;'2kui (kEZ). 

sin(1rx) 

x(l-x2) 

1 
= z e -1 

8.6. Analytische voortzetting 

dx. 

1 
z voor 

Laten G1 en G2 twee gebieden in C zijn waarvan de door
snede ook een gebied is. 
Als f 1 : G 1 ~c en f 2 :G2~c analytisch zijn en f 1 (z)=f 2 (z) 
voor zEG 1nG 2 dan kunnen we door f(z) :=fl(z) als zEG1 en 
f(z) :=f 2 (z) als zEG2 een analytische functie fop G1UG 2 
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definiëren. Dit is dan een analytische functie die op G1 
identiek is met f1. We noemen f een analytische voortzet
ting van f 1 • Evenzo is f een analytische voortzetting van 
fz. Op grond van de identiteitsstelling (8.4.12) is er bij 
gegeven G 1 , G 2 en f 1 niet meer dan één zo'n analytische 
voortzetting. 

8.6.1. VOORBEELD. Door f1(z) := L~= 0 (-1)nzn is een analy

tische functie gedefinieerd in G1 :=BQ 1 en door 
n ' "oo (-1) · n 

fz(z) := Ln=O +l (z-i) is een analytische func-
( l+i) n 

tie gedefinieerd in G2 :=Bi,/2" Daar f 1 (z)=f 2 (z} voor 

zEG1nG2 is fz een analytische voortzetting van ft• Als 

we definiëren f(z) :=(l+z)-l voor zEC\{-1} dan is f de 
analytische voortzetting van f 1 naar het hele complexe 
vlak uitgezonderd -1. 

De in voorbeeld 8.6.1 behandelde manier van voortzetten, 
nl. via Taylorreeksen waren we al eerder tegengekomen. 
We hadden al opgemerkt dat de convergentiestraal van de 
Taylorreeks van f 1 rond a als f1 analytisch is in G1 en 
aEG1 soms groter is dan de afstand van a tot de rand van 
G1 . s9m13 kl.~nQ..en we Qp de?:e manie;~;" een functie voort·ze:1:-ten. 
Het vo.ornaamst:e·· dat we willen bereiken in Qeze paragt"aaf 
is, de anal~_tische voOrtzet tin~ van een aantal bekeD.de 
functies uil de reële analyse np.ar C. Voor functies als 

ex, sin x, ~os x.b-leek dit zeer eenvoudig omdat de.Taylor
reeksen van deze fUncties convergentiestraal ~ hebben. 
We zu!"len nU eerst de logarithme voortzetten en wel 'met 
behulp van de afgeleide omdat dat een veel eenvoudiger 
fUnc·tie is·~· . .. · · · . 
Zij G:=C\(x<;RJ X$0). Dit is een gebi.~d. We noemen de ne
gatieve rèë'H:. as ·die wé hebben uitgeSloten een snede in 

C .. In G i,i dqq·r f.(Z·) :::=z -l e.èn analy·i:.ische functie gegeven. 
Voor twee krommen k1 E=h K2. ifi G met beginpunt 1 en eind
punt z geldt. volgens. 8.2.3 f~ 1 f(z)dz = fK2f(z)dz, d.w.z. 

de integraal hangt alleen· van het eindpunt af (beginpunt 
is· 1)c. Volgens 8 .• h'18 is·door 

, .. F(z) := J~ t 71dt (langs een kromme in G) 

' 
een analytische funCbie in G gedefinieerd .. Nu is cJ.uidelijk 
w:aarvoor. de snede,· di-ende! We· we tEm dat als zER dan F ( z) = 
= lOg .z ·.·eri"'W~'" we.t:en uit· 8 .'4 .1·2· dat ··er slechts .één analy
ti.~Che' J.u{lr;.'Ç.~~: ç>P G k~n. ~ij,n. ,met d?ze eigenschap. Het ~igt 
d<)@'.voor· de.' !1'\l.'nd n\1' F(z) =; ·,l.ög z te definiëren. Door a·lS· 
i.n'~ecirau$l<•"'njit\e .. te· kiezen· het segment l 1, 1 zIJ langs de 

. ', ''"' ' . ::.·. >"··· .. '.,. ' •, ' . 

,,. \ ,, 

j, 
'• " 
'' ~·\ 
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reële as en de cîrkelboog (met middelpunt 0) van lzl naar 
z kunnen we F(z) eenvoudig bepalen. Door de boog te para-

metriseren met t:=ei~ vinden we 

/ 1•1 -1 /arg z -it i• I F(z) ~ 1 t dt + 0 e ie dt ~ log zl + i arg z. 

Hierin is arg z de in 4.4.1 gedefinieerde hoofdwaarde van 
het argument (zie ook 6.7.10). We zullen dit nu ook voor 
negatief reële z definiëren: 

8.6.2. DEFlNITIE. Als arg z de hoofdwaarde van het argu
ment van z voorstelt (-n < arg z s n) da11 ?1oemen we 

log z :=log 1•1 +i arg z 

de hoofdwaarde van de logarithme van z. 

In het vervolg wordt steeds met log z de hoofdwaarde be
doeld als niet anders wordt gezegd. We hebben hierboven 
bewezen dat de logarithme analytisch is op het langs de 
negatieve reële as opengesneden complexe vlak. Op de ne
gatieve reële as -is log z niet continu. Daar voor xER, 
X<O geldt lim log(x+iy) ~ log Jx\ + irr en lim log(x+iy) ~ 

y+O ytO 
= log lxl - in heeft de logarithrne langs de snede in ieder 
punt een sprong met grootte 2ni. Dit hadden we ook vooraf 
kunnen inzien doordat uit de definitie van F volgt dat 
he.t verschil van de logarithme aan de 1'bovenkant" resp. 
"onderkant .. van de snede gelijk is aan het residu van F 
in 0 vermenigvuldigd met 2ni. We hadden de snede ook an
ders kunnen aanbrengen, bijv. langs {iyl y~O}. Als we dan 

F 1 weer definiëren door F1(z) := f~ t-
1
dt waarbij de in

tegraal door het nieuwe gebied moet lopen dan is F 1 ana
lytisch en dus ook een analytische voortzetting van de 

logarithme. Verder is F(z)=F 1 (z) 'als -; < arg < n. Op 

dezelfde wijze als boven vinden we F1(z) =log lzl + 
+ i arg 1z waarbij arg 1z een argument van z is gedefinieerd 

door-;< arg 1z < 3;. We zien dus dat het mogelijk is de 

logarithme analytisch voort te zetten over de eerste sne
de heen! We vinden dan niet de hoofdw.J.ardc van de loga
rithme aan de onderkant van de snede. We kunnen dit spel
letje natuurlijk net zo lang voortzetten als we willen. 
We zullen deze voortzettingen van de logarithme de takken 
van log z noemen. We hebben aangetoond dat twee takken van 
de logarithme in een punt z een geheel aantal malen 2ni 
verschillen. Om te komen tot log )z) + i arg* z waarin 

* -1 arg z = arg z + k2n kunnen we weer t integreren langs 
een krommeK van 1 naarzwaarbij K=K1+K2 met [K1lCG en 

• 
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en K2 een gesloten kromme met omloopsindex n(K,O)=k (zie 
8.2.10). Het punt 0 is een singulier punt van de logarith
rne van een soort dat we niet eerder tegenkwamen. We noemen 
het een vertakkingspunt. (Hier hangen verschillende takken 
van de logarithrne samen.) 

8.6.3. EIGENSCHAPPEN. Voor de hoofdwaarde van de logarith
me geldt: 

(i) log ( z 1 z 2 ) = log z 1 + log 

log(z 1z 2 ) =log z 1 +log 

log ( z 1 z 2 ) = log z 1 + log 

{i i) lim z log z = 0. 
z+O 

z2 als 

Z2 + 21T i 

z2 - 21T i 

-rr < arg z 1 + arg 

als arg z1 + arg 

als arg z1 + arg 

(iii) log. z = log a + I~=l 
(-l) n-l z-a n 

n <--a:-l als 

22 !>'fT, 

z2==:;-Tr, 

z 2 >rr. 

aEC\{xERj x:>O} en z in een voldoende kleine omge
ving van a. 

We laten de bewijzen van deze eigenschappen aan de lezer 
over. Merk op dat de convergentiestraal van de Taylorreeks 
in {iii) \al is. Als de snede gedeeltelijk in de conver
gentiecirkel ligt is de som v.an de Taylorreeks niet over
al logz. 

OPGAVEN 

8.6.4. Bepaal op.dezelfde manier als voor de logarithme 

., ·t~. 
'.:\• ·.{~ .. •,. ~ .. 

" i ' I, '- ,, 

is geda'an (via de afge'J::eide) de analytische voortzetting L 
van arctan i.door in C geschiktè sneden aan te brengen. 
B·e,paËI.L d!2 -'l'aylorreeks van deZe voortzetting rOnd 0. 
Be,pa~l de. spröng aan de ""eden. .. 

' 
8. 6 ~'''· .t~.a:'--, rta-: d~b. de i'ogari thme een 1-1 afbeelding is· van 

C\ {0} öp { z6C I -rr < Im z ~ rr} en dat de .exponentiële ' 
· · fun:-cT.ïè dé inverse is. Ver.geli j k dit !fl8t opgave 6. 6. 7. . ~ ' ' ' ' .. . ' 

8, 6. 6 .. ')lepa~l met behulp van de Taylorreeks van -

. r~nd··z=O dé,som van de. reeks I~:::l. n-l sin(nx)·. 

log (1-z) 

8. 6. 7., .Als f een gehele functie is die geen nulpunten 

hé~ft C(inl' i.s er· een gehele functïe" g z6 dat f(z)=eg(z) 
· VÖ,Qr '.alle z·Ec. Bewijs dit.· . 

fc· .·. (z 
·I _i,~ 

., 

.. 1 · .. 
log z)- dz. 

. ' ~ ' 

·' :1:..,,• . 
i. ' 
~z:r·---- -~ 

*: 

.. ,, 

·' 
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In het langs de negatieve reële as opengesneden complexe 
vlak is door a log z een analytische functie gegeven 
(aER). Daar de exponentiële functie een gehele functie is 

is ook de samengestelde functie gegeven door f{z)=ea logz, 
analytisch (kettingregel). Als z een positief reëel getal 

is dan is f(z)=za. Volgens de identiteitsstelling hebben 
we hier dus te rnaken met de analytische voortzetting van 
deze macht. We definiëren nu: 

8.6.9, DEFINITIE. Voor zEC\{0}, aEC is za:=ea log z (hoofd
waarde). 

8.6.10. 

( ii) 

(iii) 

EIGENSCHAPPEN, (i) 

z-a.= (za)-1, 

a+S = z , 

a.Zs f (z) = za dan is f' (z) = 
a-l az 

De bewijzen van deze eigenschappen volgen onmiddellijk 

uit de definitie. Uit 8.6.3 (i) zien we dat z~z~=(z1z2)a 
nie-t voor alle z 1 en z 2 waar is. We zullen aan de hand van 
een voorbeeld het gedrag van gebroken machten bestuderen. 

8.6.11. VOORBEELD, Zij f(x) :=(l-x2)\ voor -l<x<l. In 
6.8.14 hebben we gezien dat 

f(x) = 1-2 ~oo (
2n- 2)n-1 (!!:) 2n voor [x[<l. 

Ln=l n-1 2 
We weten dus al dat door 

f(z) := 1- 2 I (~~;:2Jn-l(~)2n 
n=1 ~ 

een analytische voortzetting van f binnen B0 , 1 is gege

ven. We brengen nu sneden aan langs {xERI x~1} en 
{xER[ x<-l}, Het gebied dat zo ontstaat noemen we G. 
Dan is binnen G de door 8.6.9 gedefinieerde functie 

f(z)=(1-z 2 )~ analytisch. Immers langs de sneden is l-z2 
een negatief reëel getal en voor géén andere z is dit 
het geval. Vervangen we in 8.6.9 de logarithme door 
andere ·takken dan vinden we bij toepassing in dit voor-

beeld (a=~) andere takken van (l-z 2 )~. De punten +l en 
-1 zijn de vertakkingspunten van f. 

We geven nu nog een aantal voorbeelden van analytische 
voortzetting. 

8.6.12. VOORBEELD. Volgens 8.3.19 is door de definitie 
van I(a) in 8.5.10 een analytische functie gedefinieerd 
voor aEG waarin G het gebied uit 8.6.11 is. Daar in G 
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ook 2~(1-a 2 )-~ een analytische functie voorstelt is in 

heel G dus I(a)=2~(1-a 2 )-~ volgens de identiteitsstel
ling. 

8.6.13. VOORBEELD. ZijG het langs de negatieve reële as 
opengesneden complexe vlak. Voor NEN stelt KN een recti-

ficeerbare kromme voor in G met beginpunt -N aan de 
onderkant van de snede en eindpunt -N aan de bovenkant 
van de snede. Volgens 8.3.19 is door 

FN(s) := JK e
2
z- 5dz een gehele functie gedefinieerd. 

N 
Zij nu D een gesloten begrensde verzameling; pER, 

O<p<N. Dan is 

na} . De keuze 
f
~ -x -s 

e x dx uniform convergent op D (ga 
p 

van KN in de definitie van FN speelt geen 

rol. We nemen nu 

de onderkant van 

voor KN een segment van -N tot -p aan 

de reële as, dan c 0 en dan het seg
,P 

ment van -p naar 
Dan vinden we 

-N aan de bovenkant van de reële as. 

x -s(loglxl-in)d e e x .1. z -s + ~c e z dz + 
O,P 

_ 1-p x -s(loglxl+in)d ; 
-N e e . x 

= 2i.sin(ns) 

Op D is dan door 

JN e-xx- 5 0x + 
p 

.1. z -s 
'f'ç e z dz. 

Û 1 p -

F(s) :; lim FN(s) 
N+~ 

f
~ -x -s 

= 2i sin(ns) e. x dx +· 
p 

+ ~c 
' û ,.-p 

z -s e_z dz 

een analytische functte .F gedefinieerd. Daar D willekeu
rig-was is F een g~hele functie. 
Nu héperk·~·h we ons tot rèële s,· O<s<l. Dan is volgens 
8.1.10 

l .t. z •s I p ~s · 
~c e · zJ,. dz :o; 2npe p . == 

·O;P .· , :. . . 
o ( 1) voor p+O. 

Dan geldt l;>~ijkbaar (zie (.10.53).: 
' ' . "· ' i ' ' ~- ' ' ' ' ' . '· ' • 

• F(~) • 2i.sin(ns)r(l-s). = 2ni/r(s). 

!r 
··''"' ·, 
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Daarmee is r- 1 een gehele functie die voor O<s<l over

eenstemt met r- 1 zoals in 7.6.24 gedefinieerd. (Merk op 
dat 7.6.24 r als analytische functie definieert voor 
Re s > 0). Volgens de identiteitsstelling is· dit zelfs 
voor alle s met Re s > 0 het geval. We hebben zo de 
gammafunctie voortgezet tot het hele complexe Vlak met 

uitzondering van de punten waar r- 1 een nulpunt heeft 
(polen van de gammafunctie). De kracht van de identi
tcitsstelling blijkt nu_ p.:ts goed: 7.6.25 en 7.6.29 gel
den- ook voor complexe z evenals 7.10.53. 

Nu we over gebroken machten beschikken kunnen we nog een 
mooi en bekend voorbeeld geven van toepassing van de re
siduenstelling. We beschouwen nog eens de integraal uit 
7.7.12: 

8.6.14. VOORBEELD. Zij K de kromme van fig. 40. Zij O<a<l. 

[K) 

-R 
E R 

Figuur 40 

a-1 
We beschouwen I (a) := ~K ~ _ z dz. Volgens 8 ~ 3. 7 is 

( ) 2 
, 

1
. a-l 

I a =- Til liD z 
z+l 

van K afzonderlijk. 

(a) Volgens 8.1.10 

=- 2ni. We beschouwen de 4 stukken 

is 1.1. '~'c 
0, R 

a-l z 
l - z dz I 



8.7 

voor R+co. 

{b) Volgens 8.1.10 is 

voor s+O. 

OPGAVEN 

a-1 
z 
l z 

467 

dz/ 

{c) De integraal langs de bovenkant van de negatieve 
reële as is 

e{a-1) (logjxj+irr) (a-l)irr JR 
a-1 r· dx t = e -R l x < l + t 

(d) Evenzo is de integraal langs de onderkant 

-(a-l)irr JR ,a-l 
-e E 1 +t dt. 

Nemen we nu E+O en R+oo dan vinden we 
, ,a-l 

Joo

0 
c rr dt = voor O<a<l. 
l+t sin(a-rr) 

8. 7. Opgaven over hoofdstuk 8 

8.7.1. Bepaal ~ 
cl,l 

jzjdz. 

8.7.2. Bepaal 
1c0,2 

zll 
clz. 

·z8+z 4+1 

8.7.3. Bepaal ~C ( z 
-1 

cos z) dz. 
. .0' 10 

dt. 

8.7.4. Zij ~analytisch 

lim max{j~(z) /l/z/=R) 
R">~ 

op { zEC I I z J. > ~) en 

= 0. Voor w\t[CO,l] definiëren we 

·~.' ~· ~ . . "-i-"'( z'ó:) , ~ ::: . dz. c0 , 1 z - w · 
' . 1• 
f (w) ,"; 2rri 

Bepaal .f(w) .voor jW'j<l resp. Jwj>l. 

8.7.5. Bepaal ~c ·(sin 
Û 1 l . 

8.7;6. zi'].f(z) 

Bf?~~al·. f [z) . 

8. T~a. iü ."<i) "=='·r· '.r ,,., .. ·v. ... ' . . n::;;:Q 

-3 . 
z) dz. 

voor I z I ;11. 

voor z\tNV{ d} . 

·~· 

. ' ' 'j~ 
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(i) Bewijs dat f analytisch is. 

(ii) Bepaal de aard van de singulariteiten van f. 

8. 7. 8. Voor Re z > 0 verstaan we onder K het segment met z 
beginpunt 0 en eindpunt z. Bewijs dat JK (t2+t+l)- 1dt 

z 
een analytische functie op {zECf Re z > 0} voorstelt en 
bepaal de convergentiestraal van de Taylorreeks van 
deze functie ronU 1. 

~oo -n I 8.7.9. Laat de reeks Ln=l anz voor \z >1 convergent zijn 

met som f(z). 
Laat f nulpunten hebben in 2,3,4, .•.• Bepaal f. 

8.7.10. De functiefis analytisch op en binnen [c0 , 1J met 

uitzondering van een pool van de eerste orde in 0 met 
residu 1. Verder is lflz) lsl als 1•1=1. Bepaal f. 

8.7.11. Zij f(z) := exp(~t(z-z- 1 )). Bepaal de Laurent
ontwikkeling van f rond 0. 

-t -1 I I 8.7.12. Zij f(z) = (sin z) +z (z-1) voor 0< z <1. 
Bepaal de Laurent~ontwikkeling van f rond 0 en ga na 
voor welke z deze reeks convergeert. 

8.7.13. Als z
1 

(i=l,2,3,4,5) de nulpunten van z 5+z 2 +1 

~5 3 zijn bepaal dan Li=l z1 • 

8.7.14. Bepaal ~C tan zdz. 
0,2 

8.7.15. Probeer een ruwe benadering te vinden voor de 
nulpunten van z 5 +z 3+4z2+1. 

8.7.16. DekrommeK bestaat uit drie stukken met para-

meter--~~~~-'-c,, ~ nrron r~•p 7.=X (Osx<R) z = ReH VVV.LU\... .._.._.._ •• ~~~· -- o • ~ , - f ' 

TI 1 +i 
(Os~ <'4), z =- t (R<t<O). 

1.2 
l -z2 fooo 2 Beschouw ~K e dz en bepaal dan cos(x )dx. 

8.7.17. Bewijs dat 2rr-~ f oo -zt2 
0 

e dt op { zEC I Re z > 0 l 

analytische functie voorstelt. Bepaal daarna deze 
functie. 

een 
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8.7.18. Zij f(z) .·= 'w (- 1 ) n-1n-2 2 n Ln=l voor 
Bepaal een analytische voortzetting van f (geschikte 
snede nemen) . 

,oo n-1 -2 
Bepaal dan Ln=1 (-1) n cos(n~). 

8.7.19. Bepaal J~ x log x dx. 
l+x3 

·,, •' 

't: '-
'\, 
~---

·'.1' 
• 

' ' ' -'.;;' 
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Commentaar bij de opgaven 

In de nu volgende afdeling vindt men commentaar 
(aanwijzingen, gehele of gedeeltelijke oplossingen, 
uitkomsten of literatuurverwijzingen) bij vele van 
de vraagstukken die in dit boek voorkomen. De be
doeling hiervan is niet de zelfwerkzaamheid van de 
lezer overbodig te maken, maar wel hem bij opgaven 
waarvan de auteurs verwachten dat zulks gewenst is, 
een aanwijzing, een mogelijkheid tot contröle of 
nadere informatie aan te bieden. 

HOOFDSTUK 1. VERZAMELINGEN EN AFBEELDINGEN 

1.6.1. ~. {0}, (~} zijn alle verschillend. 1.6.2. 
Neen: ~heeft geen echte deelverzameling. 1.6.3. 
Twee nl. ~en (0}. 1.6.4. Alleen ({2,3}}CA is juist. 
1.6.5. Bedenk dat~ en V ook deelverzamelingen van V 
zijn; derhalveW~{~, {0}, {{1,2}},V). W heeft 16 deel
verzamelingen, waaronder ~, { ~}, { { { 1, 2}}} en W. 

n 1.6.6. 2 • 1.12.1. {a) Onwaar: A:~R, B:~c:~N. (b) 
Onwaar: A:~B: N, C: R. (c) Waar. 1.12.2. (a) {3,7}, 
(b) {3,4,6}, (c) (1,2,4,5,6,7}, (d) {1,3,5,7}. 
1.12.3. t/m 1.12.5. Alle bewijzen zijn analoog aan 
bewijzen die in de tekst voorkomen. We volstaan met 
enkele voorbeelden. 1.12.3. (b) Zij xEAUB. Dan xEA 
of xEB. Als xEA dan xEC wegens het gegeven AcC; als 
xEB dan xEC wegens het gegeven BCC; in beide gevallen 
is dus xEC. Daar x willekeurig was, is (AUB)cc. 
1.12.5. (e) Laat A, B, C verzamelingen zijn. Nu geldt 
(1.12.3 (b)): als A*cc* en B*cc* dan is (A*ua*)cc*. 
A*cC* en B*CC* is gelijkwaardig met CcA en CcB {we
gens 1.11.10 en 1.11.9); (A*uB*)cC* is gelijkwaardig 
met Cc{A*UB*)*. Wegens 1.11.11 en 1.11.9 is: 
(A*uB*J*~AnB. 1.12.6. (c) (zie ook 1.27.14) A 1 be
staat uit de elementen die element zijn van een on
even aantal verzamelingen (nl. van één) uit de rij 
A1 . Neem aan dat Vn:=A1 fA 2 + ••• +An bestaat uit de 
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Blz 

16 elementen die behoren tot een oneven aantal uit 
* A

1
, ... ,A . V bestaat dus uit elementen van het uni-n n 

versurn die tot een even (incl. 0} aantal behoren. Nu 
bestaat V fA +

1
=(V \A +

1
)u(A \V ) uit de elementen n n n n n+l n 

die wel tot V {dus tot een oneven aantal uit 
n 

A1 , ... ,A) en niet tot A 
1 

behoren, alsmede uit de n n+ 
elementen die wel tot A 

1 
en niet tot V dus wel tot 

n+ n 
een even aantal uit A1 , ... ,An behoren. De elementen 

uit Vn+An+l behoren dus tot een oneven aantal uit 

A 1 , ..• ,An+1 • 1.12.7. Merk op AnB=A\(A\B). 1.12.8. 

(A lAl I (BIBl=A*IB*=(A*)*u(B*)*=AuB. We beginnen met 
A*=AjA. De volgende vertalingen zijn niet de enig 
mogelijke: AnB=(AIBJI(AIBJ; A\B=(A[(BIBJJI(AI(BIBJ); 
AfB=((AIBJ I ((AIAJ I (BIB))) I ((AIBJ I ((AIAJ I (BIB))). 
1. 12. 9. Met * als complementvorming t. o ~ v. R kunnen we 
AEY vertalen als A*cz. Zij A*cz, B*cz dan is (AnB)*= 
(A*uB*)cZ en (AUB)*=(A*na*)CZ, terwijl A\B=(AnB*)CB*CZ 

19 zodat (A\B)*il'Z. 1.13.9. (a) en (b) zijn leeg. 
1.13.10. (a) {2zl zEZ}. 

(b) ({(a+ 2 cos ~, b + 2 sin ~)I 0<~<2n} I (a,b)ER"J. 

{c) {((l<,y)l yERJI l<ER}. 

(d) {((x,y)ER21 ax+by+c=OJI (à,b,c)ER3, (a,b);'(O,O)}. 

(e) (P!P21 P1EP, PzEP, PdPz} • 

(f) UxERI a<x<b} I aER, bER, a<b}. 

20 1.14.-3. (a} ''x is deelbaar door zs•r is voldoende voor 
11 X ,is-_;deelbaar door 5", (b) x~!OO is nodig en vol
doenÇI:e vo.or x> 9 9, ( c) "x i,s een priemgetal" is noch 
no.d.:j..g -_noch voldoende voqr "x, iS r:li'et deelbaar door 7". 

21 l,Jq,7. (a) waar, (b) waar, (c)waàr, (d) waar, (e) 
22 .onwaar. 1.15.8. (a). (AnB)UC; (b) An(BUC); (c) 

(U\A)iJ(U\B)~Q\,(AnB); (q) (0\A)n(BU(U\C)}. 1.15.9. 
24 (0\)·.;.{xEoj (xEA}A(XjCB)A(xEC)} etc. 1.16.6. Onwaar zijn 

(a,) ,e'n (h); de overige Zijn waar. !.16.7. (-oo,O]U 
25'·UCJ.,w). 1.16._9~ p=2. 1·.-l-7.2. Beweringsv<Drmen zijn 

(a}, (d), (0 .·\>!:\ (g); objectsvormE)n zijn (~), (c) en 
2.6 fè).. $.17.4, Beweringsvormen zijn (a), (c) en (e); 
27 objectsvor!llen zijn {b) en (d) •. 1.1,7".6. (a) bewerings

vorrn, t vr'ij, X geÇonden;· (b) 9bj.ectsvorm, y vrij, 
.t )~ri x gèbOnderi; (c) object., geen ·-'Vr_ije veranderlijken; 

31 (ç'\) .bewering, g<;!en V::t':i;je.Nerande+lijll:en. 1'.18.12. 
IJ'fJ laatste J?!'OpQS:i. tieyorm üit 1,18. 10 :is ste<;>dS Waar. 
~~_;s ... p=-:(q.:rr1 .is _,·a.,11-een -dan onwa-ar a.ls, p wa~r· is _en. 
(~r~. _omv.ácir ;_ dus ~~ll~en -il} -.~et gev._al: p ·waar~ q. w~ar, 

, . t: ,;!;>l'!Vfa<)x: ;, ·. (pA<J)~t: J:S ·.al~èel'l önwa~ a,l::; l?Aq V{ aar .1s 
, ..... ,. ,· •.•. ' ' 'C"'''•:' ' ' -

-·--·-- - -· ' ' 
', . ' \ : 

'' 

' ~ 
i 
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(dus p waar en q waar) en r onwaar. 1.18.13. Steeds 
waar zijn de eerste, de derde en de vierde ~roposi
tievorm uit 1.18.11. 1.18.15. (a) (plpl I (q[ql, (b) 
<plql I <plql, <cl <qlql lP• (dl <Piql I <<PIPl I (q[qll. 
1.19.10.Waarzijn (b), (c), (e), (f), (g), (h) 
(denk er aan dat n irrationaal is!); onwaar zijn (a), 
(d). 1.19.11. Waar zijn (a), (c), {d); onwaar is 
(b). 1.19.12. Waar zijn (we laten EN weg onder de 
quantoren): l l [xy=1 J; l l [xy=1 J. 1.19.13. 

x y y x 
(a) (PcQ)*( (P=U)*(Q=U)); waar. (b) (PUQ=U)*( (P=U) v 
v (Q=U)); onwaar; tegenvoorbeeld: u:={ 1, 2}, P (x) :~ (x=l), 
Q(x):~(x=2). (c) (PnQ;'~)*((P;'~)A(Q;'~)); waar. (d) 
(p*UQ;'~)*((P;'~)*(Q;'~)); onwaar; tegenvoorbeeld: U:= 
:=(1,2}, P(x) :~(x=1), Q(x) :~(x=O). 1.19.14. Ja. 
1.19.15. {zl P(z))=~. 1.19.18. (a) Waar als an=1; 

onwaar als a =-n (nEN). (b) Waar als a =n; onwaar 
n n 

als a =1 (nEN). (c) Waar als a =-n; onwaar als a =l 
n n n 

(nEN). 1.19.19. Waar bijv. als V={1) of V={1,2,3}; 
onwaar als V {1,2,4}. 1.19.21. VxEN 3yEN 

[ (x~V)v((yEV)A(x;'y))l; waar voor V={1,2}; onwaar voor 
V={1}. 1.19.22. R(x,y):~(lxi<IYil. 1.19.23. Waar 
als V={l}; onwaar als V={-l,-2}. 1.19.24. (We laten 
EN onder de quantoren weg.) 

(a) Vx Vy V
2 

[(P(x)AP(y)AP(z))*((x=y)v(x=z)v(y=z)))]. 

(b) lx ly V
2 

[P(x)AP(y)A(x;'y)A(P(z)*((z=x)v(z=y)) 

(c) JX Jy J
2 

[P(X)AP(y)AP(z)A(X;'y)A(X;'Z)A(y;'z)]. 

1.20.8. Als xE u:=l n~=rn Ak dan is voor zekere m0 

00 

ook x E nk_ Ak; de enige A's waar x misschien niet -mo 
in ligt zijn A

1
, ... ,Am

0
_ 1. Als x!iiAi voor eindig veel 

waarden van i, dan is er een grootste: zeg m1 :=max 
00 00 00 

{iÏ xEtAi}; nu is xEnk=ml+l en dus xEum=l nk=m Ak. 

Het andere bewijs is analoog. 1.20.10. (a) ~, (b) 
[1,<>:>), (c) {0}, (d) [-1,1], (e) [-l,l], (f) (-=,..,.,). 
1.21.12. Slechts enkele voorbeelden: ((1,a),2)E(AxB)xA; 
(a,b,1)EBxBxA; ( (1,2) ,a)EA 2xB. 1.21.13. Beide. 

nm n m n+m 
1.21.14. (a) nm, (b) 2 , (c) (2 -1) (2 -1)+1=2 + 

-2n-2rn+2 (pas op dat ~ slechts éénmaal geteld wordt). 
1.22.23. (b) F(A)={1,2}. (c) p+(B)=A, p•((1})={1,2}. 
1.22.25. Als A 1=[0,1l en A 2=[-1,0], dan is F(A 1nA 2 )= 
F({O}) 0; F(A 1 )=F(A2 )=[0,1]; p•(F(A 1))=[-1,1]; als 

B=[-1,1], dan is F(F•(B))=[0,1]. 1.22.26. (a) Als 
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47 bEF(A 1) \F(A 2), dan b=F(a) voor zekere aEA 1 \A 2 dus 
bEF(A 1 \A2 ) enz. (b) F, A 1 en A 2 als in 1.22.25. 
1.22.27. F(x) :=loglxl als x;'O; F(O) :=0. 1.22.28. 

48 f+(X)=XU{ (x,-i) I xER}. 1.22.29. ~. 1.22.30. nm. 

473 

52 1.23.9. (a) nn, (b) n!, (c) n!. 1.23.10. Er zijn 
alleen één~éénduidige afbeeldingen als m~n; het aan-
tal is m(m-1)··· (m-n+1). 1.23.11. Zie 1.23.10. 

-1 . 
1.23.13. (a) Ja; (b) F =F. 1.23.14. (a) f 1s op en 
één-éénduidig; (b) g is wel één-éénduidig maar niet 

op want 2EO+, 2\l!g(Q+). 1.23.15. (a) niet op; niet 
53 één-éénduidïg; (b) { (1 ,y) I yER}. 1. 23.16. (b) 12. 

1.23.17. f(n):=2n (nEN). 1.23.18. f(x):-tan(nx-3/2n) 
(l<x<2). 1.23.19. (a) 4> is niet één-éénduidig want 
$(f 1 )=Hf 2 ) zodra f 1 (l)=f 2 (1) en f 1 (2)=f 2 (2); $is 

+ RI wel op. (b) ~ ({ (O,O)})={fER f(1)=f(2)=0}. 1.23.20. 
(i) Zij f één-éénduidig, zij A,BEP(X). Als yEf(A)nf(B) 
y=f(a) voor zekere aEA en y=f(b) voor zekere bEB. 
Wegens de één-éénduidigheid is a=b, dus aEAnB en 
yEf(AnB). Derhalve f(AnB)~f(A)nf(B) en dus (1.22.17) 
f(AnB)=f(A)nf(B). (ii) Zij f(a)=f(b)=:c met a;'b dan 
is ~·f((a}n(b});'f((a})nf({b})={c}. 1.23.22. 

55 F- 1 (A) :={x+11 XEA} (AEP(R)). 1.24.11. (GoF)+([0,2])= 
=[0,1]. 1.24.12. (c) Als A:=[0,1] enF(x) :=x2 (xER), 
is \I=E' (Á)-"[0,1] (nEN). Als A:=(0,2], is V=(Q,oo). n . . . . 

56 1.24.13. Fn+l (A)CFn(A) (nEN); zij V=nnEN Fn(A); dan 

58 is F(V)=V. 1.25.12. (<>) XA*U(BUC)*(x)=xA.(x)+ 

+x (BUC) *(x) -xA* (X) X (BuC) *(x) = 1 :-x A (x) + 1-X (BUC) (x)+ 

-(1-xA(x)) (1-xsuc(x))=2•xA(x)-xb(x)-xc(x)+x 8 (x)xc(x)+ 

-(1-xA (x)) (1-x
8

(x)-xc(x)+x8 (x)xc(x))=1-xA (xlx
8

(x) + 

-~ (x) x (x)+x (x)x (x) x (xl=(1-xA(x)x8 (x)) (1-xÄ(xlxc(x))= 
A C A B C · . . . . . 2 . 

61 =x (AnB) *n (AnC) *(x); (merk op (XA (x)) =x A (x)). 1. 26.17. 

• ~ . 1 1 
(a) i' (b) J"' (c) Stel arctan ~ =: p, arctan J =• q 

1 · 1r n· l, n 1 
dan tan p=- met --<p<- j~- z.e1.fs O<p_ <-4 en tan q = -2 2. 2 . 3 

met. -.~<q.~·~ ja ze·lfs O<q<~_. PuS'~ O<p+q<I 'en tan(p+q)= 

=(tan p + tan q) (1 - tan p • tan q) -
1= (~ +}>~ = 1 en 

1 1 • 
_64 p + q- a~ctan ~ + arc\;an 3 = 4 • 1.27.14. Zie bijv. 

de oplossingva;n 1.12.6.(c,}; 1.27.16 .• (a) Voor n=1 
is de -bewerin-g: a 1 ;;::a,3 "':,l_d.;~·~<,z. 1-2-1 ___ waar. Ste-l 

. yn a . - a · · 1 don · s ~nfl a ; .yti - a + a · · = 
Lk=1 k· ~ r{+2- ' ~ 1 . DJ<:=l k · ·"k=1 k n+1 

.. < • 

'1 

'1 
,-. l'~i' . ' .. 
: ·'::C;.' 
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+ an+l 
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HOOFDSTUK 2. RELATIES 

67 2.1.7. (a) R2 u('(xxY)\R 1 ); (b) R 1nR 2 ; (c) R1uR 2 • 

68 2.2.9. Alle 8 moqelijke- combinaties komen voor. 
2.2.10. Zij (x,y)ERi.dan is (y,x)ER wegens de symme
trieï uit (x,y)ER en (y,x)ER volgt x=y wegens de 

69 antisyrnrnetrie; dus (x,y)EIV. 2.2.11. (a) Anti-re-

flexief, wel symmetrisch, niet transitief: (b). niet 
reflexief, wel symmetrisch, niet transitief; (c) 
niet reflexief, wel symmetrisch, niet transitief. 
2.2.12. Zij aEV; er is een bEV met aRb, maar dan is 
bRa (ii) en uit aRb en bRa volgt aRa (iii). 2.2.13. 
Reflexief: (d), (e), (f); antireflexief: geen; 
symmetrisch: (a), (b), (c), (e); antisyrnmetrisch: 
(d), (e), (f); transitief: (d), (e), (f). 2.2.14. 
Zij aEV, als {xEVj aRx}=~ is R geen afbeelding; stel 
aRb dan is b#a wegens de antireflexiviteit; als 
{xEV\ bRx}=~ is R geen afbeelding; als bRc, dan is 
b~c, terwijl aRe wegens de transiviteit. Er zijn dan 
tenminste twee verschillende elementen b en c met 

73 · (a,b)eR, (a,c)ER en Ris geen afbeelding. 2.3.22. 
VXEV l!WEU [xEWJ. 2.3.23. g.g.d. (x,y);'1 is geen 

equivalentierelatie. Er zijn twee partities u 1 ={N}, 
74 u 2={{1),N\(1}}. 2.3.24. De relatie is in V geen 

equivalentierelatie (niet transitief); wel in V\{0}. 
2.3.25. (b) (i) Als O:={f:R~R[ f(Z)={O}} en g 1EO, 
g 2EO dan is '\lxEZ [g 1 (x)=g 2 (x)=Ol, dus g 1-g 2 • (ii) 

Als g 1EO, g 3~o dan lxEZ [g 3 (x);'OJ; voor een dergelijk 

element x is dan ook g 1 (x)=O;'g 3 (x), dus '(g 1-g 3). 
78 2.4.4. Een beschrijving van in wezen dezelfde con-
80 structie staat in 3.7.19. 2.4.6. e.v. Veel informa

tie over het rekenen met congruenties vindt men bijv. 
in [15] chap. V; zie ook § 3.2 van dit boek. De op
gaven 2.4.6 t/m 2.4.9 zijn niet lastig; één voorbeeld: 
als a:: b modm, cEZ, dan is a-b=gm voor zekere gEZ; 

Bl ac-bc=gcm en dus ac = bc rood m. 2.4.11. Als voorbeeld 
1.25.12 (b): x~*+B*(x)=xA*(x)+x~*(x)=l+xA(x)+l+xB(x): 

82 c2+x;,,B{x) cxA,B(x). 2.5.4. Stel {nEN[ lm>n [Nn-NmJl;' 

~~, dan bevat deze verzameling een kleinste e~ement: 
n 0 (1.27.7). Dan is er een <t>:N -+N met <P één-één-no ·1no 
duidig en op en m0 >no· Zij <P(no)=:k l~k$m 0 ; constru
eer nu een één-éénduidige afbeelding van N 

1 
op na-
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82 N 1 2.5.5. ~=z~N is één-éénduidig en op indien mo-
~(0):=1, ~(n):=2n (n>O), ~(n)=-2n+l (n<O). 2.5.6. 
De afbeelding ~ :AxR+BxA gedefinfeerd door V Vb 

aEA EB 
[~(a,b) :=(b,a)] is één-éénduidig en op. 2.5.7. 
1/I:I-+Cl is één-éénduidig en op indien ljJ{x) :-(cos -2nx, 
sin 2rrx) (Q:::;x<l). 2.5.8. g(x) :=tan(nx-~n) definieert 
een één-éénduidige afbeeld1ng van (0,1) op R. 

88 2.5.26. (c) Zij E :={xERI (n-l;)TI<x<(n+J;),, tan xE Z} 
n 

(nEZ) dan is E aftelbaar omdat tan één-éénduidig is• n . 

op ((n-~)n, (n+~)n). unEZ En is aftelbaar wegens 2.5.21, 

2.5.5. 
00 

2.5.27. Voorbeelden: V :={1}, u V = {1} 
n n=l n 

00 

eindig; W ={n}, u 
1 

W = N aftelbaar. 2.5.28. BiJ. 
n n= n 

iedere fEW definiëren we k(f) :=min{nj V N 
mE , m>n 

[f(m)=OJ} dan is k(f)EZ, k(f)>O en En:={fEWI k(f)<n} 

is eindig voor iedere nEN. Tenslotte W = u N E . 
. ~ n 

2.5.29. De verzameling van alle deelverzamelingen met 
n elementen is aftelbaar (nEN). 2.5.30. P(N) is ge

N 
lijkmachtig met {0,1} (kara~teristieke functies). 

9l 2.6.17. Voor elk paar (a,~) uit Vnxvn waa,rbij a= 
(a

1
, ... ,~ ),·b~(b 1·~· ... ·,b:) .en a~b defin{ären we - n n · 

t (B ,.b )· :=min { k I 1 :>k::;n, akfbk} .. LexicÜgrB.fische orden.in9 

is TI\! (a<ob):~(a~(a,b)"'b~{a,b)) (a;'bEVn). 2.6.20. (a) 

·.Niet transitief: 2 is vergelijkbaar met 6; 6 is ver
'gelijJ.sbàa;' met 3; 2 en 3 zij.n niet vergelijkbaar. 
{b) De ordening uit 2.7.11; ander ,vqorl;leeld: de orde
ri:inÇ( :Ln R2 ·ge.definieerq. 'd~ö.r U.tl:,~l )'<o_(a 2 ,b 2 )':~ 

95. :~é(a 1.=a?.)A,(bj<b2 )J (á.l,~?,,b 1 ,b 2 ER). 2:6.33 .. 
~(2n-l):=n-l: ~(2n) :=.-n ·r·nE;N), 2".6.33. Stel dat 
1/J',·:·N.".Z· :.eert órderling'si~otn~rfi~~e. ,zou z~j n, dan zou 1./J ( 1 )· 

lOl Îiét.'kleinste gehEi-le geta'.l. Zl.Jn.· 2.7.28. De verzarne
lirt;;, 'dei' rn±niu\alé elE;Iftenten van (V,, <o ) .is f+ ({min 
{n\!llr]'nEf(V)}}). 2.7.29. O(X)=PL!{l5}, Pis de ver-· 
.zaffieL~ng dE;!r priemget;.alléri; ·inf ·x~ 15, sup X= 30, 
Q(Y)=Jè, ·int·y·bestaat niièt, sup Y_= 30. 2.7.30. (a) 
Ja. {b) iJ, (c) alle VS,rzamelingen V wàarvoor lEV. 
~.]. 31, Maak. irt erk van 'dè gevallen schetsjes van de 

·ve-rzamelingen vari. R2 'dië vergelij'kbaar zijn met een 
Willekeurig element {a ,b). Het vt.aagstuk ,is van de-

103 ·zelfde soort als 2.7.16.en 2.7.17.· 2.8.10 .. De inhoud 
Van §' 2 .. ·8· is binnen .het gehee],. v,an dit boek van I 

sm4'e:t;:.g:eschikt bela·i1g .... Pe.opga:r~n zi~n alle o~feningen 
J.n' het formeel opereren met sup en ~nf en enkele . .. 

' ,::.: 

I _,. 
' Ï~l , .. r 

·.Jî 

' .. ,. 
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103 axioma's. We z~Jn summier in het geven van aanwij
zingen. Een goede inleiding in de materie van § 2.8 
is: H. Gericke, Theorie der Verbände, Hochschul
taschenbÜcher, Band 38/38a, B.I. Mannheirn 1963. 

·2.8.12. Zij V:={x
1

, ... ,x } dan is inf{x , ... ,x } 
n 1 n 

106 (2.8.11) het eerste element van (V,<o). 2.8.24. 
Voor S, y, 8 is de implicatie in de definitie van 
rnodular.iteit waar omdat het linkerlid onwaar is; elk 
u.nder drietal uit V3 behoot't tot een deelverzameling 
van V3 die met de geÏnduceerde ordening een distri
butief tralie is. 

HOOFDSTUK 3. ALGEBRA 

111 3.2.10. Het getal p 1p
2

···pk+l heeft een priemfactor 

groter dan pk. Een uitwerking van de overige opgaven 

117 uit § 3.2 vindt men zonodig in [15] chap. V. 3.3.21. 
Conunutatief:n, u, -;.; associatief: idem; V is het een
heidselernent bij n; ~bij u en 7; bij n en u heeft 
alleen het eenheidselement een inverse; bij -;. is ie-

118 der element Z1Jn eigen inverse. 3.3.22. {a) ja, 
(b) ja, (c) 1, (d) 1,. 3.3.23. (e) Als "xER 

[f(x):=l-x] dan is f een isomorfisme van (R, ) op 
120 (R,~). 3.3.25. Nee. 3.4.5. (a), (c), (d). 3.4.6. 

121 

(a) V~EZ(mod m) [~(k) D2krrl definieert een iso-

morfisme. 
$..,.. ( 0) ; een 
definieerd 

m 
3.4.8. Het eenheidselement 
isomorfisme f van (R,+) op 
door: VxER lf(x) :=<i>+(x) ]. 

van (R,*) is 
(R,*) wordt ge-
3.4.10. (b) 

Eenheidselement is min X; de inverse van x is x; de 
associativiteit is nogal bewerkelijk. Na lezing van 
§ 3.12 zal duidelijk zijn dat het bewijs van de asso-

127 ciativiteit van t gecopieerd kan worden. 3.4.20. 
(b) Een isomorfisme is f1+(l); f 2 ~(2,3); f 3 ~(1,3); 
f 4 ~(l,2); f 5 ~(1,2,3); f 6-+(l,3,2). 3.4.21. Stel een 

129 producttafel op. 3.4.22. Zie [2] § 19. 3.5.4. (a) 
(0}, {0,2}, {0,1,2,ll; (b) {(1)}, 1(1),(1,2)(3,4)}, 
{(l),(f,J)(2,4)Ï,-{(1),(1,4)(2,3)}, de viergroep 

133 zelf; (c) zie [27] § 10. 3.5.23. (b) De cyclische 
groepen voortgebracht door resp. Q, !, ~, 1, ~ en ~· 
3.5.24. H is in het algemeen niet normaal. 3.5.-25. 

a 
Als H index twee in (G, ) heeft, zijn de rechter 
zowel als linker nevenklassen H en G\H. Iedere groep 
met twee elementen, dus ook S /A is isomorf met 

n -~ -1 -1 
({-1,1},·). 3.5.26. h,n,(h,n,) =h,n 1n 2 h 2 = 
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=h1n3hz-
1

=h3n4 voor willekeurige h 1 ,h 2EH, n 1 ,n?EN en 
geschikte h3EH, n3, n4EN1. 3.5.27. (a) 5 3 ; (b) 
{ (l), (1.3) }; (c) { (1), (1,2), (3,4), (1,2) (3,4), (1,3) 
(2,4),{1,4)(2,3),(1,4,2,3),(1,3,2,4)}; merk op dat 
(1,3) en (1,4) in verschillende linkernevenklassen 
liggen; (d) {(1),(1,2),(3,4),(1,2)(3,4)}. 3.5.28. 
(c) Merk op dat iedere nevenklasse van V4 in S 4 een 
representant heeft die 4 invariant laat. 3.6.5. Zie 
[27] § 47. 3.6.6. Zie [27] § 47. 3.6.10. Als G1= 
={(1),(1,2)(3,4)}, G2=((1),(1,3)(2,4)} dan is V4= 
=G 1®G2 . 3.7.11. ~en W zijn de enige elementen die 
geen nuldeler zijn, W is het eenheidselernent en het 
enige reguliere element. 3.7.22. Merk op dat als 

(R,+, ) een lichaam is geldt: (a,b)~(ab-l ,e) (a,bER). 
3.7.23. Merk op dat voor a~O uit xa=x'a volgt 
(x-x')a 0 en dus x=x'; gebruik 3.4.13. 3.7.24. Om
dat ab=ba is het bewijs gelijkluidend aan dat van 
1.27.12. 3.8.13. Zij m priem, q~rnZ; dan bestaan er 
z 1 en z 2EZ zodat qz 1+mz 2 =1 (3.2.5). Als m=kt met k~2, 
1~2, dan k~mZ, terwijl {k}UmZ als ideaal kZ voort
brengt. 3.8.14. Is S een ideaal, g regulier en gES, 

-1 
dan is ook e=g gES. 3.8.15. Stel abES, a~S dan 
brengt {a}uS de ring voort, dus e=ra+s voor zekere 
ringelementen r en s, sES. Maar dan is b=rab+bsES. 
3.8.17. Denk aan 3.8.13. 3.9.3. Merk op dat ((x}) 
beva,t i? in ((x,2}). 3.9.13. Zie [27] § 21. 3.9.14. 

' ' -1 -1 
Zie [27] § 21. 3.10.4. (a) Uit naa =maa volgt 
(n-fu)e=O. (b) 3.7;24, 3.10.8. Aanvullingen aan het 
bewijs van 3.10.6; zonodig zie [27] § 35. 3.10.10. 
a+bl2+a~bl2 (a,bEQ) is.een isomorfisme. 3.10.11. 
Bijv. s=-l;+h/3. 3.10.16. ('i) ,x 2 +1~0 voor x 0,1,2., 
(ii) ·±l±x ?ijn alle vier primitief. (iii) Neem a=x-1, 
x"+l"'(~2+x+2) (x2+2x+2) en a2+a+2=0. 3.10.17. Zie 
3.10.14 (ii). Als ~eGF(27) en "'=~ dan is t;eGF(3) 
d. w. ~. ~=0, l of 2:~ . Pas dit toe op de coëfficiënten 
van (x-a2) (x-a6) (x-alB). Voor iedere t;~O in GF(27) 
geldt s?G=l. De 12 even machten van a*1 zijn de nul
punten van (xl3-1)j(x-1), 3.10.18. Neem a primitief 
elemen't van GF{32) voortgebracht m.b.v. x 5 +x 2 +1. Dan· 
is x 0+x2+l=(x~,a) (x-a 2 ) (x-a4) (x-aS) (x-al6). 3.11.7. 
Merk de' analogie op met I I in R of C. 3.13.1., 

GF(3), GF(22). 3.13.3. Als am=O, dan (e-a)- 1= 
_ '·.- 2 . . · m-1 
-e,+a+a + ..• +a . 3.13.4. In een commutatieve ring 
. ··, · ri n · n m _ n· . j m+n 
1s (ra) =ra ; als a =0, b =0 1s (a+b =0. 3.13.5. 
Merk 6p di:it dit een gener~lisatie van 3.13. 4 is. 
3 ."13. 6;, Vgl,. 3. 8.14. 3.13. B., Intègri te i tsgebied; in 
de v,ö.örSt:eiling'. a+bi Zijri' de 'reguliere elementen 
1,-1/'f,-~. 3.13.9. Het ideaal bestaat uit alle poly-

' 
'j 

.~:.1 
' .} ' 

'' :;_ 

.,., 
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163 nomen p(x) waarvoor p(O) even is. 3.13.11. (iii) 

Als R:::>Q en xER\0 dan x- 1E0 CR (ii) e·n XX-l=lER; 
p p p 

R=Q, (iv) Als S een ideaal is, is voor geen x: (xES)A 
-l 

A(x EOP). 3.13.12. Het lichaam kan voorgesteld als 

(a+bil aEO,bEO}; ja. 3.13.13. Zie [27] § 74. 3.13.14. 
164 Zie [27] § 74, 3.13.15. 'll is een productoperatie in 

I want uit x2=x, y2 y volgt (x+y-2xy)2=x+y-2xy. 
3.13.16. 1•1t:rk op dat n·;,+, ) isomorf is met (P({l,2,3}), 
: ,n). 3.13.17. Bewijs dat voor eindige V (P{V) ,-;.,n) 

199 hoofdideaalring is. 3.18.13. (i) Zie 3.18.10; als. 
Àt=-1 de enige reële eigenwaarde zou zijn, dan gold 
voor de complexe oplossingen Àl, À2, Az van det(a .. -À6 .. )=0 
dat: 1 = det(a, .)= 'JÀzÀz = -IÀzl' < o. lJ lJ 

lJ 
(iii) Als v een eigenvector met eigenwaarde 1 is, 
dan is de restrictie van A tot V:={xeR31 (v,x)=O} 
direct orthogonaal, pas 3.18.12 (i) toe en merk op 

R3=VEBV.L. 3.18.14. De overgangsmatrix is: ((u.,v.)), 
J l 

(3.16.1). Pas toe: 3.17.22 (ii) en 3.18.8 (f). 
203 3.20.2. Denk aan 3.10.6; zie 3.10.8. 3.20.4. Laat 

s 1 , ... ,sm een basis zijn van (S,+, ) t.o.v. (T,+, ) 

en ·r 1 , ... ,rn van (R,+, ) t.o.v. {S,+, ) ; laat zien 

dat r 1s
1
,r 1 s 2 , ... ,r

1
sm, r

2
s 1 , ... ,r 2sm'''. ,rnsm een 

basis is van {R,+, ) t.o.v. (T,+, ). [27] § 36. 
3.20.5. Als de graad van de uitbreiding m is en de 

karakteristiek p bevat het lichaam pm elementen. 
3.20.7. GF(l6): i.p.v. a 0+a 1x+a 2x 2+a 3x 3 (3.10.15) 
schrijven we {a 0 ,a 1 ,a2 ,a 3 ), a.EGF{2), {i=0, ... ,3); 

l 

lichaamsvermenigvuldiging: (a 0 , aJ. , a 2 , a 3) (b 0 , b 1 , b 2 , b 3) = 
=(a 0b 0+a 1b 3 +a 2 b 2 +a 3b 1 ,a 1b 0+a 0b 1+a 1 b 3+a 2 b 2 +a 3b 1+a 3b 2 + 
+a 2b 3 ,a 2b 0+a 1b 1+aob 2+a3b 2+a 2b 3+a3b 3 ,a 3b 0+a 2b 1+a 1b2+ 
+a 0b 3+a 3b 3), optelling en vermenigvuldiging in GF(2). 
VEP({1,2,3,4}) representeren we met <xv(l),xv(2), 

xv(3),xv(4)); de vertaling van doorsnedevorming is 

dan 11 (a 0 ,a 1 ,a2 ,a3)n(b 0 ,b 1 ,bz,b 3)=(a 0bo,a 1b 1 ,a2b 2 ,a 3b 3 ) ", 
204 3.20.9. (d) Probeer a 1 , ... ,ak achtereenvolgens weg te 

205 laten. 3.20.11. (a) Als L~=O Àiai = L~=O "i"i dan is 

Lk 
1 

(À.-lJ.) {a .-a
0

) = 0. Wegens de lineaire onaf-
~= l. l. l 

hankelijkheid is nu 1\.=lJ. (i=1, ... ,k) terwijl Ào = lJo= 
l l 

= 1 - I~=l À i. 3.21.1. (a) Dimensie=n (b) geen ein

dige dimensie. 3.21.2. Gebruik 3.14.13. 3.21.3. (d) 
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bijv. X=(l,O,l)+t 1 (1,2,0)+t 2 (0,1,1); x=(l,O,l)+ 
+t(-1,1,3); (e) 2x-y+z=3. 3.21.4. Als x=(x,y,z), P, 
Q en R in één vlak liggen, dan moet dit vlak een 
vergelijking hebben, m.a.w. er moeten (A,B,C,D)~ 
(0,0,0,0) zijn zodat Ax+By+Cz+D=O, Ap 1+Bp 2+Cp 3+D=O, 

Aq1+Bqz+Cq3+D=O, Ar1+Brz+Cr3+D=O. Pas 3.16.13 toe. 
3.21.5. (c) is een lineaire deelruimte; {d) een 
lineaire variëteit maar geen deelruimte. 3.21.6. 
De snijlijn x=(2,0,0)+t(l,l,l) van de eerste drie 
vlakken ligt ook in het Vierde vlak indien a=2. 
3.21.7. Vul aan met bijv.: x,x 3 ,x 4 . 3.21.8. N.B. 
het gegeven drietal is onafhankelijk. 3.21.9. 
3.i4.36; V heeft een basis a 1 ,~ .. ,ak,b

1
, ... ,bt, 

c 1 , ... ,c~,d 1 , •.. ,dn' waarbij a 1 , •.. ,ak basis is van 

V1nv 2 , a 1 , ... ,ak,b 1 , ... ,b.l!. van v 1 en a
1

, ..• ,ak, 

c 1 , ••. ,cm van Vz. 3.21.10. (a) 3, {b) ja, (c) nee. 

3.21.11. De dimensies zijn resp. 2,3,2. 3.21.12. 
-1 -1 -1 -I 

Merk op: v 1=-a 1 a 2 vz-al a3v3; v3=-a3 a 1v1-a3 a 2 v 2 • 
3.21.13. (a) N(A)=0(-3,11,5) I ÀER); A+({(6,2,4)})= 

(1,1,1)+N(A), (b) Bijv. (1,0,1), (1,1,0.). 3.21.14. 

(a) ( 1 0 .

4

11 ) A= -1 2 
-2 6 

-.(b) ' eigenwaarden 0, 2, . 5 ;' ( c) neem een eigenvector 
bij•; elk· van de eigenwaarden. 3.21.15. (a) 3.15.4. 
(c) Me•k op dat ~ 1 nV 2 ={0). 3.21.16. N(BA)~N(A) dus 

· ' n rn 
n - rang, BA > n - •ang A; BA(R )CB(R ) dus rang BA < 

208 :;:; rÇtng·_ B. 3. 21. 17. AB en BA hebben dezelfde karakter
i$ti$ke vergelijking wegens 3.16.19 en 3.16.20 • 
. '·· . ~ 'rn -
3.2!.18. Met T:=A(R )CR hebben we.TcN(B), dimT= 

i, ~:dingo A. Nu is rang B + dim·N!B) = m (3.15.11) dus 
rang,B. + r'!ng A< m. 3.2.1.19. l'as 3.15.ll toe; merk 

'op N(Al:l)c[N(A)',N(B)]; gebruik o'ok 3.21.9, 3.21.16. 
,3 ... 21.20. Het vlak met vergelijf;:ing x 1+x 2+x3=0 bevat 
·_Oe ei9"envectol=en rnEj!t eigenwaàrde Ö, de lijn {À a I ÀER} 

· 'JJ~Vat de eigenvectören· met e_igenwaarde a 1 +a 2+a 3 als 
a_•{'a 1 ,a-2,a 3 ). (AlS a=O is het vraagstuk triviaal.) 

,, .... . . . n 
.· 3~21.21. Als Ax=\x is À =0. . I, . .. 

; 3;2L22 .. 
'\/_. .,.' ... (\:,).,1 
}'' ,: .... 3 

.. · 3. 
' 1 

( c) 

( -~ .3 
:..1 

0 
I 

-2 
1 

0 
0 
1 

-1 

:·.-~·iê..!f. 2l :-_2,3. De determinant is een hornogene veel term 
_..'.~-r-~~1··,_; ... _._'-~n) in ~-l, ... ,xn van d~ _graad ~(n-l)n. 

·A. . .. 
'>i\,,,. ·" ,l 

- ', .. ' 

i 

1 

A·1 .. ,,_ 
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F(x
1

, ..• ,x )=0 als x.=x. (i:fj) dus F(x
1

, ••• ,x) is 
n 1 J n 

deelbaar door x.-x .. Zo F(x
1

, ... ,x) = c rr 
1 J n n~i>j~l 

(x.-x.). 
' J 

Kijk naar de bijdrage van de hoofddiagonaal, 

2 n-1 lx x • ··x 
2 3 n ' 

3.21.24. N.B. 

om in te zien dat c=l (vergelijk 3.5.9). 

rang (a .. ) is het maximale aantal line
>J 

air onafhankelijke kolommen. 3.21.25. Analoog 3.16.19. 
3.2lr26. jx j 2-=(x,x)! 3.;n.28. Vul bijv. aan met: 

-> (0,1,0), 5 (-2,0,1). 3.21.29. (c) Als x=x 0+x1, 
L v=vo+yl, xo,y 0EVo, dan (x,Py)=(x 0 ,y 0 )=(Px,y). 3.21.30. 

3.17.7. 3.21.31. Als het stelsel geen basis was zou 
het tot een basis aan te vullen zijn; pas toe 3.17.22 
(iii), 3.17.7. 3.21.33. (b) Kies een basis van V: 

v 1 , ••• ,vk,vk+l'''''vn met v 1 , ••. ,vkEV 0 , vk+l''''' 

L 
V EVa, 

n 

( c) 
1 
7 

2 
6 
3 

-6) 3 . 
-2 

3.21.34. De vectoren ;#0 inhetvlak (b,x)=O hebben 
eigenwaarde 1; de vectoren ;#O in {~a I ~ER) hebben 
eigenwaarde l+(a,b'). 3.21.35. Merk op dat als de 
determinant 0 is er (A

1
, ... ,Ak)f(O, ... ,O) bestaat z6 

dat >..
1

a 1 + ..• +Àkak.L[a 1 , ..• ,ak] dus À1a 1+ ••• +Àkak=O. 

3.21.36. De oplossingsruimte van (a,x)=O heeft di
mensie ~2 en is gelijk aan de oplossingsruimte van 
het stelsel (b 1 ,x)=O, (b 2 ,x)=O. 3.21.37. Beschouw 
de oplossingsruimte van het stelsel: (a 1 ,x)=O, ... , 
(a

5
,x)=O, (bt+l'x)=O, ..• , (br,x)=O en van (a 5 +1 ,x)=O, 

211 ... , (ar,x)=O, (b 1 ,x)=O, ... , (bt,x)=O. 3.21.40. 

Als ATAx=Àx, dan [Ax[ 2=À[x[ 2 . 3.21.41. Als A een 
diagonaalmatrix heeft, dan heeft Bals matrixelemen
ten de wortels uit de elementen van de matrix A; 

T verder 3.19.7. 3.21.42. &~ heeft een orthorrormale 
basis van eigenvectoren; neem B behorend bij de over-

gang naar deze basis, schrijf BAATBT=C 2 3.21.43. 

Gebruik (Ax,y)=(x,ATy). 3.21.44. Gebruik 3.19.7. 

Merk op dat: (STDSx,x)=(DSx,Sx) en [sx[=1 dan en 
slechts dan als lxl=l voor orthogonale S. 
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HOOFDSTUK 4. DE RE~LE EN COMPLEXE GETALLEN 

4.3.1. Voor a +b : 
n n 

gebruik de definitie en de drie-

hoeksongelijkheid. Voor a b eerst aantonen dat n n 
(a ) EN een begrensde rij is. Dan: a b -ab=(a -a)b + nn nn n n 
+a(b -b). 4.3.2. Definitie:. 4.3.3. Pas 4.1.8 en 

n 
4.1.9 toe. 4.3.4. Gebruik 1.27.3. 4.3.5. Als a>l 

is l<~<l+n- 1 (a-l) volgens 1.27.3. Voor a<l via a- 1 . 

4.3.6. Via 4.3.5 omdat 4<13n+4n<4?2. 4.3.7. Gebruik 

(ln+l-l!l)~(ln+l+l!l)- 1 . 4.3.8. Volgens 1.27.3 is 

-1 [n
2

+2n ]n+l 1 1 1 a a ~ · (l+-) >(l - --) (l + -)~l. Voor bn 
n n+l (n+l}2 n n+l n 

analoog. Pas 4.1.6 toe. e~2,718281828459045 .... 
. l l l l 

4.3.10. Gebruik 1 + 1 + ··· +- > -2. 
2°- +1 2°- +2 2° 

k k+l n a -a 
4.3.11. L a ~ a-l Pas 4.3.4 toe. 4.3.12. 

n=l 
a =s -s 1 . 4.3.13. Als a >0 is s toenemend. Pas n n n- n n 
4.1.12· toe' 4.3.14. Volgt uit 4.3.13. 4.3.15. (i) 

Als lim ?"a
0
=t<l dan is a0 <[l~t)n voor n>N .. Pas 4.3.11 

n+«> J 
en 4.3.15 toe. (ii) Pas 4.3.12 toe. 4.3.16. (i) Als 

a 
lim n+l :;: 

a n-+m n 

l+t 
< 2 voor n>N. Dan is 

a <c .(lH) n . vo'ór n>N. Pas WE;:!er 4.3.11 en 4.3.15 toe. n · . 2 
'(ii)' ~as 4'.3.12 toe. 4.3~17. 

· · .

1

a +a
2
+ ... +a 

jan-a(<~o dus 
1 

·. n .. n-

Zij s>O. Voor n>N is 

al ~ .!.J (a
1
-a)+ ... +(a -a)(<· 

n n · 
l 8 ' 

s n(NC+(n-N)2) < o als n>N
0

. 4.3.18. Vergelijk rede-

nering in 4.3.16 en pas .. 4 .. 3.5 toe. 4.3.19. Pa.$ 4.1.14 
toe om te ~ewijzen dat~!: sn bestaat. 4.3.20. 

Gebruik l~'n+k-sni=Jan+l-an+2+an+3- ... +(-l)k-lan+kl~ 
=ia +· 1-f·li ·2·a 3 >- .•. [~[a +1 [. 4.3.23. Zie 4.3.1. . n ·.·. n+ n+ . n · 

' . · n·. n· n-1 n-2 n~l 
4.3.25.. Gebru~k I' ~a =(x-a) (x +x .. a+ .•.. +a ) . 
4d~;l§t' Zi" 4;. L3 , .. 4:3.27. De 1aatste ~igep;:chap 
~Ej-~~ .. ~- ~90E ~ s~.n:· y '-ra~:r.<:n).a_~~l ;_' ~an Vl. a contl.nu~.teJ. t. 
~\ 3 -.\\!h ;,.llevt~JS monoton1e als .. J.n 4 . 3. 8 en pas dan 

'' 
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225 4.3. 8 toe. 4.3.29. Daar [1 + ~]n~[[1 + nx
1
_ 1Jnx-lr 

226 kunnen we 4.3.28 en 4.3.27 toepassen. 4.3.31. Op 
een cirkel met middelpunt M liggen A en B. De. hoek 
AMB is x. De loodlijn in A op MA snijdt MB in C. De 
loodlijn uit B op MA snijdt MA in D. Dan is BD = 
= sin x, AC = tan x en x is de lengte van de boog BA. 
Neem nu x+O. 4.3.32. Invullen. 4.3.33. Zie 4.3.17. 

229 4.3.34. Neem in 4.3,30~ x=log(l+y). 4.4.12. (a) 
Middenloodlijn van segment van -3 naar i, (b) ellips 
met brandpunten i en -i gaande door (/3,0), (c) de 
cirkel met middelpunt -l+~i door (0,0) zonder het 

230 punt (-2,0). 4.4.13. (i) De rechte Re z ~ l;, (ii) 

231 

de rechte Re z 0. 4.4.14. Pas 4.4.7 en 1.27.12 toe. 
4.4.15. Zie 4.4.8. 4.5.1. sup A- inf A. 4.5.2. 
(i) Daar VaEA [a~ a] is uaEA (O,a) c (O,a). Zij 

xE(O,a). Dan is x géén bovengrens van A. Dus is er 
een aEA met x<a~a, d.w.z. xE(O,a). Hieruit volgt 
(O,a) c uaEA (O,a). 4.5.3. De verzameling heeft een 

?Upremum s~l. Voor iedere c>O is er een aEA met 
s-c<a~s. D.w.z. sEB. Zij y>s, Dan is er géén element 
van A in (s,y) en dus is y~B. Hieruit volgt dat s 
het grootste element van Bis. 4.5.4. Gebruik 4.1.7. 

4.5.5. Zie 1.27.2. Daarb-a =n- 1 is a priori duide-
n n 

lijk dat Duit één element bestaat. Zie 4.1.6. 

4.5.6. (i) Volledige inductie, (ii) Uit 2 2 
bn+l-an+l= 

[
bn-an] 2 2 2 2 2 

= 2 volgt dat bn+ 1-an+ 1 <l(bn-an). Dus 

lirn(b -a )=0. 4.5.7. Zij Aeenniet lege 
n n n+oo 

naar boven 

begrensde verzameling in K. 
bovengrens van A. Als an en 

a +b 

Kies a 1 in A en 
b gedefinieerd 

n 

b 1 een 
zijn be-

n n schouwen we 
2 

. Is dit een bovengrens van A dan 

noemen we dit getal bn+ 1 en an+l:=an. Zo niet dan 

nocmen '.·:e het an+ 1 
en een rij (bn)nEN 

ordening volgt dat 

en bn+l:=bn. Zo is een rij (an)nEN 

gedefinieerd. Uit de archimedische 

b -a -+0 
n n 

geven is er een c met VnEN 

als n-+oo, Volgens het ge

Lan~csbn]. Toon nu aan dat 

c de kleinste bovengrens van A is. Daar A willekeurig 
was is volgens 4.1.2 K=R. 4.5.8. Zie bewijs van 
4.1.7. Neem N. 4.5.9. Pas 4.3.18 en 4.3.8 toe. 
4.5.10. Bij iedereNEN is een N1EN zo dat n(n)>N als 

2 ,oo n 
n>N1 . 4.5.11. Pas 4.3.16 en 4.3.1 toe op Lrl=l na . 
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4.5.12. Pas 4.3.18 toe. 4.5.13. Verschillende me
thoden. Teken grafiek van x en l2+x. "Teken" nu 
a1,a 2 ,a 3 , .... Constateer dat de rij monotoon is en 
limiet 2 heeft. Bewijs nu zonder figuur·dat (a) N 

n nE 
een monotone begrensde rij is. Snelste methode is: 

. 1 
(a + 1 -2)~(12+a -2)~(12+a +2)- (a -2)d;(a -2), dus 

n n n n n 
lim(an-2)~0. 4.5.14. (a) +1 en -1, (b) oo en 0, (c) 
n+oo 

Bewijs eerst dat a <a +1 <b 1 <b voor alle n. Dan n n n+ n · 
bn+l-an+l<~(bn-an) zoals in 4.5.6. Dan is lirn an = 

n+oo 

~ lim bn ~ /a
1

b
1

. 4.5.15. Volgt uit 4.1.10 (i) en 
n+oo 

(i i) 0 4.5.16. Als lirn a = oo of -co is het probleem niet 
n 

n+oo 

interessant. We hadden dit beter kunnen uitsluiten. 
Als lim inf a = lirn sup a = a dan is volgens 4.1.10 

n n 
(i i) en 4 .1. 8 ook lim a = a. Omgekeerd als lirn a = a 

n n 
n~oo n~oo 

heeft a de eigenschappen van 4.1.10. 4.5.17. Als 
AcB is sup A$ sup B. Zij a := lim sup a . Pas 4.1.10 

n 
(i) en (ii) toe. 4.5.18.· Zij voorlopig m vast, mEN, 
en C •"max{akl k<ml. Het volledige indtlctie volgt 

m ·. -
uit het gegeven a +n ::;a +ia als .)!.EN. Schrijf nu n .vm n m 

-1 
n=qm+r met Ü$r<m en q=(nm ]. Dan is 

-1 -1 -1 
n a __ :::-m a +n C • Hieruit volgt lim 

IT m m · 

a :fqa +C , dus n m m 
-1 

sup (n an) :::; 

-1 ' -1 
·:::; m am_. Hieruit volgt echter lim sup {n an) $ 

~ lit]l inf (m- 1a ) . Het gestelde volgt uit' 4.5.16. 
. . ... . m 

'.::4..:•.;5;..·;..to.9;:.·.!.~ ··Zij-.a := lim sup a . Als kEN zijn er volgens . n 
4 •. 1-~:LO (i) _en _(i.i) ·oneindig veel termen Van de rij in 

-1 -1 
Ik:~ {a~k ;a+k ) . ·Kies_ e~n 'term anEI 1 . Als an

1
, 

a , •.• , a 
·n2 nk-1 

gekozen z~jn ~lezen we een term a met 
nk 

nk>hk-1 en •nkEik. 

'(a ) · ·met limiet 

Dan is (a ) een deelrij van 
nk kEN 

a. 4;5.20. Als 4.5.7. 4.5.21. 
·•n nEN- · 

öit 1\et tweede geg~Ven volgt dat {a ) N een nietn nE 
.st.~J4ê-hde' ;r-ij is. Dezè he_eft een limiet. {eventueel 

.·.ilS :de"~"··linriet ,-oo) •. Zie nu 4,-3.17. 4.5.22. Pas 
~.,.J,'J..r4 t;oe op~ rij pártiële sommen. 4.5.23. Zij 

l . ' 
" ' .·.~ 
•' .,!f 
j 

",i 
. i 

' ' • 
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weer [y]:=max{zEZI z~y}. Definieer a
1

:=[px] en a := 
n+1 

n+1 ,n -k 
:=[p (x- Lk= 1 akp )J. Deze rij voldoet. 

,oo -n -N+1 ,oo -n 
Ln=N (p-1)p = P + Ln=N 0 · p • Uitzonderingen 

steeds van dit type, d.w.z. er is een N met pNxEN. 
4.5.24. Zij E>O. Er is een A zo dat lt (x+l)-t (x) l<e 
als x>A. Daar$ begrensd is op [O,A+l] geldt $(X)<Ex+C 
voor een qeschikte constante C. 4.5.25. a =s -s 1 . 

- n n n-
4.5.26. Gebruik 4.5.22 en 4.5.25 en het feit dat 
b -b 1 ~0. 4.5.2ï. Ki~s in 4.5.26: a := sin(nx) = n n+ n 

inx -1 
= Im e en b

0
:=n . 4.5.28. Zelfde idee als in 

4.3.10. 4.5.29. Zie bewijs van 4.3.30. 4.5.30. 
-1 

Neem in 4. 3. 30: x = n log a en laat n-~oo. Antwoord: 
a n+1 log a. 4.5.31. Als >~-E vanaf zeker rangnummer 
an 

n dan is a >C(i-E} met zekere constante c. Zie 4.5.12. 
n 

HOOFDSTUK 5. TOPOLOGISCHE RUIMTEN EN METRISCHE RUIMTEN 

5.1.2. Zie 1.11.11, 1.11.12. 5.1.10. Voor T3 via 
4.5.2 als in 5.1.8. 5.1.11. Naast de discrete en de 
triviale topologie zijn er de topelegieën van het 
type {~,V,R} met VeR, Vf~, VfR. Dit zijn er 6. Daar
naast alle 9 topelegieën van het type {~,v 1 ,V 2 ,R} 
waarin V1 één element en v 2 twee elementen heeft. 
Verder 3 topelegieën van het type {~,{a},{a,b}, {a,c},R} 
en 3 topelegieën van het type {0,{a},{b},{a,b},R}. 
Tenslotte 6 topologieën van het type 
(~,(a},{b},{a,b},(b,c),R}. Totaal: 23. 5.1.13. Daar 
in de intervaltopologie alle open intervallen ook 
open verzamelingen zijn is de eis in 5.1.12 zwaarder 
dan in 4.1.8. Met behulp van 5.1.5 volgt echter 
5.1.12 uit 4.1.8. 5.2.9. Om M3 te bewijzen moet be
wezen worden dat als x+y>z (x,y,z positief) dan ook 

x(l+x)- 1+y(l+y)- 1>z(l+z}- 1 . Geven we met B; bollen 
in de tweede metriek aan dan B eB' . Verder is a,r a,r 
B' =R als r:2:1 en B' CB (1 1-1 is als r<1. a,r a,r a,r -r 
5.2.10. Als QEBP en r:=a-d(P,Q) dan is BQ rcBP , a , , a 
volgens M3. 5.2.ll. Zie§ l.ll en§ 1.12. 5.2.12. 
Zie 5.1.13. 5.3.4. Zie 1.11.11. 5.3.5. Volgt uit 
5.2.7, 5.2.10 en 5.3.3. 5.3.9. Definities toepassen. 
5,3.11. Als e irrationaal is, nEN, mEN en nfm dan is 
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n8-[n8Jim8-[m8]. Zij kEN. Verdeel [0,1) in k gelijke 
delen. Toon met het pigeon-hole principle aan dat er 
een nEN is en een mEN met rn>n zo dat ne-[ne] en 

rne-[meJ in hetzelfde interval met lengte k-l liggen. 
Toon nu aan dat 0 verdichtingspunt van v

6 
is. Daarna 

dat ieder punt in R verdichtingspunt van v
6 

is. 

5.5.6. Daar TcP(R} is T zelf een eindige verzameling. 
5.5.7. Weer is Teen eindige verzameling. 5.5.8. 
Voor iedere xER definiëren we 0 :={x}ET. Dan is 

x 
{0 ) XER} een overdekking van R met open verzameling-

x 
en die géén eindige deeloverdekking bevat. 5.5.11. 

(i) Zij VcRn en V compact. Als Pev* dan is 

V c u (B _1)*. Dan is V bevat in een eindige 
neN P, n 

vereniging van dit soort open verzamelingen, dus 

zelf~ in één (Ë _
1
)*. D.w.z. B _

1
cv*. Daar P 

P,m P,m 
willekeurig was is V* open. (ii) Daar {B 

1
] xeV} x, 

een ovÊ!rdekking van V met open verzamelingen: is is V 
begrensd. 5.5.12. Zie 5.3.2. 5.6.5. Ja, 0, resp. 

nee. 5.6..7. Zie 4.5.11. Er geldt d(f ,f)'f (1- +
1

1 )= . . ~ n n n 
1 n+1 1 . =(1 ~ n+î) '4 (z>e 4.3.8). 5.6.13. Analoog aan 

5. 6. 7. · De rij conv-ergeert puntsgewijs naar een fünctie 
die in. 1 niet cohtin·u iS. Ook op ( 0,1) is de conver
gentie· niet uniform: 5.7.6 .. (i) Zij xE(O,l). Al·s 

t.:>O Q.efi~iëer·dan ó:=min(lsx,\x
2

e.)'. Als Jx ... yl<ó is 

lx-1-y-: 1=1 (l<-y)/xyl <<. (ii) Zij o=1 en.ê>O. Als nEN 
. . . . . < -1 -1 

v0ld6ënde .grOot is da:n i$ n - (n+l) <6 maar 
. -1 . . -1 . . 

[f(n )•f((n+1) ) 1=1. Aan 5.7.4 is niet voldaan: 
5.7.1( .. Zie 5.7.11 en 5;7.13. 5.7.15. Zie 5.7.2. 
.5. 7.18. Zij f niet-dalend. BeSchouw voor nEN, kEN de 

verzarheL:i;:ng vn,k bestaande·_ u_it d-e punten uit [a+n-
1 

,· 

b~n- 1 J waar f een sprong,heeft >k- 1 (f(b-n- 1 )~f(a+n- 1 )J. 
5.7.19 .. Zie 5.7.2 en 5.J.6 t/m 5.2.8. 5.8.3. x resp. 

O~nc1 )x 2 +n- 1x. 5.9.17. Als 4 .. 3.6. 5.10.1 .. Niet 
.ilàusdorffs tenzij R (a} •. 5.10.2. Is 0 open en 2EO · 
dim. ook 1E0•'· Dus { 2) is niet open. 5 .10. 3. Definitie. 
:s.r·o·.4. T3'ge1dt n:icet. Zie ook 5.1.8. 5.;;0.5. AlsRuit 
é<:i,n p~nf b~staat: ja (zie Sd0:1l,; Aqders.: neen. . 

_Ttpm'èl:'?, { a:}JJ{~} ~~ open ·en. er -~$. <;n~en op~n v~rzamel1.n0 
.die wél. A·en ·niet a bevat als A;\<> {zie 5.1.12); dus · 
linl a .. ~ 'a en:· iim a =,A. S.J-0.·6·. Als 0 open is 

.en t·e00o beschouw dan M :"$Up(l<ERI (r,x]cO) en -r .. -_;_- '· .. 

. ; ,j 
.!( 

' : ... 

' 
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mr:~inf{xERI [x,rlcO}. Bewijs dat u-
rEQUO 

(m ,M )~o. r r 

5.10.7. (ii) Intervaltopologie, (iii) Zie 4.1.14. 
5.10.8. Iedere open bol met straal <1 bestaat uit 
één punt. 5.10.9. Als 5.2.10. 5.10.10. Voor M3 

enige gevallen onderscheiden. Is a(l), a·( 2 ), ... een 
fundamentaalrij in R dan volgt uit de definitie van 
d dat voor iedere mEN de rijen vanaf zeker rangnummer 
in de eerstern termen overeenstemmen. 5.10.11. (i) 
Via complement, (ii) idem, (iii) zie 5.2.4. :>.lû.l2. 
lim sup a. is het grootste verdichtingspunt. Zie ook 

Il 

4.5.17. 5.10.13. Iedere onbegrensde verzameling is 
overal dicht in N. 5.10.14. Projectie van een open 
cirkel is een open interval. Neem O:={(x,y)ERI x>O, 
y>O, xy~1}. Dan is p(O)~{xERI x>O}. 5.10.15. Zie 
[20]§7.1.7. 5.10.16. Zij (R,T) een Hausdorffruimte, 
VCR, V compact. Kies voor iedere PEV* en iedere QEV 
een omgeving n 1 (P,Q) vanPen n 2 {P,Q) van Q zo dat 
n1 (P,Q}nn 2 (P,Q)~~. Bij vaste P is {n 2 (P,Q) I QEV} een 
overdekking van V met open verzamelingen. Enz. 
5.10.17. Zij (R,T) een compacte ruimte, VeR, V geslo
ten. Zij {0 I aEA} een overdekking van V met open 

" verzamelingen. Beschouw nu {O I aEA}U{V*}. Dit is een 

" overdekking van R met open verzamelingen. Enz. 
5.10.18. Zie ook 4.1.3. Voor {iii): merk op dat 
lxl+f(x)<2. 5.10.19. (i) Behandel an~2 voor n>n

0 
apart!, (ii) LO, 1] is niet aftelbaar, (iii) Beschouw 
C* {zie definitie van C), {iv) ieder punt vanCis 
verdichtingspunt van [0,1]\C. {v) Zie [20]§1.2.6. 
5.10.20. Neem in 4.3.21: e=1. [0,1] is compact. 
5.10.21. Zie 5.5.9. 5.10.22. {zECI lzi~Rl is compact. 
5.10.23. Pas 5.5.10 toe op {zECI lzl<1}, 5.10.24. 
{i) ~, (ii) nee, (iii) 0, (iv) 0 resp. {i) nee, (ii) 
nee; (iii) 0, (iv) 0. 5.10.25. (i) nee, (ii) 0, 
(iii) 0. 5.10.26. 5.6.6 en 5.6.1. 5.10.27. Alleen 
definitie gebruiken: 5.10.28. (i) 5.6.10, (ii) bij 

N+l?+q 
vaste N,p,q is lim L xn = q + 1. 5.10.29. Zie 

xtl n=N+p 
5.6.10. 5.10.30. Zie 4.3.20. 5.10.31. Zie 5.2.5. 
Zie verder het bewijs va~ 5.6.9. Denk aan 4.1.14! 
5.10.32. Zie 5.7.7. 5.10.33. Zie 5.7.1. 5.10.34. 
Zie 4.1.12, 5.1.1, T3. 5.10.35. Zie 5.10.33. 5.10.36. 
Zij f(a)~o. Zij ~>0. In [a-l,a+l] zijn slechts eindig 
veel punten x waar f(x)>~. Dus is f continu in a. Is 
f(a)fO dan is f niet continu in a. 5.10.37. Zij 
f(1)=:a. Bewijs met volledige inductie dat V NV R 

TIE XE 
[f(nx)~nf(x)J. Dan f(x)~ax voor xEQ. Zie dan 5.10.35. 
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5.10.38. 
5. 7.8. 
5.5.15. 

Zie 5.7.2. 5.10.39. Zie 5.10.16, 5.10.17 en 
5.10.40. Zie 5.7.9 en 5.7.11. 5.10.41. Zie 
Neem f(Q) :=d(Q,A)/(d(Q,A)+d(Q,B)). 5.10.42. 

Merk op dat lim(sin x+ x log(l+x2))/x3 = oo en 
x+O 

lim sin x+ x log(l+x 2 ) - x3 = -oo. Zie 5.7.11. 
x.-+ oo . 

5.10.43. Nee. Neem x=(kn)- 1 , y=((k+\;)n)-1 . 5.10.44. 
279 Definitie en driehoeksongelijkheid. 5.10.45. Pas 

5.7.2 toe. 5.10.46. Zie 5.5.9. 5.10.47, Pas 5.7.7 
toe op [0,2]. Direct: lx'-y 3 f=lx-yffx"+xy+y 2 [<12[x-yf. 
5.10.48. 5.7.4 en 4.1.16. 5.10.49. Kies in 5.7.4: 
E-1. Vérdeel [O,x] in intervallen met lengte <~. Neem 

-1 
a=! , b=1+[f(O) [. 5.10.50. De functies zijn bepaald 

door hun waarde in kn-l (k=O,l, ... ,n). Dit geeft n+l 
vergelijkingen voor deze waarden. Antwoord: f(x)=ax+b. 
5.10.51. Pas 5.8.5 toe op f+\;s en \s. 5.10.52. ·x 

resp. x-~- 5.10.53. (i) Volledige inductie, (ii) 

280 beschouw lt-p (t), (iii) 5.6.12. 5.10.54-. De rede-
n 

nering bij de figuur is ook in f(a), f(a+h) etc. uit 
te drukken. 5.10.55. Zie fig. 28. 5.10.56. Pas 
5.9.2 toe. 5.10.57. Zie fig. 27. · 5.10.58. Beschouw 
h~t Y"g;r-schil van de. :twee led~n van. de ongelijkhe.id. 
S. J,Jl~59:~. Diret?t .ee;nyo,uëlig .. Ech,t;:..er óok speciaal geval 
vàn 5.9:Ji.6. 5.J<l.60. Zie 5:9.8; gelijk als a=b=c. 

. . •• '., . . .. ' . :. . ·. . 2 . 1 . 4 3 4 3 
5.10 .. 61. (a) dee~ door(x-y) , (b) 4 x + 4 Y >lxffyf 

vo1!gè'nsFs.9. 7 met gelijkhèid als lxl=lyf. 5.10.62. 
Bewi.)q· .'.eerst als al'le ·à·, ;::1 .en alle b. 2=1 met volledige 

,Ij' • ' < I o:J.~ ' ·.. \ ,l, ·, _ l , : 

'indu.ctie dat, L~= 1 ak +, 4,~., 1 ,bk < I~= 1 àkbk + n. Daar

, I)a, dè: .'9<?1Traagde Ol}gelijlj:~ei<:l met· Y<?ll'ldi9i' induct~e 
2 81 . ( do.o1: ' t;e ,norl!\er<;>'n) .• ,, 5·. 10·. 6 3. : Schr ïj !;' yoor eindi,ge , . 

. .~ · · ·· - N'- · · r N · 
so11U1\ert• L~=l ,[an+bn/p 5. Ln:el·fanllan+bnlp- + Ln= 1 

[b !I a +h [1"- 1 
en pas op beide termen in het rechter-

n n n. , 
. . . . . •1 -1 

lid-. 5-.-9. e toe .met' /..17p en 11=1-p Zie verder 4. 3. 13. 
·' .,5·',1.P.64. •Zrj J;(.x) :ë'; x log_.,;x +«>0). Dan. is f convex. 

• 

··- .. '' -1· 
Nêell\ in 5:9 .• 2 nu À=a(a+b). ·', P=x/a, Q=y/b. 5.10.65. 

' ( "· .,. '.' ' .. ·. ' ' ... ·-1' ' . . ' '1 ' . 
·Neem ~- 1- =..Cir

2
:;;; .• ,=a ·rn , ·x:

1
;::::x

2
=· •.• . =x _

1
:;;;1+----:--

1 
en x =1~ ... q n . n n 

. 'S.lo ..156.: oit is een he'rhaÜng van diver8e karakteri
, .~l?.<"'.ti1gè,U. van R• In <de genoemd€,. secties is de bewijs-
. ltlEitl]~qe· tefU9 té V'irldè'n. , , , 
.... ~~/·-·:··_-·;i·J .. _-, .-_-~-•:··.-_-: · .. _! _t;" c,: 

' i. 
• J ,. - - __ ,._· ..... ' - -" -, . 

. -., .,, _· r,:'. . . '· , . '_,.•. 

' ,: ;' 
-· ' 'i ' ,,•; 

' -·i', 
-.. ,:_;_',J 

•, ' '~ 
' ' 'i', I~'·'·~ 

' ." 
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HOOFDSTUK 6. DIFFERENTIEERBAARHEID 

6.1.9. (a) Neem in 4.5.29 x/p i.p.v. x, (b) volgt uit 

(a), (c) volgt uit (a). 6.1.10. Cx- 1 <C+Cx- 2 . 6.1.11. 
k k+1 Als in 6.1.8. 6.1.12. Als ax =O(x ) voor x~o dan 

is a=O. Volledige inductie. 6.3.6. -(1-x2 )-•. 

6.3.7. xx =ex log x, dan kettingregel. Antwoord 
x 2 2 2 -1 

x (1 + log x). 6.3.8. 2x[ (l+(l+x ) )arctan(l+x ) J • 

6.3.9. esin x(l +x cos x). 6.3.10. 6.3.1 en volle
dige inductie. 6.3.11. Pas 6.3.10 toe. 6.3.12. 
Herhaalde toepassing van 6.3.5 (c). 6.4.7. (a) Zie 
4.5.29 of: pas 6.4.2 toe op log x - log 1, (b) zie 
6.4.1. 6.4.8. Beschouw g(x):=(f(x)-f(x 1 ))/(x-x 1 ). Er 
is volgens 6.4.2 een ~E(x 1 ,x 2 ) met g(x 2 )=f' (t). Als 
x~x 1 dan g(x)+f' (x 1 ). Pas nu 5.7.11 toe. Analoog voor 
de waarden tussen f' (ç:) en f' (x 2 ). 6.4.·9. Verticale 
raaklijn ir1 0,+1,-1; f(x)~O als x+m; extrema voor 

x=O, x=2_, en x=-2-•. 6.4.11. Neem g(x) :=f(x-1 ). 
5 -x 

6.4.12. -l. 6.4.13. Daar f' (x)/g' (x) = 2 e is het 

linkerlid 0. Het rechterlid bestaat niet! 6.4.14. 
x 

16/9. 6.4.17. Pas 6.4.15 toe. 6.4.18. e , x=1, 6 

termen geeft e~2,717; arctan x met x=3-~, 4 termen 
l+x 1 

geeft n~3,138; log I-x met x= 3' 2 termen geeft 

log2~0,69l. 6.5.4. Wat betreft (0,0): f(x,y) < 
~ ~(x2+y2), 6.5.8. Neem x 1 =a1 +h1 , splits de termen 

met h.h. etc. af en gebruik lh.h.l<lhl'· 6.5.9. 
1 J 1 J 

Een kromme; een vector in de richting van de raaklijn. 
6.5.13. Voor (x,y)~(u,v) draaiing en gelijkvormigheid. 
Voor de andere twee zie 6.5.9. 6.5.15. Zie 6.4.3. 

1 
6.5.17. Als 6.5.3. 6.5.20. (a) minimum- 3' (b) 

maximum 2e- 1 , minimum 0, (c) minimum 1. 6.5.21. 
q . 

Lokaal maximum 1, minimum- ; 6 {vier keerj. 6.5.22. 

(a) maximum 1% (twee keer) en minimum -1, (b) maximum 
1~ (twee keer), minimum -1, lokaal minimum 1. 6.6.6. 

1 1 1 1 5 
(x, 1 - 2(1-x) '-x+ 2(1-x))' x= (4, 3' 12) + 
+ À(9,-8,-1), (0,,,>,). 6.6.7. f(u+iv) := 'log(u2+v2 )+ 
+i arctan(v/u). 6.6.10. 114. 6.7.5. Zelfde 
definitie, dus zelfde bewijs. 6.7.7. f(z)=z~+i. 
6.7.8. Zie 6.7.6 en 6.5.16. 6.7.9. Rechte hoek (zie 
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312 ook 3o2l.39) o 6o7o10o Zie 6o6o7, f' (z)=z- 1
0 Gebruik 

316 6a 7.6. 6.8.8. (a) 1; nergens convergent, (b) 1; 
-1 

overal convergent, (c) e ; nergens convergent. 
317 6o8o10o Als 6o8o9o Toon aan dat 11-zl/(1-lzll op V 
320 begrensd is. ~~Gebruik 2xk~x 2 +k2, 6.9.2. Bij 

vaste k is lirn k2xj(l+kx 2 ) = 0 en bij vast x is 
x+oo 

lim k'x/(1+kx'l = oo 6o9o3o Zie 4o3o30o 6o9o4o 
k+oo 

L~=O xn = (1-x)-
1

0 6o9o5o Definitie, 6o1o8o Vlugger 

via 6.9.13. 6~9.6. Voor x=O met definitie. 6.9.7. 
O:>:f(x)~x2 . 6.9.8. Zie 5.7.9. Raaklijn aan grafiek 
vanuit ( 0, f ( 0) ) o 6 o 9 o 9 o (i) Pas 6 o 4 0 1 toe op 

(x2-l)n, D(x2 -l)n enz., (ii) Pa·s 6.3.10 toe op de 
. 2 2 n 2 n 

betrekhng (x -1)D{(x -1) }=2nx(x -1) o 6o9o10o NoBo 
-1/3 

321 gis continu in 0. 6.9.11. e . 6.9.12. Een bewijs 
staat in 7.2.28. 6.9~13. Definitie en 6.4 .. 2. 6.9.14. 
Door deling krijgt men P(x)=(x-a) 2Q(x)+C 1 (x-a)+C 2 o 
Uit P(a)=O volgt c 2=0o Uit P' (a)=O volgt c 1=Do 6o9o15o 
Differentieer en gebruik 6.4.7 (i). 6.9.16. Gebruik 

6. 4. 2 en analyseer f • . 6. 9. 17. rn=M-l. Gebruik 6. 4. 2. 
6o9.18;,_ l?as 6o4ol5 tç>eo Antwobrd:~o 6o9ol9o Besbho).lW 

3n. f(a+tNrbHkl voor a~t<L 6o9o20o Zie 6o5:!8o 6.o9.o2L 
Maxïmurn --1+3'13,, minimum -5. 6;9.22-. Zie 3~16'.10. 

I' ' 1 0 ' , 
6.9.23~,>·) 0 :

1
)-, zie- 6._6.7. 6.9.24. z 0 ~_0, _rnaximulJl. 2 in 

z=l en-minrnurn 0-. in .z=+i~ 6.9.25. _(a) Ja., (b) schrijf 

f(z)'=2-S(H3)- 1o'Iedere Cirkel heef.t een vergelijking 
. ' ' ' ' . - -- ' ' ' ( '.· -1 

va'n he~t,type .zz+az+az+b~(} ·me·t 'bER.·.· Door w~z resp. 
,w!::z+c· gq,an: c~!~k~);s 1_in·.c;i.:r.:ke,l? 9ve·I;'\ 6.9.26. ·via·· · 
. 6'o 8; 1 \"tl L 3 0 20 :.qf door .dUfer~nti.ëren te bew~ j zen o 

323 6·o,.9o•2.7i Z.ie ·6,,B·A> 6o,fo!'lf8o ·'{i). Ziè;·6,8o6·o (iil 

Volgènl> 4'o:l.l7,is,);,~"'rn~n: =,.o(N)o·Zij o>Oo Kies.N0 

zo_.g;o?t.:d~t r~~i:; Dan·-:~.--.;-· N VOÓJ; N>No, jnanl <~ voor 
' ' ' . ' ., ' ·-' .... - • '' . E. - ' ' ' '.' l '•' """1 
n>N

0
,:, en z.o dàt /.f'(x)-a,j<J als x>J-N~ o Als x=l-N 

,1. \'N . ·. ,. , .J, : " ... ·j ~N . ·. <r n, J .. ) ~w . n I ir ·. :t-n-=1 a·n --a :·-~ 3' + ·.-:_:::t>il,·,;"l. ari -x-~ +. Ln=N+l apx. < 

>~1- ~ J?~~J.n~nf"+•';,(t+~~ o (l-x)~+ < < vo'orN>N0 o 

~ ,:
0
.9 ,29• ~· Neem éer.sb, I z j <;R< l o <Sebruik 6'o 8o 6 o V dor· een 

lÏeW.ijs zJ.e.:. [z·~J,, 6.>9.o30,,o, (i) Volle'flige inductie, 
(iOi.:J: 6.8o6'; . ,, ,.,. . . 

' ' " - ''· -' . ,._ 
' ......... · . ,,._ ~. ' ·.,· :.--' ',. •, ' - ·-· r -, , . 

' ., 

. i -

- - "' - .,..,. 
,'1 ·, )· 

,, -' 

. ;-, 

'I 

I···· 
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HOOFDSTUK 7. INTEGRAALREKENING 

2 -n+l 
7.1.8. Pas 7.1.3 toe met f(x)=(1+x) en g(x)=x. 

2 4 2x+1 
7.1.14. log(x +x+1) + 73 arctan( h ). 7.1.15. 

Voor p=O, q=l en p=l, q=O zie 6.3.5 (d) en (e), voor 
p=O, q=2 en p=2, q=O gebruike men cos(2x)=2cos 2x-l= 
=l-2sin 2x. Zie verder 7.1.13. 7.1.16. Pas 7.1.3 toe 

···· 2,!; ' ' n• 6"0() 7?lc met tlx)=tl-x)- en y~x,=x. u1e - ........... g. ··-·-:Jo· 
Gebruik f (I;) g ( <;) -f (n) g ( n )=f (s) (g (S) -g (n)) + 
+g(n) (f(S)-f(n)). 7.2.17. Pas 7.2.12 toe en dan 
7.2.16. 7.2.18. Verdeel in n gelijke delen. Mét 

b-a 
n 

P : =e 
, b-a a ,n-1 i . 
1s sv = <:n-le Li=O p • Gebru1k nu 4.3.30 

b-a 1 
met x= n en n+oo, 7.2.19. Antwoord 1 0 xdx. Merk op dat 

7.2.11 niet zonder meer toe te passen is met a=O. De 
' 

gevraagde limiet is ook gelijk aan lim % n(n;l) = ~-
n 

7.2.23. Zie 7.2.22. Als u en v integreerbaar zijn 
dan ook lul en [vl dus ook lfl. Zie ook 7.2.15 en 
7.2.16. 7.2.34. (i} Gebruik het resultaat van 7.1.15, 

· (ii) 7.2.20. 7.2.35. 7.2.25, 7.2.9, 6.3.1 en 7.2.32. 
7.2.36. log log log 5 - log log log 4. 7.2.37. Pas 
7.2.35 toe met g(x)=x-~. 7.3.15. Pas 7.3.8 toe en 
7.3.9 voor 0 en 1. Antwoord: ja. 7.3.16. Bij 0 geen 
moeilijkheden. Zie 6.1.9 (a). Antwoord: ja. 7.3.17. 

Zie 7.1.6. 7.3.18. Bedenk dat lim x~ log x= 0 en 
x+O 

lim l~g x= -1 en pas dan 7.3.9 toe. 
-x ' 

xt1 •/ 2 _ 
7.3.18. Merk op dat J

0 
log sin x dx 

7. 3. 19. Als 

= J"/ 2 
l cosxdx o og 

en 2 sin x cos x= sin(2x). Antwoord: ~ log 2. 

7.3.20. (ii) In de eerste integraal x= sin~ en in 
de laatste x= tan ~· Zie 7.2.34. In de middelste 

354 substitueren we nx 2=t2. 7.4.12. Zie 7.4.5 en wijzig 
het bewijs van 7.4.10 door de definitie te gebruiken. 

358 7.5.6. (i) Vervang in 7.5.4 z door 2iz en pas 7.5.5 

(ii) toe, (ii) tan z = (tan z) -l - 2 (tan 2z) -l. 
359 7.5.8. (i) 7.5.3, (ii) 7.5.7 (iii). 7.5.10. (i) Zie 

4.4.5, 4.5.28, 5.6.10, 7.5.9 met x=O, (ii) zie 6.8.6. 
366 7.6.5. Bij 0 geen moeilijkheden, bij 1 als in 7.3.18. 

369 

Verder als 7.6.4. Antwoord: -1. 7.6.6. Zie 6.8.4 met 

a=-~. Antwoord: 2. 

7.6.12. Voor -1<a<1 

7.6.7. Pas 7.6.2 toe op 'oo 
1 

u' (x). 
Ln= n 

is 7.6.11 toepasbaar. Het antwoord 
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369 blijkt voor alle aER juist te zijn. Antwoord: 
2 -1 

( l+a ) . 7 • 6 • 13 • (i) 

376 

377 

380 

384 

387 
389 

397 

Pas 7.2.25 en 7.2.12 toe. (ii) Pas (i) toe en bedenk 

dat Jk(n) = ~ f(~) /~ g(x)dx. Gebruik 7.2.16. 

7. 6.14. Via reeksontvlikkeling: eerst f; beschouwen. 

Vlugger is x = - log t te substituer'en. Zie 7. 6. 4. 
1 2 

Antwoord: 6 n. 7.6:23. log 2. 7.6.29. Pas 7.6.28 

en 7.5.16 toe. 7.6.33. (i) Pas 7.6.31 en 5.9.6 toe. 
Zie vooral [16]. (ii) Volgens 7.5.16 is c 1 = \ log(2n)= 

1 1 oo J1 B2(x) 
= 1 --- +- I 2 dx. Volgens 7.6.31 is 12 2 k=1 0 (x+k) 

J: log r (x) dx = x log r (x{ - J: x r; ~~~ dx = 

3 ~ f21 x2 = 1 + 2Y L k(x+k} dx. Tenslotte vinden we uit 
k=1 

00 

7. ~ •• ~0 ·dat y = - {log (k; 1
) - ~}. Door lineaire. 

' combinatie van deze drie reeksen vinden we 
. 2 ·. 
f 1 jl<;tgr (x) dx = ~ log ( 2n) - l. ·7. 6. ;36 .· Partieel 

integreren geefj: (Lf') Csl=-f(O)+s(Lf) (s). 7.7.9. 
Pa·$ .:.t·w~·e keer 7. 7. 6 toe om de volgorde te verwisselen. 
An"bWoard: 2(e-.1) .. 7.7.12. Zie ['.25].· 7.8.2. In 
P ( -11·:~ 'lt.') ·is niet aan ·s ·. 2. 1 M2 volda-an. 7. 8. 8. Pas 
7.2.12 töe,·. Als V:=Cx

0
,x 1 , ..... ,x.n]: een. verde.ling. van 

[a.;b,:J is. dan is 

nr 

I sin(xt)dtJ + 
k=l 

!'(·· 

+kt .. (xk-xk-1)1\(f;xk-l'xk) 

-' ·' 

7. 9. 2 •. Bewijs met· v'oiledigè ·inductie dat y (x) = 
,_ . n ' . 

nC.l · ··· 2 k 
. 1 (X" ) -ö".··,J:·kTT. 

· .. k=O· , · 
7 .. 9 .. 3. (i) .:Volledige inductie. (ii) 

(yrh+l (x) -y n(x)) _gonvèrg.;ert j:.estaat 



492 COMMENTAAR BIJ DE OPGAVEN 

397 lim yn(x). Noem deze y(x). Uit 

400 

404 

405 

406 

n~~ 

IJX F(t,y(t))dt 
xo - Jx F(t,yn(t))dtJ s xo 

I 
k=n 

Jyk+1 (t)-yk (t) jdtJ 

volgt dan y(x) = y
0 

+ Jx F(t,y(t))dt. 7.9.8. 
xo 

~x 2 +x 2 ~ y(x)=-1-e . 7.9.9. Deel door (x +1) . Antwoord: 
-1 

y=z y(x)=(l+~x2 ) (l+x2 )-':>. 7.9.10. Substitueer 
J,x' -1 Zie dan 7.9.2. Antwoord: y(x)=(2e -1) . 7.9.11. 

Exact. Antwoord: y(x)=-x+(1+x2-x3 )'. 7.9.16. Pas 
t/2 -t/2 

7.9.15 toe. Antwoord: x(t)=Ae +Be , y(t) = 
t/2 -t/2 . =(/2-1)Ae -(/2+1)Be . 7.9.17. (1) De elementen 

van Ak noemen we a~~). Als M:=rnax{ ja .. jj l~i!S:n, l=::;j:::;n}, 
~J lJ 

dan is ja~~) j:;nk-!Mk voor l:s:i:::;n, ls:j::s:n. (ii) Zie 
lJ • 

7.6.7. (iii) Antwoord: y 1 (t)=e\ y,(t)=tet+et, 
2 t t t ' 2 

y3(t)=~t e +2te +e . 7.9.18. y 1-(x +2)y 1=0. 7.10.1. 

Zie 6. 4 . 8. 7 . l 0 . 2 . Zie 7 . 1 . 5 . Antwoord : ~ex (x sin x -
-x cos x+ cos x). 7.10.3. Substitueer eerst 

1 1 ~ 
tan x = t. Ant.woord 7barctan ( zv 6 tan x) . 7. 10. 4. 

Zie 7.2.10 en 7.2.11. Verdeel [0,1] in n gelijke 
delen. De integrand is monotoon! Bedenk dat 
rn . 0n ia k 
'k=1 s1n(ka) = Irn •k= 1 (e ) . 7.10.5. Pas 7.2.16 

1 2 2 4 
toe eerst met deelpunten i1'n' ... en dan met Ïl'ÏÏ' ... 

7.10.6. Pas 7.2.13 toe. Alle ondersommen zijn 0. 
Merk op·dat f discontinu is in oneindig veel punten 
en dat f niet monotoon is en ook niet van begrensde 
variatie. 7.10.7. (i) Zie 7.2.26 eJl 7.2.30, 

lim f*(x) = f(O+O), (ii) Als h>O is: h J~ f(t)dt < 
x+O 

s hxf(x) s x J~+h f(t)dt, dus f* (x)sf* (x+h). (iii) 

Uit de definitie volgt dat f constant is op (0,1]. 
Dit is ook in te zien door (i) en 7.2.31 te gebruiken. 

7.10.8. Zij M := max{jx g(t)dtJ a<xsb) en m := 
a 
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:= min(Jx g(t)dtl a<x5b). Zij s>O. Als ó voldoende a 
klein is en V:=[x 0 ,x1 , ... ,xn] een verdeling van [a,b] 

met ó(V)<ê is volgens 7.2.16 voor t=l,2, ... ,n: 

Ï~= 1 (xk-xk_ 1 )g(xk_ 1 ) - f;g(t)dtl < '· Dus geldt 

voor i=l,2, ... ,n ook m-E:< I~=l (xk-xk_ 1 )g(xk-l) < 

< M+e. Definieer nu ak:=(xk-xk_ 1 )g(xk-l) en bk:= 

:=f 1 (xk-l) en pas dan 4.5.25 toe. Daar f 1 monotoon 

niet-stijgend is volgt dan (m-o)f
1 

(a) < L~= 1 { (xk-xk_ 1 )· 

·g(xk_
1
)f

1
(xk_ 1 )l < (M+df 1 (a). Dus is mf 1 (a) 5 

5 f~ f 1 (t)g(t)dt 5 Mf
1

(a). Het gestelde volgt nu uit 

7.2.30 en 5.7.11. 7.10.9. Pas 7.10.8 toe op f(x)-f(b). 
7.10.10. Zij $.:=f-g. Alle momenten van <P zijn 0. Zij 
M:-max{ IHx) 11 05x51}. Zij s>O. Volgens 5.8.5 is er 

een polynoom P zó dat [<P(x)-P(x) [<E:M- 1 voor O~x~l. 
Gegeven is dat f~ ~(x)P(x)dx = 0. Dus is f~ >2 (x)dx = 

= f~ >(x) (>(x)-P(x))dx <'·Daar' willekeurig was, 

is f~·<P 2 (x)dx = 0. Daar <P çontinu is kan <P nergens 

fO zijn daar anders $ 2 een positieve ondersom zou 
hebben. 7.10.11. Vervang eerst f door f1 resp. f 2 met 
f 1 (x) :=1 als xE[O,~J. f 1 (x)=(~+ó-x)/(2ó) voor 
xE(l;,l;+ó], f 1 (x) :=0 voor xE(~+ó ,1]. Zie dan 5.10.51. 
7.10.12. Teken een plaatje!' Merk op dat als b=> (a) 
gelijkheid- optreedt. Om nu- het bewijs zonder figuur 
op tè schrijven gebruike men· ondersommen· voord~· 
eerste integraal, bovensommen voor de- tweede en ~an 

' . . . ' ' 1 . 2 
7.2.16. 7.10.13.~ Voor alle ÀER is f

0 
(f(t)Hg(t)) dt~ 

;::: 0. ·Bep'q-,;."1 de discrim~nant .. 7.10.14." Zie [13] voor 
deze· de f-ini tie van log. (i) Vermenigvuldig ieder 
dee·lpurl..t'· van een verdelilJ.g ·· .. van ~ 1, y J met x. Beschouw 
·andersornrn~n. (ii) ·Gebruik 7.2.31, (i) en 6.3.4. 
7.l0.1'!j. Zij g(x) :;"0 voor xEl0,1-a) en g(x) :=1 voór 
xE{1-tt•,~,J.'Dan is gEV. A+s·fÉV dan is f(x)~g(x) voor 
xE['O,:l-:-ï:d èl1 f(x).:-;;g(X) vö6t xE[l-et,1]. Beschouw nu 

1 . ' f
0

· x(f(x)~g(x))dx. 7.10.16. Zie 7.2.15 (aanwijzing). 
-~· '' ' -. -1 ' ., 
7.10.17. Neem als :deelpunten ( (k+~) rr) voor 
k,-O,le.,,n •. Gebruik 4.3.10. 7,10.18. Z.ie 6.4.2. 

. . 1 . 2 1 . 
7.10.19:% Riemànn-som van Ji'l (l+x ) _.dx ~. %. rr. 

' • 

. ' 

.. ,, 

' 
' ti: 

... ·,: i: 
{- -~ 

. ... 
' ~- 1,f.' 
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J1 -1 
407 7.10.20. Als 7.10.19 

0 
(l+x) dx. 7.10.21. Partieel 

integreren. Zie 6.3.5 (j). Antwoord: 13- ~ log(2+/3). 

( • ) , , Joo -1 -2 408 7.10.22. ~ Pas 4.1.12 toe. (u) Ja, 
2 

x (log x) dx= 

-1 
= (log 2) • 7.10.23. (a) Nee, de integrand 

is groter dan ex 
1

; (b) Ja, 7.3.8; (c) Ja, 7.3.8. Zie 
ook 7.3.18 voor x=l. 7.10.24. fis convex (zie 5.9.6). 
Dus is s(n)>O voornENen s(n) monotoon niet-dalend. 

Zij ak := ~f(k) + ~f(k+1) - J~+l f(x)dx. Dan is s(n) = 

__ Jn-1 k=l ak. Volgens 7.2.31 kunnen we 6.4.15 toepassen· 

op F(x) := J~ f(t)dt. We vinden een 'kE(k,k+~) en een 

nkE(k+~,k+l) zo dat F(k+'>)-F(k)=~f(k)+~f' ('k) en 

F(k+1)-F(k+~)=~f(k+1)-if' (ok). Dus is ak=~f' (yk) + 

1 
- 3f'(~k). Pas nu 4.3.20 toe. Dan volgen (i) en (ii). 

Antwoord op (iii) is: er is een constante C zo dat 

0 <log n!- (n+~) log n + n- C < 
8
1n. Zie ook 7.5.16. 

7.10;25. Nee, zie 7.4.1, 7.4.2, 7.4.3. 7.10.26. 
2 2 

(a) -5, (b) 1- J
1 

x dx = -4/3. 7.10.27. 

~ ~(l+n~1)- 1 
= ~ I 1

2 + ~ I (~-n~2) = ~~ + ~· 
n=l n n=l n n=l 
Zie 7.5.10. 7.10.28. Pas 6.4.15 toe op elk deelinter-

409 val. Zie bijv. [21]. 7.10.29. Volledige inductie met 
7.5.7 (iii) en 6.4.1. 7.10.30. (i) f(x)=x geeft het 

triviale bekende resultaat, (ii) ~- r:=o sin ~ = 

= I: sin 
sin 1 1 ( 1 - cos l) ( ~ ;l· ) 

x dx + 2n - 12 2 + '''' ........ 
n 

en (i v) analoog. 7.10.31. Zie 7.5.14. Antwoord: 

J
1 -1 -1 ,n {J1/(k-l) 

0,836. 7.10.32. 1 /n (x -[x ])dx = Lk= 2 1/k 

-1 }' ,n -l (x -k+l )dx = log n - Lk=2 k . De gevraagde inte-

graal is 1-y. 7.10.33. Zie 6.8.6 en 7.5.16. Antwoord: 
1/4. Zie ook 7.6.6. 7.10.34. Beschouw afzonderlijk 
de integralen over (-~,-6), (-6,6) en (6~~). Voor de 
uiterste stukken gebruike men lf(u) I$M; in het stuk 

(-6,6) de continuïteit van f gebruiken. Antwoord: 1r~f(x). 
. J1 2 n J1/n 2 Zie 7.3.20. 7.10.35. (~) 

0 
(1-x) dx > 

0 
(1-nx )dx, 
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(ii) P (x) = f~ h(x+t)Q (t)dt = J~ h(u)Q (u-x)du = 
n -m n -oo n 

= J~ h(u)Qn(u-x)du. (iii) Verdeel [-1,1] in de stuk

ken [-1,-óJ, [-8,6] en [ö,l] en gebruik het feit dat 

h(x) = J~ 1 h(x)Qn(t)dt. (iv) Zij f continu op [0,1]. 

Neem h(x):=f(x)-f(O)-x(f(1)-f(0)). 7.10.36. (i) 
Schrijf log(l - 2 r cos x+ r 2 ) = log(l+r2) + 

2 r cos x 
+ l~g(l- 2 ). Pas nu toe: 6.8.1 op de tweede 

1 + r 
logarithme, dan 7.6.2. Gebruik daarbij 7.2.34 en 
6.8.4. (ii) Voor een tweede oplossing kan men 7.6.17 
toepassen. De integraal is een functie van r met af
geleide 0. Neem dan r40, (iii) Na hoofdstuk 8 is dit 
een eenvoudige opgave! 7.10.37. Evenals 7.6.17 met 
de definitie werken. 7.10.38. Ontwikkel arctan x in 
een Taylorreeks en substitueer dan x= sin$. Op 

Jn0/2 ~ (-1)n(s'n 2 ~ Zn+l ~ ~) nd$ is 7.6.2 toepasbaar {zie 
n=O 

4.3.20). Zie weer 7.2.34 en 6.8.4. Antwoord: 
; log(l+/2) .. 7.10.39. Zie 7.6.34, 7.6.35. 7.10.40. 

Vlugger dan toepassing va~ één van de stellingen zo-

als 7 :•·6.21 is de directe oplossing: ~~0 siJil(xy)dx = 
. .x+y 

·. 00.. 00 

= .f. sin t dt en I f sin t dt 
0 t+y

2 
. 0 t+y

2 f ~o sin t dt I < 
t -

,_; 2(.'fl 'dt . J~ Jsin tl dt\= o(l) voor y+O; Zio '· y ,·. '. .• 2 + " 2 ; ... 
. .0 t+y 1 t 

'7.6"<1:<,. '' 7.1·0.41. (i) Voor a~t en b>O geldt ' ,, 
I J, ~ · -tx I J~ · -ax . · 

. b ~- .. • x cos x dx ~ J:; e .xdx. <. o .als b voldoende 
" . 

groot {onafhankelijk van t). (ii) Kies b vast.· B~paal 

exp1;lic;i~t J~· e'-tx x .cos. x dx. Neem dan :ttO. Antw~ord: 
nee·.· 7.10.42. {i) Eer.st_F twee.keer partieel_ inte-
9ret;en. ·nart qp· F -twee k~er 7 .6.21 toepassen. (ii) 
Toon door substitutie aan dat F(x,y)=F(xy,1)=F(1,xy). 

O~t (i) volgt.dat.F{xy)=A(y)e"Y+B(y)e~"Y. Neem nu 

·iy-~:ro --r~sp.·_ x:Y:;;:Q; AritWGo-rd_: .; ·.e-.xy .. · Na hoof?stuk 8 

. i~ de. ze <)pg;.p,ve vrij>Jei tri.yiàal. · He. 8. 5. 21. 7.10. 43. 

ÜJ. :nx'·p!., . = n()!~ll:•·(n-k+I.) 
.·., .. x (.?<tl)·. ·(x+n) nl<x{"-t,:r). •.• ~+k-1) 
. . ~· 

' ' '.. ... ', 

. I ,' ' " . Î ,. · . 

"·'i 

·. . ' 
'·-~ 

' ~ .,. 
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x+k 
n • (n k) : 

(x+k) .• · (x+k+n-k) 
7.6.24 en 7.3.20 of 

. (ii) Zie (i). 7.10.44. Via 

via 7.6.29. Antwoord: /IT. 
7.10.45. Pas 7.7.6 toe. Antwoord: 1/12. 7.10,46. 
4 -x2-y2 3" label. 7.10.47. (0,0,3/8). 7.10.48. fv e dxdy = 

- Joo -r2 "/2 - " 2 4 oo - 0 e r f 0 d~ - 4• 7.10. 49. sin x = ;;- - - L 
cos ( 2kx) " k=1 

7.10.50. Partieel integreren. 7.10.51. 
4k 2

-1 
Zie 7.2.28 en 7.10.8. 7.10.52. (a) Alle x. Bepaal 

k 
eerst 2n=l cos(nx), integreer naar x, dank~~. Zie 

. n-x 7.8.12. Z>e ook 4.5.27. Antwoord: --2-. (b) Voor x~O. 

Antwoord:-logl2sin(~x) I· 7.10.53. (i) Zie 7.6.31 en 

7.8.16. (ii) Zie 7.7.12. Splits de integraal in J~ en 

f~ . Pas 7.6.2 toe en dan 7.8.16. 7.10.54. Zie 

3.17.22 en 7.8.18. 7.10.55. Zie 7.9.12 en 7.9.13. 

Antwoord: ~x+ ~ + (Ax+B)ex + Ce- 2x. 7.10.56. Be

schouw de inverse x(y). De differentiaalvergelijking 

wordt d~(xy) = cos'y. Antwoord: x= y- 1 (2n +sin y). 

1 -x 2 2x 
7.10.57. f''=2f+f'. Antwoord: 1 e +Ie 7.10.58. 

y(x) = L 
x2n 

( -1) n 
((2n)!!) 2 

x::::-0. Zo lang 
n=O 

y(x).::::~x 2 voor 
1 2 1 3 

y (x) <2x +3x . Dit geldt op 

1 2 
van dit proces geeft: 2 x 

7.10.59. Daar y'>x is 

y(X)$X is y 1 $X+x 2 dus 

[0,~] zeker. Herhaling 

1 5 1 2 + 20 x < y(x) < 2 x + 
1 5 1 6 1 7 

+ 20 x + 18 x + 63 x . Dus 

HOOFDSTUK 8. INTEGREREN IN HET COMPLEXE VLAK 

414 8.1.4. Volgt uit 8.1.1 en 7.2.27. 8.1.5. Pas op de 
definitie (8.1.3 (c) en 7.2.7) toe: 6.4.2 en 7.2.16. 

427 8.2.15. Volgt uit 8.2.4 en 8.2.10. 8.2.16. Zelfde 
428 redenering als in 8.2.15. 8.2.18. Methode is bij 
429 figuur 37 gegeven. 8.2.19. Uit 5.5.9 volgt dat [KJ 

in een gebied ligt waarbinnen f analytisch is. Pas 

431 8.2.4 toe. 8.3.5. (z 2 -1)- 1=~(z-1)- 1 -,(z+1)- 1 dus 
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431 Res1 f = 1,. 8.3.6. z- 2 cos z = z- 2 - 2z-2 (sin l,z) 2 = 
-2 

= z + 0(1) voor z~O. Pas nu 8.1.10 en 8.1.14 toe: 
433 Reso f = 0. 8.3.11. Als f(z)=~(z-a)-1+0(1) volgt uit 

8.1.10 en 8.1.14 Resa f = t. Het gevraagde residu is 

434 -1. 8.3.16. Op cO,l is zZ=l. De integrand heeft in 

437 

438 

-4 
2 residu 2 volgens 8.3.11. Daar volgens 8.1.10 geldt: 

lirn f 4
1 

dz=O is het residu in 0 dus -2- 4 

R+oo CO,R z (z-2) 

1 
(8.3.7). Antwoord: -8 ni. 8.3.17. Zelfde methode als 

8.3.16. Het residu van de integrand in -1 (eerste 
orde pool!) is n. Antwoord: 0 als R>l en -2TI2i als 

- -1 
R<l. 8.3.24. Op cc 0 , 1 J is Re z = l,(z+z) = \;(z+z ). 

Antwoord: -1/(2w) als lwl>1 en \wals lwl<1 (ook als 
w=O). 8 .. 3.25. Pas 8.3.23 en 8.3.20 toe. 8.3.27. 
Pas op 8.3.20 (met ~=f) 8.1.10 toe. 8.3.28. Zij K 1 
de helft v~n C~ 1 ~ gelegen in het bovenhalfvlak, .Kz 

de andere helft van c\,\' Kies z=x+iy met O<x<l, y>O 

en 'B U't() 1 f1
p(t)dt+__!__.Jt(t)dt.•. 

z · _1.n % ~ ~ • ~ ~ ~ ~ 2Tii 
0 

t-z 2'IT1 Kl t-z · · ·J >! 

440 

441 

1 f t (t) volgt: t(x) = f(x+iO) + -- dt 
21Ti· tx · , K 

1 

A l . g o K D __!___ ·f·. p ( t) d t + _1_,. f .ti!J d t= 
.n~-~--?0 . v or 2' aar- 2rri __ l<l t·-x 21Tl.. K2_t-x ::-_ 

= t(K) volgt het geJ;;t.elde. 8.4.5. (i) Volgens 
• ' . .. . . . -l -2 

6:8,11 en'6.8,12 is f' (>x)~-x -x. log(l-x). Volgens 
5. 6 ... 10 iS de reeks unifor:rri- Con:ver<Jent Op Ëo 1. (ii) 

- \- ' ,_ -·-· , ' 

Vqj;gen$ $. ~. 2 i.~ F analytis~h op B0 , l. ( iii) Nee, . 

. _daar .B.an_ ook, F'=G' zou gelden. en dus lim f(x) = G' (1) 
xtl 

_:z;ott .:?ij TI~_-- --~'8.4.-6·.- Zij···---~ç s-0 '=· 1 ,> 26 > 1. In B
50 

,ê 

geldt Ie"5 log n\&n,_- 1 - 8 . Pas. 5.6.10 en 8.4.2 toe. 
, . .., ' ''' 

a.~. i; Zij .Re,, zo= _r_ > o._+n B geldt I (z+ ) I= .zo,.r- nnz 
. ~o-Ît172 ). Pas wee:ç 5. 6 .·10 en 8 .·4. 2." toe .• Daar iedere 

... te;:r;r\{vah _Çie reeks in····c;· analytis-ch ·is, iS yoar ièdere 
.. k.r,i;riJ!Tie ;iJ< 't:n ,(l met qeg.inpj;lnt ). én -eindJ?Unt Z de inj:e
gr;aa4J){ f\t)dt aüeen,_e'eri functie van z (8.4.ltoe-

' ' '~- ' - ' 

,'' ' ':i 

' 
-·: 
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gepast). Volgens 8.1.18 is door F(z) - J~ i(t)dt een 

primitieve van f gedefinieerd met F(l)~O. Volgens 
7.6.31 is F(x)-y(x-1)+log(xr(x)), 8.4.14. Kies in 
5.10.22 voor A(z) de beweringsvorm: f is analytisch 
inz. 8.4.15. Zij G' :-C\{iyl (y<-1)v(y~1) ), Paar 

door ~(t):=(l+t2 )-l een in G' analytische functie is 

gegeven is volgens 8.1.18 door f(z) :- J~ 4(t)dt een 

analytische functie in G' gegeven (integratiekromme 
in G') met f'=~. Daar +i en -i polen zijn van~ is 
ook f in deze punten singulier. De gevraagde conver-

gentiestraal is dus /2. 8.4.16. Antwoord: s(s 2+1)- 1 . 

Volgens 7.6.35 stellen de integraal en s(s
2
+1)- 1 in 

{sEC I Re s>O} analytische functies voor. Volgens 
8.4.12 zijn ze identiek. 8.4.17. Beschouw als f(a)~O 
de functie 1/f in een omgeving van a. 8.4.18. 
f(O)-f(-2/3)-0. Het maximum van lfl wordt in 1 aange
nomen. Het is 3. 8.4.22. Pas 8.3.27 toe. 8.4.26. 
Volgt uit 6.8.6. 8.4.27. Vervang in 8.4.25: f door 
fg en pas dan 8.4.1 toe. 8.4.31. 8.4.25 en 8.3.1. 

8.4,32. Pas 8.4.2 toe. Antwoord: 0, 8.4.33. 
2 -1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 

(z +2z-3) -- 12 (1+3z) + 4 z (1-z ) , etc. 

8.4.34. Vervang c
0

,
2 

door CO,R' Neem R+oo, Antwoord: 0. 

8.4.41. Als f alleen polen heeft is er een rationale 
functie g z6 dat f/g géén singulariteiten heeft. Pas 

-1 -2 
8.4.20 toe. 8.4.42. 2z -(z-1) . 8.5.4. In een om-

-" . geving van b. is f(z)-(z-b.) J~(z) met Hb.);'O. Toon 
J J J 

aan dat f 1 /f in bj een pool van de eerste orde met 

residu-~. heeft. 8.5.6. Als E een voldoende klein 
J 

positief getal is, geldt Op CO,l-E: jl+z 5 lsl+(l-E) 5 < 

<2(1-E)=I2zj. Pas nu 8.5.5 toe. N.B. z=l is een nul
punt. 8.5.9. De eerste toepassing van 8.5.7 toont 
aan dat er een nulpunt binnen de cirkel c 0 , 1 ligt, 

Uus zelfs 2 daar de coëfficiënten reëel zijn. Over
gang op co,~ toont dat binnen co,~ géén nulpunten 

liggen. Voor c~,~ dezelfde procedure. 8.5.13. 

2n(1-a
2

)-
1 

als lal<l, 2n(a
2
-1)-

1 
als lal>l. 8.5.14. 

2 -~( -l+~)m 9 2n(1-a ) . 8.5.18. n/2 8.5.19. 
a 

2 2ix -2ix 
3
•. 8.5.23. Schrijf eerst cos(2x)-~(e +e ) 
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rr -3 -1 1 -2 -1 
2(e +e ). 8.5.24. 3rr(e +e ). 8.5.27. Als 

8.5.25. Zie ook 7.6.22. 8.5.28. Integrand is even 
functie! Zie 8.5.25. Antwoord: n. 8.5.29. Integreer 

w -1 -1 
(e -1) (w-z) over het vierkant met middelpunt in 
0 en zijde (4n+2)n. Laat n~~. Zie 8.5.26. 8.6.4. 
Neem G:=C\{iyl yER, IYI>1}. Pas 8.1.18 toe op f(t) := 

2-1 z3 zS 
:=(l+t ) . Denk aan 8.4.12. arctan z = z- :3 + ~ + 

- ... voor lzl<1 volgens 6.8.13 en 8.4.12. De sprong 
aan de snede volgt uit de residuenstelling. 8.6.5. 

Zie 4.4.5. 8.6.6. voor z=rei$ met r<l geldt: 
,oo -1 n ,oo { -1 n 

-log(1-z) = Ln=1 n z = Ln= 1 n r (cos(n~) + 

+ i sin (nq>)) }. Volgens 6. 8. 9 geldt dit ook voor r=l, 
00 -1 

~~2krr. Dus is Ln= 1 n sin(n~) = '(rr-~) voor ~~2krr. 

Zie ook 7.10.52. 8.6.7. Pas 8.1.18 toe op f'/f. 
8.6.8. Pool van de eerste orde in 1. Antwoord: 2ni. 

i~ 8.7.1. Neem z=l+e , -n~$~TI als parametervoorstel-
S 8 4 ling. ·Antwoord: 3i. 8. 7 .2. t1et behulp van z +z +1= 

=(z
12

-l)/(z 4-l) is de breuk snel te herleiden tot 

z 3 .:._z.-·1+z··- 1 ,z 8+z 4+l) -l. w~ v.inde"~ zo drie integralen. zie 
nu .. resp. 8:2.4, 8 ... 1.14 en 8 .. .j·.12. AntwoOrd: -2-rri-. 
8.7.3"Residue,n in {2k+l)rr/2.en -{2k+1)rr/2 zijn samen 
0. àn~woord: 2rri. 8.7.4. A>s lwl<l dan verandert de 
il)te'gra~·l niet van waarde als we c 0 , 1 door c0 ,R met 

R>l vé'r-vange:ri.'. Pas 8.l.iO toe en laat R-H"'· we zien 
dat f(w)=O voor Iw I <l. Dezelfde methode gebruiken we 

·•·· · 1 J ~(z) voor ' j w I > 1 en R> I w I . Nu geldt : -
2 

. dw = 
_ . TI~ c z-w . . . . o,n 

' ' ·.; ': :- ,.1'\. 

=,.f(w)N(w). Nu is dus f(w)=-t(w}. 8.7•>.5. Binnen 
t 0 , 1 ligt_ één _singulariteit -nl. een p.ool·van de orde 

3 in Ö. Eén mogelijkheid. is· om· 8.3.25 toe te passen 

met ~(z) := z 3 (sir\ z.)-~. V~ugger is het om (zie 
... · · . . ··.•3 -3 ·.z2 z 4 "3 

6.9.30) te gebru>ken: (sJ.n Z) =z (1-3"!.+
5

: - •.• ) = 

·. -3 z2 3 -3 z - 1 
= Z· (l + 3 ! + ... ) ,"' Z . + · z- + 

. . . ~ n 
.8. 7.§. f(~) = (l~z)-l L [ t •. ~ n 

. . n=l l+z 

. ·. . . 
n+l z 

Antwoord: 'ITi. 

l . z + = 2 
.· 1-z 

Dus iÖ(z) ~ 1>':; aH izl<1 en f(z) = 
.. ~-- J;-z. 

1 
2 z -1 ' . ,.( :•J, ', 

'; :' 

' .'j, 

··.·~ 

-·~· . . ' I ,. 

. _. •, 

' ~-i-i 

':'J' .:Jr· 1 .. 
~:I 

. . 
' ,"_,! 

: 
·:.~ 

·•. 
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467 1 z I> 1. Merk op dat f binnen en buiten de eenheias
cirkel analytisch is maar dat de functie buiten de 
eenheidscirkel niet een analytische voortzetting is 
van de functie binnen de eenheidscirkel! 8.7.7. 

(i) Zie 8.4.4. (ii) f(z)=-z- 1 . Merk op datfin n(nEN) 
niet singulier is. Deze punten zijn ophefbare singu-

468 lariteiten. 8.7.8. Merk op dat (t 2+t+l)-1=(t-1)/(t3-1). 
Deze functie heeft twee polen van de orde 1 nl. in 
-~+~i/3. Zij G:=C\{-~+iyl IYI~~/3}. Pas in G 8.1.18 

toe. Merk op dat de primitieve van (t2+t+l)-l in 
-~+~i/3 vertakkingepunten heeft. De convergentie
straal van de Taylorreeks rond 1 is 13. 8.7.9. Zij 

g(z) :=f(z- 1 ). Pas 8.4.11 toe. 8.7.10. Zij g(z)=zf(z). 
Dan is g ( 0) =1 en I g ( z) I <1 als I z I l. Daar g continu 
is neemt 191 een maximurn aan op BO,l' Volgens 8.4.13 

is dit in een punt van [c0 , 1 J. Het maximum is dus ~1. 

Daar g(O)=l neem 191 blijkbaar in 0 een maximum aan. 
Dus is g constant. 8.7.11. Pas 8.4.25 toe met a=O, 

r 1=1 en parametriseer met w=ei~, 0~~~2n. De coëffi

ciënten zijn Jn(t) = Jn J;" cos(n~- t sin ~)d~. Dit 

zijn zgn. Besselfuncties. Zie ook 8.3.22, 8.7.22. 
1 1 z z ' 

Gebruik sin z = Z(tan ~z - tan z) en pas 7.5.6 (1) 
toe. f heeft in 0 een ophefbare singulariteit. De 
reeks is een Tay lorreeks. Daar sin z =f 0 voor· I z I < n 
en sin n = 0 is de reeks convergent voor I z I <1r. 8. 7.13. 
Als R voldoende groot is dan is de gevraagde som ge-

4 
1 . 'k 1 f 3 (5z +2z) d d t d 5 1 lJ aan 

2
ni z 5 2 z om a e nu pun-

c0,R z +z +1 

ten verschillend zijn (zie 8.5.3). De integraal be
palen op de manier van 8.7.2. Antwoord: -3. 8.7.14. 
Pas 8.5.1 toe op f(z) :=cos z. 8.7.15. Pas 8.5.5 
en 8.5.7 toe. Voorbeeld: op [c0 , 1 J is l4z 2 l>lz 5+z 3+11 

dus liggen twee nulpunten b~nnen de eenheidscirkel. 
Op [CA 0 ] is lz 5 l>lz 3+4z 2+11 dus liggen alle nulpun-v,, 
ten binnen Cc 0 , 2 J. Denk ook aan 6.4.19. Zie ook 8.5.8. 

8.7.16. Zie het bewijs van 8.5.20. Antwoord: 2- 312n 112 . 
8.7.17. Vergelijk met de methode van 7.6.35. Voor 

469 zER zie 7.3.20. Pas dan 8.4.12 toe. 8.7.18. Neem als 

I Jz -1 i~ snede {xER x<-1}. f(z) = 0 t log(1+t)dt. Om f(e ) 

te bepalen integrere men langs de reële as tot 1 en 

dan langs de eenheidscirkel. Om J~ x- 1 log(l+x)dx te 
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469 bepalen zie 7.6.4. Vergelijk het antwoord van deze 
opgave met 7.8.14. 8.7.19. Beschouw de integraal 
uit 8.6.14 en pas dan 7.6.21 toe. Neem a=2/3. Sub
stitueer t=x3. Antwoord: 2~ 2 /27. De methode van 

8.6.14 kan men ook opnieuw J
oo 

x lo 
toepassen om 3 

0 l+x 
direct te bepalen. 

.:_·-·j, 
.. · .. ~.· 
'' ·j· ' 

•.· 
., ,:_;),• 
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Gemengde opgaven 

De thans volgende serie van 106 vraagstukken over ge
selecteerde onderwerpen is bedoeld voor de lezer die 
na het maken van de opgaven uit de tekst behoefte heeft 
aan meer oefenmateriaal. Enigszins in strijd met de 
door de titel gewekte verwachtingen hebben we de vraag
·stukken gerangschikt naar hoofdstuk. Opgaven waarvoor 
kennis van meer dan een onderwerp nodig is zijn opge
nomen onder het laatste van de benodigde hoofdstukken. 

HOOFDSTUK 1 

1 De beweringsvorm B(X) met individuenverzameling P(R) 
is gedefinieerd door: 

VXEP(R) [B(X): "VxEX 3a>O VyEfi<lx-yl<a) =>(;EX))]. 

Bewijs dat voor alle X en Y uit P(R) geldt: 

(B(X) A B(Y)) => B(XnY). 

2 Laat X en Y twee verzamelingen zijn. Een deelverzame
ling V van xxy noemen we een rechthoek als er verzame
lingen v 1cx, VzcY bestaan zodat V=vlxvz. Laat V en w 
twee rechthoeken zijn. Bewijs, dat elk der verzamelin
gen vnw, (xx~)\ V, ï/\ W en vuw äe vereniging is van ein
dig veel disjuncte rechthoeken. 

3 Voor elke reële r beschouwen we: (r,oo) :={~R\x>r} en 
(-oo,r) :=(xER/x<r }. 
Bepaal voor alle reële waarden van a de verzameling 

v := n U {xERix~yz}. 
a 

YE(-oo,a) ~(y,oo) 
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4 De afbeelding f: x~Y is dan en slechts dan surjectief 
als voor elke deelverzameling vcy geldt: 

+ 
f(f (V)) =V. 

Bewijs dit. 

5 Zij 

door 

P:={xER!x>O}; de 
-2 

v><EP[f(x):=x ]. 

de afbeelding f: 

afbeelding f: P~ is gedefinieerd 

We beschouwen geitereerden van 

f 2 := fof, ..• 1 fn+! := fofn (!'lEN). 

a) Geef een formule voor f (x) (~N, xEP). 
n 

b) Zij 
00 

n 
n=! 

HOOFDSTUK 2 

A:=[1,2]; 
00 

u fk(A) 
k=n 

bepaal 

en 

00 00 

u 
n=! ' ' ' 

'• ." 
::. ~- ,• ( 

' .. ( 

- ;:, ;-;, 

6 In.R wordt de relatie p gedefinieerd door: 

xpy: <> x:>y:<;x+2 {x,yER). 

BeP~al de volgende deelverzamelingen van R2 : 

al ,{(x,y-l 
' 

b) {(x,yl 
., .. ' ., ' . 

(xpy) , .. (y:px) } i· 

3zER[(xpz)A(zp,y) ]}. 

-~::·.·,r:. ' ' 
7 Jn'. :Zx_Z definiëren. \-ie de relat;i.e: 

.. ',, 

·La_at -zien dat dit ·een equivalentierelatie is en bepaal 
de ~-éit'li Valent-iek.làSs'eil-": 

' '' 

.·. . . ,. . ;, . .-. . ·_ .·. , -. A . 
·s ~:i-J A:;:;~;. P:={xER!x>Oh W:= P . In W definiëren we een 

: relàtie a döor:_ .. ,-

fog: .. 3aEPvxE,. [f(l<J:<;àg<x> J <f,gEWl. 

B~wl!~s- aat ·-o-'Cfcit'h _en·-.: s1~cn~s dari e€ri equivalentie·re.latie ,'_, · 
' ' , · ,-c,p :W' .Ls als A eii11dig veel e1el,nenten: hee-ft. 

' ' ' 

'·-·. 

·/ 

- ·' .. , .... 
-~ " .. -,.-. 

: ,_..·.-. 
'' • i' ·. -

,_ ,. 
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~ 9 Op RP, de verzameling van de reële n-tupels 
X=(x 1, •.. ,xn), definiëren we de relatie R voor iedere 

X en y door: 

xRy: <> V.E{ 1 } [x.y.>O]. 
~ , ... ,n 11 

Laat v
8

:={xERf[xRa} gedefinieerd zijn voor elke aEAP. 

Bewijs dat W:={V8 jaEAF} uit 2n+i paarsgewijs àisjuncte 

elementen bestaat; beschrijf deze elementen. 

10 Zij V:=·ZN, de verzameling van 
tallen. In V definiëren we een 

alle rijen gehele 
relatie"" door: 

ge-

V(a ·)EV v(b )EV [(an)-(bn): <> 3NEN vn>N [an=bn]]. 
n n 

(Hierin is (a ) gebruikt als notatie voor de rij 
n 

(al,a2•···)). 

a) Bewijs dat ~ een equivalentierelatie is. 

b) Laat zien dat elke equivalentieklasse aftelbaar is. 

HOOFDSTUK 3 

11 Zij aEZ, 
Bewijs dat 

13 
2730 deelbaar is op a -a voor elke a. 

12 Zij G:={x EZ mod 9[ (x,9)=1}, Bewijs dat G met vermenig
vuldiging roodulo 9 een groep vormt en laat zien dat 
deze groep isomorf is met de additieve groep (Z rnod 6,+). 

13 a) Toon aan dat een groep G een abel se groep is, wanneer 

" a EG 
[a2=e]; (e is het eenheidselement van G) • 

b) Toon aan _,- ..__ een groep ~ een abel se .... V" ...... <:>T"'\ <o •·•=>nn<:>OY" UdL ~ ~"'-'-''-.1:" -~. ...................... 
V 

aEG vbEG [(ab)2=a2b2], 

14 Beschouw de ondergroep T van S4 bestaande uit de per
mutaties die (xl+xz) (x3+x4) invariant laten. 

a) Geef de elementen van T. 
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b) Geef een representant van elke rechternevenklasse 
van T. 

15 Beschouw de verzameling S (n~3) van alle afbeeldingen 
van {1,2, ... ,n} op {1,2,.~.,n}. Met afbeeldingssamen
stelling als product-operatie is S een groep. In S 

n n 
definiëren we de equivalentierelatie: 

f-g: ~ f(n)=g(n). 

a) Beschrijf de equivalentieklassen. 

b) :..aat zien dat precies één Van deze equivalentie
klassen een ondergroep vormt. 

c) Laat zien dat deze ondergroep geen normale. onder
groep is. 

d) Bewijs dat de equivalentieklassen bij de relatie -
juist de linkernevenklassen van de onder c) bedoel-

' de ondergroep zijn. 

16 (G, ) , (Hu*!) en (Hz,*z) Z1Jn groepen. 
In H,l xa2 definiëren we een prpductoperatie *3 door; 

(kukzl • 3 (h 1 ,h2 l := (k 1 • 1h1 ,k2 • 2h 2 l 

( (k 1 ,kz), (hl ,hz) E HJXHz). 

(H 1 xH2 , *sl 
Voor f!::::l ~ 2 

is dan ook een groep. 
ziJ' n 1J!. homomorftsmén · vëiri 6G, ) 

1 ' 

a) .s.ewij,s; dat d~ afbeelding ~ van (G, ) in 
, I·' - ; . . . , " " . 

gedéfinieerd door 
' ' . 

~·<9).:=' (~l(g).~z(g)') (<:lEG)· 

een hómomorfisme· is. 

in CH,,•.). 
1 l. 

(HjXHz,* 3 ) 

b) Druk de kern van lJ! uit,in de kern van 1Ji1 en de kern 
van.l)l2 ; 

c)'iZij.(G,) := (Z(mod 35) 1+)/''(HJ•*J) = (Z(mod 5),+) 

.-. ,• 

en (Hz, *2) =. (Z(mod 7) ,+l< . 
Bewijs dat. (Z(mod 35) 1 +), isomorf is met 
(Z(rnod 5) x Z(mbd 7)',• 3 ) •.. 

. ' 
.\,\ 

,_i· 

' ' . ' . 
"·, ' 
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17 ZijG een groep en Neen normaaldeler inG. Bewijs, dat 
G/N dan en slechts dan commutatief is, als a-lb-labEN 
voor alle a,b EG. 

18 In Z2 definiëren we 

Zij 

m· (m,n)o(p,q) := (m+p,n+(-1) q) 

' . ' _-..? I ~, K := t~m,n)tL~I m=UJ en 

H := { (m,n)EZ21 n=O}. 

a) Bewijs dat (Z2 , 0 ) een groep is. 

( (m,n), (p,q)EZ2). 

b) Bewijs dat {K, 0 ) een normale ondergroep is van {Z2 ,o). 

c) Laat zien dat Z2/K isomorf is met {H, 0 ). 

19 (R,+, ) is een commutatieve ring; de deelverzameling 
ScR vormt een ideaal i~ (R,+, ) ; de restklassenring 
(R(mod S) ,+, ) is een integrite'itsgebied. 
Bewijs dat · 

\laER libER [(allES)". ((aES)v(bES))]. 

20 Bewijs dat in (Z [x],+, ) (zie blz. 147) de grootste 
gemene deler van 7x3+1 en 2x gelijk is aan 1, maar dat 
er geen polynomen a(x) en b(x) bestaan zó dat 

a(x) (7x3+t) + b(x) (2x) = 1. 

21 Zij V een eindige verzameling met tenminste 2 verschil
lende elementen. P(V) := {AIAcV). 
In R := P(V) definiëren we een optelling + en een ver
menigvuldiging • door: 

A+B :=A i B (=(AUB)\ (AnB)) 

,'\•B := AnB (A,BER), 

{R,+,•) is nu een commutatieve ring met eenheidsele
ment V en nulelement ~. 

a) Bewijs dat (R,+,·) nuldelers heeft, 

b) Zij (I,+,•) een ideaal in (R,+,•). 
Als AEI en BEI, bewijs dan dat ook AUBEI. 
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c) Bewijs dat (I,+,•) een ideaal is in (R,+,•) dan en 
slechts dan als er een WER is met I=P(W). 

d) Een ideaal (P(W) ,+,•) in (R,+,•) is dan en slechts 
dan een maximaal ideaal in (R,+,•) als geldt 
3XEV [W=V\ (x}], 

Bewijs dit. 

·I 
·J . 
' 
' ' ' 1,:, 

22 In R2 definiëren we een optellinq, +, en een vermenig- · .. ~ 
- . · .• i.l vu~diging, ®, door : ~ 

(xJ,xz)+(YJ•Yz) := (xl+YJ,xz+yz), 

(XJ,Xz)®(YJ,yz) := (XJYJ,XJYz+xzyj) I (Xj,Xz,yl,y2ER) • 

Nu is (R2 ,+,®) een commutatieve ring. 

a) 

b) 

Bepaal 

Bewijs 
' heeft. 

de singuliere elementen van (R2 ,+,®). 

dat (R2 ,+,®) p,recies één maximaal ideaal 

23 In Z 2 zijn de bewerkingen + en x gedefinieerd door: 

(XJ,Xz)+(yJ,yzl := (XJ+YJ,xz+yz) 

.(xJ,xz) x (yl ,yz) := (x!Yl ,xzyz) 

a) Be~aal alle reguliere elementen van de ring 
(Z,+,x), . 

b) Ge~f alle maximale idealen uit deze ring die het 
element (6,12) bevatten. 

24 Zij ·!'. :.= {~I ,1!1öZ,nEN} • 
2 

j • .. • 

..•. '' ., ' 

Met de gewone optelling en vermenigvuldiging wordt 
(S,+, .(l een conunutatieve ring met eenheidselement. 

a),·.~e_wijs dat {S,+, ) geen nuldelers heeft. 
'I ,' , 

.. b.) Wat zijn de reguliere elementen van deze ring?. 

c) Bepaal het quotiëntenlichaam van (S,+, ) • 

,zij verder 

T := (
3mi ""'Z,nEN}. . n 

:, . 2 
/lil): .!3e,wi]s d"t ,(T,,+, ) e~n ide<;ta). is in (S,+, ) . 

' 
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e) Toon aan dat dit ideaal een maximaal ideaal is. 

f) Bepaal het restklassenlichaam van S naar het 
ideaal T. 

25 Beschouw 

[ ( r =p) A ( q "I' mod 3) ] } • 
q 

a) Bewijs dat S met de gewone optelling en vermenig
vuldiging van de rationale getallen een ring is. 

b) Bewijs dat de verzameling van de niet-reguliere 
elementen van (S,+, ) een ideaal vormt in (S,+, ) • 

c) Bewijs dat (S,+, ) precies één maximaal ideaal heeft. 

d) Bepaal het restklassenlichaam van (S,+, 
uaximale ideaal. 

naar dit 

26 Laat A zijn de verzameling van alle afbeeldjngen van 
het interval [0,1] in de gehele getallen, Z. Als ge
bruikelijk definiëren we sommen en producten van ele
menten uit A door: 

VxE[O,l][(f+g)(x) := f(x)+g(x): (fg)(x) := f(x)g(x)] 

(f,g EA). 

Zij S := {fEA! VxE[O,l][f(x) is deelbaar door 5]). 

a) Bewijs dat S een ideaal in (A,+, } vormt. 

b) Is dit een maximaal ideaal? 

c) Welke zijn de reguliere elementen uit (A(mod S) ,+, )7 

27 Zij 

Q(J2) := {a+bJ2[ a,bEO): Q(J3) := {a+bJ3[ a,bEQ}. 

!··let de geb----~•--,~~ 1 -- __ .... _,,.: ........ e ... ••ov-m.o.-.;",,.,,,rlirTinN · .LU.LJ\.C.L.Ljr...C '--'!-''-<=.J...J...J..U'=1 u w._..._,,,.._..,.._'='._.._~ ... ':ll~''':l 

der reële getallen vormen Q(J2) en Q(J3) lichamen. 

a) Laat zien dat J3 ó"Q(J2). 

b) Laat zien dat 0(J2) en Q(J3) niet isomorf zijn. 

a b 
28 Beschouw de verzameling r1 van matrices ( b ) waarin 

- a 
a en b reële getallen zijn. We beschouwen de bewer
kingen: 
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i) optellen van matrices (notatie: +), 

ii) matrixvermenigvuldiging (notatie: x). 

a) Toon aan dat (M,+,x) een lichaam is. 

509 

b) Toon aan dat dit lichaam isomorf is met het lichaam 
der complexe getallen. 

29 De verzameling M3 van alle (3x3) matrices met reële 
coëfficienten en determinant ongelijk nul vormt t.a.v. 
de gewone ma.trixverrnenigvuldiging een groep (M3, ) . 
G is de verzameling van alle matrices van de vorm: 

1 a b 

0 1 c uit M 3 • 

0 0 1 

H is de verzameling van alle elementen uit G met a+c=O. 
Bewijs dat: 

a) (G' ) is een ondergroep van (M 3' ) 0 

b) ( H' ) is normaaldeler in (G' ) 0 

c) G/H is isomorf met (R,+). 

HOOFDSTUK 4 

30 De rij (an)nEN voldoet aan a 1 :=0, a 2 :=1, a '
1

:=a +a 
1 n+ n n-

Toon aan. dat de rij [ a·.ri" Î een limiet he~ft 
a ' 

1
'1 nEN 

n+ , 
en be-

(n~2). 

paal de·' limiet.-

31 De rij reële getallen (bn) nEN 

1 
bl:=.lfb 1:=1+-b 

is çjedefini.~erd door: 

. n+ - (nE N). 
n 

Bewijs dat (bn) nEN convergeert. 

32 Óe rij ,reële getallen (an) nEN is gedefinieerd door: 

,, 
,., '' 

;~ 
~·, i) 
SI 

. <~~l 
' '· .J 

'· !' . ·. 'î 
···~i'' 

-' :'· .:. 
. ' 
. ' 

"·'J.'! . ' 
. ' 

' ".''' 
.',,:) 

,!1'1~ 
1}:\'\\ 
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2a +4 
n 
3 

(n.EI~). 

Bewijs dat de rij (a ) N convergeert en bepaal lim a . 
n nE n 

33 Zij (a ) N een begrensde rij reële getallen. 
nrE 

n-+oo 

V := {x ER)x<o3n voor ten hoogste eindig veel nEN}. 

BewiJ's nu dat lim suo a. = inf V. 
~ n 

34 Voor de rij (an)nEN van reële getallen geldt 

v N (!<a <2), 
nE n 

Bewijs dat 

I I 
lim sup = 

a lim inf a 
n n 

35 (an) nEN en (bn) nEN zijn rijen reële getallen; lim an = 1. 

Bewijs dat 
n-+oo 

lim sup a b = lim sup b . 
n n n 

(b ) N zijn rijen positieve reële getallen met nnE 

b 
n 

Bewijs dat lim sup a ::; lim sup b • 
n n 

37 Zij (a ) N een begrensde rij reële getallen. Bewijs 
dat n nE 

al +a2+. • .an 
lim sup .::; lim sup a 

n n 

38 Laat r1 ,r2,r3, ... een aftelling zijn van 

I I I {- + - p E N, qE N} , 
p q 

Bewijs dat lim sup r = 1. 
n 
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39 Laat r 1 ,r2 ,r3,••• 
getallen uit [0,1]. 

een aftelling Z~Jn 
Bewijs dat lim sup 

van de rationale 
r = 1. 

n 

40 
n 1 

(nEN), Zij a := ( -1) + -
n n 

a) Bepaal lim sup a 
n 

en lim inf a . 
n 

b) Bepaal de verzam~ling van alle reële getallen x 
waarvoor geldt dat er voor iedere c>O oneindig veel 
elementen uit de rij liggen in het interval 
·(x-o,x+o). 

41 Zij al,az, •.. een rij reële getallen. Laat zien dat 

I~ ak/k absoluut convergeert als I7 a~ convergeert. 

42 Gegeven is een rij {a ) N van positieve reële getallen 
n .nE 

00 

met de eigenschap dat de reeks En=! a convergeert. 
n 

Bewijs 

Ka,p de 
·iát.en? 

dat I
00 

1 a 2 convergent is. 
n= n 

voorwaarde· 11 a. >0 voor allE;:! . n n ~ N11 worÇlen wegge;-

43 Laat (9-n) nEN eep ,r;ij van pos,it~~ve reële getallen zijn., 

zodanig,dat de reeks \oo a· divergent is. Bewijs dat 
Ln=l n . . 

a 
de_ :ré~ks·· \oo -;-~n:'- eveJ1eens ·.?i v.~-_er-geert· • 

. ,.. L.n=l 'l+a , _, 
, ., .. n 

' " ~- ·. ' ' ' ' 
'' '. 

44 Gegev<)n is een rij (a ) N van positieve reële getallen 
nnE 

met Qe· eigenschappen: 
• .~ ' I ' I 

i) · .. V · N. [a · 
1

,;a ] , 
·, nE n+;_ n 

ii) 

' ' .~_. . ' . :: 

00 

t 
n=1 

a is-convergent~ 
n 

"!lewijs ddt. • c' lim na 
n 

= o. 
'"! 

' "' 
- : :·: . ,, ' 

' '· ,-, -~'\'.' 
'; w" 

- •.· •. " ':~- J .. ,: " 

c. 
p,", ·::.-·' _,_ 

,.n-too 

;:1 ' ' 

-,- ' .. , ._,. 

.! 

c 
·<· 

i 
'! 

''" ... -~ ,,,, ' 

'.i 
,'" 
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b) Bewijs dat er geen a is waarvoor lim cos(na) = 0. 
n-+<» 

46 Bewijs dat voor z 1 EC, z 2 EC geldt 

Wat is de meetkundige interpretatie van deze betrekking? 

47 Als zE C, en x en y zijn resp. het reële en imaginaire 
deel van z, dan is 

lxJ;IYI ~ jzj ~ jxj + jyj. 

Bewijs "dit. 

HOOFDSTUK 5 

48 Zij R := z. We definiëren de topologie T voor R door 

\IVEP(R) [VET:<> VXEV 3nEN [{x+nz I zEZ} cv]]. 

a) Bewijs dat T inderdaad een topologie is. 

b) Is (R, T) een Hausdorff-ruimte? 

c) Bewijs dat {0} gesloten is. 

d) Bepaal een rij in N met limiet o. 

49 (R,T1) en (s,T2 ) zijn topologische ruimten. 
(s,T2 ) is een Hausdorff-ruimte. 
f eng zijn continue afbeeldingen van R in S. 
Bewijs dat de verzameling V :- {xERjf(x)-g(x)} gesloten 
is. 

50 Zij R een niet lege verzameling en f een reëelwaardige 
functie op R. 
if is de verzameling van 
bij f continu is op R. 

alle'topologieën 
Zij : ,_ n T. 

TE~ 

T veer R waar-

Laat zien dat ~ een topologie voor R is en dat f con
tinu is op R bij L. 
Als bovendien nog gegeven is dat f een afbeelding van 
Rop [0,1] is, bewijs dan dat (R,L) een compacte topo
logische ruimte is. 
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51 Zij (R,d) een metrische ruimte en {FalaEA} een stelsel 
niet 'lege deelverzamelingen van R. Zij 

d(F ,Fb) := inf{d(x,y) jXEF ,yEF } (aEA, bEA) 
a a b 

en veronderstel 

3 V V~A [a,Ob "'d(Fa,Fb) >r] . r>O aEA .u.:: 

Bewijs dat 

u 
aEA 

F ·= 
a 

u 
aEA 

F 
a 

52 Laat (f ) Neen rij functies van [0,1] in R zijn zó dat 
n nE 

V~>O 3ó>O VXE[0,1] VyE[0,1] VnEN [ jx-yj<ó "' 

"'jf (x)-f (y)j< d. 
n . n 

Zij nu V := {xE [0,1Jj lim f (x) bestaat}. 
n n-+«> 

Bewijs dat V gesloten is. 

53 Een rij- reë.le getallen (a ) EN. geven· we aan met·i:i. Zo'n 
rij heet 'begrensd ·als er ~eR constante M is zó dat 

vnEI~ Cjanj,SM]. 

Zij·_ m.j. A de verzameli.:ng van alle begrensde rijen reële 
getall~r1 · .. Op A definiëren We e'en metriek d door·. 

v aê.A. VMA [d (a,b) '.= .sup{ ja" ~Pn / Jn EN} J. -
. Zo W'brdt .·;,<~:,:d) -e·en metriSche·· rU·f~te .. 

a) ~èW~js· da·t de .. metrische ·rui~te' 1 
.{A,d) voll€dig is. 

.b) 
,, 

BeWijs bestaat. ~0 dat 
' 

·V N [a,. = 
I"" ' ~ . - ' ' ' 

,54 (ll.,d) ;i:s el"n >;ijcompacte me trisc.joe ruimt". 
eeh' coh.~ir1Ue afbeelding .. -Gegey.~\n .~s _:. 

ipf{ c;J:(x,T'b<l ) j x ER}. = 0. 
'.:··., - ';' '1- '•' '' ' • .. ,' ' 

,Bé'Wij,s dat e.r een punt áER is·met T(a) =a • 

. . 

. ' 

' ''·· 

T: R'>\' is 

: ·:. ", 

·"' ~ 

····~ . :1 ,, 
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55 (R,d) is een rijcompacte metrische ruimte. 
{U \aeA} is een overdekking van R met open verzamelingen. 

a 
Bewijs nu: 

3rER,r>O VxER 3aEA [Bx,r c U a] . 

56 Zij (R,T) een rijcompacte topologische ruimte, en 
(f ) Neen rii continue reëelwaardige functies op R, 

n· nEl - · 

a) Bewijs dat f begrensd is voor elke nEN. 
n 

Neem nu aan dat vxER vnEN [fn+1 (x) ~ fn(x)] en dat 

V [lim fn(x) = 0]. 
xER · 

n-><» 
b) Bewijs dat de rij (f ) N uniform op R naar 0 con

nnE vergeert .. 

57 Z'J' (R,d) een t t · h · t (f ) n ... compac e me r lSC e rulm e, k kEN ee 

58 

rij van reële functies gedefinieerd op R waarvoor geldt: 

vkEN vxER vyER [ [fk(x) - fk(y) I ~ d(x,y)] ' i) 

ii) V [lim fk(x) = 0] • 
xER k-+<x> 

Zij 

lim 
k-+= 

VkEN [Mk := sup{ [fk(x) 1/xER}]. Bewijs dat 

Mk = 0. 

Zij (R,d) een metrische ruimte. 
Een rij deelverzamelingen (V ) N van R heet genest als 

n nE 
V cV voor alle n E N. 

n+l n 
Voor iedere aER en pER (p2:0} definiëren we B door: 

a,p 
B := {xER[d(x,a) ~p}, 
a,p 

B is dan een gesloten bol met middelpunt a en 
a,p 

straal p. 
Bewijs nu dat (R,d) volledig is dan en slechts dan als 
in R voor iedere geneste rij gesloten bollen 

(Bx p ) N met lim p = 0 geldt dat nw 1 B ". 0. n' n nE n n= xn,pn 
n-+= 
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59 Voor elke 

GEHENGDE OPGAVEN 

n E N wordt f E Ffl gedefinieerd door: 
n 

a) Bewijs dat (f ) N uniform convergeert op elk inter
nnE 

val (a,~) met a>o. 
b) Ga na of (f ) N. uniform convergeert op (O,oo). 

n nE 

60 Zij (R,d) de metrische ruimte bestaande uit de continue 
functies gedefinieerd op [0,1] met 

d(f,g) := max{ lf(x) - g(x) llosxs1} • 

A: R -+ R is een continue lineaire. afbeelding. Op [ 0, 1] 
definiëren we voor n=0,1,2,3, ... de functies f door 

n 
f (x} :=xn. Verder is gegeven dat A(f )=1 voor n=0,1,2, 

n · n 
3, •••. Bewijs dat voor iederefin R geldt A(f)=f(l). 

61 (R,d) is een samenhangende metrische ruimte. 
pER, qER en p~q. 
Bewij.s d<!t er een x€R is met d (p,x) = d(q,x); 

62 ('·~,T) is ee·n 'toPOlogische ruimte. ACR, A is samenhangend. 
B is een deelverzameling Van :R waarvoor g'eldt AcBcA 
(waarbiJ~ de afsluiting van A is). 
Bewijs dat B een samenhangende deelverzameling van R is. 

63 Laat .,ak, bk (k=1,2, . • _. ,n) ~ositieve reële getallen zijn . 

. !i}éw;i,j.s dat 

\/ (a1+b1)(a2+b2) ..• (an+bnl' <: va1a2. ··a~+ b1b2· 

HOOFP.$~UK 6 

65 Zij f: [O, 1] +R ~o dat 
·' ' ' 

,,, . 

. -- r 

I!. (y) -f (X) I 
< 1 J. y-x 

,.'1 

jl 
' i. 
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Bewijs d.at 

V [ -" x ., I f (y) -f (x) I 
vxE[0,1] yE[0,1] Y r y x < 1 J • 

66 Zij f een differentieerbare reële functie gedefinieerd 
op [O,oo) waarvoor lim {f(x)+f'(x)} = 0. Bewijs dat 

lim f (x) = 0. 
x-+<» 

67 Zij f een differentieerbare reële functie op R met 
lim .f (x) = 1. 
x-+<» 

Bewijs dat er een rij. (xn) nEN in R is waarvoor geldt: 

èn 

lim x = co, 
n 

limf'(x)=O. 
n 

68 Zij f: [0 1 1] ~R doorlopend, d,w,z, als O~x<y~l en c ligt 
tussen f(x) en f(y), dan is er een zE[x,y] met f(z)=c en 
zij f differentieerbaar op (0,1) met begrensde afge
leide. Bewijs dat f continu is op [O,l]. 

69 Beschouw 

ll ( c) := max I! - c I . 
1~x::;2 x 

Bepaal de constante c zodanig dat ll(c) minimaal is. Maak 
een grafiek van 6(c). 

70 Gegeven is dat n EN en a>O. 
Bepaal 

I n n 
max{xy_x +y =a, x~O. y~O}. 

3G 
71 G: R2+ Ris differentieerbaar in (0,0) en ay(O,O) f. 0. 

f: R +Ris continu, f(O)=O en G(x,f(x)) = 0 voor 
XE [-1,+1]. 

a) Bewijs dat f(x) = O(x) (x+O). 
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b) Bewijs dat f differentieerbaar is in 0 met afgeleide 
dG 
h(O,O) 

<IG(O 0) 
<ly ' . 

72 Laat (an)nEN een rij complexe getallen zijn waarvoor 
a 

1 . n ' 
~m-=A.. 

n 

Laat 
00 

f(x) := I 
n=l 

n 
a x 

n 
voor 0 <x < 1. 

Bewijs dat 

lim(l7x) 2f(x) = L 
:Xtl 

73 Zij (a ) N een rij complexe getallen waarvoor 
n nE 
1 . I 

a =--,=- + o(-,=) (n->«>). 
n vn vn 

.Bepaal lim J_ l:n a In k=l k. nc>oo 

74 Er is 
ç ER. 

gegeven dat 
00 

l: 
n=O 

inÇ 
a e · · -Uniform convergeert in 

n 

oo n 
B~wijs dat ~n=O· anz uniform convergeert op . . 
{zECIIzl~!l. 

HOOFDSTUK. 7 

75 Zij f: [0, 1] +R+ eigenlijk integreerbaar op elk inter
val [ö , 1] met Q~ö < 1. 
Vopr.. ieqe!re · cy·_éï.f definiëren we f

0 
door 

f (><:) :=. min{f(x),n} (xE[O,I]). 
. , n . , . ·. , 

Bewijs de- "Volgehde uitspraken: 

a) Voor elke nÈN is f integree~Cbaar dp "co,!]. 
. . n 

b) ~·l:·s · ~ niet :integreerbaar, zelfs niet oneigenlijk 
· integreèrb.aa:r 1 i:S ove·~ [ o, 1 J aan is. 

'. , ,· I ', , , 

• 

i . ···~ 

'· '. . 

' 
.::. '-IÎ 
~,.., 

: --~ ..,. .. 

' ' 'l~' 
-:,:,..:-'1. 
' l,j i 

'"t\~:;· 
--~'f··, 

·~ ' ' 
,J ' ' ,\' .. 

:_ J~' ' +, 
. " ' ;;., 

1,'. , ! 
·_,' i 

···J -";·: -~ 

"i' .•. , -"' . .. 
' ' ·-~ ' 



518 GEMENGDE OPGAVEN 

I 
lim J f (x)dx = oo. 

0 n n->oo 

c) Als f integreerbaar (eventueel oneigenlijk integreer-
baar) is 

lim 
n->oo 

76 Bewijs 

Ï 
n=l 

77 Bepaal 

I 

f 
0 

dat 
I 

I 
lim 

f 

n 

n 

l: 
n k=l 

over [0,1] dan is 
I 

(x)dx = f f(x)dx. 

+ 2y 

0 

0(_!_) 
y2 

log (I + k) 
n 

(y->«>). 

78 Laat (a ) N een rij positieve reële getallen zijn met 
n nE 

de eigenschap dat a ;?: a 
1 

voor alle n EN. Zij 
n n+ 

f: [ 1, 00 ) -+ R en zij f een monotoon niet-stijgende con
tinue functie, waarvoor f(n) = a . Dan is de reeks 

n 
00 

I 
1 

a convergent dan en slr ·hts dan als J f(x)dx 
n= n 

I 
bestaat. 
{Dit resultaat heet het integraalkenmerk voor conver-

gentie van 
00 

I 
1 

a . ) 
n= n 

79 Laat f een monotone reële functie zijn gedefinieerd op 
[ 1 , «>) en laat 

F (x) := (x-l){f{l)+xf(x)+ 
n 

Bewijs dat 
2 

lim F ( fi2> = 
n 

J f(x)dx. 
I 

n-1 n-1 
+x f(x )} (xE[1,co), 

n EN). 



GEMENGDE OPGAVEN 

2~ 

80 a) Bewijs dat J (e 
sin x - 1) dx > 0 is. 

81 

82 

83 

0 
00 sin x 

e -b) Bewijs dat J 1 
dx niet bestaat. 

0 

Bewijs dat 
00 .!_) ) 

f 
sin(TI{x + 

x 
x log x 

1 
bestaat. 

Zij f E C([O,l]) en 

Bewijs dat f(l) = 0. 

Zij f E c2 cco,l]). 
Bewijs dat er een c 

1 
J f(x)dx = f(..!.) 

0 2 

x 

dx 

1 
J f(x)xndx 1 

= o(-) 
0 n 

E (0,1) is zó dat 

1 . ) + 24 f" (c • 

= log! ( 1 +x) voor I x I < 1. 
+x 

a 

(n-). 

519 

oo n 
Bewijs dat Ln=l· n+l convergeert en bepaal de som van 

. deZe reeks.· 

85 Zij 

F (x) : = 

x 
. :Toe~ aan dat 

J F.(x) dx 

0 
bestaat. 

00 -y 
J ~dy 

y 
(xE (O,oo)). 

' 

8~ .• \(oor elke tE [O ,oo) definiëren we: 
' ' .. ',; 

I , ) CQ : - \' 

J 
. cos· x 

log (l+t,x) x 
0 

dx .. · ' p(t) .:= 

' ... 

.. ·.·~ 
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87 
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Bewijs· nu: 
00 

) J log( 1+tx) cos x 'f a dx convergeert un~ arm voor 
0 x 

O~t~A voor elk reëel getal AE (O,oo). 

b) Bewijs dat F' (t) = J 
0 

Bewijs dat 
00 

lirn I dx 
x2) n 

= 
n-tw (1 +-

0 n 0 

00 

cos x 
1 

dx voor elke tE (O,oo). 
+ tx 

00 

I -x2 
e dx 

88 Zij ~ een continue reële functie gedefinieerd op [O,oo) 
met lim ~(x) = 1. 

x+oo 
Bewijs dat door 

F(a) := 

00 

J x -x 
~ (-) e dx 

0 a 

een functie gedefinieerd is op O<a<oo en dat lim F(a) = 1. 
a.fO 

89 Laat f een continue reële functie zijn gedefinieerd 
op [0,1] en laat 

2 1 
: = TT J 

0 
I ( t) 

1 
t2+x2 f(x)dx 

Bewijs dat lim I (t) = f (0). 

uo 

HOOFDSTUK 0 

90 Bereken 

f 
Jz-1l=R 

log z dz 
z 1 

( t>O l . 

voor R > 1 met behulp van de contourintegraal 
K 
J log z 

1 
dz, z-
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waarbij K bestaat uit de cirkel om 1 met straal R, de 
cirkel om 0 met straal 0, en twee stukken rechte lijn 
langs de negatieve reële as tussen 1-R en -6. 

91 De contour K bestaat uit de cirkel I met straal R > 1 om 
O, in positieve zin doorlopen van -R tot -R, de cirkel 
II met straal r < 1 om 0, in negatieve zin doorlopen Vdn 
-r tot -r, en de beide lijnstukken III en IV van -R tot 
-r, resp. van -r tot -R. 

a) Bereken 

r z 
-~ 

lim dz. 
R+oo J 1 - z 

I 

b) Bereken 

f -~ lim 
z· 

dz. 
1 - z 

r->0 
II 

00 -~ -~ 
c) Bereken nu J 

0 

x 
dx niet behulp van J 1 z- z dz. 1 + x 

K 

92 .In het gebied G, ontstaan uit het complexe vlak door 
weglaten van de negatief-:reële as inclusief 0, defini
eert men de functie f door 

!. - ' 

log2z 
:= 

zZ- 1 
f (z) · (hÇ>ofdwaarde) . 

a) _Bepaal plaats en aard van de eventuele singulari tei
tert van f binnen G. 

b) i1eo beschouwt J f (z) dz., waa~in K de contour is be-
K 

staande uit {xERIIi~x,;R}, {Rei~lo,;op,;rr/2}, {iylo,;y,;R} 

en {oeHioo>po>n/2}. · 
Leisi hierui.t af dat 

' 00 logZy . = 
yz + 1· dy J 

0 

93 ·Bereke!l.· ·. J . . . . . I z I =2 

1 ·-sin 
z + 1 

.. 

z . d .1. z 
z.+ . 

-> .,.1, 

'' '\ .,. ,,-

_,,., ;,, 
,''' 
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94 Bereken J 
I z 1=1 

+i 
95 Bereken f 

-i 

GEHENGDE OPGAVEN 

zdz 
cos 1/z 

z2 
ze log z dz 

(integratie langs het rechte lijnstuk op de imaginaire 
as) . 

96 Bereken 

en hiermee 
00 

f 
0 

ix . 
e s~n x 
x(x2 + 1) dx 

sin 2x 
-x7(x=.;2.;...-.:;+:!71 '"") dx • 

97 De functie f is analytisch in C met uitzondering van 
een tweede orde pool in z=O met residu· 1. f heeft geen 
andere nulpunten dan z=l. Verder bestaat lim f(z) en 

deze limiet is niet nul. Bepaal f. 

98 De functie f is analytisch in C behoudens enkelvoudige 
polen in z=2 en z=4. 

lim f(z) = 0 
z->«> 

J f (z) dz = 0 . 
jzj=6 

max{jf(zll)lzls1}=2. 

f(3+i) is reëel en positief. 

Bepaal f. 

99 De functie f is een gehele functie met een pool in oo 

1 J 
f' ( z) 

dz 2 alle R>3. = voor 
2Tii 

jzj=R 
f(z) 

1 
J 

1 
I voor alle _O<r<~ dz = . 

21Ti 
jzj=r 

f (z) 
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f(1)=3. 

Bepaal f. 

100 De functie f is analytisch en begrensd op 

{zECj[z[ <:2} . 

verder is gegeven dat f(2) = 2 en 

f(n2) = f(n) 
1 

1 +
n 

Bepaal f. 

voor n EN, n ~ 2 • 

523 

101 Zijg analytisch in {zl lzl < 1}, g(O) = 0 en g'(O) = 1. 
Bewijs dat door 

00 

F(z) := L 
n=l 

1 z 
- g(-) 
n n 

ee~ analytische functie F is gedefinieerd in 
{ z Jl z I < 1 } en bereken F' ( 0) • 

102 Bepaal de functie f met de volgende drie eigenschappen: 

1) f is regulier in oo 

_2) f heeft twee singulariteiten, nl. 
i) een pool van orde 2 in z=O, met residu 0, 
ii) een singularitei.t in z=l, zodanig, dat 

lim f(z) sin Tiz = Sn 

z+l 

3)· f heeft in z=-1 een nulpunt met multipliciteit 2. 

103 Bepaal het residu in z=n van 

log z 

sin2 z + (z-rr) 3 

104 a) l~at zien dat dom; 

f (z) 
.... ·· 

. ' 

00 

.'.' :;:::; is 
n=l 

cos(z,log n) 
n· 

2 

' ' 

• " ' 

!' ' - -; .... 
. 

':,· -

'i,.,, 
·"·"'' 

- '! ·~ 
--!-1'1-

'j 
' 

' ,.•,;.,. 

I " ' 

' '• ,.', 

.. , '. 
''11, 

'' ·~-
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een gehele functie f is gedefinieerd. 

b) Toon aan dat voor deze functie f geldt: 

f(z) = 1 + O(z 2 ) (z-+0) • 

105 De fundtie f is analytisch in een gebied dat 0 en l+i 
bevat. De Taylorreeks van f om z=O is 

00 

f ( z) = L 
n=O 

(
n+2. n 

2 ) z 

Bereken f(1+i). 

106 a) Toon aan dat in een omgeving van 0 geldt 

(*) 
i 2 log ( 1+2z) = 

b) In welk gebied is 
de definitie. 

iz 
arctan 

z + 1 

~ log(1+2z) gedefinieerd? Geef 

In welk gebied 
definitie. 

is arctan 
iz 

z + 1 
gedefinieerd? Geef de 

In welk gebied geldt (*)? 

• 
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