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0 Inleiding.

We bekijken in dit rapport het probleem waarbij een lineair elastisch
lichaam in kontakt kan komen met een starre ondersteuning. We beperken ons

tot de geometrisch lineaire en wrijvingsloze situatie.

In hoofdstuk 1 wordt het probleem gedefinieerd. Dit wordt gedaan aan de
hand van de evenwichts- en constitutieve vergelijkingen met randvoorwaarden.
In hoofdstuk 2 wordt een variationele ongelijkheid afgeleid vanuit de
evenwichtsvergelijkingen met randvoorwaarden die het Signorini probleem
beschrijven. Tevens wordt bewezen dat deze ongelijkheid equivalent is met
het probleem zoals in hoofdstuk 1 is gedefinieerd. Verder wordt er een
uitspraak gedaan met betrekking tot de existentie en eenduidigheid van de
oplossing. In het daarop volgende hoofdstuk blijkt dat het kontaktprobleem
ook beschreven kan worden met behulp van een minimumprincipe. Het oplossen
van de variationele ongelijkheid of van het minimaliseringsprobleem is, uit
numeriek oogpunt, niet eenvoudig omdat de oplossing gezocht moet worden
binnen een beperkte klasse van functies. Een veel gebruikte techniek om dit
-probleem—te verhelpen, de introductie van een lLagrangiaan, wordt in
hoofdstuk 4 besproken. Door de Lagrangiaan op een geschikte maniexr te
verstoren kan de penaltyfunctie-methode worden afgeleid. Indien we een
eindige elementenmethode benadering willen toepassen op basis van de
penaltyfunctie-methode , dan blijkt dat we ons beperkingen moeten opleggen
ten aanzien van de numerieke integratie van de penaltyterm. Het blijkt
mogelijk om op theoretische gronden een criterium te formuleren waaraan de
te kiezen integratieregel moet voldoen opdat de benaderende oplossing
volgens de penaltyfunctie-methode convergeert naar de exacte oplossing. Dit
wordt in hoofdstuk 5 bekeken. Een groot nadeel van de penaltyfunctie-
methode is dat de stijfheidsmatrix vaak slecht geconditioneerd is. Binnen
de optimaliseringswereld heeft men dit weten op te lossen door gebruik te
maken van de z.g. geaugmenteerde Lagrangiaan. Deze combineert de effecten
van de penaltyfunctie-methode en de klassieke Lagrange methode. In
hoofdstuk 6 worden een tweetal werkwijzen besproken waarbij een

geaugmenteerde Lagrangiaan wordt gebruikt. In hoofdstuk 7 wordt tenslotte
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de discretisatie van een aantal methoden besproken alsmede een aantal

algorithmen en het z.g. LBB-criterium.



1 Probleemdefinitie.

We bekijken een lineair elastisch lichaam Q met rand ', dat in kontakt kan
komen met de fundering G. De eenheidsbuitennormaal op ' wordt aangegeven

-)
met n.

h

De rand I is in drie deelranden -FD, FF’ FC- verdeeld die elkaar niet over-

lappen. Langs de rand I, is de verplaatsing 1 verhinderd. We veronderstel-

len dat hierdoor alle bezegingen van 9@ als star lichaam zijn onderdrukt. Op
FF is de uitwendige belasting £ voorgeschreven. De rand FC vertegenwoordigt
dat deel van ' dat in kontakt kan komen met de starre fundering G.
Verondersteld wordt dat er geen voorgeschreven uitwendige belasting werkt op
Fc. Op Q werkt een volumebelasting f. We eisen dat T e LZ(Q) en t e Lz(r),
waarbij LZ(Q) resp. LZ(F) de ruimte van kwadratisch Lebesgue integreerbare

functies op Q resp. I is.
Het hier omschreven probleem staat in de literatuur bekend als het Signorini
probleem uit de elastostatica. De Cauchyspanningstensor ¢ moet voldcen aan

de evenwichtsvergelijking

Veo+t=25 in Q (1.1)




en de natuurlijke randvoorwaarde

-+ +
g.n =t op FF (1.2)

De kinematische randvoorwaarde leidt tot de eis dat de verplaatsingsvector u

moet voldoen aan

=4
]
o

op FD (1.3)
De verplaatsing van punten op de rand FC zijn beperkt door de aanwezigheid
van de starre fundering G op geringe initiéle afstand s. De eis dat er geen

doordringing mag optreden formuleren we als

i.n - s <0 op FC (1.4)
Aan de toepasbaarheid van deze kontaktvoorwaarde zijn een aantal voorwaarden
verbonden. Ten eerste moet worden gedist dat de verplaatsingen en rotaties
voldoende klein zijn. Daarnaast moet het kontaktvlak voldoende glad zijn.
Indien u.n = s dan is er sprake van kontakt, terwijl er speling is tussen de
fundering G-en het lichaam Q als ﬁwﬁfs,i,oﬁ _Yoor demnormaalspanning,on en

de schuifspanning ET langs de rand geldt

(1.5)

=22

+ > + >
o = @g.n.n, Gp = 0.0 - 0

Indien er geen kontakt is moet o, op FC gelijk zijn aan nul, terwiijl o, bij

kontakt niet positief mag zijn, dus

o <0 op FC {(1.6)

De eis dat de kontaktspanning alleen ongelijk aan nul kan zijn als er

kontakt optreedt formuleren we als volgt
on(un—s) =0 op FC (1.7)

Dat we de wrijvingsloze situatie bekijken komt tot uitdrukking in de eis dat
. . -+ e s
de schuifspanning O gelijk is aan nul




a. =0 op FC (1.8)

Als constitutieve relatie gebruiken we

4

o = ‘L:e(q), e(U) == (Vi + (0)©) (1.9)

N s

+ , .
In het vervolg noteren we z(u) als e, Ten aanzien van de vierde orde

. 4 0 -+ -+ -
materiaaltensor 'L stellen we de volgende eisen. Laat {e1, ez, e3} een
basis zijn in de drie dimensionale ruimte. Voor de matrix representatie van

4L t.o.v. deze basis geldt

-+

-+ -+
( I[.:elek):ejei (1.10)
We eisen dat de absolute waarde van de componenten Lijkl begrensd is

IM>0 z.d.4. max Li...l <M (1.11)
1¢i,9,k,1¢3 1%KL

Verder eisen we dat 4L voldoet aan de volgende symmetrie eigenschappen

At =a%% Ywasath wa=%a® va 0 (12
alsmede dat
In>0 z.d.d. (CL:A):A > mA:A VA (1.13)

Bij lineair elastisch isotroop materiaalgedrag, waartoe we ons in dit
rapport beperken, is aan al deze eisen voldaan. De vierde orde tensor L is
in dat geval een een konstante tensor. Dit heeft ondermeer tot gevolg dat ¢

. . . >
een lineaire functie 1is van Vu.

In dit hoofdstuk hebben we het klassieke Signoriniprobleem uit de
elastostatica gedefinieerd. In het algemeen is het onmogelijk om een exacte
oplossing te vinden. Daarom worden er in de hierna volgende hoofdstukken

een aantal werkwijzen gepresenteerd waarmee een benaderingsoplossing kan
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worden gevonden. In de meeste gevallen leidt dit tot een formulering die,

in zwakke zin, equivalent is wet het Signeriniprobleem. (Wanneer we in het
e

vervolg van equivalentie spreken bedoelen we vrijwel steeds equivalentie in
de zwakke zin.) De niet-lineariteit van het Signoriniprcbleem besteaat uit

het onbekend zijn van dat deel van de rand I, dat daadwerkelijk in kontakt
fr

is met het starre lichaam. Een belangrijk resultaat voor het vervelg blijkt

41}

@&

b

o)

de constatering te zijn dat het Signoriniprobleem al ¥

minimaliseringsprobleem geschreven kan worden. Dit geeft aanleiding tot de

toepassing van een aantal optimaliseringstechnieken, waarvor wordt verwezen

4"
i d-

naar Baaijens [
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2 Variatieprincipe voor het Signoriniprobleem.

In dit hoofdstuk leiden we een variationele ongelijkheid af voor het
Signoriniprobleem uit de elastostatica. Bij klassieke problemen uit de
elastostatica kunnen we in het algemeen een variationele gelijkheid
afleiden. De ongelijkheidsrandvoorwaarde op FC geeft echter aanleiding tot
een ongelijkheid in het variatieprincipe.

Overigens moet het begrip ‘'variatieprincipe' ruim worden geinterpreteerd.
De hier gekozen werkwijze verloopt volkomen analoog aan die volgens de
gewogen afwijkingen methode. Het verschil ligt in het feit dat we ons tot

een bepaalde klasse van weegfuncties beperken.

In dit hoofdstuk zullen we bewijzen dat het Signorini probleem beschreven

wordt door
0 -»
vind ue XK z.4.d.

a(u,v-u) 3 £(v-1) Vvek (2.1)

De bilineaire vorm a(.,.) definieren we als

a@, ¥ = § o) 0w ae = § (*L:%) 9% ao (2.2)
Q Q

Merk op dat in het algemeen de Cauchyspanningstensor een niet-lineaire

functie van 1 (en een aantal voorgeschiedenis grootheden) zal zijn. In dat

geval zal a(.,.) geen bilineaire vorm zijn. De bilineairiteit is een direct

gevolg van de beperking tot lineair elastisch materiaalgedrag die we ons

hebben opgelegd.
De lineaire begrensde functionaal f definieren we als

£(v) = [ $.vde + [ E.vdr (2.3)
Q M
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omdat we volgens de geometrisch lineaire theorie werken vatten we alle
integralen op t.o.v. de onbelaste maagdelijke configuratie. Ook de gradient
operator V kiezen we t.o.v. de oorsponkelijke configuratie.

De verzameling K definieren we als

K = deelverzameling van V bestaande uit alle toegelaten verplaatsingen
v die voldoen aan de randvoorwaarden op FD en FC,
= VeV |¥n-5L0o0pr, (2.4)
met
V = ruimte van alle verplaatsingen die voldoen aan de kinematische

randvoorwaarden op FD’

i

veul@) 7=3 op o} (2.5)

Op de ruimte V definieren we de norm

U =L @9 a2 , ) A
Q
Opdat ||.]|| inderdaad een norm is moet ondermeer gelden dat !!3{! =0 &
v = 8. Uit de bovenstaande definitie volgt direct ll?ll =0 &> VW =0 in

Q. We moeten dus laten zien dat v = 0 &> Vv = 0 in Q. Dit kunnen we
alleen indien we FD zodanig kiezen dat alle starre lichaamsbewegingen ziijn
onderdrukt. Verxder is H1(Q) een Hilbert ruimte, meer precies: het is een

Sobolev-ruimte van orde 1, ofwel
H'(2) = { V1 ¥eL(@ en (W).3, e1,0) (2.7)

terwijl LZ(Q)' ruwweg, de ruimte van alle kwadratisch Lebesgue integreerbare

functies is.
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9 oo a -
Er kan bewezen worden dat er een eenduldige oplossing voor u van (2.1)

bestaat indien voldaan wordt aan de volgende eisen {(Lions [11)
. P T
(1} a{u,v) 1is begrensd, d.w.z.
4 - -+ + -3
IM >0 z.4.d. afu,v) £¥ gl vl ¥u VeR (2.8)
en 13 coersief, d.w.z
3 I+ -?\ AN !‘b' 2 = hid I4 A
Twm >0 z.d.d. a{v,v) >rm |}jvi| Vve {(2.9)
2 > > * T, ]
{11} X is convex, d.w.z als u, v ¢ K, dan
-+ ) = R4 4 I4 1
(8u + (1-8)v) ¢ K v 8 e (0,1) (2.10)

In een twee-dimensionale ruimte kunnen we de laatste eis als volgtk
; g : , -+ - -
interpreteren. Beschouw twee willekeurige elementen u en v van K. Als K
een convex gebied is dan moeten alle punten op de verbindingslijn van u naar

s . . ' . .
v ook in K liggen. M.a.w. vanult ieder willekeurig punt u e K moet

[N

ader

ander punt v ¢ K 'zichtbaar ziin.

q 9 . g -+ .
Dat de verzameling K convex is kunnen we als velgt inzien. Er geldt u ¢ K

e

(= fue VA u =S £ 0 op FC}‘ Voor alle & > O volgt uit T ¢ K dat (eﬁ) e Vv

-y
(@]

Y
gelden (1-8)v ¢ V en (1-8)v_-{
bovendien geldt fu -8s+(1-8)v_-(1-8)s < O op T, voor
8

an 8u1—85 £Qop T Op dezelfde manier volgt uit YeXend < 1 dat moet

v 1-8)s ¢ O op T.. Omdat V convex is velgt

{B§+’1—S)$} ¢ V terwiil
2

alle § ¢ [0,1]. Dit b
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alle 8 e [0,1]. Dit betekent dat Bun+(1~e)vn~s £ 0 op Fc voor alle § ¢
[0,1] en met 93+(1-8)3 e V voor alle 8 ¢ [0,1] volgt dat K inderdaad convex

is.

We zullen nu laten zien dat de variationele ongelijkheid equivalent is met
het kontaktprobleem zoals @it in hoofdstuk 1 is gedefinieerd. Dit doen we
in twee stappen: (A) we laten zien dat uit het Signoriniprobleem de on-
gelijkheid (2.1) volgt en (B) we tonen dat uit (2.1) het Signoriniprobleem
volgt.

(A) Kies een willekeurige weegfunctie we H1(Q), dan geldt op basis van

(3.@).% = 3.(@.%) = m:($§)c

[ (Vo). wae =  V.(o.w) A2 - § o:(v.w)€ ag Ve H(Q) (2.11)
Q Q Q
Toepassen van de stelling van Gauss levert
J o:(v.w)€de = § (e.0).wdr - J (V.o).w de Ve H(Q) (2.12)
Op basis van evenwicht weten we dat V.0 = -f, dus
fo: (V.)€ da = [ (a.B).wdr + § £.w dQ VweH (9 (2.13)
Q r Q
Beperk de keuze van W tot w = v-u met 3, ie K, waarbij 1 de gewenste
oplossing is. We weten dat v = ﬁ =0 op FD en dat c.n = E op FF; zodat

{ a:(e.-e ) de =] F.(¥-0) do + [ E.(v-U) dr + [ (s.n).(v-u) dr
Q vou Q

g Fo

-+

VvekKk (2.14)

omdat o
mda OT

basis van (1.5), o, £ 0 op Fc en met v ¢ K

=0 op FC kunnen we schrijven (m.ﬁ).(%—ﬁ) = on(vn—un). Er geldt op

cn(vn—un) = on(vn-s—(un—s))
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on(vn-s)
>0 (2.15)

Merk op dat we dankzij de keuze W = v-u in staat zijn een afschatting te
geven voor o w, = cn(vn—un). In het algemeen kunnen we namelijk geen
uitspraak doen over O,W, Voor alle % € H1(Q). Het nut van de gedane keuze
wordt nog duidelijker in deel B van dit equivalentiebewiijs.

Daarmee volgt uit (2.14)

a(q,v-u) > £(v-u) VVveR ‘ (2.16)

(B) Maak gebruik van m:(%(z-ﬁ))c = 3.(@.(3—3)) - (3.@).(3—5) en de stelling

van Gauss om relatie (2.1) te herschrijven tot

- (V.o + £).(V-0) 2 + | (o.n-%).(v-0) dr + [ (o.R).(v-u) dr > O
Q FF FC
(2.17)

Kies v = u op FC, dan volgt uit (2.17) op eenvoudige wijze

Vo+t=0 in @ (2.18)

-+ +

g.n =t op FF (2.19)
Hiermee resteert

§ (e.n).(v-u) dF > O VYek (2.20)

I

o

Kies v z.d.d. v.n = 0 op FC dan volgt uit (2.20) direct dat ET =0 op FC.

Daarmee kunnen we (2.20) schrijven als

I an(vn~un) ar = | on[(vn~s)—(un—s)] ar > o (2.21)

e Fa




~-13-

We kunnen vn—s echter zodanig kiezen dat vn—s—(un—s) = (vn—un) £ O overal op

Fc. Dan blijkt uit (2.21) onmiddellijk dat o, £ 0.
Kies vervolgens vp=senv, = 2un—s op Fc, dan volgt

g an(un-s) ar = 0 (2.22)
c

Omdat S £ Oen un-s £ 0, geldt
on(un—s) =0 (2.23)

hetgeen precies de kontaktconditie is op FC.
Hadden we in onderdeel A van dit bewijs niet de keuze W= v-u gedaan dan
waren we niet in staat geweest eenduidig de kontaktvoorwaarden op FC af te

leiden uit het variatieprincipe.

Het in dit hoofdstuk geformuleerde variatieprincipe is slecht bruikbaar voor
het genereren van een benaderingsoplossing. Dat komt omdat we de oplossing
U binnen de verzameling K moeten kiezen. Met name de eis u -5 < 0 is
numeriek gezien lastig. In het volgende hoofdstuk blijkt echter dat het
Signoriniprobleem ook als een minimaliseringsprobleem ¢geschreven kan
worden. Dit geeft aanleiding tot het toepassen van een aantal optimalise-
ringstechnieken voor het minimaliseren van een functionaal onder ongeliik-

heidsnevenvoorwaarden.

Bibliografie. De variationele ongelijkheid (1.9) is representatief voor een
veel grotere klasse van problemen die bestudeerd is door Lions en
Stampacchia [1]. De criteria voor eenduidigheid en existentie van de
oplossing worden ondermeer gegeven door Oden en Kikuchi [1]. Anderen die
gebruik maken van de variationele ongelijkheid (1.9) zijn bijv.

Panagiotopoulos [1,2] en Kalker [1].
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3 Minimaliseringsprobleem

Ondanks het feit dat het Signorini probleem niet lineair is (onbekend kon-
taktoppervlak) kan het geformuleerd worden door middel van een minimali-
seringsprobleem (zie ondermeer Oden en Kikuchi [1] en P.D. Panagiotopoulos

[1,2]). Laat de functionaal F: V + R gedefinieerd zijn door

FY) = 3 a(¥, ) - £(9) VViev (3.1)
dan zoeken we U ¢ K z.d.d.

F(1) < F(V) VVeR (3.2)

Merk op dat we een globaal minimum zoeken. Er bestaat een unieke oplossing
2 voor (3.2) indien voldaan is aan (zie Cuvelier [1], p.20-22 of Lions [1],
p.6-8)

M1: K is convex. {(3.3)

M2: F is een strikt convexe functionaal , d.w.z. als u # ¥ en

ﬁ, ¥ e V dan
F(8U + (1-8)¥) < 8F(U) + (1-8)F(VY) VvV 8 e (0,1) (3.4)
M3: F is coersief, d.w.z. voor v ek geldt

Im>0 z.d.d. FW >m ||9]12 VYek (3.5)

We zullen laten zien dat (3.2) equivalent is met (2.1). Daartoe bestuderen

we eerst de functionaal F: V » R nader. Er geldt

2
-+ -+ -+ 8 -+ 5 _
a(ﬁ,u) + Ba(u,é-u) + 5 a(v—u,v—ﬁ) - f(ﬁ) = Bf(§~§)

F(E+8(3-1)) = o

[\ J B
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2
= gla(u,v-u) - £(v-)] + F(u) + %— a(v-1,v-1) (3.6)

Dit resultaat gebruiken we bij de uitwerking van

2
F(U+8(V-u)) - F(u) = 8fa(u,v-u) - £(v-u)] + %— a(v-u,v-u) (3.7)

voor alle 5,3 € V (dus ook alle ﬁ,; e K) en 8 ¢ [0,1]. Delen door 8 levert
% [F(a+8(V-2)) - F(W)] = a(d,v-u) ~ £(v-1) + = a(v-u,v-1) (3.8)

voor alle 3,5 e Ven 8 e (0,1] (let op: 8 # 0).

De equivalentie van {3.2) met (2.1) volgt dan uit

e K dan volgt met 8 = 1
¢ K.

(a) Indien a(u,v-u)-f(v-u) vaor alle

2
onmiddellijk dat F(V)-F(1) >

<4 <4

0
0 voor alle
(b)ﬂAlghgeggyepris dgt F{%}—F(ﬁ) 2 0 voor alle W ¢ K dan volgt met W=

§+B(§—ﬁ) direct dat voor alle 8 ¢ (0,1] en alle 3'erK zélVQéidén

s 5 » + » F(u+8 (v-u)) - F()
‘ 2y
a(n,v-u) - £(v-u) = lim ¥ “9 L 50 (3.9)
8-0

Q.E.D.

Omdat (2.1) equivalent is met (3.2) moet voor het verkrijgen van een
eenduidige oplossing voor (3.2) dezelfde eisen worden gesteld als bij (2.1).
Er moet dus gelden dat de eisen M1, M2 en M3 equivalent zijn met de eisen
(1) en (ii) uit hoofdstuk 2. De eis M1 is dezelfde als (ii). Dat F strikt
convex is kan als volgt worden ingezien. Kies © = 1 in (3.8)

F(V) - F(Q) = a(@,9-0) - £(3-0) + % a(v-u,v-3) (3.10)
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Waaruit met (3.6) volgt
F(a+8 (3-0)) - F(3) = 8[F(Y) - F(my] - HE8 L 3.3 3-0) (3.11)

voor alle 3,3 e Ven 8 ¢ [0,1]. Vanwege de coersiviteit van de bilineaire

vorm a(.,.) mogen we concluderen dat
F(U+8(V-u)) - F(U) < B[F(V) - F(1)]  als v # u (3.12)

dus is F: V + R strikt convex. De coersiviteit van F volgt direct uit

F(V) = % a(¥,¥) - £V > mlIT12 - ]IVl » = als |I9]] » = (3.13)

waarbij we gebruik hebben gemaakt van de coersive eigenschap van a(.,.)
alsmede het feit dat f: V + R een begrensde lineaire functionaal op V is,

d.w.z. er bestaat een ¢ > 0 z.d.d. f(%) < cl\?!l voor alle v e V.
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4 Lagrange multiplicatoren.

In het voorgaande hebben we laten zien dat het Signorini probleem beschreven
kan worden met behulp van een minimalisingsprincipe. Een probleem bij het
numeriek oplossen is dat de oplossing binnen een beperkte klasse van
functies gezocht moet worden. Meer precies, we hebben een minimaliserings-
probleem met ongelijkheden als beperking. In principe bestaan er mathema-
tische algorithmen om dit probleem op te lossen. Deze zijn echter niet erg
efficient indien het aantal onbekenden relatief groot is. Daarom heeft men
gezocht naar optimaliseringsmethoden die ongelijkheden eenvoudig in rekening
brengen. Een methode wordt in deze paragraaf besproken: de Lagrange mul-
tiplicatoren methode. Deze werkwijze wordt bijvoorbeeld toegepast bij de
programmapakketten MARC en ABAQUS. Theoretische beschouwingen worden
gegeven in Oden en Kikuchi [1], Kikuchi en Skalski [1] en Kikuchi en Song
[1,2]. Brezzi, Hager en Raviart [1] bekijken het gebruik van Lagrange

multiplicatoren in een wat algemenere context.

Als uitgangspunt voor -de-klassieke Lagrange multiplicatoren methode dient de ==

Lagrangiaan L: VM » R. Deze ontstaat door aan de functionaal F: V » R
gedefinieerd door (3.1) de kontaktvoorwaarde met een multiplicator toe te

voegen
-+ -»
L: VM » R; L({v,q) = F(v) - <q,vn—s> (4.1)
Hierin wordt de verzameling M en de bilineaire vorm <.,.> gegeven door
m=tger /2l g0 (4.2)

<q,vn—s> = g q(vn-s) ar (4.3)
c

Voor de definitie van H1/2(FC) zie Oden [1]. Gezocht wordt naar het

zadelpunt (ﬁ,p) e VxM dat voldoet aan
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L(4,9) < L(4,p) < L(V,p) VgeM, VVveV (4.4)

Vanwege de convexe eigenschappen van F(.) en K kunnen een glcbaal zadelpunt
zoeken. We zullen hierna eerst aantonen dat dit zadelpunt gevonden wordt

doox

vind 4 € V en peMz.d.d.
a(l,¥) - £(v) ~¢p,v > = 0 Vvev (4.5)
<q~p,un—s> >0 VgeM {(4.6)

en zullen daarna laten zien dat dit equivalent is met het Signorini
probleem. Merk op dat het zadelpunt van L(.,.) een variotionele
ongelijkheid oplevert. Dit komt omdat we g (en ook p) zodanig moeten kiezen
dat g (en p) £ O.

We zullen eerst enkele eigenschappen van L onderzoeken. Voor alle ﬁ, VeV
en alle 8 ¢ [0,1] geldt

L(U+8(v-u),q) - L(¥,q) = F(u+8(v-u)) - F(U) - 8¢q, v, -u > (4.9)

De keuze 8=1 leidt tot een relatie voor (q,vn-un>. Na substitutie in (4.9)

/volgt vanwege de convexiteit van F dat
L(+8(V-1),q) - L(d,q) - 8[L(V,q) - L(U,q)] =
= F(4+8(V-1)) - F(U) - 8[F(V) - F(1)] < O (4.10)

voor alle 5, Tev z.d.4. 2 # 5 en alle 8 ¢ {0,1). Hieruit volgt dat L{.,.)
(strikt) convex is met betrekking tot V. Door substitutie van (3.7) in
(4.9) blijkt tevens dat

L(u+8(V-0),q) - L(1,q) = 8[a(d,v-u) - £(v-u) - <q,v -u >] +
2
[s]

+ o a(v-u,v-u) (4.11)
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>
voor alle v,u € V en alle 8 € [0,1].

omdat p+8(g-p) € M voor alle 8 e [0,1] als p, g € M volgt uit de definitie
van L(.,.) onmiddellijk

L(d,p+8(g-p)) - L(U,p) = -8<qg-p,u ~s> (4.12)
Na de keuze 8=1 en substitutie van het resultaat in (4.12) ontstaat
L(d,p+8(g-p)) - L(¥,p) - 8[L(¥,q) - L(T,p)] = O (4.13)
zodat L(.,.) concaaf is m.b.t. het tweede argument q.
De convexitelt resp. concaviteit van L{.,.) t.a.v. v resp. g heeft tot

s s nd .
gevolg dat als er een minimum t.a.v. v resp. een maximum t.a.v. g van L(.,.)

wordt gevonden dat dit dan een globaal minimum resp. maximum is.

Op basis van bovenstaande eigenschappen kunnen we eenvoudig verifieren dat
de eis L(ﬁ,p) £ L(?,p) voor alle ﬁ,% e V en alle p € M equivalent is met
a(u,v) - £(¥) - p,v,> = 0 (4.14)

Immers,

(i) veronderstel dat (4.14) geldt. Kies 8 =1 in (4.11) dan volgt

L(V,p) - L) = 1 a@,¥) 20 (4.15)
(ii) Veronderstel dat L(G,p)-L(G,p) > 0. Deel (4.11) door 8 en neem de
limiet 8 » O

a(a,v-u) - £(v-u) - v, mu > > 0 Vvev (4.16)

. . +
Kies v = 2u-w dan

a(u,w-u) - f(w-u) - p,w -u > <0 YweV (4.17)
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De ongelijkheden (4.16) en (4.17) kunnen alleen geldig zijn indien
a(d,w-u) ~ £(w-u) - p,w -u > =0 Vwev (4.18)
\ + - +
Kies w = u+v dan

a(Q,v) - £(V) - P, v> =0 VveV (4.19)

Kies 8 = 1 in (4.12) dan blijkt direct dat de eis L(ﬁ,q) < L(G;P) voor alle
g ¢ M equivalent is met <q—p,un—s> > 0 voor alle g e M. (Q.E.D.

We laten vervolgens zien dat het Lagrange multiplatoren probleem equivalent
is met het in hoofdstuk 1 gedefinieerde Signoriniprobleem. We zullen dit

nagaan door uit deze relaties de evenwichtsvergelijkingen en randvoorwaarden
te destilleren. Kies als uitgangspunt relatie (4.5). Uit de definities van

a(.,.) en <.,.> volgt

r F

e F C

De eerste integraal kan worden omgewerkt door gebruik te maken van 3.(@.%) =
(3.0).3 + 0: (V)€ en op de term 3.(0.3) de stelling van Gauss toe te passen.

Omdat v evVenvs=20 op FD volgt

- -

~(V.otf) v aQ + [ (e.8-2).Vdr +  (c.2-pm).vdAr =0 Vv e V (4.21)

Q FF FC

waaruit onmiddellijk blijkt

- -» -+ .

V.o + £=20 in Q {4.22)
+ »>

g.n = t op FF (4.23)

o.n.n = P op I' (4.24)

Jo@: (¥ de=ytvap+ Etvar+fpyv ar viev (4200
Q



-21~

g, = 0 op I (4.25)
waaruit blijkt dat de Lagrange multiplicator p geidentificeerd kan worden
met de normaalspanning o, op de rand FC. Tevens blijkt dat de schuifspan-

ning langs de rand T, gelijk is aan nul.

c

De kontaktcondities volgen uit (4.6)

i) (q-p)(u -s) ar 2 0 VgeM (4.26)

e

Kies g = p + 2z met z < 0, dan

i) z(un—s) ar > o VzelM (4.27)

e

Hieruit volgt onmiddellijk dat u -s £ 0. Kies vervolgens q = 2p en q = 0 in
(4.26) dan blijkt direct

I p(ﬁn—éf'dr =0 ' " ’ - 4.28)

Fe

terwijl u.-s £ 0 en p £ 0 dus volgt uit het bovenstaande dat
p(un-s) =0 (4.29)

Tesamen met de identificatie van p (p = o, OP rc); de eis dat p < O en de

conclusie dat u. s £ 0 levert (4.29) de kontaktconditie op I",. Q.E.D.

c

Het afleiden van (4.5) uit de evenwichtsvergelijking en de randvoorwaarden
is na identificatie van de normaalspanning met p eenvoudig. We beperken ons
hier tot het afleiden van de ongelijkheid (4.6) uit de kontaktcondities.

Indien gegeven is dat

op F (4.30)
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dan kunnen we schrijven

! q(un—s) dar > 0 VgqeM (4.31)

U

Omdat o, =Pen on(un~s) = 0 volgt hieruit direct dat

§ (g-p)(u -s) aF > O VgqeM (4.32)

e

Waarmee we hebben bewezen dat het Lagrange multiplicatoren probleem equiva-

lent is met het kontaktprobleem zoals dat in hoofdstuk 1 is gedefinieerd.
Q.E.D.

Volgens Brezzi, Hager en Raviart [1] bestaat er een unieke oplossing voor
(4.5)-(4.6) als er een constante B > O bestaat z.d.d.

<q,vn—s> .
inf gup 5 28 Hally Tivllg #0 (4.33)
geM veV llq!lMIIVItV

met

lally = [ J o ar)"/?

e

De variationele ongelijkheid (4.6) is numeriek gezien lastig. Er is echter
een eenvoudige uitspraak te doen t.a.v. de Lagrange multiplicator p.

Daartoe merken we ten bate van een oplosalgorithme op dat de ongelijkheid
(4.6)

(q—p,un—s> 20 VgeM (4.34)

equivalent is met
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p = min(O,p-g(un—s)) Y20 op'l

(4.35)

c

In het voorgaande hebben we bewezen dat (4.34) equivalent is met de

kontaktcondities op FC. Door de equivalentie tussen (4.35) en de

kontaktcondities te bewijzen verifieren de bovenstaande bewering. 1In plaats

van (4.35) kunnen we schrijven

o]
H

0 als p-@(un-s) >0 Vo220

o]
1}

p-@(un—s) L0 als p-g(un—s) L0

(4.36)

Ve2>0 (4.37)

Uit (4.36) volgt onmiddellijk dat u -s < 0op Fc als p = 0, terwijl uit

(4.37) blijkt dat

It
Q

als p < ¢ dan u -s
Dus
p(un—s) =0, u-s 0, pgo

n

Indien (4.39) geldig is volgt direct (4.35).
s < 0 dan moet p = 0 en inderdaad volgt dan

0 V>0

p = min(O;p~9(un-s))

Evenzo moet p £ 0 als un~s 0 dus

p = min(0,p) = min(O.p-g(un-s)) £0

(4.38)

(4.39)

Bekijk daartoe de situatie u -

(4.40)

Ve>0 (4.41)
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5 Verstoorde Lagrangiaan, penaltyfunctie-methode.

Een gebruikelijke manier om de penalty functie methode te introduceren is
door aan de functionaal F(.) een, in de nevenvoorwaarde, kwadratische term
vermenigvuldigd met een penalty factor toe te voegen. Hierop komen we later
summier terug. Omdat er een nauw verband bestaat tussen de penalty functie
methode en de Lagrange multiplicator methode volgen we hier een andere weg.
Een elegante manier om de penalty functie methode af te leiden is uit te

gaan van de verstoorde Lagrangiaan Le(g,q), die gedefinieerd is door
L@ = LFq) - Telq @)y, £>0, VieV, VaeH (5.1)
waarbij (.,.)M het inwendige product is op M

@@y =fa*ar Vagew (5.2)
r
c

'Evenals in het voorgaande zoeken we het zadelpunt (ﬁg,pe) ¢ VxM dat voldoet

aan
> + > -»
Lp(ue,q) £ Lp(ue.pe) £ Lp(v,pe) VgqelM, VveV (5.3)
We kunnen vrij eenvoudig aantonen dat de eisen in (5.3) equivalent zijn met

vind ﬁe eVenpeMz.d.4.

eV (5.4)

<4

+ -+ -+
a(ue,v) = <p€,vn> = £{v) v
(q-ps,ep€+uen-s) >0 VgeM (5.5)

We zullen eerst een aantal eigenschappen van Lp(.,.) onderzoeken. Dat
Lp(.,n) convex is ten aanzien van het eerste argument kan op precies
dezelfde manier worden bewezen als voor de Lagrangiaan L(.,.). De

concaviteit van Lp(.,.) ten aanzien van het tweede argument volgt uit
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L (& ,p_ +8(q-p ))-L_(4_,p ) = ~84g- -s> - 3+ e8%(q-p_,q-p ), +
plUerPet8(ap ) "Bo(u P ) = ~84a P U 787 = 5 e8 (AP AP )y

-eﬁ(pe,q€~ps)m

= —ncan ey WX 2, -
= -8¢q-p_sep tu_-s> - 5 8 (g9-p_ 9 PS)M
(5.6)
voor alle g € M en alle 8 € [0,1]. Door in de bovenstaande vergelijking 8 =

1 te kiezen volgt onmiddellijk
+ - -+ >
Lp(usfpe+e(q~pe))—Lp(ue.pe) - B[Lp(ue,q)-Lp(ue.pe)] =0 (5.7)
zodat Lp(.,.) inderdaad concaaf is m.b.t. tot het tweede argument.

Het bewijs dat Lp(ﬁe,pe) < Lp(?,pe) voor alle v ¢ V equivalent is met (5.4)
is volkomen analoog aan hetgeen t.a.v. L(.,.) is bewezen in hoofdstuk 4. We
beperken ons hier dan ook tot de equivalentie tussen (5.5) en Lp(ﬁe,q) <
Lp(as,pe) voor alle g ¢ M. Veronderstel dat deze laatste ongelijkheid
geldig is. Deel (5.6) door 8 en neem de limiet 840, dan volgt direct

(q—pe,ape+uen-s) >0 VgeM (5.8)

Het tweede deel van dit equivalentie bewijs maakt direct gebruik van dit

resultaat. Substitueer (5.8) in (5.6) en kies 8 = 1
L (4 ,q9)-L_(2 <0 v M 5.9
p(ue;q p(uefpe) £ qe (5.9)
Uit (5.5) kan P, worden geelimineerd. Uitschrijven van (5.5) levert

[ (a-p,) (ep_tu_ -s) ar > 0 VgeM (5.10)

fe

We laten zien dat

P =_l (u _5)+ (5-11)
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met ¢+ = max(0,9p), noodzakelijk en voldeende is om aan (5.10) te voldoen.
Bekijk daartoe (5.10) nader. Voer ter afkorting p en a in

P =P, a=—"1 (5.12)

Omdat ¢ > O mogen we (5.10) delen door e, maak daarbij gebruik van (5.15)

dan volgt
§ (g-p)(pta) d@r > O Vgso (5.13)
r
C
Hieruit volgt dat
f = (g-p)(pta) 2 0 Vggo (5.14)

Dit is als volgt in te zien. Indien f in een punt op FC negatief is dan
kunnen we g zodanig kiezen dat f = O op de rest van de rand Fc. Het gevolg

hiervan is dat [ £ dr ¢ O hetgeen in tegenspraak is met (5.16). De functie

e

£ is gelijk aan nul als g=p of als p=-a.

In het gearceerde gebied geldt £ > O. Echter £ > O voor alle g { 0. Dat
geldt alleen voor punten (p,a) op de dikke 1ijn. 1Immers p ¢ O. Dus

- - .1 — -
p=0 of p= . (uen s) als uen s >0 (5.15)
Q.E.D.

Substitutie van (5.11) in (5.4) levert
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theorie uit Baaijens [1] kan als volgt worden gegeven. Definieer de
volgende functionaal

2

!

H(V): V + R: H(V) = F(V) + & !l(un~s)+1 (5.19)

met ¢+= max{(0,p). We zoeken dan die qe V waarvoor
H(W) < H(V) Viev (5.20)

Als we het stationaire punt van H({.) zoeken dan vinden we juist relatie
(5.16).

Bibliografie. De afleiding van de penalty functie methode met behulp van de

verstoorde Lagrangiaan zoals die hier gegeven is kan gevonden worden in Oden

en Kikuchi {1] en Bercovier [1]. De penalty functie methode wordt veelvul-

dig toegepast, zowel voor gelijkheidsbeperkingen (Carey [1], Utku en Carey

{11) als voor ongelijkehidsbeperkingen (Campos et. al. [1], Kikuchi [1,2]1,

Kikuchi en Song [1,3], Oden [1], Oden, Kikuchi en Song [1], Oden en Kim [1],
- - - -0den en-Kikuchif4t},-Song; Oden en Kikuchi4}P. - -
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6 Geaugmenteerde Lagrangiaan.

In dit hoofdstuk generaliseren we een aantal resultaten ten aanzien van de
geaugmenteerde Lagrange methode zoals deze in Baaijens [1] is
geintroduceerd. We bespreken een tweetal varianten. De eerste methode is
een directe generalisatie van de werkwijze uit Baaijens {1]. De tweede

methode voegt aan de klassieke Lagrangiaan een penalty term toe.

Mogelijkheid 1.

Splits de rand I, in twee deelranden: ., en I, dit z.d.4. Ty, Fa_ = {0}
en FC = Fc+ FC_ met

Fop = L X €T | (u-8) (%) 2 ep(x) } (6.1)

r. ={xerfr (un—s)(§) < ep(X) } (6.2)

c |

Waarbij e een konstante groter-dan nul is. ,WeAzullenﬁpiil,interpxeterenwals,,

de normaalspanning op de rand Fc. Fc+ en Fc_ vooralsnog onbekend. Defini-
eer de verzameling S als

5= (v -s) () e H1’2(rc) | er.) (6.3)

C+

Op S definieren we het inproduct (.,.), en de norm }{}.1}|

+ +
(un—t,vn—s)+ = | (un-t)(vn—s) ar (6.4)
ot
- - - _ 172
l!vn SIl+ v, SV, s),} (6.5)

Analoog definieren we de verzameling T en daarop het inproduct (.,.)_ en

norm ||.|}|_

T={q(x) eQ | % ¢ Moy} (6.6)
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(pi@)_=1J paqgar (6.7)
Fo_
Hall_ = ((aq,q)_1 /2 (6.8)
met
Q=1{qe H1/2(FC)} (6.9)

De eerste manier om een geaugmenteerde Lagrangiaan te definieren is hiermee

€ !lqllf (6.10)

N s

> O _ 1 _2_
L. (viq) = F(V) - <q,v -s> + e I!vn sty

met

<q,vn—s>+ = £ q(vn—s) ar (6.11)

C+
Merk op dat er aan de Lagrange multiplicator geen beperking wordt opgelegd.
We zoeken het zadelpunt (ﬁ,p) e VxQ van Le dat voldoet aan

Le(a,q) < Ls(ﬁ,P) ¢ Le(é,p) YveV, Vqgeo (6.12)

Op analoge wijze als in hoofdstuk 4 kunnen we hieruit afleiden dat deze

eisen leiden tot
vind (ﬁ,p) e VxQ z.d.d.
-+ 1 _ _ -+ -
au,v) - <p,vn>+ + . (un s,vn)+ = f£(v) VveV (6.13)

<q,un~s>+ - e(p,q)_ =0 Vage@ (6.14)
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We laten zien dat de formulering (6.13)-(6.14) equivalent is aan het

Signoriniprobleem zoals beschreven in hoofdstuk 1.

Door gebruik te maken van 3.(@.3) = (3.0).3 + a:(GG)C en toepassing van de

stelling van Gauss volgt direct uit (6.13)

-

FRo+H.3d+ ] (e.2-D).¥dr+ {o.n-[p- g (u -s)R}.¥ ar
Q F Fot

- e.n.vdr=o0 VveV (6.

Hieruit volgt onmiddellijk

V.o + f =0 in Q {6.
m.ﬁ =t op FF {6.

2= (p -1 (u-sHin r., (d 3 r.) (6
o.n = (p ; (u,-s))n op I, us og op May .
a.n =0 op PC- (6.

Omdat (6.14) geldig is voor alle g e § volgt

u-s =0 op My (6

p=20 op T (6.

C-

Uit de definities van rc+ en FC_ volgt dat op Fc+: p £ 0 en op Fc_:

u-s ¢ 0. Het voorgaande impliceert dat aan de kontaktcondities op Fc

wordt voldaan.

Veronderstel vervolgens dat aan (6.16) tm. (6.21) wordt voldaan.
Vermenigvuldig de evenwichtsrelatie (6.16) met een willekeurige Ve v,

integreer over Q en pas de stelling van Gauss toe

+4 C

15)

16)

17)

18)

19)

.20)

21)

f (WS gdo = t.vde + | o.n.v a0 VVveV (6.23)
Q Q r
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Maak gebruik van de randvoorwaarde op FF en de eis v = O op FD voor alle

; e V dan volgt

f (WS ade=¢tVdo+ [ 2.Vvade+ [ a.n.vae VveV (6.24)
Q Q FF FC
Splits de rand I, in T, en T, z.d.d.
op FC+ geldt u,-s = 0
op PC_ geldt u, s <0 {6.25)

We weten dat op Fc: g.n = onﬁ. We beschouwen de normaalspanning oy als
extra onbekende en schrijven o, = P- Omdat (un—s)an = (un—s)p = 0 en
6, =P £ 0 op Fc geldt op FC m.b.v. (6.25)

op T u --s = 0 » p£oO
u,-s <0 » p=20 (6.26)

o+’
op FC_:

Op Fc+ geldt dan ook zeker ep £ O voor alle ¢ > O, dus ook ep £ O = un—s

_voor alle ¢ > 0. Analoog geldt op M, : ep > u -s voor alle ¢ > 0. Dit

heeft tot gevolg dat de integraal over PC geschreven kan worden als

[ (em).var=J pv dr (6.27)
o et
Omdat u,-s = 0 op Fc+ mogen we ook schrijven
4
§ (e.8).vdr =0 [p-= (u-s)] v dr (6.28)
r r € n n

c C+
Substitutie van (6.28) in (6.23) levert direct (6.13)
+ > 1 _ _ -+ -+
alu,v) -~ <p,vn>+ + . (un s,vn)+ = f(v) VveV (6.29)

De eisen ep = O op T en u -s = 0 op Fc+ kunnen we in rekening brengen door

¢~
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! q(un-s) dr + e f gqpadar=20 Vgeg (6.30)

Fot Fe-

Hetgeen overeenkomt met (6.14).

Mogeliijkheid 2.

%Zoals gezegd voegen we bij deze methode aan de klassieke Lagrangiaan een

penalty term toe. Definieer eerst de verzameling W
- _ 172
W= {(Vn s) e H (FC)} (6.31)
Op deze verzameling definieren we op de gebruikelijke manier een inproduct

(.,.)W
Lagrangiaan definieren

en een norm ll.l!w. Hiermee kunnen we een andere geaugmenteerde

- 1 _+2 +
L (v,@) = L(v,q) + 5 ll(vn s) lIM VveV, VgqeM (6.32)

met o' = max(0,0). Merk op dat q ¢ M, dus q < 0. Evenals in het voorgaande
zoeken we het zadelpunt van La' Dit voldoet aan

vind (ﬁlp) € VxM z.d.4d.

a(i,¥) - <p,v > + % (w-s)"v) =£® viev (6.33)

<q—p,up-s> >0 VgqeM (6.34)

Op de gebruikelijke manier kunnen we uit (6.33) de evenwichtsvergelijkingen

in Q en de randvoorwaarden op FF afleiden. Op FC volgt

o.% = [p - é (u -s)"1 - 3, =0 (6.35)

Uit hoofdstuk 4 is bekend dat uit (6.34) de kontaktcondities op FC volgen

un—s £ 0, p(un—s) =0 en p<LoO {6.36)
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+
Omdat un—s £0op, zal (un—s) = 0 op FC.

c

Vanuit theoretisch oogpunt heeft deze tweede formulering het nadeel dat
relatie (6.33) niet differentieerbaar is als de oplossing exact aan de
randvoorwaarde voldoet. Praktisch zal dit vanwege numerieke onnauwkeurig-

heden waarschijnlijk geen problemen geven.
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7 Discretisatie, oplosprocessen, discreet LBB-criterium.

In het voorgaande zijn een drietal methoden besproken om de randvoorwaarde
langs FC in rekening te brengen. Dit zijn: 1) de Lagrange multilicatoren
methode, 2) de penalty functie methode en 3) de geaugmenteerde Lagrange
methode. 1In het algemeen kan op basis van deze formuleringen geen exacte
oplossing worden gevonden. De werkwijzen zijn daarintegen zeer geschikt om
benaderingsoplossingen te vinden op basis van de eindige elementen methode.
Daartoe verdelen we het lichaam @ in een eindig aantal elementen. Deze
verdeling zal Q in het algemeen niet exact bedekken, met name aan de rand
ontstaan afwijkingen. Bij verdere beschouwingen beperken we ons tot het
benaderde volume Q. en rand L. Een element geven we aan met Qe' Per

h h
knooppunt X van een element definieren we een z.g. vormfunctie, Py 1 z.d.d.

®) voldoende continu, differentieerbaar en begrensd is,
-+ -+ + -+
mk(xk) = 1, ¢k(xj) = Q, mk(x) =0 als x ¢ Qe

'~Hierhij~is~§k respA§5~de—pesitieveetaruvanwknoeppuntﬂkwresp3 jz.dd. 3 # k.
Met k ¢ Qe geven we in het vervolg aan dat k behoort tot verzameling van
knooppunten van Qe. Bij de keuze van 0y beperken we ons tot volledige
polynomen van orde kleiner dan b.v. m. Het verplaatsingsveld v binnen een
element wordt als volgt geinterpoleerd

*e T

vy =0 (7.1)

tgd

waarin v de kolom met verplaatsingsvectoren van alle knooppunten van element
Qe en ¢ de kolom met interpolatiefuncties is. De bilineaire vorm a(ﬁ,g)
wordt hiermee benaderd door

+ - +e e
a(uh,vh) = [ a (uh,vh) (7.2)

e
eth
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We hebben hierbij onderscheid gemaakt tussen het verplaatsingsveld op locaal
(element) niveau, ﬁﬁ, en op globaal (constructie) niveau, ﬁh' Definieer de

functie ¢, z.d.d.

k
¢k = mi binnen ieder element met knooppunt k waarbij w; de inter-
polatiefunctie is behorende bij het knooppunt k van element e,
¢k = 0 voor het overige deel van Qh‘

We veronderstellen dat ¢k langs de elementranden voldoende {probleemafhanke-
lijke) continuiteit vertoond. Met bovenstaande definitie kunnen we

schrijven

e R (7.3)

<d
-

-
= L ¢k(x)v q
keQ
h

-'
Vh

De discretisatie van de ruimte V, Vh’ kunnen we hiermee als volgt definieren

_ 2 + -+ > 3 2
Vh = {vh eV | vy = r ¢kvk' Vi € RY, % 0 op rDh} (7.4)
keQ
~h e
waarbij rDh de benadering voor PD {(dat deel van T waax v = 3) is. De

gediscretiseerde ruimte van Lagrangemultiplicatoren kunnen we geheel analoog

schrijven als

O =la el g =1 Ya, qeR} (7.5)
kel

ch
In het algemeen kunnen we voor de discretisatie van g andere knooppunten
definieren als voor de discretisatie van v. Dit betekent bijvoorbeeld dat
we in staat zijn om voor de kontaktdruk berekening een fijnere elementver-
deling te gebruiken als dat we voor het verplaatsingsveld doen. Aan Wk
stellen we overigens soortgelijke eisen als aan ¢k' De ruimte M wordt als
volgt gediscretiseerd

=

Mh = {qh € th 9, < 0 op 'C} {7.6)




-37-

Eem probleem hierbij is dat indien 9 € 0 0 dat dan niet noodzakelijk

9, £ 0. We gaan hier echter niet nader op in. Merk op dat Vh’ Qh en Mh in
tegenstelling tot V, ¢ en M eindig dimensionale ruimten zijn die worden
opgespannen door resp. ¢k' Vk en Yk.

Op basis van het voorgaande kunnen we de verschillende methoden als volgt in

een gediscretiseerde vorm schrijven
1: Lagrange multiplicatoren methode
vind (4, ,p,) € V,xM, z.d.d.
a(ﬁh,?rh) - pyv > = £(T) Vi oe vy (1.7)

<qh—ph,unh-s> >0 v qp © Mh {7.8)

2: penalty functie methode

vind Gy e Vp z.d.d. : L

h

+ 1 _+ e +
a(uh,vh) + . <(unh s) 'vnh> = f(vh) v vy € Vh {7.9)

3: geaugmenteerde Lagrange methode
vind (ﬁh,ph) € thQh z.4.4.
+ 1 _ _ -»
alu, ,v,. ) <ph'vnh>+ + . (unh s,vnh)+ = f(vh) v vh € Vh (7.10)
<qh—ph,unh—s>+ = e(ph.qh)_ = 0 v q, € Qh (7.11)

De in hoofdstuk 6 geopperde tweede mogelijkheid voor de definitie van een
geaugmenteerde Lagrangiaan wordt hier niet verder uitgewerkt. Echter deze
discretisatie verloopt volkomen analoog aan hetgeen voor de klassieke

Lagrange multiplicatoren methode geldt.
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Bij de penalty functie methode moet ¢ voldoende klein zijn opdat de
benaderde oplossing voldoende dicht bijde exacte oplossing ligt. Immers
naast de fout die gemaakt wordt door de discretisatie wordt er een fout
gemaakt doordat nooit exact aan de randvoorwaarde un-s £ 0op FC wordt
voldaan. De geaugmenteerde Lagrange methode vertoond dit laatste
verschijnsel niet, in principe kan de penalty factor willekeurig (positief)

worden gekozen.

Oplosprocessen.

In deel A van dit rapport hebben we drie verschillende oplosprocessen
besproken: 1) het klassiek Uzawa algorithme, 2) het standaard Newton-Raphson
algorithme en 3) een gemodificeerde vorm van het Newton-Raphson algorithme.
We hebben gezien dat het standaard Newton-Raphson algorithme in vrijwel alle
gevallen convergentie problemen geeft. De toepasbaarheid van dit algorithme
beperkt zich in hoofdzaak tot de geaugmenteerde Lagrange methode en wel tot
—moegelijkheid 1 uit hoofdstuk 6. De toepassing van het gemodificeerde
Newton-Raphson algorithme vraagt om een andere aanpak van het Signorinipro-
bleem als in dit rapport is gehanteerd. 1In een later rapport zal uitvoerig
op deze werkwijze worden teruggekomen. Het Uzawa algorithme wort in de
literatuur het meest toegepast. Dit komt ondermeer doordat de multiplicator
iteratie die op basis van de duale formulering is gedefinieerd juist over-

eenkomt met de equivalente relatie voor <q—p,un~s> £0:
p = min(o,p-g(un-s)
De preciese uitwerking van het Uzawa algorithme zullen we hier niet nader

bespreken; deze is tamelijke recht toe recht aan en verloopt volkomen

analoog aan hetgeen in deel A van dit rapport is beschreven.
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Het discrete LBB-criterium.

De eindige elementmethode benadering voor de penalty functie methode luidt

+ -+ 1

+ -+ -+
<(unh-s) ’vnh> = f(vh) v v, € Vh' e >0 (7.12)
Door Oden, Kikuchi en Song [1] is aangetoond dat we alleen een unieke en
stabiele oplossing kunnen vinden indien de penaltyterm gereduceerd wordt
geintegreerd. Bij de keuze van de integratieregel voor de penaltyterm gaan
we uit van de volgende grondvorm
G

I(f) = wif(Ei) (7.13)

1i=1

Hierin is W, de weegfactor voor het i~de integratiepunt met coordinaat Ei.
In totaal zijn er G integratiepunten. De z.g. RIP-approximatie (Reduced
Integration Penalty Method) luidt hiermee

Vv, eV, £€>0 (7.14)

-’
= fv h € Vpr

+ > 1 S
a(uh,v) + 2 I((unh s) .vnh) h)

Zoals bekend is Gh een element van de eindig dimeﬁéi;h;iéﬁrﬁiﬁéeAVhréiérr7”
wordt opgespannen door de functies ¢k. Binnen de elementen waarvan
knooppunt k deel uitmaakt is ¢k een volledig n-de orde polynoom.

In de integratieregel kunnen we eenduidig de benaderde kontaktspanning Peny

in een integratiepunt bepalen uit
() = - + (u_,-s)7(E,) | (7.15)
Pen'®i? = 7 ¢ Wyn i :

Indien er langs de rand van een element m integratiepunten liggen, dan
kunnen we m waarden van Pen bepalen, daarmee kunnen een (m-1)ste oxde
polynoom voor Peh als functie van de locale coordinaat £ vormen. De positie
vane integratiepunten als mede het aantal integratiepunten leggen volledig
het verloop van peh(E) vast. In deze zin beinvloed de integratieregel I het

verloop van peh(E)-
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In het algemeen kunnen we peh schrijven als

p.(E}Y = E Y (E)p,(E) {7.16)
th gerch g eh' g

Met Eg de coordinaat van het g-de integratiepunt op de rand rCh' Hiermee

kunnen we verzameling van de benaderende kontaktspanningen definieren als

r ¥ () g, (k) } (7.17)
g eh’ g
9elep

Ph {qeh ! 9ep =
In het algemeen zullen de vormfuncties Wg discontinu zijn ter plaatse van de
elementranden. Een belangrijke voorwaarde voor het bestaan van een unieke

oplossing ﬁh van het probleem (7.12) is het bestaan van een constante Bh

z.d.d.

‘l ‘l I(qhtvnh)
g q £ sup — o Vg e?bP (7.18)
h h O,FC chh “;“ h h
waarbij de norm |}].}] gedefinieerd is door
——— S e e ;,QJ,EC, e L, P — — e e - — - e
2 172
Hallg o = atary/ (7.19)
h*'0,T h
C FC

Het criterium (7.18) noemen we het discrete LBB-criterium, zie Song, Oden en
Kikuchi [1]. Of een bepaalde integratieregel voldoet aan (7.18) wordt op de

volgende manier bestudeerd.

1. Voor een gegeven ruimte Vh wordt Ph vastgelegd door de integratieregel

I{.). Voor een willekeurige vaste qh e Ph kiezen we een 3T € Vh z.d.d.

q () = v_, (E) (7.20)

Tnh

voor alle integratiepunten Ei van een element op rCh' dan volgt
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_ 2,172 2..1/2
(g y) = [I((qh) )] [I((vrnh) )] (7.21)
Immers
G
vyt = i£1 9, (&) vopp(85) Wy
G
= i£1 vy vtnh(Ei) Vrnh(Ei)
G G
_ 2.1/2 2,172
= LI W Ve (BT LR Wy Vo (857

[rea®1"? (e 4H1"?

Merk op dat (7.20) impliceert dat het verloop van qp ten hoogste van
dezelfde orde mag zijn als van Von Dus als Vb langs de rand beschreven
wordt door een m-de orde polynoom dan moet 9y orde m of lager zijn. Dit

legt dus beperkingen op aan de integratieregel I(.), zie het voorgaande.

2. Bepaal, indien mogelijk, constanten C1 en C2 beide groter dan nul,

onafhankelijk van h (een karakteristieke lengtemaat van een element), z.d.d.
2,-1/2
[TC(q )] 2 C1!lth'0,PC Vg P (7.22)

2,41/2 *
[I((thh) )] 2 CZl!anh'lO,FC v Vop € Vh (7.23)

dan

Vg ebP (7.24)

HprVenn) 2 G4 el o, p Hvamnllo r

3. Uit de inverse eigenschap en het trace theorema kan worden afgeleid dat



”vnhHO,FC > Collv I Vv, eV (7.25)
Waarbij |1.1| de norm op V{(Q)) is
Y11 = o é (9,0 (F9,)¢ ag 112 (7.26)
Zodat
(g, ,v..) > C,C.ch /2 g1 1EAL VY eV (7.27)
n'Vnn! 2 €165 n'lo,r, ' h € Vn
dus met (7.18) volgt
= ¢,c,c.h1 /2 (7.28)

By = C4CyC5

Conclusie: indien de integratieregel zodanig is dat aan punt 1 voldaan kan

worden en indien er constanten C1 en C2 bepaald kunnen worden zodanig dat

aan (7.22) en (7.23) voldaan wordt, dan kunnen we een unieke oplossing voor

de penalty functie methode vinden.

Met ¢t geven we de verzameling van functies aan die continu zijn t.m. de i-
de afgeleide. De belangrijkste stap bij de toepassing van het bovenstaande
schema is het vinden van een integratieregel die voldoet aan (7.22) en
(7.23).

De volgende gevallen zijn in de literatuur onderzocht:

Vh I
a. kwadratisch verpl.veld. a.1 3-punts Gauss integratie.
q discontinu stuksgewijs kwadratisch.

a.2 regel van Simpson.

9y : Co stuksgewijs kwadratisch.

a.3 2-punts Gauss integratie.
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q: discontinu stuksgewijs lineair.
a.4 trapezium regel.

qp: Co stuksgewijs lineair.

b. lineair verpl.veld. b.1 2-punts Gauss integratie.
9 discontinu stuksgewijs lineair.
b.2 trapeziumregel.
9 Co stuksgewijs lineair.
b.3 1-punts Gauss integratie.

9y stuksgewijs constant.

Doordat de integratiepunten bij Gauss integratie niet samenvallen met de
knooppunten zal het verloop van de kontaktspanning discontinu ziijn ter
plaatse van de elementovergang. Dus m.b.t. de kontaktspanning hebben we te
’*makenwmetAnie£~cenformewe}ementen¢AwInwdewgevallenwaTJWenﬁbfl,wordtmvn
geheel bepaald door de waarden in de integratie punten. Daardoor is het
onmogelijk om conforme vV ouh te vinden die dezelfde waarde hebben in de
integratiepunten als de niet conforme 9 die a priori zijn gegeven. Dan kan

aan (7.20) niet voldaan worden voor beide gevallen.

Voor de overige gevallen wordt wel aan (7.20) voldaan, maar moeten de
condities {7.22) en (7.23) geverifieerd worden. Bijvoorbeeld:
Het geval a.2. In dit geval hebben qh en vnh het volgende verloop

4 = g, + QE + qE

h 0 1 2

_ 2

Er geldt

W -
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1
2 2.2
[l 11 =h [ (g4 + q,& + q,E7)" dE
h'lo,r. £=-1 0 1 2
- 2 2 2 .4 2 2
=h(295 + 3 a4 +3 99 + 5 9)
2 _ 2.2 2 4 2
“Vnh"o,rc = h(2vo + 3 V4 + 3 Yo's + 5 vz)
en
2, . 2 4 2 2
I((q)") = “qh“o,rc 35 h a2 “thlO,FC

2 2
TC) D) 2 vy llg

Dus aan (7.22) en (7.23) wordt voldaan.

Een soortgelijke berekening voor de overige gevallen levert dat voor de

combinaties a.2, a.4 en b.2 een constante B gevonden kan worden die onaf-

hankelijk is van h z.d.d.

T(ap v, )
8 h'/2)1q 1| < sup —-h_uh Vg €bP (7.29)
h O,PC . R h h
vhevh-{é} L1911

vVoor de andere gevallen is dit niet mogelijk. Bekijk bijvoorbeeld geval
a.3.
Dan geldt

qh = qO + q1E (7.30)
zodat

- 2 N P | |2 1 i Y 2

Iay)™) = Hapllg p + 30y 2 Hapllg ¢ (7.31)
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Maar

B 2 (7.32)

2. 2
Ilvgy)) = Hvnh”o,rc 45 DYy

waaruit blijkt dat niet aan (7.23) voldaan kan worden.
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