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EEN UNIVERSELE TWEE-DIMENSIONALE MESHGENERATOR 

VOOR DRIEHOEKIGE EN VIERHOEKIGE ELEMENTEN. 

A.J-G-schoofS, L-H*Th-M-van Beukering9 M.L.C.Sluiter,Afd, Werktuigbouwkunde, 

Vakgroep Technische Mechanica, Technische Hogeschool Eindhoven. 

SAMENVATTING 

Dit artikel behandelt de werkwijze, de mogelijkheden en 
enige toepassingen van de meshgenerator "TRIQUAMESH": 

een komputer programma voor het verdelen van willekeurige 

twee-dimensionale gebieden in driehoekige en/of vier- 
haekige elementen. 

' 

INLEIDING 
Het samenstellen en kontroleren van de invoer voor programma-systemen 

op basis van de methode der eindige elementen (E.M.-programma's) is 
zeer arbeidsintensief; in het bijzonder geldt dit voor de verdeling 
in elementen. In het verleden zijn reeds veel programma's, mesh- 
generatoren genaamd, ontwikkeld om dit werk (gedeeltelijk) te auto- 
matiseren. Buell en Bush (1)  geven hiervan een overzicht. 

In dit artikel wordt een meshgenerator voor twee-dimensionale ge- 
bieden besproken. Deze meshgenerator, TRIQUAMESH genaamd, verschilt 
in een aantal opzichten essentieel van de bestaarrde generatoren, 
Als karakteristieken kunnen genoemd worden: 
- de invoer voor TRIQUAMESH wordt opgegeven in een speciaal daar- 
voor ontwikkelde, gebruikersgerichte invoertaal. De gebruiker 

behoeft daarom slechts relatief weinig, eenvoudig samen te stellen 
invoergegevens te verschaffen. Een ingebouwd foutendetectiesysteem 

zorgt voor het opsporen en melden van eventuele fouten in de in- 

voergegevens. 
- zowel enkelvoudig als meervoudig samenhangende twee-dimensionale 
gebieden kunnen verdeeld worden in drie- en/of vierhoekige ele- 

menten met rechte elementzijden; gebieden met een komplexe geo- 

metrie vormen geen probleem. 
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- de gebruiker kan de gewenste grootte van de elementen zeer 
eenvoudig specificeren en de verdeling in elementen lokaal 

verf ij nen. 
- omdat vele E.M.-programma's de mogelijkheid tot substructurering 
bieden kan het te verdelen gebied worden opgesplitst in meerdere 

sub s t ruk tur en. 
- de vorm van de gegenereerde elementen wordt geoptimaliseerd. Het 
-niet te realiseren- ideaal is een verdeling in uitsluitend gelijk- 

zijdige driehoeken en vierkanten. 

- een belangrijke maat voor de benodigde rekentijd en de vereiste 
hoeveelheid geheugen van E.M.-programma's is de bandbreedte 
van de optredende matrices. Deze bandbreedte wordt bepaald door 

de nummering der knooppunten. In TRIQUAMESH zijn enige mogelijk- 
heden ingebouwd om de bandbreedte per substruktuur te reduceren 
door hernummering der knooppunten. 

- de uitvoer van TRIQUAMESH is zonder meer bruikbaar als gedeelte 
van de invoer voor een drietal E.M.-programma's waaronder ASKA 

en MARC. Uitbreiding naar andere programmasystemen levert geen 
problemen. 

Na de introductie van enige basisbegrippen zal eerst de in TRIQUAMESH 
gevolgde werkwijze in detall besproken worden. Daarna zullen het 
gebruik en de mogelijkheden van TRIQUAMESH worden toegelicht aan de 

hand van enige voorbeelden, 
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ENIGE BEGRIPPEN 

Het te verdelen gebied G kan in ns subgebieden G 1 ’  G2’ * * ’  Gris 
worden verdeeld, waardoor: 

1 .  Het afzonderen van gebieden met bepaalde elementtypen, element- 

en materiaaleigenschappen mogelijk wordt. 
2. In het gebied G meer dan één substruktuur gedefinieërd kan 

worden. 
Er wordt geëist dat de subgebieden enkelvoudig samenhangend zijn; 

n-voudig samenhangende gebieden kunnen door het aanbrengen van 

tenminste n-1 sneden enkelvoudig samenhangend worden gemaakt. 
De kontour van gebied G heet C ,  subgebied Gs heeft Cs a l s  kontour 
en de totale kontour van alle subgebieden heet C 

* (fig. i). 

(a ) ... 

Fig. 1.  Een willekeurig twee-dimensionaal gebied (a> en eem verdeling 

daarvan i n  ~ n k e l v ~ u d i g  samenhangende subgebieden (b) . 
* In G (en in hoofdzaak op de kontour C ) wordt via nummers en koördi- 

naten een aantal z.g. basispunten vastgelegd. Deze punten zullen 
dienen als basis voor de geometrische beschrijving van de kontour C 

en voor het aangeven van overige gebruikerswensen zoals bijvoorbeeld 

de beoogde grootte der elementen. Met behulp van twee o f  meer basis- 
punten worden (georiënteerde) elementaire krommen beschreven zoals 
rechte lijnstukken, cirkelbogen etc. Fig. 2 toont enige voorbeelden 

van beschrijvingen zoals die door de gebruiker opgegeven kunnen 

worden; de opgegeven lettercode en basispunten bepalen het type 
en de geometrie van de elementaire krommen. 

* 
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3 RL4 3 CM 5,4 4 CM -5,3 3 CB 4,5 

Fig. 2 .  Geometrische beschrijving van elementaire krommen. 

Een kontourdeel (geidentif iceerd door een nummer) is een 

niet-vertakte aaneenschakeling van elementaire krommen en 
heeft een oriëntatie. De geometrische beschrijving van het 

kontourdeel bestaat uit de aaneenschakeling van de beschrijvingen 

der samenstellende elementaire krommen (fig. 3 ) .  

Pig. 3. 

'V 
6 

3 RL 4 CM-6,7 CB 10,11 

Geometrische beschrijving van het kontourdeel met nre 2 .  

De subkontour C _  bestaat uit de aaneenschakeling tot één gesloten 
kromme van één of meer kontourdelen. Ten behoeve van de eenduidig- 

heid wordt C 

eenvolgens doorlopen kontourdelen te noteren. Indien een kontour- 

deel tegengesteld aan zijn oriëntatie wordt doorlopen, wordt het 

nummer van dat kontourdeel voorzien van een min-teken (fig. 4 ) .  

S 

beschreven door linksomgaand de nummers van de achter- 
S 
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@*& @ 1 0 1 

c, =1,2,-2 
C,=l C1= 3,2 Ci= 22,-3,-2 

Ç = 1,-3 c,=3 

Fig. 4 .  Beschrijving van subkontouren d.m.v. kontourdelen. 

Een substruktuur wordt gedefinieërd door één o f  meer subgebieden. 
Alle substrukturen tesamen vormen één struktuur: het in elementen 

verdeelde gebied G. 
De genoemde begrippen zijn hierarchisch gerangschikt. De basispunten 
bepalen elementaire krommen; deze bepalen de kontourdelen etc. 
Schematisch: 
basispunten +- elementaire krommen +- kontourdelen +- 

subgebieden +- substrukturen +- struktuur. 

Bij de kontrole van de invoergegevens wordt van deze hierarchie 
gebruik gemaakt. 
Ten behoeve van het in elementen verdelen van het gebied G wordt 
gebruik gemaakt van de (reële en dimensieloze) - -  grofheidsfunctie 

g2(x,y). Gesteld wordt dat in het gebied G de functie g2 overal 
lineair evenredig is met de gewenste grootte der elementribben; 
de lengte Q, van een willekeurige elementribbe tussen de punten 
by Y,) en b 2 Y  Y2 ) zal derhalve "zo goed mogelijk" moeten vol- 
doen aan: ' 

= 6{g2(xIy y,) + g2(x2, y2)} 0 RI 

De evenredigheidskonstante RI heeft de dimensie van een lengte 
en wordt de standaard elementribbe genoemd. 
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BESCHRIJVING VAN DE WERKING 
TRIQUAMESH is globaal als volgt opgebouwd: 
1 .  Testen en verwerken van de invoergegevens. 
2. Genereren van kontourpunten (dit zijn knooppunten op de totale 

kontour C ) .  

3. Verdelen van de subgebieden in elementen. 

4 .  Nabewerkingen zoals: 

* 

- verbeteren van de vorm der elementen. 
- reductie van de bandbreedte. 
- transformatie naar elementen met méér knooppunten. 

5. Uitvoer. 
De bovenstaande aspecten worden achtereenvolgens behandeld. 

TESTEN EN VERWERKEN VAN DE INVOERGEGEVENS 
Er is een gebruikers-gerichte invoertaal ontwikkeld zodat: 
1. de invoer (voor de gebruiker met enige routine) eenvoudig 

te interpreteren is. 
2. er uitgebreide tests mogelijk zijn op eventuele fouten in de 

invoergegevens. 
Het programma verwacht de invoer via ponskaarten of als een op 
disk aanwezige "file". Hieruit worden de array's bepaald die 
als ingangsparameters voor de volgende stappen dienst doen. 

B i j  de verwerking wordt de invoer tevens gekontroleerd op 

syntax- en op inhoudelijke fouten. Stel dat een bepaald stukje 
invoer zou moeten luiden: 

1 TRIAX3(2,3) 

dan zijn bijvoorbeeld de volgende foutmeldingen mogelijk: 

a. een syntaxfout: 

1 TRIAX3 2,3) 

* >>>> LEFT PARENTHESIS EXPECTED 

b. een fout in de inhoud: 
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1 TRIAX3 (2 , 5) 

*>>>> UNKNOWN SUBDOMAIN 

De invoergegevens zijn zodanig gestruktureerd dat zij, ook nadat 

één of meer fouten gedetecteerd zijn, zolang mogelijk interpre- 

teerbaar blijven en de tests kunnen worden voortgezet. 

GENEREREN VAN KONTOURPUNTEN 

De gebruiker geeft waarden op voor de grofheidsfunctie g2(x,y) 

in de in het gebied G aangegeven basispunten. Daarmee wordt, 

bij een bepaalde keuze van het grofheidsverloop langs de kontour, 
de grofheid op de gehele kontour C vastgelegd. Hieruit, samen 
met de eveneens door de gebruiker op te geven standaard element- 

ribbe RI, worden de op C te genereren knooppunten bepaald. 
Door de opbouw van een subkontour uit kontourdelen welke op hun 
beurt bestaan uit elementaire krommen, kan volstaan worden met 

de bespreking van het genereren van knooppunten op een willekeurige 

kromme. 
Beschouwd wordt een elementaire kromme k met lengte R en boog- 
koördinaat s,  O I s I E; voor de eenvoud wordt hier de niet essen- 
tiële beperking tot een recht lijnstuk gemaakt. Op k worden, lokaal 

met j aangeduide, basispunten J = O,i,.*.m aangegeven, welke de 
kromme in m stukken verdelen (fig. 5 - ) .  

* 

* 

2 3 O k  1 

s=o !3= SI 

Fig. 5. Stuksgewijze cosinusfunctie 
op de elementaire kromme k. 

I I 
I I 
I I 

I 
s=s3 

I 
s= s2 

voor het grofheidsverloop 
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Uit de, door de gebruiker opgegeven, grofheidswaarden gk 

wordt op de kromme k als volgt een stuksgewijze harmonische functie 
als grofheidsfunctie gedefinieerd (fig. 5.): 

j = 0 9 1 , .  ..m 
j' 

s-s 
j , í~ ; j = O,l, ... m gkj+gkj+l + gkj -gk j+  1 

, cos 
s -s  j+i j 2 2 = 

Door deze keuze is de grofheid vrijwel konstant in de omgeving van 

het punt waar deze opgegeven wordt; bovendien is een dergelijke 

grofheidsfunctie differentieerbaar in elk punt, hetgeen de eenvoud 
van gebruikte algorithmen ten goede komt. 
Uitgaande van de grofheidsfunctie gk(s) worden op de kromme knoop- 
punten gegenereerd, waarbij twee stappen onderscheiden worden: eerst 

wordt het aantal bepaald en vervolgens worden de knooppunten op 
hun juiste plaats gelegd. 
Veronderstel dat op de elementaire kromme tussen het beginpunt P 
en het eindpunt Q n elementribben zullen worden gelegd. (fig. 6). 

I 

Fig. 6. Knooppunten en elementribben op de elementaire kromme PQ. 

Volgens de grofheidsdefinitie ( I )  zou voor elementribbe i moeten gelden: 

s -c  = 4 (gki-i +gki) . RI (i = í,29...9n) ( 3  1 
i i-1 

Hieraan kan voor alle elementribben "zo goed mogelijk" worden vol- 
daan door n te berekenen volgens: 



R 1 
I R  ds  R I  

n = -  
o 
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( 4 )  

waarna n op een g e s c h i k t e  w i j z e  op een gehee l  g e t a l  a f g e r o n d  wordt; 

b i j  h e t  afronden d i e n t  rekening t e  worden gehouden met d e  e is  d a t  

h e t  a a n t a l  kontourpunten v a n  i n  v ierhoeken t e  v e r d e l e n  subgebieden 

even moet z i j n .  

Aangezien er s l e c h t s  n-1 onbekenden z i j n  (de koörd ina ten  s 

en n elementribben, i s  h e t  s te lse l  ( 3 )  overbepaald .  Door nu i n  (3) 

R I  a l s  onbekende i n  t e  voeren  (immers: a l s  n bekend is ,  kan R I  n i e t  

meer vr i j  gekozen worden) en v e r v o l g e n s  t e  elimineren, k r i j g e n  w i j  

de  vo lgende n-1 r e l a t i e s :  

t / m  s 1 n- 1 ) 

Zodra de boogkoördinaten s1 t / m  s 

d i n a t e n  i n  h e t  g l o b a l e  twee-dimensionale assenstelsel op eenvoudige 

w i j  z e  bepaa ld  worden. 

bekend z i j n  kunnen d e  koör- n- 1 

GENEREREN VAN ELEMENTEN I N  EEN SUBGEBIED 

Door d e  knooppunten op d e  kontour,  onder l ing  door r e c h t e  l i j n s t u k k e n  

(de elementribben) verbonden, l i g t  deze  kontour vast. E l k  subgebied 

d i e n t  nu, a f h a n k e l i j k  van h e t  door de gebru iker  opgegeven eleinent- 

t y p e ,  Óf i n  driehoeken Óf i n  v i e rhoeken  t e  worden v e r d e e l d .  

D e  knooppunten op d e  kontour Cs van h e t  subgebied Gs worden l o k a a l  

genummerd van  1 t o t  en met ncp, w a a r b i j  ncp h e t  a a n t a l  knooppunten 

op Cs is  ( f i g .  7 . )  

17 í=ncp) 

F i g .  7 .  L o k a l e  nummering van de  knooppunten op C S . 
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Het subgebied Gs i s  konkaaf a l s  één o f  meer door de  kontour  

i n g e s l o t e n  hoeken a .  > a z i j n .  Laat i en j, i f j, zodanige  

knooppunten op C 

geheel  binnen Gs l i g t .  B i j  h e t  i n  elementen v e r d e l e n  van 

G wordt v e e l v u l d i g  van zo'n l i j n s t u k  gebru ik  gemaakt en er 
moet s t e e d s  gekont ro leerd  worden of h e t  inderdaad binnen Gs 

l i g t .  N i e t  a c c e p t a b e l  i s  b i j v o o r b e e l d  de  verb ind ing  van  d e  

punten 8 en 1 7  i n  f i g .  7 .  Daar deze k o n t r o l e s  v o o r  konkave 

gebieden gekompliceerd z i j n ,  wordt een konkaaf subgebied eerst 

g e s p l i t s t  i n  twee o f  meer konvexe dee lgeb ieden  (met u i t e r a a r d  

de nodige k o n t r o l e s ) ,  en vervo lgens  worden deze  dee lgeb ieden  

i n  dr iehoeken o f  v ierhoeken v e r d e e l d .  

I 
z i j n  d a t  de verb ind ingsrechte  van  i e n  j 

S 

S 

SPLITSEN VAN EEN KONKAAF SUBGEBIED I N  KONVEXE DEELGEBIEDEN 

P e r  d e f i n i t i e  i s  knooppunt i konkaaf a ls  a > T ,  (fig. 7).  

Het knooppunt j i s  z i c h t b a a r  v a n u i t  h e t  knooppunt i op de 

kontour,  a l s  d e  verb ind ingsrechte  van i en j g e h e e l  binnen 

h e t  beschouwde geb ied  l i g t .  Het s p l i t s e n  van een konkaaf 

subgebied i n  konvexe dee lgebieden v e r l o o p t  dan i n  d e  vo lgende  

c tappen : 

l e  Neen een konkaaf knooppunt op de kontour;  noem d a t  punt P .  

A l s  een d e r g e l i j k  punt n i e t  b e s t a a t ,  dan i s  h e t  g e b i e d  konvex. 

i 

t -  

2 .  Bepaal  d e  verzameling V, van d i e  knooppunten op d e  kontour  

welke  v a n u i t  P z i c h t b a a r  z i j n .  

3. Bepaal  u i t  VI h e t  knooppunt Q zodanig d a t  d e  r e c h t e  PQ, op b a s i s  

van  en ige  kri ter ia ,  de  b e s t e  s p l i t s l i j n  i s .  

4 .  Bepaal  d e  verzameling V 2 
v a n u i t  Q z i c h t b a a r  z i j n .  

5. D e f i n i e e r  op PQ een g r o f h e i d s  f u n c t i e  op b a s i s  van d e  grofheids -  

waarden t e r  p l a a t s e  van knooppunten i n  V 

van d i e  knooppunten op de  kontour  d i e  

en V2.  1 
6. Genereer, op b a s i s  van d i e  g ro fhe ids  f u n c t i e ,  knooppunten op de 

r e c h t e  PQ. 

7. D e f i n i e e r  twee nieuwe gebieden; de r e c h t e  PQ vormt d e  g r e n s l i j n  

tussen deze  gebieden. 

8. Vervolg  v o o r  b e i d e  gebieden met s t a p  1 .  
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Toelichting 

Ad. 1 .  Voor P wordt in eerste instantie het meest konkave punt 

van de kontour gekozen; indien echter P deel uitmaakt van een reeks 

opeenvolgende, ongeveer even konkave hoeken, dan wordt voor P het 

middelste punt van die reeks genomen. Op deze manier wordt het aan- 

tal stappen in bovenstaande (recursieve) werkwijze beperkt. 

Ad. 2. en 4 .  Het bepalen der zichtbare punten wordt met een voorbeeld 
toegelicht (fig. sa).  De vanuit het punt P zichtbare punten worden 
gezocht en B wordt gedefinieërd als de hoek van de rechte P-K met 

de raaklijn aan de kontour in P; fig. 8b toont B 
de boogkoördinaat s. k 

k 
als functie van 

s . .. . P y  -% 

(b) 

Fig. 8. Het bepalen der vanuit P zichtbare punten. 

Van belang voor het bepalen van de zichtbare punten zijn die konkave 

punten k van de kontour waar B k 
baar zijn de punten die liggen: 

een lokaal extremum is. Niet zicht- 

1 bijvoorbeeld tussen K 1 .  in het dal na een lokaal maximum van B 

en K,. 
k' 

L 

2. op de top voorafgaand aan een lokaal minimum van B bijvoorbeeld 

tussen K en K 

Voor een eindig aantal te kontroleren punten blijkt het bovenstaande 

in een efficiënt algorithme te kunnen worden vervat. 

k9 

4'  3 
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-1  Ad. 3. Beschouw f i g .  9: de punten P 

van  P; de rech ten  PP-I en PP+l v e r d e l e n  h e t  z i c h t b a r e  g e b i e d  i n  de 

sectoren I, I1 en 111. I n  eerste i n s t a n t i e  wordt h e t  meest ge- 

s c h i k t e  punt Q gezocht  i n  s e c t o r  I; dan immers wordt de  konkave 

hoek i n  P geëlimineerd. Ind ien  de  r e c h t e  PQ n i e t  aan b e p a a l d e  

minimum e i s e n  v o l d o e t ,  wordt h e t  zoekgebied met de  s e c t o r e n  I1 
en I11 u i t g e b r e i d .  

en P+l z i j n  de  buurpunten 

* \ -/--- 

I’ 
/ 

/ 

\ 
’\ 

\ 
\ 

/ 
/ 

/’ 
/ 

/ 

F i g .  9.  H e t  zoeken van een g e s c h i k t e  s p l i t s l i j n  v a n u i t  h e t  punt P. 

De k a n d i d a a t - s p l i t s l i j n e n  worden beoordeeld  t e n  aanzien v a n  d r i e  

aspekten,  t e  weten: 

i .  D e  hoeken y y2 ,  y3 en y4 moeten zo goed moge l i jk  vee l vouden  z i j n  

van y ;  v o o r  i n  driehoeken t e  v e r d e l e n  gebieden wordt om b e g r i j p e l i j k e  

redenen y = 60 

s u l t e e r t  i n  de a f w i j k i n g  Ay. 

2. Er wordt g e s t r e e f d  naar een zo k l e i n  moge l i jke  l e n g t e  R van d e  s p l i  

l i j n ;  h i e r u i t  wordt de  a f w i j k i n g  Ag a f g e l e i d .  

1 ’  

O genomen, voor  v ierhoeken y = 90’. H e t  voorgaande re- 

ts- 
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Motivering: een kleine lengte beperkt het aantal recursie-stappen 

en ook het ontstaan van smalle (moeilijker in elementen te verdelen) 

deelgebieden. 

3. Het op een geheel getal afronden van het aantal knooppunten op 
de splitslijn leidt tot de afwijking An. Het afrondingsinterval is 

bij driehoeken 1 en bij vierhoeken 2; bij vierhoeken is immers een 

even aantal kontourpunten vereist. 

Van de mogelijke splitslijnen wordt diegene gekozen waarvoor: 

A = C .A + C2.AR + C A 1 Y  3' n 

minimaal is; voor d,e weegfactoren 

weg geschikte waarden bepaald. 

C1, C en C zijn langs empirische 2 3 

Ad. 5. Er wordt, door middel van gewogen kleinste kwadraten, een 

twee-dimensionaal grofheidspolynoom bepaald; indien gk de grof- 
heid in het kontourpunt K is, krijgt het punt i/gkK als weegfactor 

K 

mee. Het resultaat: 

( 7 )  

kan worden gereduceerd tot een &én-dimensionaal grofheidspolynoom 

op de splitslijn van de vorm: 

n 

i=o 
g1 (v) = C bivi 

Ad. 6. Voor het genereren van knooppunten op een rechte met gegeven 
grofheidsfunctie wordt verwezen naar het genereren der kontourpunten. 

Het enige verschil wordt gevormd door de grofheids functie; dat is 

hier een één-dimensionaal polynoom in plaats van een stuksgewijze 
harmonische functie. 

Ad. 7 .  en 8. Deze twee stappen illustreren de recursiviteit van het 
gebruikte algorithme, hetgeen inhoudt dat het algorithme voor het 
splitsen van een konkaaf gebied, zichzelf aanroept. 
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VERDELEN VAN EEN KONVEX DEELGEBIED I N  DRIEHOEKEN 

D e  kontour van  h e t  konvexe dee lgeb ied  wordt beschreven met n 

knooppunten. Van e l k ,  l o k a a l  met i , ( i = l , 2 , . . . , n ) ,  genummerd 

kontourpunt z i j n  de koördinaten,  de door de kontour inge- 

s l o t e n  hoek ai en de  grofheden gk i bekend. Een hoek ai wordt  

"scherp" genoemd a ls  g e l d t :  

a.  < met B = 80° 
1 

Motiver ing:  h e t  a f s n i j d e n  en h e t  i n  tweeën s p l i t s e n  van B l e i d t  t o t  

even g r o t e  a fwi jk ingen  t e n  o p z i c h t e  van 60°;  dus B v o l g t  u i t :  

H e t  v e r d e l e n  van een konvex gebied  i n  driehoeken v e r l o o g t  dan g l o b a a l  

i n  d e  vo lgende stappen:  

1 .  A l s  n = 3 wordt één dr iehoek gevormd en i s  h e t  d e e l g e b i e d  kbaar .  

2 .  Zoek een scherpe hoek en s n i j d ,  zolang d a t  binnen bepaa lde  k r i -  

ter ia  moge l i jk  i s ,  opeenvolgende s t roken  van h e t  g e b i e d  a f  en ver-  

d e e l  d i e  in driehoeken. 

3. A l s  h e t  n i e t  (meer) moge l i jk  Ls om s t r o k e n  af  t e  sn i jden ,  s p l i t s  

dan h e t  gebied  door middel van de meest g e s c h i k t e  l i j n  i n  twee 

dee lgebieden.  

4 .  D e f i n i e e r  voor  b e i d e  dee lgebieden de kontour en v e r v o l g  voor  be ide  

m e t  s t a p  1 .  

Toe1 i c h t i n g  . 
Ad. 2. Een bepaalde  s n i j l i j n  i+j -f i-j wordt beoordeeld  op twee 

kri ter ia  ( f i g .  10) :  
1 .  D e  hoeken met de kontour y 1' y2, y3 en y4 moeten a l l e n  g r o t e r  

dan B/2 z i j n ,  z i e  (9). 

2 .  A l s  gi+j en gi-j de grofheidswaarden z i j n  i n  de eindpunten van 

de s n i j l i j n ,  dan moet voor  de gro fhe id  gRop de s n i j l i j n  gelden:  



-15- 

1 - 2 . min {gki+j, gki-j 1 < gR < 5 . max (gki+j, gki-j 
3 

3 

D i t  kriterium beperk t  d e  kans op k o n f i g u r a t i e s  z o a l s  aangegeven in 
f i g .  lob ,  welke  aan le id ing  geven t o t  s l e c h t e  elementvormen. 

i 

F i g .  10. Vanuit scherpe hoek i afgesneden s t roken .  

Op een geaccep teerde  s n i j l i j n  worden knooppunten g e l e g d  u i tgaande  

v a n  d e  g r o f h e i d  i n  a l l e  kontourpunten van h e t  o o r s p r o n k e l i j k e  kon- 

vexe dee lgeb ied .  Zodra b i j  h e t  s p l i t s e n  van  een konkaaf subgebied 

een konvex cleeigebied I s  omtstaaïi, kan In  d a t  d e e l g e b i e d  v ia  ge- 

wogen kleinste kwadraten een twee-dimensionaal grofheidspolynoom 
l- uepaald m r d e n .  A l s  b a s i c  7 . 7 ~ 0 ~  m ' n  polynoom dienen d e  gro fhe ids -  

waarderi i n  d e  kontourpunten van h e t  dee lgeb ied .  Ten behoeve  van een 

meer s t a b i e l e  b a s i s  voor  h e t  polynoom worden e c h t e r  ook  grofheids -  

waarden berekend i n  een aantal w i l l e k e u r i g e  punten in h e t  inwendige 

van Ret dee lgeb ied .  Daar toe  wordt gebruik  a k t  v a n  d e  integraah- 

s t e l l i n g  v a n  Cauchy voor  komplexe f u n c t i e  mee funct iewaarden 

i n  inwendige punten kunnen worden bepaald  a l s  de  f u n c t i e  op de  rand 

v a n  h e t  geb ied  gegeven i s .  

B i j  s p l i t s i n g  van een konvex dee lgeb ied  worden n i e t  telkens nieuwe 

polynomen v o o r  de  a f z o n d e r l i j k e  d e l e n  bepaald .  Het éénmaal berekende 

polynoom wordt s t e e d s  gebru ik t  voor  h e t  bepalen van één-dimensionale 

grofheidspolynomen op snij- en s p l i t s l i j n e n ;  ter t o e l i c h t i n g  van h e t  

l aa ts te  z i e  de  r e l a t i e s  ( 7 )  en (8).  H e t  genereren v a n  knooppunten 

op s n i j -  en s p l i t s l i j n e n  g e s c h i e d t  over igens  op d e z e l f d e  w i j z e  a l s  

d i e  b i j  h e t  s p l i t s e n  van konkave gebieden reeds  i s  aangegeven. 
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VERDELEN VAN EEN KONVEX DEELGEBIED I N  VIERHOEKEN 

De werkwi jze  i s  v o o r  een g r o o t  d e e l  analoog aan d i e  b i j  dr iehoeken.  

Een hoek a .  wordt nu "scherp" genoemd a ls  a ,  < B met B = 120' waar- 
1 1 

b i j  f3 v o l g t  u i t :  

- go' = g o o  - B 2 

H e t  i n  v ierhoeken v e r d e l e n  v a n  een konvex gebied  v e r l o o p t  g l o b a a l  i n  de 

vo lgende stappen: 

1 .  
2. 

3 .  

4 .  

5 .  

A l s  n = 4 wordt één v i e r h o e k  gevomd en is h e t  d e e l g e b i e d  k l a a r .  

A l s  n = 6 wordt h e t  g e b i e d  i n  2, 3, 4 of 5 v ie rhoeken  v e r d e e l d  

en i s  h e t  dee lgeb ied  klaar. 

Zoek een combinatie v a n  twee kontourpunten i en j waarvoor  zowel 

c1 als  c1 

z i j n  (i en j z i j n  door een r e c h t  l i j n s t u k  verbonden). S n i j d ,  

zo lang d a t  binnen bepaa lde  kri ter ia  moge l i jk  is, s t r o k e n  van  he t  

geb ied  a f  en v e r d e e l  d i e  i n  vierhoeken. 

S p l i t s ,  ind ien  geen s t r o k e n  (meer) afgesneden kunnen worden, h e t  

geb ied  i n  twee dee lgebieden.  

Vervo lg  voor  b e i d e  dee lgeb ieden  met s t a p  1 .  

"scherp" i s ,  en d e  tussen  i en j ge legen  hoeken 180' 
i j 

T o e l i c h t i n g  

Ad. 2. Deze, t e n  o p z i c h t e  v a n  d e  werkwijze b i j  dr iehoeken,  extra 

s t a p  i s  nodig wegens de geometr isch en topo log i sch  meer gekompli- 

c e e r d e  elementvorm. Er wordt volstaan met h e t  weergeven v a n  type- 

rendegeometrieën d i e  t o t  2, 3, 4 o f  5 v ierhoeken a a n l e i d i n g  geven. 

( f i g .  12).  

D @  
F i g .  12 .  Verdel ing  van  een zeshoek i n  2, 3, 4 of 5 v ie rhoeken .  

Ad. 3. Behalve  e i s e n  aan de  hoeken met de kontour en h e t  minimum 

en maximum van  de g r o f h e i d  op d e  s p l i t s l i j n  z o a l s  b i j  dr iehoeken 

h e t  g e v a l  i s ,  wordt voor  h e t  a c c e p t e r e n  van een s n i j l i j n  b i j  vier- 

.* -  , 

hoeken bovendien g e ë i s t  d a t  h e t  a a n t a l  knooppunten op d e  s n i j l i j n  

g e l i j k  i s  aan d a t  op de voorafgaande s n i j l i j n  (of s t a r t l i j n  tussen 

de punten i en j). 
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Het in vierhoeken verdelen van de afgesneden strook is dan 

triviaal. (fig. 13). 

. . I F  

Fig. 13. Het afsnijden en in vierhoeken verdelen van stroken. 

De stappen 4 en 5 behoeven geen nadere toelichting meer. 
Ten aanzien van het verdelen van een konvex gebied in driehoeken 

of vierhoeken wordt, generaliserend, nog het volgende opgemerkt. 
Beide werkwijzen bestaan in wezen uit drie mechanismen, te weten: 

1 .  een afsluiting: het vormen van één driehoek, één vierhoek of 
het in vierhoeken verdelen van een zeshoek. 

2. het afsnijden van stroken waardoor het gebied verkleind wordt 

zonder dat de recursie voortschrijdt. 
3. het in twee deelgebieden splitsen zodat het afsnijden van stroken 

in principe weer mogelijk wordt. 

-__- -- -- 
H h ' l '  \ I ö ~ L Y ~ ' ~ Y L ~ > d  :lapi V r l U h r l  Ïlmm 
..u a. uLui ufin ELEIBIU'TEN 

Nadat eem subgebied verdeeld is in elementen wordt de vorm van 
de elementen geoptimaliseerd. Daarbij worden de volgende uit- 
gangspunten gehanteerd: 
het aanpassen van de vorm der elementen zal per subgebied geschieden; 

de posities van de knooppunten op de subkontouren blijven onge- 
wij z igd . 
de elementvormen worden verbeterd door het verplaatsen (repositio- 
neren) van de inwendige knooppunten van het subgebied, terwijl de 

topologie van het in elementen verdeelde subgebied ongewijzigd 

blij ft. 

Buurpunt van een inwendig punt k zijn die knooppunten die via één 
element ribbe met het punt k verbonden zijn (fig. 14). 
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Fig. 14. De buurpunten kl ... knk van het knooppunt k. 

Het blijkt dat de vorm der in k samenkomende elementen efficiënt 
verbeterd kan worden door aan k koördinaten toe te kennen die het 
gemiddelde zijn van de koördinaten van zijn buurpunten. In formule 

vorm: 

nk 
' 'ki 1 nk 

C xki en yk:= - 1 
xk:" - nk i=k nk i=l 

Het (iteratieve) proces wordt gestopt als géén der inwendige 

knooppunten nog signifikant van plaats verandert. 

BANDBREEDTE REDUKTIE 

De wijze waarop in TRIQUAMESH het gebied G in elementen wordt ver- 
deeld heeft tot gevolg dat de koëfficiënten-matrices van de in G aan- 
gegeven substrukturen zeker geen bandstruktuur bezitten. Daar veel 

E.M.-programma's alleen bij behoorlijke bandstruktuur efficiënt zijn, 

zijn in TRIQUAMESH mogelijkheden aangebracht voor het reduceren van 

de bandbreedte door de knooppunten op een geschikte wijze te her- 

nummeren. !Beschikbaar zijn de, hierna te behandelen, zogenaamde CMK-, 
LINE-, DISTANCE- en ANGLE-hernummering. De gebruiker kan per sub- 
struktuur meer dan één hernummering opgeven; uiteindelijk wordt 

degene gebruikt die de beste bandstruktuur opleverde. 
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CMK-hernummering. 

Deze hernummeringsmethode is ontwikkeld door Cuthill en Mckee C91 

en gaat uit van de topologie van de verdeling in elementen van de 
substruktuur. Laat el, e2, ... e n 
knooppunt k bevatten. A l s  de elementen e 

door de m+l knooppunten k, kl, k2, . . *  

k de graad m en zijn kl, k2, ... k 

(n 2 i )  de elementen zijn die het 
t/m e beschreven worden 

dan heeft het knooppunt 
1 n 

m y  
de buurpunten van k. (fig. 15). m 

- 
Vierhoeken; Driehoeken 

graad = 10 graad = 6 
Drie- en vierhoeken; 

graad = 7 

Fig. 15. De graad van knooppunt k. 

De CMK-hernummering geschiedt dan als volgt: 
1. Kies een startpunt kl en ken hieraan het nummer 1 toe. 

De verzameling V der hernummerde knQoppunten bestaat dan 
alleen uit het knooppunt k, : V = ikll. 

1 

2. Nummer van elk knooppunt in V (in volgorde van hun nieuwe 
nummers), de nog niet hernummerde buurpunten volgens toe- 
nemende graad. 

3. Maak V = {knooppunten waaraan in de laatst uitgevoerde stap 2 
I . .  nieuwe nummers zijn toegekend) o 

4 .  Als V leeg is zijn wij klaar; anders wordt met stap 2 vervolgd. 

Voor de bepaling van het startpunt k 
invoer een basispunt P aan te geven. Als startpunt wordt dan dat 
(uiteraard tot de te hernummeren substruktuur behorend) knooppunt 
genomen dat de kleinste afstand tot P heeft. Daar bij de CMK-her- 

nummering geen gebruik gemaakt wordt van de geometrie der sub- 
strukturen (m.u.v. de bepaling van het startpunt) is deze her- 
numeringsmethode bij uitstek geschikt voor substrukturen met een 

dient de gebruiker bij de 1 
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grillige geometrie. Fig. 1 6  geeft een typisch voorbeeld: een dun- 

wandige vertakte konstruktie van grillige vorm. Met één van de punten 

PI, P o f  P 
struktie vrijwel ideale knooppuntnummering af. 

als startpunt, levert de CMK-methode een voor deze kon- 2 3 

_ _  .s 

I .  

, *... <.. j 
I 

I Fig. 16. Verdeling in elementen voor een centrifugaalpomp. 
D 

LINE-, DISTANCE-, en ANGLE-hernummering. 

Deze hernummeringsmethoden zijn gebaseerd op de geometrie (knoop- 
puntkoördinaten) van de substruktuur. Zij worden gerealiseerd m.b.v. 
een, door de gebruiker op te geven, nieuw Carthesisch koördinaten- 

stelsel x, y dat gezien kan worden als een kombinatie van een trans- 

latie en een rotatie van het oude koördinatenstelsel. Daartoe worden 
twee basispunten P en Q opgegeven. In het nieuwe stelsel i s  P de oor- 
sprong, y wordt gemeten langs de lijn PQ en x loodrecht daarop. In 
dit stelsel kan een knooppunt op k twee manieren worden gekarakteri- 
seerd, nl. door het paar (x 

- -  

- 

- - 
) en door het paar (r $) ,  (fig. 17) .  k9 'k k' 



-22- 

- -  
Fig. 17. Karakterisering van een knooppunt in het (x ,  y)-assenstelsel. 

Aan de hand van de knooppunten kl met de koördinaten (x,, y,)  of - -  - -  - 
en k met koördinaten (x,, y,) of (r,, 9,) kunnen als volgt 2 

drie hernummeringsmethoden gekarakteriseerd worden: 

Ter toelichting van het 

nummeringsmethoden, zie 

- - 
= X,) * (Y, > Y,>) "LINE 'I- hernummer ing 

"DI STAN CE "-he rmmme r ing 

"ANGLE "-he rnumme r i ng 

bovenstaande en van de naamgeving van de her- 

fig. 18. 

Fig. 18. (a) LINE-, (b) DISTANCE- en ( c )  ANGLE-hernummering. 
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Bij de LINE-hernummering doorloopt de rechte R evenwijdig aan PQ 
de substruktuur in de richting van de positieve X-as (fig. 18a). 
De knooppunten worden genummerd in de volgorde waarin zij door R 

gepasseerd worden. Knooppunten die gelijktijdig door R gepasseerd 
worden krijgen nummers volgens toenemende 7-koördinaat . 
Bij de DISTANCE-hernummering worden de knooppunten genummerd volgens 
toenemende afstand r tot het punt P; punten op gelijke afstand van P 
worden genummerd volgens toenemende hoek a (fig. 18b). 

Bij de ANGLE-hernummering worden de knooppunten genummerd volgens 
toenemende hoek a (fig. 18c); punten met gelijke hoek a worden ge- 
nummerd volgens toenemende afstand r tot P. 

Fig. 19 geeft een drietal 

die zich typisch lenen om 
hernummerd te worden. 

eenvoudige voorbeelden van elementverdelingen 

met de onderscheiden hernummeringsmethoden 

.. 

Fig. 19. Typische elementverdelingen voor (a) LINE-, (b) DISTANCE- 

en (c) ANGLE-hernummering. 

GENEREREN VAN MIDDENPUNTEN 

De driehoeken en/of vierhoeken waarin het gebied G verdeeld is, kunnen 
worden opgevat als elementen met drie of vier knooppunten. in veel ge- 
vallen zal men echter elementen wensen te gebruiken met, bijvoorbeeld, 

ook knooppunten op iedere elementribbe (zogenaamde middenpunten). 
Teneinde de bij het hernummeren van de knooppunten bereikte bandstruk- 

tuur te behouden, moeten in elk element middenpunten gekozen worden die 
begrensd worden door het laagste en het hoogste hoekpuntnuurner van dat 
element. Hieraan wordt voldaan door een tussen de hoekpunten k en k2 
gelegen middenpunt de exacte of meest nabij liggende nog vrije waarde 
van (kl + k2)/2 te geven. Het is duidelijk dat daartoe in het oorspronke- 
lijke hoekpuntenbestand "ruimte" moet worden gemaakt; dat geschiedt door 

de nummers der hoekpunten met 4 te vermenigvuldigen. Dit idee is als 

volgt uitgewerkt: 

1 
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Van een substruktuur worden alle door twee hoekpunten begrensde 

lijnen verzameld en er wordt per lijn op de bovengenoemde wijze 

een middenpunt gekreëerd. Daarna wordt m.b.v. de oude topologie, 
de verzamelde lijnen en de gevonden middenpunten de nieuwe topo- 

logie samengesteld. Tenslotte worden eventuele gaten in de knoop- 

puntnummering geëlimineerd en het laagste knooppuntnummer wordt 
op 1 gebracht. 

DE UITVOER VAN TRIQUAMESH 
De gebruiker kan d.m.v. stuurgegevens uitvoer van de resultaten 
van TRIQUAMESH verkrijgen op de regeldrukker, via de kaartponser, 
op magneetschijf en via de plotter. De karakterisering van de ge- 

genereerde verdeling in elementen wordt in zodanige vorm op pons- 
kaarten en/of magneetschijf uitgevoerd dat deze aansluit bij de 

eisen die daaraan gesteld worden door enige programmasystemen op 

basis van de elementenmethode. Momenteel is uitvoer mogelijk die 
kan dienen als invoer voor de systemen ASKA, FEMCYS c 31 en MARC; 

uitbreiding naar andere systemen is eenvoudig mogelijk indien men 
zich beperkt tot (twee-dimensionale) : 
- driehoekige elementen met drie of zes knooppunten,. 
- vierhoekige elementen met vier, acht of negen knooppunten, 
- elementen met rechte elementzijden. 

HET GEBRUIK VAN TRIQUAMESH 
TRIQUAMESH is geprogrammeerd in BEA (Burroughs Extended Algol [SI)  

en is geïmplementeerd op de Burroughs B7700 rekenmachine van de 
Technische Hogeschool Eindhoven. Het programma kan zowel "batch" 

als in het B7700 "time-sharing"-systeem verwerkt worden. Bij dat 
laatste kan erg nuttig gebruik worden gemaakt van een beeldscherm- 

terminal (TEKTRONIX 4014) voor het verkrijgen van grafische (tussen-) 
uitvoer. 
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Het gebruik van de meshgenerator wordt toegelicht aan de hand van 

enige voorbeelden; voor meer details wordt verwezen naar C 4 1 .  

Als leidraad bij het samenstellen van de invoergegevens maakt de 
gebruiker een schets van het in elementen te verdelen gebied en 
geeft daarin de basispunten, kontourdelen, subgebieden etc. aan 

(fig. 20a). 

Fig. 20. Invoerschets (a) en gegenereerde kontourpunten (b) voor 
een kraanhaak. 

De invoer voor dit probleem l ü i d t :  
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Toelichting 

$ BASISPOINTS: bevat de basispunten met hun koördinaten. 

$ CONTOURPIECES: geeft aan hoe elk der kontourdelen is samengesteld. 

$ SUBCONTOUR: beschrijft de subkontouren d.m.v. de samenstellende 
kontourdelen. 

$ SUBSTRUCTURE: geeft aan het later te gebruiken E.M.-programma alsmede 

uit welke subgebieden elk der substrukturen bestaat, 
en het elementtype in elk der subgebieden. 

$ GRADING: bevat de informatie over de gewenste elementgrootte. 

$ RENUMBER: bevat stuurgegevens voor de bandbreedte-reduktie. 
$ OUTPUT: legt de gewenste uitvoer vast. 

Fig.620b toont de gegenereerde kontourpunten en fig. 21a de verdeling 

in elementen. 

Fig. 21. Elementenverdelingen voor een kraanhaak. 

De verdelingen volgens fig. 21b tot en met fig. 21d zijn ontstaan 
na kleine wijzigingen van bovenstaande invoer: 
Fig. 21b: de gehele verdeling een factor 2 verfijnd (m.b.v. RI = 

7.5 op regel 220). 
Fig. 21c: verdeling lokaal in de basispunten 10, 1 1 ,  12, 13 en 16 

een factor 4 verkleind (d.m.v. toevoegen van GV 0.25 (10, 

1 1 ,  12, 13, 16) ná regel 220). 

Fig. 21d: als fig. 21c, nu echter vierhoeken (QUAM4 i.p.v. TRIM3 op 
regel 250). 
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De meshgenerator levert, behalve (uiteraard) de koördinaten der 

knooppunten en de topologie van de verdeling in elementen, nog 
enige karakteristieken; voor de verdeling van fig. 21a luiden die: 

*- 

f:tiAtIAL:'rEF\'IC.rI~C OF MESH : 
I K 1  RIJAMt CH3 13098/HOOKE/SECSION 006667/TASii 006857/STATION 000063/U216S241. 

OUTPIJT AUAPTEïi FOR THE ACKA SYSTEM 
NIIMEiE'R UF SUBGTRIICTURES 1 

ClJXíC~ rRClC7 URE' NO 1 
C)I NOIiAL POINTS : 132( 132 CORNER POINTS : 0 MIWOINTS ) '- 

BRUrl) M A ï K I X  CHARACTEHISI'ICC BACEïi ON ONE DEGREE O F  FREEDOM FER POINT 
NljMiREH OF DEUHEES O F  FREEDOM IN THE SUBSTRUCTUREsNDF : 132 
XiANIiWlLiTH BW : 10 

ERIUN C1 (CHOL.ECK1-BAND DECOMPOSITION) 8 .404Ef03  
ERïON C'(CHOLESKI-HANn-PROFILE DECOMPOSITION) : 3'.22YE+03 

NUMBER OF ELEMENTS : 194 
NUMBER OF SUBDOMAINS: 1 

S1IIlLiOMA:CN NO 1 
ELE:MENT TYPE : TRIM3 - 
NUMBER O F  ELEMENTS : 194 
NUMBER O F  CORNER POINTS : 132 ( 74 CORNER POINTS ON THE SUBCONTOUH ) 

Het volgende voorbeeld betreft een vrij komplexe elementenverdeling. 

Fig. 22a toont de doorsnede van een tot een rotatisch symmetrische 
konstruktie geschematiseerde zuiger van een dieselmotor. De gegoten 
aluminium zuiger wordt door middel van olie gekoeld via een ingegoten 
stalen buis als koelspiraal; in een radiaal vlak zien wij 4 doorsneden 

van de buis namelijk de subgebieden 2, 3 ,  4 en 5. Ter plaatse van de 

twee bovenste zuigerveren wordt, met het oog op een hogere slijtvastheid, 

een andere materiaalsoort toegepast: een ingegoten gietijzeren ring 
waarvan de doorsnede wordt weergegeven door subgebied 7. 

Fig. 22, Gegenereerde kontourpunten (a) en elementverdeling (b). 
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Ten behoeve van het optimaliseren van de vorm van de gietijzeren 

ring wordt deze, samen met zijn omgeving (subgebied 6) in een af- 

zonderlijke substruktuur ondergebracht. Fig. 22b toont de voor de 
zuiger gegenereerde verdeling in elementen. Merk op dat in de sub- 
gebieden 2 tot en met 5 (de doorsneden van de koelspiraal) vier- 
hoekige elementen zijn toegepast. Bij toepassing van driehoekige 

elementen zouden, als gevolg van de geringe wanddikte van de buis, 
wel erg scherphoekige driehoekige zijn ontstaan. 

De benodigde computertijd was: 68 sec. CPU. 

In de fig. 23 tot en met 25 zijn nog enige VOO rbeelden gegeven. 

I 

Fig. 23. E& kwart van een testplaat. 

E 

Fig. 24. Halve doorsnede van een smeltoven. 
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i 

Fig. 25. Pijpaansluiting met "thermal sleeve". 

Fig. 26. Een kwart van een vlinderkle 

DISCUSSIE EN TOEKOMSTIGE ONTWIKKELINGEN 

De meshgenerator TRIQUAMESH is reeds goed bruikbaar gebleken; op- 
vallende voordelen zijn: 

- de gebruikers georiënteerdheid; men is erg snel ingewerkt. 
- de vrijheid in keuze van aantal en vorm der subgebieden. 
- de eenvoudige sturing van de elementgrootte. 
- de mogelijkheid van vierhoekige elementen. 
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Bij het gebruik zijn ook een aantal zinvolle uitbreidingen duidelijk 

geworden, zoals bijvoorbeeld meshgeneratie voor semi-drie-dimensio- 
nale konstrukties (schalen e.d., als voorbeeld zie fig. 26); dit 
laatste lijkt perspectieven te bieden voor de ontwikkeling van een 

meshgenerator voor vrij willekeurige drie-dimensionale gebieden. 

Een aantal minder vergaande uitbreidingen willen wij in elk geval 
in de naaste toekomst realiseren; dat zal dan geschieden in het 

kader van de ontwikkeling van een "pre-processing program" waarmee 
de komplete invoer voor E.M.-analyses (elementverdeling, kinematische 
en dynamische __ randvoorwaarden etc.) kan worden gegenereerd. 
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