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Stel (X J6t, ll) is een waarschijnlijkheidsruimte, 6tO een deel a-algebra 

van ~ en E~ de voorwaardelijke verwachtingsoperator met betrekking tot ~O' 
o 

Als we voor iedere A E ~ een representant PC-,A) E E~ IA kunnen kiezen zo 
o 

dat voor bijna aIle x P(x,·) een kans is op ~, dan heet E~ regulier. Een 
o 

voorbeeld van een niet-reguliere voorwaardelijke verwachting is al gegeven 

door Doob (Stochastic Processes, p. 624), gebruik makend van de existentie 

van een niet Lebesgue meetbare verzameling in [0,1] met inwendige maat 0 en 

ui twendige maat I. 

We zullen hier aantonen dat ook de voorwaardelijke verwachting van de 

Lebesgue verzamelingen met betrekking tot de Borel verzamelingen niet regu­

lier is, ondanks het feit dat deze voorwaardelijke verwachtiug vrijwel de 

identieke afbeelding is. 

Laat (X,~,ll) de maatruimte zijn bestaande uit het interval [O,IJ, de 

Lebesgueverzamelingen en de Lebesguemaat, en ~O de deel a-algebra der Borel 

verzamelingen. 

Neem aan dat E~ regulier is. We kiezen dan voor iedere A E ~ een re­
O 

presentant Q(·,A) E E~ lA zo dat voor bijna aIle x Q(x,') een kans is op ~. 
o 

Aangezien voor iedere interval (a,b) ook l(a,b) E E~ol(a,b)' geldt voor bij-

na aIle x l(a,b) (x) = Q(x,(a,b». 

Er bestaat dus een Borel verzameling N zo dat voor aIle x ~ N Q(x,') een 

kans is op~, en Q(x,(a,b» = I (a,b) (x) voor aIle interval len (a,b) met ra­

tionale eindpunten. 

Definieer nu 

P(x,A) = lX\N(x) .Q(x,A) J 

dan geldt 

i) voor iedera A E ~ is P (. JA) ~O-meetbaar. 

ii) voor iedere x ~ N is P(x,o) een kans op ~, 

voor iedere x E N is P (x J .) 0 op ~. 

iii) voor ieder interval (a,b) met rationale eindpunten en iedere x ~ N is 

P (x, (a,b» = J (a,b) (x). 
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Voor iedere x is er een dalende rij intervallen (a,b ) met rationale 
n n 

eindpuntEm zo dat () (a ,b) ={ x}. Dan voIgt ui t ii) en Hi) voor iedere 
.n n . 

x 6. N 

P(x,{x} =limP(x,(a ,b» = J. 
n-+<» n n 

Kies nu B E ~ \ ~O zo dat B c X \ N. 

Dan is P(x,B) t IB(x), want anders zou wegens i) B E ~O. 

Er zijn nu twee mogelijkheden: 

a) er is een x E B met P (x,B) < 1. Dan zou gelden 

= P(x,{x}) ~ P(x,B) < I 

daar {x} c B, tegenspraak. 

b) er is een x ~ B met P (x,B) > o. Wegens H) is dan x 6. N, zo dat 

1 = P(x,X) ~ P(x,B) + P(x,{x}) > 1 , 

te gens p r aak. 

De veronderstelling dat E . regulier is, is dus onjuist. 
~O 


