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C:Damenval:l:ing

Jn dit rapport  worden een aantal metheden
gepmsenhezr‘d voor hel l:epcxle«\ van modale parameterxr
( komplexe cigenwaarden en - brilvormen ook wel pelen
en residuen genaamd). De methoden variéren van
Rlatief eenvoudige wumerieke proceclures |, gepoand geande
met relatief veel handmatiﬁ ingr Gpen door de gebruiker
kot Conplex e humedeke schema's  ( dus wmezr reken-
Capao’\ke‘.h vergend ) Waarb‘:, het poduceren van sdwaltery
Joor de Qriochte Srbb\:heden echrer nogenees) automakisch
vertoopk
e ai%e,mw loga > uaa[q’ al dew mebhoden 24~ Gelonseersl
whrde geprzaenhee(d e~ de werschillen , voor- e~ nadelen
Van de venidhillende mogeljlcheden  aangestipt.
e volgendt tappork  Zullen  Rumedeke udlaten
Worden gepresenteerd e @varinge welike i de prolie
et een aantah  van de  mekhoden zyn opgedaan .
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1. Tnleiding

\l/e, gaan wit van een Systeem mek n gruden
van vrgﬂueid , beschreven deor hebk  stelsel geﬁcoﬂoe!de diPPeren-
tical vergelykingen ¢

™M éit) +B qf(u + K qee) = P (11);

Voor dik Systeem kunnen 2n Fcomp!exe ea‘genwaardem X_
{c;i,:,...zm en ﬁcorres,amderende @igenue%oren U =42, -2n)

%egoaaid worden welle allemaal voldoen aqn -

[ M\ B+K] w- o

\/oor de QMS?erpum&ie makrix %"‘a{_wﬁ @an orde n#n) , van

dit systzam  kan ﬁa%eée?d worzier dat - (zie 0.a.C 11)
2N
ﬂ_{ Ui . LJ-kT
lwj= -
S lgw-A.)

k=1
Hiewj is 6 <on normeringsPackor waarvoor geblt -
g = uy Bu, +2)\, ul M w, Y
%/@@3‘ word: gebrulle gemaakk van dz delinikies :

Aoz M}V, (GE




-
&é’ a Q_A'k . ' i
KC"‘ = V + & %ﬁ/k (1 «é)
waarky @ VY, = gedempte eigen%oeiz{?req uentie van de
@e mode

My = exponentiéle d@mégirggpacbr yan de k& mode.
Wki-j%/k = residumakbrix van de k& modle.

WQ Mmen Yoor -

nuw ook sdm:-g ven

2n

H o) Ve + 4 Wi
agj =
- My + jlw-v )
k=1 /et
Jn de prakiyl hebben wy by de Modale Analyse tedmick
vagk te maken met relatief zwak gedempte syskzmen Ihdlien
alle modes van het systzem onderkritisch gedemgk zyn ko-

Mmen de genoemde eigenwaardem en eigenvektoren voor in toege-~

pectievelyk U

voegd lomplexe paren , ad. A en A, res

en Uc (L2123, ... n). Wj mogien Voo ' dan ode schrigven :

1]
] Wgy_ P W, - '“;L/g;‘
Hiw = E{ ut Bl SR LA

g "/M&‘Q’é {W-—ij .,/uk 'i“é: {W‘}'VK)

Bg; een djho.misc%e o.fna?,fse van een kenstruktie 15 men over het
algemzen aligen geinterresseerd  in een loeschrjring in e
bepqalde i?requentie%amd [ Wy, wgl . \i\/g kunnen cle

o wt%réﬁﬁéhaé respons ?wwéif? dan splitsen in drig %i.g drqge»\ ;
wmj de af %mder% e 3@3 dmg@w Opgekouwd worden
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Uit de e ge?ﬁzozic?rzﬂueﬂties die liggen in de respectieve-
33%2 ?requfantie ﬁehi@fﬂ@n (o, wy ),f W , WB],(WE% ,c0)
Nemen wij aan dat de eigen waarden zodanig genummerd

zyn dak: :
VerY (9] |

M o) T i v jlorind

+ ke WV, +;W +w _ W }
ka ~ M +i (w1, /ng (04v)

+ Z"’:{Mww‘ Vi }
kg +1 M Ay M i

Lis

Ua%erv@ﬁr@ %H"M. dat VOO de w@éiue: meuéwe E@q@aﬁﬂ@a\
het effect van de laagste modes in hel gebied (o, wy)
veglal voldoende nauwkeuriy gerepresenteerd kuwmen worden
door  e2a ,agem&amde E:majiw eidsterm

Z Ve i “ﬁ/&. )Wa«.‘} -
/Uq@.‘a@ - bt il 44

It
“M E: (n®xn) matrix met dai clement (5

1/ ¢
// m; j
m,; heet de efPectieve of residusle masa
voor de lagere modes.

Wm@ .




- Y-
D invleed van de nogora modes in het 3@%{@& («‘A};%,@o}
- ‘(aﬁ . om dezedfde reden gerepresenteerd worden door

en  onitdnte :?iexi%iii%:e}i,tsi‘,erm %‘: [ %;&]:

\%/C 10"3: gen Adan

17 x=13 - Ww ?ﬁ e
ﬂ’kwi:—@[”’ij }4;[5-,5] et jWh, + W a jw )} (12}

M0 50 S ajlom

waarky geidi. :
<k <k, —s Wy €V, g

(13

\‘/0&' Zement 3,\'@ van de  transPerPanctiemakrix ﬁ"‘i wigk dus

h‘iﬂi%sﬁ:e A
M. (= Z a<+{},wcja< Vﬁ § Whik {W’
LI ot glw - L’k} ~ U+ &(&u—&-yg

§gt:= 2 = de dimeasigloze &-evmgaimjs?acbr \;@{n
mode & )

E? alternak ieve ?Ofmﬂermg voor de baﬁu&wtdm&mm@ i@)
Voor de iraaé?er?mcuemahrm ivadk dan




H.\;iw Z{ ijle 4 o‘{ 36% (“}’3
EESRIICY) A

j deze relatic kan de  konsentionele versteﬁcu%s?@’tar
wordea herkend in c!s’ hwmf 6@; en S‘.jac %e%man de dimensiz
van Plexibiliteik ¢

S = -2 i/uu\/i&ac-i- Vie Wigk)
1:336. &= w@g_

649

t . -
Sye= 2 Vi f12)

Al ,
o T

j\ het voorgaande - hebben wj een systeembeschgving in het
freqwmi:iedomfzein beschouwd. Jn de velgende pamgm?én zullen
wy echter ook willen beschikken over de  systeembeschijving

in hek ijdd@me( te weten de impuds respons matix
ﬂiﬁ: Deze wigk it Hwl via nverse Fourier-
;rans?wmd;ie . Voor de %mns?er?uﬂdneﬂmahd ﬁ"'{(wi

Wigen: (1.8)  wolgk dan:

+judk e =g M
he= Z{[(\v,» ) W) g Jw;e}

@.20

Om dit %\«3 verdere amai./ses igts anders te lbuwmen

<chri o den  inkto Cimm?m wﬁ me w2 van a&@ 2n ﬂ\k

2N wk weile j\deﬁzmeerd %"\ wid .
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1‘
A‘@k - \N@fﬁﬁ/;}@ (i 21

(pujéc e Qf‘&ﬁ.nfzjllﬁc‘j (1 23
1 lj%c NP'.:;‘ o

obwel: Vi + § Wi = Aje e ’ (123
) -4 Bijic |

Vil - ¢ Wige= Agee ™ (129

VQF 365 king (I.'i@) leidt dan bok -
n N .
e dkapie) =ik 20
%ﬂ.. (&} =ZA§%< e;‘{e S + e }

Mt |
%)‘;ur_g 9. ZA'J& 2 ‘cos(Ub+pijk) [{1_»,}525}

§C'

We Ve.rkrg gen duwg 2en bakend resultaak w\@m@%& 2en
respons Punckie opge crd uibk de lasis Cr@quznuw v an
hek Gy steam {Mi—pﬁ_? met d\i@ﬂ@sﬁ de f‘%m&@gm%ﬁe-
consk@nten  de amplitude Aa‘éa‘ en de Pasehecl Pijle.
Foniets andece ook regelmabiy  gehanteerde wi tdruldeins
hadl

)= i{\’gﬂ e @s%tﬁ- :ﬁqu{ 2 51%@7%8:.%(1 %}

De impuls respons .?mct%eg (a0 ,(29) @s«(i{é) bestaga wt

een Sommatle van 22n zeer Jrook aantzl (ia theore



-?—-

e’nﬁenirj& 28n om%?ﬁa‘f; aan&ai? compiexe zxponen‘u'éia
functies ek eon Gedemipte aigen%ee%c?r equentie Vi en
a@w\p\ ngs woarde ) My "

003( e zYn w:} echter wvezelal enkel @etmterressaemt in
ezn beperict ?fef,ﬁu@nhie@@biaa Cew ,uei , De alternabieve
u'i?tdrmécgdngen vioor de &Si’duek masiaterm en de ?3{%1‘%5@:‘-
teibsternn  Zeals gegeven o) (‘l 11') leidk dan bk Eﬁﬁ?&g&a
aan de %mpuﬁgmsm%cue 2

o =1 :
) J
e j
st T =R YO (29

De Introductie van deze bwee niet ff%s@w@ﬂ%f{%@ tervnen
in de uﬁ:druw{‘mg@\ vorr de  impul sresponsie 1,{_1,?@0?,635)emf’i.zé) -‘
lede  tot Q&?:\zi{mﬁ‘c’?%? mathemakiche problemen omdak
zoals werdersp zal blylen de dlgorithmas  veor het oplossen
van dew relabies gebamerd wyn op fekenichemal) voor het
oplosien van ezn steliel %emogeﬂ@ v:er@ei‘j?k‘m@@n , =lle bastaande
Uit cen Sommalie von complexz exponantigiz Puncties,
vgor hel vermé&@n van deze meeilslheden kan de indoed van
dz ek Mezgenomen %xoggere en %_a%erﬁ modes beter in
mimmg gse%@ra@if\i: wortiea via  Compledc  exponentilie Punckies
mat een g%dzmg@te_ Zi g;&fgnoe&gzreguant}e 32y aan de hoogste
fo&ﬁs?f Q%*«iﬁnh{ Wy respectievelill de iaﬁgstfz gmns?fe@w~
He W)  wvan het te beschouwwsn interval.

@2 aigem@ﬂe bﬁi‘.i}i@‘iﬁ%&%ﬁ‘i%\ﬁ‘ voor de ‘impﬁﬁm;onm VAN 22n
viskeus gedempt  systezen kan dan wver e~ besthouwdz

9 ta s -3 A 3 3 »
g—r,aiimemqa%aﬁd LWy, wa ]  genoteerdd wordea als



g
hik}-zA e cosff:uiw(?,ﬁ

Ut
+Q;Z;ﬁ\a 4 ws(vki;+ﬂ?;jg¢‘)}

= e
A &° ,
+2 /0 e € O {@QH g@i\%g} C!?"Ej

Déza reatie bestacgk uit lowter omplexe exponentiéle Runcties
en woldeet daarmee aan het gestelde doel.

DI idru&.ﬁmq@a voor de ?requ.emtrares pons Punctic e de
&mpuis respons Fwwcu? (1‘1%{} fe Sps’— ctqev&iuﬁc (1 Zg) 2udle

ﬁ&@ﬂ%ﬂ als w{%aﬂﬁsfw\& z\/@o“ d@ NES aiaew\eme e~ ﬁ [

fm.:edv&r@ die verderop aan de orde lomen.
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2. Inte,rpo\al-_ie en de kleinste kwadraten methede

\VIoor het Bepagea van ezn  kontinue ﬁmdﬁi{ die
voldoeh aan eon diskrest aantal (byveorbeeld gemeben)
?Mn&i«a waarden kan men uitgaan van interpolatiebech-
nleken of de methode der ldeinste lwadraten. Omdak
dere technicken een esientizel bestandded vormen van
curye -Fit pocedures  zoals die later nog aande orde
zullen komen  zod hier bort by dewe methoden worden
skilgestaan.

Q:j de ‘m&%’rpn‘iab% melLhaden hnemen ‘w% een aaaﬁ_yﬁ.s&e
Wb uiltﬁuf\g Gon  YOr de bz %mdqr%vw\ Punctie van de
MO -
YOU= G+ Xt Qe - B X 29 |
Qp basis van (1) paren getallen (2, 4.} =12, .- n41
kunnen de i +1) onbealkende pammeherg Qg , Ay, - -+ Ca

exakt e~ rolakef %@nveu@@éﬁ worden i@@ﬁaaﬁd. D
lbepaadlde Punchie gUcj  voldbet exalt zan de  uilgamsparen
g 4%@) 2n  verzist zen minimale telentid Acn het
gebcuik van de methode “leven echlber Zen tweekal belang-
g ke bezwares.

K@uze van ke ui%igaf@fpun%zea {of %@@Eﬁw%emw .

83 modale Qﬂ@%’l.;fg@ bechaicken baschild men vad over
22n %3‘2@1 aantal m@eip unten (¢, 4, ) Uo:%;mm’%@eiat een
1P LS P25 RONS Panchie in 512 of o2y pusken bgv de
FFT Lechniekk ) e a?%m&a‘%% van heb aanbal

i 2

12 ! \ o Doiy & 7 g o)
Onoekendes n de ke Fitrea Fuactiz Loty u=20 |
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zal slecdits een  heel lkicia gedeelte van de aanwezigR
{;\?ogmahe in de bw&@niv\j kunnen wordea 3%?@443&
Men 2al dus op ce @n of andere wite 2en keuze
moeten malken.

- Effect van sanwezige ruis.

e 5:@5&02&\ data punten zulien exald voldsen aan

de. ‘mi:erpeiahe?m&ie terwi'i alle andere purken

Jezn invbed hebben, De immer in ﬁ\eiiz\@@ﬂ aanweige

rus 2al dws door meer  metingea of meer dakapunken

nick  gereduceerd lawmen worden.
Voor 5}”@4& e dosleinden kumen interpolatiemethoden |, los van
de bovenstoande nadelen |, loch wel de weorkewr werdienen |
Jn het algemean kan men echier beter @ cp de kleinste
Lwradraben methede g@%&ﬁ:@@?‘d@ sira&egie klezen . Hc%&
werden de Srioziende paramebers et zodanig bepaald dal
 2walt aan de dabapunten word: voldsan  maar w&@tmg
dok  een @%?@wae q%u.«. wordl gevnmnmausear@u.
T%’,r (Ww tratie beschouwen wy o een Eidei‘ nste kwadraten
@aﬁg@@.ﬁih@ van @~ crkel aan n  meetparen &, Y, ), - -
(G INPRTRY I De relakie voor 22~ cirkeel  luidt-

Pe s axtbyre = av
{3 onbelenden L)

ke mivmakieren de ldainste lovadmaten som ¢

o
|
- |
N

|

2 ’
i *‘,..',i,/_i, S ;L
min £ = min k:xk\a%,,, a)gk*@gﬁt+c
w=1



.“..

2 .
\VQX@ﬂ miNimum  Van E moet gdd@m

aE?_ 2 _OE* ‘
Sa = 5% T 5¢ =° Qv

Dit leidt ok
- . . -{ i Z(q’l ?.}, ]
ZQ(%L Zg(k%u Za || = et e
Exg‘%k ng Zg‘ﬂy‘_ % = Z{X;+%ﬂt' ‘M‘k
- 7. %, Z’ﬁk n C - Z{X;%}%;}J
Q8 |

Na het bepalen van de parmmeters &, b ea ¢ vigk et
Wﬁd&p%&: CG, Y,) e~ de straal B van de cirkel wik ©

1

a. B P 2 Y
%m?- -3 7 Ym = — 3 Q:\%{%,i-% -~C 7(@5)\

OP dezel P de w22 kan de melbhede gebruilt WOIASA Vcof
hel %@“;@amn van experimentele dabta door w%%@e&euﬁ%e
E@Diyﬂ75"é~%ufam of andere ?wd:fes-

Owordal  in de Fr@a&%& by, dete mebhode veel meer data
gkt wordk dan  minimaal mdig v voor het aantal b2
bepalen onbekenden zal dur de metingen geintnducesrde
(random ) ruir vedal aanuientyl 'ﬁi;i%i{gemiadei@i“ kunnan
worden . Een ernstig nadeel it dat by aanwezlgheid
san exbreme waarden of @F&b& ?oub?m Aee e@za dominante

L 2ullea spelen inde lanste kwadraten som ,
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19-

Benaderende curve Pit methoden

jr\ deze parajmae zullea enkele, relaticP eenvouo(«’ge
curve -fit methoden worden behandeld. We gaan daarky wik
van  veregnvoudigingen von de algemene relatie veorde @‘equ@n-—
bierespons  van een viskeus gedempt  systeerm (ty] dooc heb
poreren van bepaalde | beperkende aannames . Ouver het |
&%Qme@n geledt  echber dak met dee eanvoudige methoden Eod«
in de proktyle voor een redelgk aantal toepassingen bevredigende
kol goede resultaben kunnen worden verkregen . Allereenst
Zullen dfic  methodz~ ter  verzen vwdig%\ﬁ van de @emem
relabie worden %espmﬁc@n. Dagrna 2ol azndachk geschonken
wordean Gan twze curve -Fit froc@dw‘%j , namelyle de
zogehelben  quadmbure Fit en cirde Pit,

\er eenvoudiging van de algemene relatie voor de ﬁ‘e%u@ﬂ&f@“

re @s;pom?m&i‘e i

qu het  Au valﬁeﬂ&e zal de nviced van %ﬁm@@{z
basis aanncoes op dz aloemene relakie voor de Preq uentie-
fespons functie  worden beschouwd, namelyle

Ij hiek - gekoppelde modes

2§ proportionele demping

3) Lickhk gedempte konstrukties ,

% Ao.hname van niet gekorapelde modes .

Mck niek gelcopreld.e. modes wordt in heb a\gen\een
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bedoeld éen situatie waarbg er in een Prec,uentie band
een enkelvoudige reSonantiePrec'uenUe domineert Eerwa\
de nuloed van alle hogere en/of lagere modes kan worden
verwaarloosd of gerepresenteerd kan worden dooreen kom-
p\exe konstante ( RP+J TP) . Onder deze aanname
kan de algemene relabic (18) aanzienlyle worden vereenuoudigd,
nameslk in het geval dab de L* mode dominank iy ket -

a—

Hw - i Wk + \Vk-.;wk +RP+ jIP/ (31)
S +jlo-Vi) i+ 0B i

Y Le — IL, df -
by drage van ket mode Ldrage van
J 3 ala. ag:lere
modes.

% Aanname van proportionele demping

BE, aanwezig heid van proportionele o!emping {zie [11)
hebben wy be maken mek zuiver regle eigenveltoren . Alle
Verp “-Clai:sinas lcomponenten  van de kolom met gemeken
Verplaatsingen ki een bepaalde cigenfre lkwentie 2zy» dan
pfecies in fase of in tegenPa:e met betrekling tot
@n r‘e.?erenhie_punt. Zoals in N7 it aangeqeven is
de residumalbrix dan 2uiver imaginair ;'iw’k) zodak

{112) vereenvoudigd kan worden kokb: |
{ =11 e ) W "J-Wk }
i (= -&,‘a[mij ]+l S‘U t Z‘M*-J(w-l’g)+ Ty I
- kg (3.2)

jn cen behooriyk aantal gevcdlen , met name indien cde
de,mpln3 min of meer uniform over de konstrudtie s



~ Iy -

verdeeld, 15 @n aanname van proportionele demping

Je-

rechtvaardigd . Typische voorbeelden ziin krukassen,
N yP 9

motorblokken, draaibanken ,etc.

B:j sterke blale dempin3 (szvaorbealri in het aeva( van

[ager& , erbindingen als byv. geleidingen, dempers

n voer-

tuigen] zal dee aanname echter ok  slechte resultaten

kien leiden on dienk men dus uit ke gan van de
ongnele , algemene relatie.

X Aa_nname van =zeer lichk 3édemp\:g Systemen .

B:j de aanname van Llichte demping Uo‘jv 3(0.0&, )
1<qn de invloed van elle QP'Zonder\:jhe term in Ueraelﬁluhﬂ
(!8) @nvoudiq worden geevalueerd . Ve_rwaarlozina Van

het tuweede deel van de "’Jdm‘ﬁ' van cen mode aan

de

Lokale bydrage =al dan een Pout in de bepaling van de
amplitude van de gedernpte e.iger\hoek.?requ.entie mek 2ich
mee lorengen van de orde van 1.5% wmaar zal tegelker-
t‘:’}d het cune- Pit a(jorikkmz drastisch vereemoudigen-

\UU leschouwen een enketuoudije mode

Ha] ) = Vifles § Witk | Vi - § Wik
M bl =) g 4wy,

De bgdraﬁe van de bou@gegeven beide kermen aan
fesulterende amplitude van Hij is evenredig met

1
()

1
\/—————— respeckievel b \/
TR A M

Gy

de

(eX)
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Voor W= Yy wordt deze (03 d,raac,

ol%:

1 . - 1 ;
/_LE;' r‘eSPed:leveb‘t VM‘J—(?_VQ?‘ 7 @5’)

De r‘elaﬁfevc \/Uhmdiha} - Van dee bkwee termen word\:

dQQanee :

o
/0134' ¢ V2

a? in termen van de dimensieloze dempivxas konstanke 3‘

3*

voor hele GY

De. ?OU.E die 3e_t‘ntroclu.ceercl wordt door het vemoarbze;\
Van de tweede kerm (Voor W=V, ) en ali Punckie van 3
kan dus glob aal bepclo.{d worden wik -

fouk [‘Z,T ~ 50 x 3

- (=38

Accepheeft; men> een Pouk v cle’ grootte- oyde
van 2 % dan  moet dus F¢ 0.0y ,
M@\‘inﬁen aan een luidllek tonen aan dal de eerste.

& modes eea dempingskonstanke  kezi

then waarvoor ge(dlz :

5 go.OLf en ook Voor gereedichaps werk(;ujsen etc.
Worden vadle dib sort loge  dempings niveauu s gemeten.
Jn het geval van zwalke demping  kan de algemene
relatie (114) dus  \ereenv oudigd worden tot .
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V. + § Wi

k
lH(w :-'!‘ {fd i? i
) OQ[MJ ]-l-[SJ + {—/Ak+,j(w-\).,_)

ka

32 Quadrature Pit.

)

(39

Deze .()ul. Procedure 15 gebaseerd op de volgena(e

twee aqnn ames :
X Proportionele dem‘eing

¥  Niet- gelccﬂ:eldc modes.

Verder word: aangenomen dak de biydrage van alle

lqgene

enlof hoser.e modes aan de botale respons mag worden ver-
waadeosd n azn Frcquentie band waar slechts een ‘mode
dominant is- Day\ volgt veor de Pmc,u.enhe respong Punctie

Hytw = __d W

~M, ¢} w-3,) )

oy \A/igk .
~ +§ (e )

- Gw

Een bypische respons van een viakle plaat E:rilh‘ng waarby
bovengensemde aannames gerechtvaardigd Igken 5 hieronder

geﬁeven .

-100.00

[

LEMAG _
1 /
-160.00

TRANS Af 43
! 1

L

350.00

HZ

700.00



..l:]..

Qe.‘akie (349 kuwnnen wij ook Schryven als (zic ook (1_3?) :
-2 v Wit
gk - (3
-2 P e s 560)]

Hij (w)=

D’\: 13 hu iorec,ies de overdrackupuncl:ie voor een enkel -

voudig , gedempt massa veer systeem  welle n.l geschre-

ven lkan wordea als -

1 e
Hiws T &
- (o) +2§3(%)

: " L 3
\A/a zien dak wmek njh = ey en U, =W,, k._:}
exall dezelfde relaties enkstaan. De overdrachksPunctie

~ (3.10) s Weronder grafisch  weergegeven.

talss T 143

WP S ola WS

- B
{'
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Medz aan de hand uan dete P.SW zal de curve-Fik

methode worden boegelicht.

- De onaedemp(;z ei(jenhoelc?req’u,enﬂe Wy, Volgk il de
Nquﬂ: Pi3Wr van de  overdrachbsPunctie , namelyle
uil et Snygpunl  van deze {?isuur mek de (maginaire
as , dus:

l?e[ Hfjk]:o — W=, ‘7

- varvOlgem‘ beschcuweni"g wi die’ hoekPrequenE(;::

W, en W,  waarvoor.
v RelHgl: Tu[Hql W)
Wy Re { Hije] e Tl Hijk] il@‘!ﬁ)"
Vo 50) ko 5 = cvien
Hijkc -2 Wijl Ve {Q"Lz*vkl-wl)+zé/ukw.}
(ent_) + 4 ple”

G1®

|

G

Ei sen WYy nu . IH) €n (3‘!5;"7)\‘; dan 15 hieraan voldaan
indien: ,
M+ W~y 2 e W1 = © 3w
Jh V- Wy +2 i Wy = © : ”@\g)

A{’ teeklen van cdee relaties levert nu

M= 22023 w, “39)

Hiermee iy de demPin3 van de belreffende mode

bepaald. 77
- Veor w=w,, vigt wik (3M):

2n Wik i Wi @20
g [2 4% ] “oue e

H‘lj ('Uok) =
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Hieruit vogty  dus:

Wiy = - b TmLHy ()] (5)

Vi ==

Een kom‘a\ehe Qnalyge. viaa deze methode houdk dw in:

e Het aantal modes wordt geschak door visuele inspectie
van de werschillende Prequenhierespons Puncties ,Bavoor'oeeld
door het tellen van het aantal maxima in het imag inaire
deel of hel aankel huldoorgangenk in hel reéle deel.

- e orgedempte cigen hock frequentie \Jolgéfié;g? t de door-
snadinaen et de tmag inati® as i het 'lcemplexe viale

- Dempi ngswaarden volgen uik relatie (3;[9])

- De residu komponenten (modale verplaaksingen volgen
uik <’5‘21)[§ |

De. Quadfdﬁare AL 15 con zeer eenvoudige melhode woor hek

bapaSen Vvon de modale parameters uik een serie Prequentie-

respons Functies. Hier stoal tegenover dal al mel erndige

?ou.('.en kunnen optreden lo‘j voorbeeld n het Cjeval van

niet poportionele demping of by dicht by eliaar liggende

modes. Zie hiecveor oa. [3],[41L5T enl6]
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33 Circe fit

Bﬁ de cicde Pib methode goan wy uit van de
algemene relatie (1.8) onder aanname van de wolgencle ver-
ondersl:ell‘mgen :

- De modes beinviceden elaar nquwelﬁ‘cs , dak
wik 2eggen dok rond. een bepaolde wode (lef de totale
\o\‘jdroge van alle andere modes gerepresenteerd
kan woden deor @@n lkomplexe kenstante Rk +3 Ik!
Hel: 87A!:ezm ¥ veor de bekreflende mode zw;(;.‘

gedempt
We Wijaen dan ali benadering voor de Prequentierespons -
Y9 J 9 Pe
?und:ie in @n ?‘fetiuenﬁege\oieo\ waar de le, mode domineert -
e BT
H, (- ik ti¥se R T, G2
J “/uk‘(’ s(.w'vk.) S E e

\Ne beschouwen in cecste nskantie de ?uncl'.‘:e.

1

- My # § (W-Ac) 33
WaQrJoor wﬁ ool lewmen Sd‘rg ver:
2
J(w-vu)]
Al - 1 Tt 4 Bt
- "[ D2+ (w-1) ]
§o e
-'—2"[1"'6 k]': (3_?_'.1)1 |

= 20,

waarby
(P‘{-ZQFCECU‘\ ( %ML) (=.25)
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Dit i olua con cirkel in heb l:om lexe Viak met wmiddel~
Pun\‘. L——- 2/4.( ,o] en straal ‘1/2/Ulc

/‘F\){ the
/ Weo 7

ol

W= Y - M
Vlbr de Pre,c;uznh i@_; reSponsPuncLE e \/olsent (’522)/ wolgk nu -

Hi=ViessWiI[-55,0 + € 7] + Retg T 629
Y

De('pihiéfen “’3 \ \vlijk«'rj,\v‘v,ijk e Ak e

Zodakt : -
2
Ak=| vijk +] W.JIJ = \/\/ijh +\A/ijlc
dan kan (3.26) ool gexhreven worden als:

Jlg.+ "i.’c)

Hytor-[R, - y’i&]*oi[Ik W”"] B G

D\s IJ nueen cirlel in hel kom lexe ial met :
X middelpunk op + (Ri - Vuh/o./uk) ,CI,‘ Wil /2 it ) (3.23)

b %
% stroal yan A V\/,Jk t \A/UL G
2Wkl 2§ Ml




-Q_’)_..

- ™ T W g
-

— meetpunten

Im ¥ A j((ﬁj Y.)
—e

—
TR _ Vi1, ; Wi
H'J-[Rk- 2/1!‘]’}'&[.:[;(‘ 1/‘::]-2 ” .

\ . )
We. baschouwen de. Pose hod Qe . gec‘:e?{n‘.eerd door(2,25):

v/
| |
f = 2 arcan (Q/)‘;:)“) .

Hieruit wigt : .
dPe _ L = <)
dw 1+(w-vu)2 L e (3.39)]
I Me
@ - o w—))“_
do At ‘(Tu ) (31
dw?® AF3Y

212
[1+(252%]]
Vo w= Vi Uolgt dur d¥e/dufzo en dib impliceert
dat de gedempte ex‘genhoek?re?uentie daar 3e¢ondeq kan
worden waar de hoelkvariatie deldw een lokaal
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maximum vertcont  als  Rinctie van de Prequenl:?e i

De dempio\g volgt daarna  wit de via de methode der
kleinste  lewadraten gefitte cirkel , Uit de bwee Frequenties
W en w, , * —'g-;raoL Verschoven t.ow V., lkan hamelsle
meteen M worde, bepaald wit -

Wy— W - ;
Me= - =L 2 (332)

Uit de straal vande gefitte cirkel Lkan e amplitude uon
de modale verplaaksig worden Lepaald . Uit (3,/29)3 velgt
Mamelgle : o

V\/“jl‘lf w'y:- = 5 I/Uk‘ ¥ straaj. ’2‘( ‘(3.33)‘;

Verder geldk : )

#, -artan [Lik) (334
Y

ij berdende Ek en volgen dug eemfoudij V;Jk en

\Af;\;‘ e -

Jn de praklile  veroopt de methode als volgt :

— Het aantal modes wordt bepaald. via een visuele inspectie

van de Precluenl:.ieres pons functies.
— De gedempte et 3%'«3&%@@&5@5 worden bepaald aly

di€’ w5 waarveor lokale maxima optreden voor
d0c /e,

— Vn een kleinste kwadraten mekhode wordl cen cirkel
bepaald deor een zeler aankal punten in de buurt
van de gedemple eigenhoel ?requenl:ia )

- De dempings Pactor Me  als ook de  yesidu componenten
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V‘lj\t en WIB‘L worden bepaald uit de plaaks en
grostte van de cirlel,

De mebthode i§ snel en ook complexe modes leumen
worden kepaald . moe,'(\':‘,k heden ontstaan bij expermentele
data  vooruden wan hoqal wabt ruir inde buurt van
e, plaay waar de modale verplaatsingen relaticR lelein
z‘jvx . D'nk lagkste 2al  aan de hand uvan een ee,nvoudx‘@
Worbeeld  koegelidk worden .

We beschouwen daartee de 1% en 2% eigen brillingsvorm
voan e~ homogene, daan eén zyde ingellemde balle.

%eciuenmaespons Pund‘.iﬁs H iy lwd, Mgy (Wl en H13 (W),

Y
\CI

De rebncmﬁeprequenl:ies zn aangegeven met % kerwil de
ba de circe Pit gebruikte meek punten Z4yn aangegeven door
de duldoele l:jn Omdak n\ezl'.pw\E 2 vlak 55 een kn.oop




25 -

van de tweede eiaenhrlu.'mgsvorm \isk i de iojalraﬁe van
deze mode daar aan de lotale Frectuenl:iere:pons Punckie
vrijwel nihil Om dan toch @~ cithel aan deze data
poberen Gan te  pasien leidt td:  jrote nnauwkeuwrigheden
e~ kan bi:, voeerbeeld  leiden kot eon ’oehoorl':‘,h grote modale

verplaaksings kemponent  daar ter plaatse hetgeen niet in
owrreen stemimi ng 1§ met de werlelylcheid ., Tnafﬁpen van
de aeb(u‘:ker B th 2ol stituabie aan te bevelen. (‘u‘e oole

[:3,061,0391).



4

4.1

26~

Benadzringen op basis vanhet komplete model.

Jh de nw volgande quqsraf’en 2ullen een acantal
geavancecrde re curve-Pit methoden behandeld worden
waarbj steeds wkgegaan wordt van het komplel:e
theoretische model (1 ﬂi)i voor de ‘Oeschrgviua in het
Przqwentiedomem en (1 2’5) voor de  doarmee equivalente
loeschrsvlng in het EY dolomein, Hiermee hangt ool de
baswondewerdelmg samen nl. curve-Pit methoden
™ het Prequehtiedemein en curve- Pit methoden in hel

kS ddomein.

Curve Pl‘; in het Prequc:nhe domem via een kleinste kwadra -
Cen algo r Ehme

\A/e. gaan uil van de analyl:i.fche‘. Mﬂ'.dru‘dcihg VOor
de Pféquén'i'iﬁi"éSPﬁ‘ﬁs Van e2n theoretisch model dat

equivo.‘ent B mel de 3emd:en konstrulktie , n, L.

H (w)= si ——= 'J“-"JW'J\‘ V,k—a\l/.,k}
T lJ ~ 4 jw- %) —,um(wm
(L!‘l)f‘a

Jhdien et in de beschouwde Pr—cquenl:{e band Wétd‘,.jwezfse
aantal modes 7‘ wovro\t Qangeqeven met  he -.-'\25,1(9—}1
bevat telatie (L!L} j ( Yne+ 2) onbelkende parameters,
Namelyk \/"jl( ; \A/;jx. ) Me en Vi Ve k=lp,.-- kg en
tenslot te hog Sij* en ™M ;Jﬁ
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Deze (L{Yb 'l'?_) Parame'ters kuhnen bepqalol worden
via een Kleinste kwadraten algorithme .

\\/e_ derié:ren daartoe een rest Poutk:

m
E.S ELY {[re (Hy),-R: )]+ [, - Tt T}
r Qv
waarhg E = exper;mente!e data
A - analy tische data
m = aantal data Fumten
Eisen dat deze restPout wminimaal wordt leidt ot een

stelsel miet -Lineaire vergeljleingen voor de cnbelende parame-
ters Im:mers \voor een minimale waarde meet de aﬁae_

leide  van (L! z) naor el der onbelende parameters
Uogueerbeeld  p =y ) nal wyn, dus:

- el Hi
??EE = - QZ{ TP@( ReiHuﬂ ekHJ)A

+ :TméHié }E -Tm (H'J)A .——_--—J::;]E'Hij )A} =0 ,(q‘g,)\

De relaheﬁ(qfé)” i niet - lineair in 3, en My . \/cor de oplosiing
kan men deel problemen OPstew namelyl:
Via een Lineair kieingte kwqdr-a\.enalgcrshhme worden

de (2n,42) parameters Visie, Wik, s.J en mi lepaald,
wtgagnde van veoraf geschatte waarden voor my en

Yy .
Via een niet Lineair Q\gorithm? worden de ((.*nfz)
Paramet ers vxawdkeuriger b@paald
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1{.1.1. Linaair kleinste kwadratena\gorithme.

B&‘J deze stap wmoeten wy lewnnen beschikken over
~schatters voor My en v, Voot k=Cky, ke . Deze
wagrden wordea v@rvalsem kenstant gehouw\% \;sdena de
P'\\: pmcedur? . De optimale waarden veor V.‘J:,, \A/.'jx,/
m;&* en S‘-j* volgen dan uit relatie (L{.‘S)
De proedure loopt als volgt+
¥ Het aantal wmodes (ng) ir de te beschouwen
r ange wordt ges chat cloor het be&&ken Van een o
Mmeerdere PrequentiereSPoné pwncties .
¥ De 3ed@mpke eiaeqhaehprequent‘;e Y, en de 3eass<>c'aeerde
d@mpimg M war den bepaald doos e» van de eenvoudige
methoden wit %a?datu!c 3 of via een 3eavawce«era\e
rumerieke methode Toal; zal worden gepresenteerd
in hoofdstul
£ De iemp‘iem modale s/@rp‘naatdinﬁ«en volgen uit cle
Pi%—pm@dw‘e. Peze fevert meteen alle modes in de
beschouwde P?equentieioand. |

De‘ae methode 1§ iaﬁazamer en vergk meer inkteractie van
de %ebm,‘ck@r dan de cirde Pit methode. Bovendien moe b
men kunnen beschilken over zen redeliyle goede schatber
Vor Ay en W, omdal dete Punaereﬂ als globale karak-
teristicken voor de  hele set metingen | De resultaten
worden echter in een klap bepadld waardoer de methode
relatief gnel ir. Ook by sterk gekoppelde modes wordea
echber acceplabele resulbaten verkregen.
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ﬁ{j]fz, Niet Lineaiir kleinste kwadraalgorithme.

B& deze aompak worden alle (Yne +2) parameters
Von het theoretische meodel 3eortima\.iseerd Door het niek -
Lineair 2yn van de  vergeljlkinges in M en M, geschiedt
dit in cen iteraticf proces.
Allereerst ontwikkelen wiy vergeljling (tp) in een Taylor-
reels waarey enkel de lineaire term  wordt meegensmen

Ynet+2
9 Re (Hij )a,
Re ( HU)A = Qe QHQ)AQ* = PSJ)A APS HHH

S:1
2 5T (W)

Im(Hu)A - M G‘ Z Op HOAP 49
0 &= |

De hie rmee. varkreg%n v@rgehﬁtmaeh 'adm Lineair in APQ
We d@?‘ nicren otk nu weer eea resthout:

E, - Z{ RelHi), - Rt + [Tl Tl WAl

welbe wi nu  wenen te cplimalieren met betrellking bt
4. Dan moet dus gelden:

NE_
9?6

C =

Yhg +2 ?RetHu " 'BQeCHfJ)Ao
22[{& ('H‘J)E Ee(ﬂu Z P% ’2%

rz1 ne*z

{I. H’J Tm HU Z ?Imf'lu) Afs}gr“(HlJ)A] @7) |

P
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Vergelgiianfg (43) beSc_hrg P een stelsel van yn.+2 ,
gekoppelde , gewone dlgebraische vergeljkingen w de
onbekende ,Oara.metarvaﬁalﬁar APs .
U&gaw\de van  startwoarden voor dete  moclale paramebers
kinmen ni nleuwe schattingen bepaald worden via *
Pricww = Poud *+ &P Ql@)!
Hel prces kan gestept worden indien de kleinste kwadraten~
m d it dgnlPicant weer verbetert, duw ey vmraeat ol
incliens
0.99 chu:ﬁ < gaiémw £ 1.0t Coud E—lwg)’x
Da procedure gagk dus als welgh !
¥ Hel aantal relevante modes (ng) wordh bepoold deor
visizele lnspectie van zen cantal ﬁzqweaﬁempcm functies.
¥ Startwaardes veor gedemple @%@M%@e&«;ﬁvquew&e i) en
&?’J‘ff\@m‘gg konskante /ug‘ winrden %epac&f:‘ , ié w@f%é@@t
via de mebheden uit  heofdstuk 3 of hoflstude
¥ Jn e ilembie? proes  worden alle Yng+2. pasamebers
Geoptimali seard
% Voo alle gemeten @rzqu@wﬁems pons Puncties wordk
Vervelgzas hek gemiddelde  kepaald van M en Ve
¥ Voor do oseb van 2 n, pamane%@ﬁ /1]@,_&\%
Worden nu de modale verploaksings ko mponenten
Vig& en Wag‘%,« en de msk termen ;S;a{g en wuig“
nogmaals bepaald  via een Lineair ldeinste kwadra-
Lenalgorithme |
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4.2 Curve fit in_het tijddomein.

p——

Zoaﬁt rezds eerder is aangegeven lkan heb
dynamich gedrag van een dynamisch systeem ook beschre -
ven worden door  de impuls respon 3‘?;5(.?.) 2oalh weergegeven
in (4 -?-9):?- Deze beskant dan uik een sommatie van
expc@@;\f‘cié’ia Punckies , el meb een gedemple eiﬁmme&a?m—
Quentie Vi en n dempings waarde M . Oole deza Cmpuals -
regpons ?ka%g Yo dienen als u'xksaﬂﬁspuﬂk veor het bepalen
Vo Schatten voor de modale \Owameter& Fen van de
hierna vVolgende methode 1y daozrleg 3ebaseerd 3p eon
'lnterpolaﬁe techniel  waarky geen startwaardea veor de te
bepa\en schalber m&ig T Ja cen tweede stap worden
d@;ﬁ!h’& ool de omplexe wmodale verplaatsingen bepaald .
e methede kan  worden u?kge\ore?d Est een kleingte kwa-
draken aQnpASIINgS methode met @ dacruoan verkondea

conltal veordelen en nadelen .

4.2.1 Tﬁaldam@iw-?i\: via interpolatie technielen,

We gaan ‘m%\g uit Van deﬁgf«;\'éru\cking wor dle imrsu}s-
respom van het s),steem n.,l. (‘\,.26)1 waagrsoof uf& oole
Vmaen 5<.hr& ven -

At

n
L\“ (b)= 2 Re E Z ) gk < ([‘10)
k= 1
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Waarsy . BU\‘; V;:)h -}é W\S\( , de omplee modale
\larpiaatsmg voor mode k )

);‘:/Uh‘l-*' Vo = eiﬂ,enwaarale veor mode k

Qelabe (LNO)/ bezit Lf“ onbekende pammehers. \Al3 kunnen
dus een exakle aanpassing aan experimentele data
krﬂﬁen indiea we een 'mk@rpo\a.hie schema tO@‘Q&.S.S&a

op Yn exF@rimem:ele data Punb@n.

We, gebmike.\ de wvolgencle af kortingen :

E@ - /z AL‘. 7
AL = diccrete kjdsbapgroothe
Vergelgling (4.10) leidt dam tot

n \ n » Lak _ ,
L\gj(ta):: ZQQ[“ZBG\( ekte]zzpe{zgﬁk ; jQ_a‘ﬁ)
= 1 . k: } e o+ ¢

A} .
Wﬁ introduceren 2en set nleuwe varidlkelea

)\k At QJ‘Q'I'J-VM_)AE - ‘\\
Xk = e = e Y12)

zodak: = n e S |
%\;3( Le ) =2 Re [ ;{a E:Bk' Xac % , Q'“'S)

WQ c!e?hﬁé’,ren ezn seb variabele~ &, o, --- %o Gl
Az vzrzamd%mﬁ van e %@?%d%ﬁt@ﬂ van &2n poéymwn
n X al

04

ah k=n
> oaxt o TT Gex)=o
=0 k= -N '

| kg ©
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Waarby Oo  geldi: Koy = X, (t 4

aody o 9 o Uy, 4w
e 2n komplexe wortels van  vergelsling y.dy) nd Xy
WQrél@n g‘ei L ge&eﬁc@ aan de onbelende. bmre%a

A 8k
pmﬂ@a%m@_ fum%:aes‘ e .

We schrjven  vervolgens relakie (4i3) vmr waardes voor
te =4 8t e wel woor d=o,1 7, ,Zﬂ Elice dan ontskane

relakie vermenig vuid‘gem Wy met eea (onbekende ) coefPicient
O"ﬂ . W& Ugsen dan het wolgende stelsel .

G(O t‘\u (o) ‘—"J.QC[NOBIJ‘IX?'&'@(O BQQX;+ MO BEEX;"" v e e J
' \n‘.}(&k}: z@e{eﬁ @ijg X:M(, B‘.Jz XQ+ o} Q‘.33>€+ v ot ]

L]

o i
/ \ 1 4 o ‘e V L m-.. - e

L

<+

Z@(ﬁ (hat) < QQQEB*N?% X, 4 B.Jzzvfi X2+ Cea ] e
=0 | \m%!v, B \“V W
o

o
Dus

2n
Zo{L hy; (1at)= o (DR

Stellen wi  dy =1 (wy mogen immers‘(qplg) mek

W
elbe willebeurige Pactor \f@?meﬂig\iuﬁﬁha%) daa wolgt .
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an-1

2 % hy (Lar) =-hy(an a¢)
We. helen vergely k'mg (4.1€) \»f'%rkregen dour het opschrjven
Van  Vergelyking (4.13) vﬁ?w ﬂ:a)gz,--- 2n. \.«}5 kunnen dete

relatic cok OPSCWE\?%- voor M= .2, .. 2041, Dan ’“_53@‘
u& Op dezel?de manier:

(y.8)

20=l |

| ei{i \w;J ((P%i)Ak).:-h;s((pﬂn)A\:) L JACH:)E

-0 |

Over het a\aemeen ¢ het aantal beschikkare data punten
aanzienlyk groter dan het aantal nedlige punten, OP welke
w‘bze dan de 1a de beichouwing te betrekken punten dienen te
worden %e\wzem . hiet  briviaal. Veela! i1 echter het
begin van de impulsrespons  het meest betruwkaar zodat
het uerstandia T om odk dogr de datn uit e betreldhen,

D:\' b i onder staande ?ig uur schemakiich aana«egeven.

oV# : beschilbare data
X ge kozen daka voor Pit
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\J@ hebben be maken met 2n onbekende wéfPiciénten
Ko, &\, oo oy Voor de oplling waarvan wy 2n
lneaire vergelykingen kunnen Opschrjven , n.l.

B " I N
h(o) < Ao | = l‘\ (21 AE)
hist)  h(ast) Jm . h(@n+1)a) |
\(\.(2&) h(.sAk) h(q.At) . 8 h((zm?-)ét ) (‘iw\

JI.k((zn.qme)\n(zg,zsk) o b«‘!”'ﬂ&)_f_ K h(tyn-108) |

Voor de Yn basisonbekenden ( U, v, Vijien Wik ) hebben
wy dus precies yn dickrete Punctiewaarden lﬂu (iAtA) neeliq
Na het ephsien van de waarden voor o) uik (4 29k an

hel PD\7nom’f; (q»:lq)zge'w nstrucerd worden wooruib dan de
de wortels ‘Xk lcuﬂmeﬁ worden berekend.

ik

:?éh dete lbekend dan T\l’&ﬁ e

Vk..z)%- arg(;Xu) (‘i'z‘l)I
M= o logl Xl Y |

poald 2yn wigen de komplexe medde. verpbatsingen uit
(3.26)’ , - fzjac 1 . /%&Q’t N
yled= QZ Vi e espLt) - %jék e sl 4B
X

-
-

3
A

< g y i\;szi

ko

[X;% - W%ﬁ Im{Xi} Y Q_q)
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ver plootsi "9 2n {\V’%é?k 2n Eﬁjiﬁ voor k=12, - - n} kain
L.e‘oaoid wirden UL an daka pmteﬂ E‘J (’{-AE) Ve
=0,1,2,.-.2n+)

makdgusrm UO%% dan  het wigende stelicl wﬁd’fb%“‘“@@”:

T 1 . Ce 1 WU T< [he)
RIX) Bk .. Tal%) TG e [hess
R[XT R[G] ... TulX3 T .. J(Us| |y
RIXT R LB IR ] |
! ; ' ) Vsﬁ ,
JL f‘im’%t.l

(as)

¢

Bﬁ hel hankeren van de  Lineaire stelsels vergely kingen (Lg.ﬁq)

en (Y.25) hebben wy e malen ma e2n aantal %ﬁzm&é&

Aspachen | -

- UOe makrix -opbeuw van vgﬂg.lo){ s bderd ali een

T@EPLITZ makrix  me  identicke clementen
o alle M%M@uﬁg}e &im&s@m&er-re@&s%w@ﬂ diag&-
nalen Dm( de2e gaiamdere steuddbuar o 2an
Oa%’\%d3 e ldeiner relen i‘.‘jdl md€3 dan uons 22n
digemene  mabix - opiosings strategie .
Glokoal -

Algemere maknine ’ Toeditz mabrix
gé@zgaf@e}:m‘& : @_@2 2n
wmputer :,éég : (2n)” @.h}z

= Ik bueede mabiix vergely leing ((i.?.sf) waarme de




.6?_-

%ﬂ@ﬁg@%&}({g wrdae &,@’ﬁaa&i rgen kiunnen worden

3 ol cezih ook een sPedole strulduur . Deze makix
I loekend ali de VANDERMONDE malix  on keaibmle

weer een aantal Voordelen .

jh de pﬁ‘a@ﬁ.‘éﬂt komb de  curve i metinde op Yeb wilgencle

yeer:

% Het aantal modes  wordh 3@&@@%%@2_@ op kasis van de
%@quemfr.iems?@m?umdieg door visuele Em@‘ae.

*» 0 gedemple €igenhoelfrequenties en demping werden
E%%paai& uit de impuliresponsies .

X De modale a@r@@a&ﬁ%g@m wordea evenezny bepaald it
Az R%m?%ﬂé responsies | maos doin In e2n bwezde Smgs

Aw\ de methode klesen enkele i noema}xswmr;@{g%m&gieﬁ.‘z,
De éaepm%}mg “mel de hand” van het aantal medes i
doosely  van Fundamentes. %eéamfj, Varake van did Gelkon
adrkal mades %ir.j kb te reqdtersn in ?‘@’—g%@n%ﬁe - en
&@ﬁq@%‘agso é‘é%ﬁﬁi:’t}}(ﬁ%. :gﬂc%&@q men het aantal modes
relabicf grooh kisst waden meastal geede schakberi worden
u@fm@% WaArsy echter  vaalk ool zuwwer mathematbische
rrodet %e%gaer@zr& zeilen N@rig,\ @@e hebben ﬁ@” enlidz
%"é%i&z belkekenis -

In de uolgende ?gw 18 sdhemalisch aangege ven he
de \,Q;rw%gen cp%é&'ﬁhﬁ [ in dib %@!@ﬁ de gafﬁgmp%e e}%@q%@é&-
%;:zg;uzﬂi}es Y vaneed iadien  hel acondal Vo af g&ﬁégﬂ%%ﬁﬁiﬁ/
e~ dus ool le bepalen moder  wordh gemﬁ@erﬁ. Hek theo-
rebisch (uitgangs)systeem  was ezn  diskresk spsteem met

D

% Wg haidsgraden .
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H@%‘. mek het o9 schatben van het aankal relevante modes
ut cen aantal ?raquaemi‘ﬁer@sp@m Pumti@f vereist ved ersaring
en leedt vaak geen eén -2eaduidige oplossing . Fen feder
derdd er weer dnders ovec

Een bweede nadeel ¢ het gewlg van het Fitten van verstl-
lende. ifhpuﬁé responsfed  van het 22ifde syskeem woadoor
(hopalyl weiiiq ) Wargrende uibbomsben Vo My en W
kunnen worden verkzgen Hiervon moek dan e2n Spmi delelde
Worden %@Q«cﬁfﬂ welle dan ali basis kuanen dienan woor
de W teindelyle modale verplaatsngean.

Vorder worden slechlty  felabieP wel g Adato-panen 323&«.3%
die dan wel exall beschrevea wordendons de  intarpolalie
?me Aﬁfwﬁzuga iy worrdh  echles alet ui%:gaméd&@l% .
Het belangejiote voorded uon demebhede Ut de wollediy




,-3‘3 -

3. # d R E £ 3 g {;}
cuilom atiiche %@Pzaimﬁ vy de gademple eigehslie -

M %i@ﬂt}t% 2\ d:? @?.QMF:‘;{“@ WAL a«?”é/ er ’?__::3 N %i%ﬂ S%Mtkﬁﬁmm
noodeakely . g%?ﬁ e van d2 genceamde  belwaren kunnen
ot J 8

Worden ondervarga, deor gelruile te malen van de kleinite
knodratenmeiapde . |

4.2.2, Tag ddomein ) ?'a%. via, de kleinste kwadratenmethode

D@ in de vorige PW@? @@;%kfgducme
b=y ncomcoEfFicigsten  werden loepaald op kasii udn da
yolgende vergeliling -

2n-1

> o Mgt = —hleremiar) 1426)

=2

@2 exaile QP%@.%%%\@ vargt igffg datx ?@mi&m p ﬂ@mg@%% S
eWeaar {Sg@%%}e%%& w&““@ﬁy@ 2 van 2k an ciﬂka%@&@_

g & g% ) o o e A a - N emm -
N 2edld memnasr a@\g@ﬁ ven Yoor N=3g,

¥ ¢ gemeten dotapunten. h=s) b

4
.
H
.
| ’
2 4
M ’
0 8
N »
‘ Y
t
t
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Jndien Wi georuil wensea tz maken van meer day un
daiﬁipmf&e@ moeben Wy on2z teviucht nemen kik 2za
ldeinste kwadraten aanpassing , De wEfficiznten of wWorden
in %25:@5\3@( door het  mi h%maéésef% o €2n  reskloul op badiy
Vam wveel (m) dakapunten waoarky de restfout gedefiniead
wordl dls -

2

B %A(Efmp\}]

=
2n-1 2
\} +Z @ié 3% {5;:,?;4 p}} K&Uﬂ
Waao} E . Exped mentest

A Ama?tyi’a‘&d\
k%«i—p = (Q’f\“i'éﬁ)@&

X/@@f 22~  MiInimuwm W\@@‘: d@\ ge%%eﬂ .

& -1
QE: __ _ "L - o
i 9(%‘ =0 = Z [% (Lzmﬁzzﬁz{i M@:}h?}} n szﬂﬁ Q{Q@)
P’O (=

Wabu%wm een van de produlittermen vam de
disbrgte Umpuls fesponsfes ©  nd de berm
m

2 ht: Intt )
itp tp

P=o

"

h = = WME Y (1 aa)

Z iZ o %%P% {t&ﬂ@&_ Z MEW‘M@M} (4ag)
f=2
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| LD Lol ke s
\/@@r de autocorrelablic Funclie van het nist-stationaire
signaal %G:,)‘ QCm Geschreven worzen

Retzy= E[hey hiteol] 430
B bislh dus te gelden

Z he Ly )h( E j;~ (m). lQ (A1) [}

p=e
Hsﬁé’*@ 5 Q M% Ae ammfr@i@@pW@z. %

%@@m% dstip woor de %@meﬂm@ E= LA eq wor

by évarsc%\wvmq C= (L-A)ak
'gr geldt o.ar

Rk = R, L

L
an
U= R(L-k,8) - D b
P:?
b

Fl

RN

—"\i\"

(k-1)

@Q aukocorralalies Q(P @? Voo p=0,1,2, - kan
gemaldeals b bepaaid worden wvia invede FFT yawik
hek g’zq%@ah@db mein, wlgam\ﬁ{ yon de qui@n;@ 2 5pons —
functic
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Vzkeuk makend van ('q,31) ftunngs i V@Q"‘(Z{.ZQ) -
cole schryven
2h -1

iz oy QU,U = - Q(inké (zf?,s)J

Cn dib @d& vosl ! 3«4 1,2, ,2n-1.
Tn matixverm volgh don  het viigende stelsel vergely-
%éfg@m :

Rbs)  R10). Ras) .. - 0o, ] =T Ranel T
Rlo)  R(11) Riz1) .- . o Rian, 1)

: ol '
@ b,n4) Ri,ma) Rlna.m DIRLSS | Rlnan-1) I

)

Na het wik dit stelssl W%@&%M%@\ b@g@a%eﬂ voun de

\o{:}f}\ o 7 F
wSrficignten o, (koo - 2 litnnen wesr de
bmp&e%e p@yﬁmm wortels K, berelend worden aa
daaruih  weer ?&qa@n?ﬁe eén d@ngoamﬁ 2zoals (n e \orige

faragmar 1§ Gargegeven.
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5. Globale systeemparameters |

Bj de Ee%ande\}nﬁ van de in het vaorgaande
gépr%emt@erde curve-Fit methoden hebben wy ke
maken Se!nad meb de Wolgende karakteristicken:
O Pe frequentiedomein methoden hebben als bg2onder
voordeel het elimineren van de i de metingen canweaige
ruis.. ZS 2gn echter wiet jﬁesck'nb.(: VOO, @& vol\eo\c'g
dubomatische  schatting veor gedempte cigenheckfre-
%uenties en dempmgan .

e tjd - inter polatie methade beait dit automatisch
bepalen van schatters wel wmaar W3 minder geschikt
doo~ de ongewenste ePfecten bgu. meebruis.

O

Hei: aantal te schatten modes wordt lbepaald via

Viluele nipectie van imeerders Pmcjuentiempam?umtks,
Jn het a“geme@m 9@%&% echter dal 37$9ceempamm@%eﬁ ak
P\’equemtieé en d@mpimgem (2&%@% karalteristielen voor de
gohele leonstruktie ] bepaald worden Lt een deelverzame-
l.'mg van de qehele set gemeten Prequentiere:pomﬁmc-
bes. Ja  dil Pdstule =2al cen methode centmal staqn
Voor het  Lepalen van gedempte eiﬁ%hoe&?requaabes en
dempmaem , diceck uitgaamde van ale beschildbare data,
Uit de variatic wan een kleinte bwadmien restBut zal con

@t schalting  volgen voor  het aantal  relevante modes.

Zoah wit e beschouwingen in ysaragmaﬁ y.2.2 gijii i relakic
(!!.?3) Volledlig anal Rankdg% van de  wodale verplaakingen.
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Dit v dus Qgiﬁba&re&s relabic  die geldt woor hek Spsbeem
en onaf gnaﬂ@czig& 5 van de gerneten  punten von dal
gyé@em. jg« ﬁ@i:z kunne~ wéjfé voor hel creEre~ van 2udle
2on relalie dur  zonder mezr alle  gemsten data, betredblzn
O @ 22 goef;i\ mage’tjia resultaat te v@rie,r_% gen .
De mabin voor heb berekensn uan  gemiddeldle waaltlen
voor AA's en U1 ek danook heb resultaak egn vom
@Zn  sompmabie  VOn mabi@s zoals ia (l{‘sl-]) ‘}m@af daon
o C;@.% %@m@i@n %ﬂgm% responsies - o
J%m&z.pra%%& gaa% &k proedure dan Al wolgk-
X Roep ale gemeien ?fm@@nﬁe respens Punctie op ult hel geheugen.
* !bgfmi impuia‘ respens Pwudiea wia inverse FFT.
¥ %@Wi de relevante mabix elemenben ik de veridjgen
dmpuisrzspons data .

V’a@ dib aﬁﬁoﬁ%mz kuwnnea optimale waarden oo de
Jedempte eigenhoel frequentier e~ voor de dampings wazmlen
Wordiea %@pa@i& op basis van dile beshilkbare %\e@tgeg@/@m'
Hek  Gantal relovante  modes wordh dacroy  aubsmakiss
bepoold . Hlicrverr kummen buee  wegen bewondeld worden
welke Wierro,  2ullen woden toegelicht -

a B@rekemng van de leinste kwadratenfout.

Da %@éﬂ@h%@d{ %Lieim%:e lewadraten ?bui wL§ g@e@imi@rﬁ
als { zie ¢ Oy 2

201

m m 2 ]
B = Z Ep :.Zs { Mtzw}, t{Z oy Mk/zw‘zj (5.1
P= L=0

ﬁ:@




45~

Hiecuit wolgt-
™ - Py 2m-1 281 -
E - PZ [ Weeposaheey, ‘;Z;«ﬁ b, )+ de’iq“%igzﬁ )
o mj 20! | __
PZ [ 2 ,:;Z@(k Z; ”‘Zimm) %"&%j |
m an-1
Z [ > Z_ e hcam)h %P)}
'M . “? (ia tg3))
Z. “Q& R Z % hee, b, P;} (52)

ﬁ@ii de va@r&? Adnaznoman wA0rde  voor & = ! lewnnen
wiy dan scheyven:

2n m
S A b (& N -
~c = 4;;- Fgé Wtp n ﬁc-a—p} (53) |
of met de definikie
2
ne 4 71 VoL N S -~~~”"1“
N kng m%mﬁm“‘uﬁ 5y |
uggen wy
2
E - Zcfk QS&_ (\5‘5;)

We gaan temg haar uergai w\g{z z.g) waarwiu g@%comi«ééa‘i
lean wordea dat  de @@gk%@da\ QS&_ ge«ﬁ& ZEHn Adn e
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rechterlid kx:»%'m@ﬁ%nt@n van  Yergeliling (qga.‘) *
De tolgle Uzinste LwadmiznPout 15 dus geljl aan de
som van dewe rechterlid temen RS, en de berekende

osflicienten O -

Het optimale aantal modei | gerelabeerd aan de gehanteadle

Mmeztresultaten Voigh mu  wit de vogende buwee %@eja%uwi%?gﬂ;

s Fen Fib met minder modes dan in e werkely hatd
in de frequén&:‘aerejpam Functies canwezig © zal adaleding
geien ot @~ damienljie fut deordak ezn qantal aan-
Weuge modes  nick ge?w kunnen worden . De hiardloor
ontane sydemakische Poub D higmnder schemakisch
Ogngesevan den—~  het qarceade gebied .

= Fen PLmet mezr dan het i w@’ue%%a%é@i A0n wezige
Aantal wedes 2ol evencani  aanleiding geven b cen
?{@@f ingere) fout *@n«qewﬂ:’ge Wan  ummer ConWR2igr eck -
nas. B33 @n deedi bonemend Gantal modes zal oleze
Poub 2ich  Sobiliseren Op 22n Woaosdz | pueraznkomend

mel heb ruigniveau.
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.QP basis van deze tuee bes&aou,mﬁ;ng,em kerekenen Wy
de ldeinste kwadraten restfout veorgea verschillead agmsal
Modes &n  pestudecen w‘g} de v&fmﬂm m éeZe restPouk |
%&j et Zich Sabiliserer Van e mifout wetea wy dal het
@P%'a male aantal wodes 11 kerailr. Oe wolaende %’ﬁuur toont
oen theorebische ea %@mwt%;sc%\@ fegistralic van de reskPouk
di Purchie van Vet contel  besthouwde modes.

Restfoul ... Eheoretisch
e - ezperimenl:%\
gestabiliseerde Pout |
;s agnbal medes

F-B 2 & [ a 2 s ﬁ 4 ) e 3 2
In de praldi betekent  het berglienen Van dere restPout

variaties vDof )Qi versthilende modes dak wh b Gnerire
Stelszls o woet stellen e~ op moetawéms?mvsw hek bersliensn
vin de o, o2fficiznten op R dizer (ﬁa‘) Ct«mgeggeven wizz.
Alle daarin woromande mabrices voor L<n Ty ecnter
SWomaltrices van de molbin in (4.3Y)

er et Mdegwd van 7 wodes Ci‘:z} volgt:

Roo Run Raw RGH|| ob]= [Rua] (5
Roy Run Riew RGI|| o Ry1)
Rey Riy Rewv RBY|| o Ry 2)
| RG3) R4z RGI) ReVILdy |  [Riydi
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De cigemene kendens 15 hiero»der ;o\qe matigch aangegevea,

RS; 25‘ QS‘ RS QSi Y
SN (CE (U . ' RS
: : : * Rechber-
R =2 ; : ) : id
3,,35 R
X:q :
.5
A=6

Jn de pm&%k start men veelal met een mabrix met regal
wab vneer modei () dom Voigt uib een viduele ingpectie von
de gfequeahieres‘nom Puncties“ A@M@’ww\seﬂs worder Nu
wéfficemen o, en d daaryy bekrende restPout Ei
bepodld voor  aantallen modes ¢ m .

Heb optwmale aantal moder wolgh wit de variatie van deze
rotfouk  maar stabilieert 2ich echer t.gv. de aanweuge
mectruis veelal op e Gantal dat groter o dan hel pplimale
aontal, e worden dui meestal ook " mathematische” modes
@ewérd, Een redulie bk hel werkeljle optimale aantal
kain gesdnied@\ wa hek lierng @eprexnteem\z aiaor}\:hme.
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DO Bereken’mq van de rang van de mabrix waoruib de
A's worden bergkend .

Ezv\ Lweede mag@g%@éd voor het %oqoaﬁan van
hek apﬁmaéz aantal modes dgk een rol Speelt in een
Verzame\ing metingen s gebaseerd op het bereleren van
de rang van de makax uit vergely king (L!BH)‘

-JV\ een 57steem met m modes iy de Cwﬁ‘oﬁléfe;fons
h"j (k) gebaseerd op een Lineaire kombinatie van m
ic.pm\'o\e_xe ,e,xronemtiféﬁa termen. De uergeigkingemv @3’:{) ‘
bestaande uit 2n vemelylingen 24l dan dus om
énap kav\%ce\éka V@r@@\ﬁ &‘w’\ic?e.\ b@&‘@\%‘ ven en daamaast nog
een adntal Ygen en kolommen bewaltien die e2n Unedire
ko»mio?sm%;‘:e ZHn Van oe 2m ﬁo@.’gw%&’@e@cm@%. g" 52%: aantal
@mp%an&z%&e jen ol kolommen vOn een viereante matrix
heet de rang van die makdix . Door het eepalen van de
rang van de matdx kan dus het aantal eigenhoekFrequen-~
bes van het systeem worden vdstgelegd .

Een nadeel von dete methede is dab de bereleening

van de Fang Uan de matrix  wereist dof een schatbing
_van dzm de melingen adnwezige ruis Ganweziq is:

De Verere. konselkwenties verbonden Gan het implemen-
teren van dewe wnelhede en de in de prolkii te ontmeeten
Pf’obbv\eo 2ullen wy hier vader luiten beschouwing lakea.
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6. Een multi- input Pit procedure.

De in het Voor g QGuinde heschreven Fik Proced.w'er
waren alle 3cbaseerc( op enll.elwudzfge Cnpu(: - Prequenue_
respom Pund:i@r m.aw . r@mpumctles dic men kan
V@f&fﬁjg@\ deo~ de  kons trulktie re spon s Uo:ﬁv. de versnelling |
te mete~ %p eZn enkele paaks en de ksnstruktle te excile-
ren op  Gchiereenvolgens alle andere plaakien of omgeloerh
de konstrulikic op een paaks te excileren en op alle
achiereenudigencr  andlez Plaab’&\ de  respons ke fi’_&ifheren-
:’n tleoe lewert 2wl ecen  enkelus wdige input strakegic
alle w»dzake(\:jhg inPormatie  veor het bepalen van |
de cigentillingsvormen ™ de besthouwde Rrquenticbad,
bchorende by e exutabeverm, Tn e Pra‘d:;ﬁk i ik
veelal echber niet het geval. Fen 2ekere excitatiepiaats
kan ezl dichtly Liggen of 2elfs samenvallen met e@n
3@\0@9 van @zn gceiaaf\gr%&sa Edlwlm  meb ols Gruolg dal
deze Irilvorms ~ helemadl wiel voorombt i de @rzquﬁnti@
refpons Punctie dic gemeken wordk Konstrulddes et
nogenseg o('f %e%\eei samen vallencle éﬂenwaardeﬂ maken
eveneeny cer Mmuli- 'mpul; aam(aak noadtzahe.lfjk. 'J,\
Sommige gevallen 1> hel  dan oole noed 2akelzle @ anolyse
uit te wvoeren op basisy van dota sebts | behorende by
2 kbt 10 exatabieplaakien ,die achtercenvilgen; via
standaard tech niden  gekredrd Zn.

Huid(qe Cu\ah/sc_ technieken maken geen optimaal ﬁebruik
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van alle Op dewe manier ge\u‘e‘éerdz inPbrmO:ElQ .

Via visuele inspectic  van clle data lan wek
bepeold worden hazueel relevante modes aanwens)

2Hn @n wal de loeste exc‘(l:aticp\aab 1 om modale
doba Wa de aader loeschraven it -Procedur@s aGn
dew daba 4 ontltreldken. Div vereist edber redelyl
e  indicht e~ e(var'w? e~ kot bovendien veel tﬁd.
jm %\et Nt VO%&\G(& wodt ezn methodz WCW@V@/\ ]
(zie odk f10]) waasy ale informabie van verschillende
excitabigplooksen  simultaan wordt gebruilt vos heb
bepaiea vom de  modale paraneben ( De. 20geheten
Pohj- Reference MDOF l:edrm‘.ciue\.
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Wy gaan uwit van een viskeus gedemyol:,uneair
dgnamisck Sysbaem met N graden vain vrgheid. , beschreven
door het volgende <telsel van n geico'o,oelde . 2% orde differen-
!:iaolvergeizgkingen 3

™M Ei(;HBc'aLt) +ﬂ<q (&) = f el (6.1

waad,g-_ W - (nxn) ,753mmei:rische, Posi ief definiebe massa-
makrix
@% - (h¥n) . symmetrische viskeuze dempingsmakrix
§< ~ (h*n) 53mmei:rische, r:osit:‘c—:{-) depiniete st‘gﬁ-
heidsmakrix
gkl - vector , bevaktende de 5 éegenenaﬁ.i‘seerd@
B codrdinaken.
? (k) -~ veclor, bevattende de n gegeneraliseerde
krachten .
\Nl:\j transformeren  stelsel Qg‘l) via de methode van Duncan
naor een stkzlsel van 2n , gerste orde di?feren&iaa{verﬁet«&mgen:

qu) +@g(tb=gu:) (6:2,)

woarey . C:| B ﬂ\ﬂ D:)K O | yw:-|qu g(&i:[?&i
i @' 0 i @ﬁ:) |2

Vwr de verdere beschouwingen is het handig vergelyking (6.2)
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jﬂ een nog icks andere vorm schrg ven ,na.maigic na. de

Wtroductie von de gegeneraliseercle impulsen: P:Mc.i

en - - -
-1

A:: O ™M 3 bU:.): v

6.3
(2n*2:n) K —Bﬁ—d - (anx%1) Gt

B

(k) = 9(.‘:.)

i f(&) | (&q) ,

I

L-%Q—n wi !

Gly= A yes + hie (65)

wa beschouwen nu bwee e_fgen waard&pr‘o\o%am«an van

orde n , nomelyl * ,
O (6:6);

A U
vTF A=) gy

g@,}& @'{g@g\,w@fd@ P;@ blemen E@ver@n dzzdpdc sek van
an, in het algemesn kemplexe zigenwaarden )
‘~Vf@r3dfij lcing (65) levert dﬂﬁﬂo}j de met N\ kormsponderende
echl:er-— e‘;géhveﬁckbram S (=12 -y 2h) en verge-
Lﬁ&-’i.ﬂg (6\?} de met \I\g‘ kscres ?cnd@@mciq L'm\cer— zigem—
velcboren M Cle=4,2,-- -2n).
jn@u@ﬂ de malbrix @\ Sﬁmmme\:r‘«&c% V§ vervale het ondericheid
tussen Linker- en mc%&zr@iﬁenve&toran 2n 3@1&% Wie = Ve
ypdr k= 1,2, ---,2n.
Jndien wy veronderstellen dal geen der triliings modes van
het systeem precies krikiseh 3@&@»\;@5& is , lean aav\gatgom%
wordes dak  adle gigenvekboren Y respectievalile Vi

=
I

onder i"‘f\f} 0%’\_&23\0?’7@%3’( genoman leunnen worden en dus
precizs de (gnxain] dimensionale deslruimie opspannen -



-5‘4‘-

w\‘j “»’QTZC‘T:?”@% alle @igenwaarée?\ in de {20 % 2n) difxgoa\aai«
mateix -/\:j , de eigenveldnren Wy in de @nx2n) makric UL
en de eigeavektoren Vi in de (2n¥an) makbcie Vo

%_5: N O M’[@U, o, - an]

Y 6e)
\/ ;[!"\_/_,_’ . _-ym;J X T

\}00( een eiﬁenwaarde QX( en @ig@mv&t@r Ui respec’tie—
velge Wy ea Vg geldl:

A ue = . W (69
WA =N G

Vormeni wdigen van (6.53i mek Y;QT 2n “?@ém& @k,gmﬁi

door  aftrelen van de erluregen uitdr uldeingen leide ok

(AW - Aw) = (N ) (e w)  En)

Jndien N £ M voor kg d volgh dan de orthegena
ltkeib der 2igen vektoren, namelgle .
Vil ue = © Z A
S woor ﬁ&;iﬁ ”7(6‘12)‘
\_{ﬁ’rﬁ ’&;1%( = 0O }

-
Het rnakm xgmdu& VUL gaat dus over in€en
@nxan) diagonaal matix ea omdak de leagte van el
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e g@nvé&er vr'a:é 32&92@» UES) worden bzauthen wih ean
ﬂurmr'mgskon ditie o deze dia@omaimai:ﬁzg 220 —e2n~

duidig vast te leggen |, nl.

V=T €19

Hd' @i%‘@ﬂw&@;ﬁz frdo%eem (5 5 9) kan Qi%«cmeen ma oole
gesdﬂs’ev@n worden als - o

\«irdéar vermenig V&Jdiﬁ‘imj Jyan (éjq} mek VT levert dan -
M = r_.ﬁ\- - ] (6’ .19 @

r.g;
'
& ratrix @\ W dus via de mabix van et‘gemv%u@feﬂ
V e~ L diagonaliseecioaar hetgeen een %oeiawgr'i;ﬂcée
2igenschap 2ol %olj ken %:a Zyn .

Intermezzo

Aar‘gez.ien de makrix M re.su.l,}e,r is volgk wt (6":l)oot

VU'A&,{,: %—J ,dwz Vr-= U-1_ Ja Ploats von een 2%
€igenwa arde probleem op te lossen lkunnen wi dus ook een
@n x in) maknx  inverteren | Dok het in Peite meb een
nog geringer inspannkncj kan blglt wit het nu wolgende .
We parti tioneren twee eigenvelboren Wi en v in
bwee dezlvekboren mebt elk N komponenten , namelylk :

%k:[‘:ﬂk] y.,z[ \_,1“] ()

w2
~k
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Subsh? kubie van deze vektorza |n €§.6} regped:?evdgk(é,?)
leidt dan Eob - ‘

-1
™M w, =), w, @ : Ky, =3\v, @

(6.1)

-Kuw, -Bﬁ'ggk:xku_zk (B M’\_fzk—ﬁ“‘—l'iﬁ V=N V2, (d) |

NOL enige omwer&dngen volgl: don oole ?

u2 =>\kM W, ) j: V1 ._._.':1—[K v /{c} >
‘ F TR F T )

MMt +\Bur A w0 (bj WMz, \Bw +#K v - otd)

Hierwit volgt  dus dak de deeluekboren wr, en v2, beide
oplossing zin van het standaard lewadratische eigenwaarda -
probleem I NP K1z = o en dat dus beick
veldboren op een cchaalfactsr na  identiek zZgn;

V2, o o i, o, wilekewrig 6.19)
\Mj %(5'3‘3%;3 dus voor de btotale wveldoren Wy resp Vi -

T 71 w

= =k 66299
M
a ";:k ] < w, (§.21)
| r

Pe ?a‘q'@r &, volgh meleen it heb ﬁai\an%aer‘de norme-
r'mgs voorschri Pt (6,!5) ; hetgeen leidl Eok -
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\
°(k - k
= o .2> :
wt 7L X:EM-RKJ wr, CM

VOor de @nxun) matbrices U en W kan nu

gasd\ravem worden -

. [_-.ﬁ};- ] V- [ Y —] (3)

L, Va
Waark @ﬁé;‘)_—_{wi T T U | (dzq),
(h%?} = MU, IAJ (529
vy = 7 KL AT C®
oo L €
H&@r‘kj is Ty @2 a@nxan) dia\%g naalmabdax bevaliende

de  voor Cle mpde Szid@nc@a oy, V@iﬁ@s (6, 22):

 einde Intermezzo
We gaan vervolgens Lerug naar relatie (6%)& gaan
over Op ?—052@@:@\ nakuuri.gke kodrdinaten via de
kosrdinaten trans ?OFW\QUC 5
yce = UL o (6w)
N ‘ ; ef [N N [y T
w volgtk na voo rvermeni gvuldiging van (6.5) met V'

="M, 7 +V huw ($29)
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WS b«ape;&zn ons ot harmonische excitabie en de daar nood~
zakeljlerwys it vigende, harmonische respons , via de
O\QP inties -

. “ k A .
qw;a ewt; Uied= ‘% e ; ylel=y @jm/ %
- RS (630
A e A L 3
Pl f &% hwe h eIt
dan VOigéz uik {6.'2-9) |
A T A o “
{wa_.@’\_g 1=V h (53‘)

0?3 T A
h

. - \
\Nﬁ hebben daarb;\g aangenomen dak 5 nict 3@.&3%‘ \
i§ Qan ezn der berekende, kc.ow\piexe 2igen waarden ‘F\k\

Maken wy gebruik van de definities (636 dan kan dib \
omgew@&.&: worden tot B o

Hieru-'. b wvolgb -

A
A
qQ = ﬂ"'l Cw ) _P_ (39 !
K | (=
waarby - de transPer Bunctie mateix H )  van o ‘%)
wordt geges)en door :

| —
Hw = WU§juer-A3v. (ED)
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Me& behudp van (5‘2?) kan hiervoor ook geschreven worden

2 T

)(:1 qw—xa‘)

B wordt  {n de Taraﬁx.ig& ool wel genoteerd als
2n A
Hin < E = ke (639
& G- *

Men preckt dan van de polen %, en residu-mabrices

i (&:1‘2, g - .v.,sm). Dit resultaal 13 identiel met
relotic (1.7).

gsentic van hek hieraa volgej\de it hel wik een aantal

F@%uzmiﬁera; [Pons ?und:'«e.s ( elementen van de mabrise H{w))
die in 2en expari mentele Situwakie Zgn bapqaic( e
modale parametery (eig@nwaar&@\ en = veldoren & polen
en rzsiduzn) te  berelkenen van eon ditkreet medal
dat de exper menben 2o 3caci mogalile sinlesrt .

\ﬁ/j 9an daartsz Ezm? naar hek %Wgena dezl van
vwgeiﬁ&,‘mg &.5) e %omogevne oplessing hiervan kan
geschreven worden Qls @

At ———r
% tki = e g {0} ({33)

- o9
e = "a ﬁ\ E (6 "53) |
k: o A




Dank Z4 bel: Peii: dot de matix A diagonaliseeraar is

(zie 6.5 )) lcqh nu ool 3@5{;%@&/@ waorden

| ey

yo=V = Wy o)
e,

wwﬂa@ e fen (n¥2n) diagomaalmatrix s wmet op

diagonaal ploaks Uk, le] her  komplexe Getal .

1
‘,' v
.
i

e T lkd=e ™t k=123 ... 20 Hbygy

Een(‘ke\(znde e,xpeﬁmentdz Lechniek voor hek ‘bepalen vcmd(z R
modale parameters (eigmwaarden ™, e~ Cigenveltsren
Is hw gelao.seerd op het bepalen van n p fzquer)l:ieres'
(?uﬂd:'les , Lj voorbeeld de Prequenl;?erespons Punct?es be?cﬂ*’ende
by exctatievriheidsgracd ¢ en responsvriheidsgraden
j 5 s wilekeurig , j=1,2,--- n. Gebruik makend van Hak
reciprociteits theorema van Maxwell -Bekti kunnen wij deze |
?rzquen‘tieres ponsPuncies ool associéren met excbabieveyheids- i
graden [} en respons vrheids graad iﬂ 5 4=12 D
\Ng goaan in hek volgende uit van ng excitable-  en
N respons v@heidsgmden zo4s 2y nde Prahtgk‘ zullen .
worden bepaald moar asssciéren de bepaalde Prequ.en tie-
fE’Spome\ctie: met h excitatie vey heidigraden en ng
(espons vraheidsgmd@n. Jn het cﬁgem&n zal gelden dak
Ne £ N, ' o
De loenad@rmjs Cenrve -Pik) - procedure 1§ nuw gdoa:‘eer& op
el wrye i:ré‘t!‘mﬁsa;edrag van de Tespons vy hads graden

(e Steles J e het optreden Van eenheids Impuisfunctie:

W de excilatie Pw»t@\.( n stules). De2e ‘_ﬁﬁ\puk responsies el
(e %n stues ) 230 immers de \averie ﬁur}eraetram%r,
meerden van de bepaalde ?reﬁuenﬁe respons Puncties.
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We gaan dus Uit van een bestand van (Ng ¥n) impuls-
respons Puncties b o (6, .l de respons van veyheids-
gmad van de lonstruldie (k;l,l, 3, < ;hNe) l:@m@e\/olge
Van &en @emheidsimpuﬂs i v@he‘edxgmad Qv’am de lkon-
steuktie ([=1,2,3 ... n). |

Wﬁ deﬁnﬁéf@ﬂ de re.spum\i%htw h;‘tt} als .

\ﬁi&): 'hﬁ ()] (V\eaﬁ)) (=42, - N

\ﬂzg} (k) ’

k‘ . (k)
g

D@‘a@ respons velboren }'jgm 2yn door de wy2e waamp 2y
wofden bepaald (via een inverse FFT ik Prequentieres-
pons velebor tH; (w)) ' cen digitale vorm aanwezig, W&
pemen de kads&apgm&k@ weer At on dePiniéren verder:

acTA
gi: e - (2n x2n) (6'&;2)
bé.d%) = R - dimensionale respons vellor op
E- kat ) behoreade bg excita?ciepum’c
¢ (i=1,2,3 . nl. (543
Lt (byo) wolgk  nu;
hotw = FS U k(o) (b.uy

waarbg F een (N ¥ 20) mabny it welke de wet bg
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ol responderende ryen von VT bevat en Uile) 11 dle
sybeemveller op too behorende by cen \mpu\g?umtle I
Wyheidsgraad U5 Y;te) B ia principe niek belend.

Lntermezze . Ta pomgma? .21 2ge wh o de
tmpusrespons  hijtt)  uitgejaan van -

& VIRV
ifﬁjtij: ? ( bl 4@;W.J!c)e
=}

Waarky dug (\/iﬁudf\ﬂfeﬂt) element [()] van de residuma-
Ein AM representeert:. \iergei\:jkmj @qy} bewarspk een
analege relabie, n. k.
: oy &r:ié\._g
hij w; Vo @ £;
WGMBS ri= MUyt
Hieruit wlgt dan: -

2N Ak&
i ki= E Wik] £;lel e
!L:.1

zvdak  dewelfdy relatie ontitaak indien
Vted it = Wik + J Wik

Ve der geldt dok de grotheden X, ult pamﬁcmp 4.2.1

overeenkomen meb de  di agonaaltermen von &




s

V@mrg%@em nemen wi;; aan dat ke s;ys%&m m relevant? m_ofif__ |
ek iacmpﬁexe e'geﬁifaﬂ}?lgsvormenﬁ WAL vezlal i %

relatief ldein 3 Eoow n, en nN@men Adn dat hetr d@‘ﬂﬂ- |
risch %Qdmg mek deeg modes woldseade nauwkeurt 9 legn

worden beschreven. Tn ikte maken wi dan gebrudk van
ez~ ethodz gczmaamci Qgﬂ&?ﬂ\&%@ redulbie . \foor da
matin S kr\%%en wi dan een @mxum) makix , nl.op
de d&&goﬂa&& dz m eigenwaarden ende a’:o%evoaﬁoi ko m-
olexe . [ matix L wordt een (amx2n) makdx lde
Worresponderends 2igen velboren en e i:eegevoeﬁd %csmpi@ﬁg
en de matdx T wordh een {fex2zm) makrx 4
Dz malriy F‘Sk heeth dimensie (nex2m)

]

\A/e Lfsgen dus :

[ba&{{:{ F }-! T o
(Nex1) (e #2m) @mx2m) (2m % an)

on¥1

4

We bepalen nu het kleinste gehele getal p dat voldeet

aan (‘O*ne)} 2m . Fen makix G wordf 3edef—)inteeml
als+.

G- | g::ﬁ - (pt1ne ¥ 2m (6.45)
Fs

F st
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Omda}: de matiz G fenmiaste Ne rgen meer heeft dan
kolommen bestaal er een (n@ ¥ (fﬂ}nﬁ makrix @ met
rang ne , 2odanig dab

@ @ = @ @(.q@

]h Feite wigt uit de lkeuze voor p en (6.ys) dat cle
makix G een (linker) nulruimte bezik van dimengie

n, 0‘? groter - We kwnnen dus alt'jd minstens he velkloren
Vindea die c:naPhanhe.BL zyn  @n in deze nulruimte
hﬁﬁ% , waarmee de  makdx Q in pPrinupee i gede?i-
nieerd.

We sthrjven Q in viereante (n, %1, ) submalrices Bj-

Q- [ Bei ,Bgen, .- B, ... B, Bw] Sy

ZLonder beperlirg  uan de algemeen heid  w ag de submabnx
IBlo) geljle gestele! worden can de (Ne# e ) eenheidi matrix.
Substitubie van Qé.q:‘\'),(é,q?) in 16.46) feidt nu tob:

i iB(«s) FSP‘S—; O (&qa)

s‘.'-'o

%ﬁn@_ Voor ne =1 (skadb 1 exitabiepunt | wigt
P=2m , G » een Qmt+1) x2m W\éx@ix,@e&a
{ x2m#1) mabic =~ 1Bl een ({%1) mabix,

Ve krijgen dan

SuLFE.0
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met F-ThLG ... Pl volgen hiendt nu am
ergel ngen , .l

N 2m~S '
sty
kg ?k(e - O V.ol 3(.:'3,2'... n .
Szo :

Dai' yn Polynoom wikdr u.\c‘cin«aen die volleclig Qnalwe

2Yn gon de in pamgrmp (4-2-0) gcfreaenteerale wuik ~
drukcleing | nd. (4.1Y4)

ke @.Lm) en E.4S) v«)lél: nw:

£ £ p-s]
E iBis) Ea(,ms*rk‘): ZiB(s) FS [SU Yels)
Sz» $=o -

(6.yg)

Omﬁ%am&@%& vaun excitalievr heidsgraad U (¢82.3,.,n]
e~ WO i::j&in%;ema{pwame&er kb welgh dug - " X
P ' W

2‘ jB(s) b;(_p-s-ﬁc) = - h; Cp k) (é-s0)

Sz 1

Reiaﬁe (6.50) 3&?? aon dak de bkolen van vrg’heidigmé&\
h:. (N, x1 )) hehorende LS Egds interval (P+u},8esd\re—
Ven Lan worden ol zen lineGire. kombinabie van de ledommen
van vriy heidki graden hi /behorende by de daaraan
erapgaande E‘g dsintervallen. Daarmee is dere relatie de
Wigebreidere.  Vorm von de erder a?q}elejot relatie (449).

Dcm— nu excitalie Piqu ¢ en t;:‘)d intzrvaLPorameter k
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W (6.50) te varig@en | dus voor (=142, ... n) en
k: 0,1,2,... n,),ontstaat het vol gende stelsel vergdﬁ&\ngzn:

BIT.T . T]--[R.R ... R (60

vﬂaf’bg L
Re=Dhei), b, hygray, - ] (69
(Ne ¥k, )
- .haqo-ﬂ, he (pr, ... ] (6.53)
e P k)

Ei (e) J h( L“) ,

oW

R-[Bw, B2, ... Bw] ((px-nc)x;ke_;) (€.sy)
H@ﬂoﬁ is Ugtt) het agntal molen dot men relabic (6.50)
ospsz.ér\r%?& . Dee kaa in pr acpe w‘aﬁe&mm@ grodk gekozen
wocden maar hangt wel o van het beschikbare
aantal datg punten. J. het algemeen 2al  hel stelsel
6.51) owrogpaald zjn 2odat een kieinstz wadrakanopns-
$ing  uitlomst 2al wmpeken bieden. Wj schrjven cdaartse
8.5 als : | v

RT=-R (5.55)

(‘ﬂe * P‘ne,)* {he'?j * h'g(e‘) - (he * ﬁ'ke)



&

wj wengen nu D z%f te %épai@n dat ¢
T |

[BT.RI[eT+R] (£56)

mimmasl wordt. [Oik zal heb Sgevai z4n indian

BTT +RT < O (653)

ofwel « B[ Z—ﬁ: -ﬁlT ]= _ i@£ TLT (168)

Eenvoud‘\ﬁ lean nagegaan wo den dab de uibdru
'ﬂ“C Ti_cT en @QTCT dislkrete @presrantatief Zgn van Y
auto - en cross correlatie Funckies | behorende by de ele- |
menten Van de velckoren h,;_ (&} ” kD:a\ZaF u.ﬂf'-i?-?@-b krnnen
cFPiciZat bepaald worden indien wy weer gek ruil malken
yan FFT @%Orikhman(zfqe ool paragmp H.Q,lj

Uk (€59 kan dus de mabriz [B o een eenduidige
manier worden bepaold .

VOor ek ‘oepaler\ Jvan @onan&i&?requentier en dﬂmpings—
wagrden (dun de lkomplexe eigenwoarden X, ) gaan
w3y Le,mg naGr (6.3&) e~ bescpuwen enkel de A °
El.o!ow\ L A= 1,23, - 2m) . welke geschraven kkan womlzn

als - b e
[z R s;} Fi = o (6.5)
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Hia'%:j o N 4t |
‘Sg = € , het ES- daagwaaie’ev‘nem van |

I

CS de je relevante e-genwaas‘da dus

Fﬁ = &@ r@a %cogom VAN F

\AI" U&g aen duns
At b _ﬁAL » a4k
[ I e F ’fBﬁ A ﬂ:?‘*( P——?) e +B(P)]

Y

\0\]3 2oeken een op\os.s‘mg [_:l o he\vaean enkel lan
indien de w’é??%dénk&\ mabrix in he‘:f{il—iv\kerud S‘tngu\ler
it0 Heb cisen dabt de deter minant vah‘deze mabix

nul moet 2Yn lcver{ oplossingen \/oor \L [i_n am)
én konmponamnda cigenvaktoren Fi deqeﬁ ez
mﬁ?aueﬂimm&bu %j anvulma van een der gevonden
OploSS\nsen AL een rangvermmdennf) neere van 1
Meﬂ “"&1 ke w\a&en ek 22n en\:.d voudqge Rigenwaarde.
'33 een [angver mindering r}l . en rdne 3ee?t deze
rang vermi ndering kme&&n de mutuphu&e«t aan van de
gevenden gigen woarde . Osle dan kan cen vslledige sel
van onderling  orthonomale eiﬁenvdch)ﬂaf\ F1 worden
hepacld. Voor n. =1 (slechts Ben enlele excitabic-
vrjke‘dsgraad) W 6.60) idenbick met e coder gehan -
i,terdg_ Po\-y noom uitdrulel: mﬁ U.[.ll{

er het %@pcdeﬂ von de  modale verplaatsingen gaoan




bg-

Wy terug ncar (.yy) waar direlet wil wolgt

- - -

-
h; o) F . Uy, €6
bi,(” }FS 3

i

b g.(ke\ 3 L3 Ske_
(LE'nQ X1 ) U(e-ﬂc* 2?7!) (27" * 1)

u'\i: dexe \lerge%hing kan dirckt of via een kleinste kwadra-
nalgorithme  de lolom [ - V] Yo lod  worden berelend
Voor (=1 2, --- g, Omdat ¥ reds belend kunnen
don de Cﬁép@‘idén&n van elie erponenticle Puncic in de
Unpulsregpons ( 64y} dar worden bepaald. Dib 29n dan
de 29, residuen of mosdale V@f—r)\mt«ﬁf\ﬁens Dﬂ h weer
Cen poces walk analawj 13 aon de deor relalie Cy.28)
beschroren  vergelylingen

Jndien de veldaren E) uib (6.60) , behorende by eon
meefwoudige wortel 2o gelwren =2yn dat zy Lineair
onal h@h&dﬁh 24 kan aangetcond  worden dab de
residu km&ey{m@ Wa 6.61) lonsistente inPormabe
Oplevert  voor de bepalingg van alle modes, behs rende
by dic  meer voudi ge wortel-

Boveﬂohen c@g)\a‘t dat  men wik (6.€1) ne schattersy
vepaald  Vosr elie mode shape , elle geschaald

om de falpons  weer & gaven A 2em  lmpuli in

de ke Q@@A@Q ercitalie w&%eid&@mﬁ .




