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KORTE SANErVJATTING VAN CE MOGELIJKHEDEN 

F . E .  Veldpaus 



Symbolenlij st 

A. In DYNAN gehanteerde symbolen: 

K : stijfheidsmatrix 
M : massamatrix 
C : dempingsmatrix 

Q : verplaatsingsvektor. In theoretische heschouwingen wordt g gehanteerd 

in plaats van C. 

R : krachtvektor 

U : bovendr iehoeksmatr ix (dus : U [i, i] =O als i>j ) 
P : matrix van eigenvektoren; de ie-kolom van ;Y ?omt overeen met de 

.e 
1 eigenvektor 

E : vektor van eigenwaarden. In theoretische beschouwingen wordt gehan- 

teerd in plaats van E; A is een diagonaalmatrix 
(n[i,j]=û ais i=j; n[i,P]=~[i]) 

De letter L, gevolgd door een symbool betekent label; zo is LX de Label 

van de matrix van eigenvektoren. 

B. In DYNPLN gehanteerde indices: 

R : reëel 
C : komplex 

M : master 
D : afhankelijk (dependent) 

P : voorgeschreven (prescribed) 

u : niet voorgeschreven (unconstrained) 
E : elastisch systeem (systeer. na eliminatie van hewegkgen als star 

i i chaam) 
S : aanduiding voor bewegingen als star lichaav. (rigid body modes) 

C; Notaties en afspraken 

1 .  
2 .  

Een matrix A met n rijen en IP kolommen wordt aange2uid met A ,  (nm). 
e De komponent op de ie-rij en de j -kolom. van een matrix A wordt aan- 

geduid met a of A[i,jJ. De matrix met deze komponenten zal ook wel 
wonden aangegeven met [a. .] , dus: A 5 [a. .] . 
Een matrix, die is gepartitioneerd in deelmatrices, wordt hypermatrix 

genoemd. Voorbeeld : 

ij 

I J  I J  
3. 

Dan zal A ook wel worden aangeduid met: A = [A. .] 
1 J  



.... d op d e  hoofddiago- 1' d2' n 4. Een d iagonaa lmat r i x  D y  (n n)  m e t  termen d 

n a a l  wordt  aangegeven met D = [i!;] , dus:  

D =  O 
d l  = [di ]  ; 

5. Transponeren en i n v e r t e r e n  worden aangegeven net bovenindex t r e s p e k t i e v e -  

l i j k  bovenindex - 1 .  I1 I1 

6. Transponeren van een matrix m e t  komplexe komponenten wordt  aangeduid E e t  

h e t  symbool . Z i j  C=A+i.B'(C,(nsm>; A,(n*rr,); B,(n%n); A en E r e ë e l )  dan 

g e l d t :  C = A - i .B  . Een komplexe matrix i s  hermetisch a ls  C = C 

een d e r g e l i j k e  niatrix noe t  dus ge lden:  A = A , B = -E . 
H i e r u i t  v o l g t  o . a .  d a t  de komponenten op de  hoofddiagonaal  v a n  een hermi- 

t i s c h e  matrix r e ë e l  z u l l e n  z i j n .  

* 
* " t  t 

v o o r  i t t 

~ 

7 .  Tenz i j  anders vermeld wordt z u l l e n  v e k t o r e n  s t e e d s  kolomvek-toren z i j n .  

8. D e  kongruentie-transformatie van een matrix A., (11 ) i n  een matrix C,(n*n) 

i s  g e d e f i n i e e r d  door:  

t 
C = B .A.E 

w a a r b i j  E, (mn)  r e g u l i e r  moet z i j n .  

9. De simulariteits-transformatie van  een matrix A,(n n )  i.n een ratrix 

C y  (n n)  i s  gede f in ieerd  door:  

c = E-'AE 

w a a r b i j  B,(n*n) u i t e r a a r d  r e g u l i e r  moet z i j n .  

10. Een orthonormale ( t ransformat ie - ) r ra t r ix  Q,(n*n) i s  een matrix d i e  v o l d o e t  

aan : 
t t 

Q .Q = Q.Q = I 

w a a r b i j  I,(nitn) de eenheidsdiagonaalmatr ix  i s .  



K l a s s i e k e  eigenwaarde probleem . -  ( s p e c i a l  e igenva lue  problem) 

Z i j  gegeven :een v i e r k a n t e  matrix A van orde  n*n. Gevraagd d e  waarden v a ~  
waarvoor :  

Px = xx 
een n i e t - t r i v i a l e  op loss ing  ( x f û )  h e e f t .  

W i j  z u l l e n  v e r o n d e r s t e l l e n  d a t  A reëel  en s.yrrmetrisch i s  (dus A =A=A). Dan kan t *  

worden aangetoond d a t  er n waarden var, 

xf0 h e e f t .  Deze waarden z i j n  reëel en worden genummerd op zodanige  w i j z e  d a t  

hi,X. a ls  i c j  , dus: 

bes taan  waarvoor Ax = x een op loss ing  

J x >x a . . . . . . ,  x 1’ 2 n 

A y ,  X 2 ,  . . . A  

s ingen x 

worden eigenwaarden van d e  Iratrix A genoemd. D e  b i jbehorende oplos- n ... x z i j n  d e  e igenvek toren  van deze  Iratrix. Voor d e  met A: 1 ’  x23 n I 

korresponderende e igenvek tor ,  x za l  dus ge lden:  i ’  
Ax. = x..x. (Xi#0) 1 1 1  

W i j  bergen deze e igenvektoren k o l o m g e w i j  z e  op i n  
~ 

een r c a t r i x  X, ( n m )  d i e  - 
u i t e r a a r d  - de matrix van  e igenvek toren  genoemd z a l  worden: 

...... 1 x x 2 3  11 
X = [ x 1  x 

A l s  d e  e igenvek toren  v e r s c h i l l e n d  z i j n  dan z i j n  d e  h i j  behorende e i g e n ~ e k t o r e n  

or thogonaa l ,  dus: 
t a l s  A ~ # A .  (ifj) - dan xi .xí=O 

J - 
_I 

h d a t  A synmetrisch i s  z i j n  ook d e  e igenvek toren  a l l e  reëel .  

A l s  n i e t  a l l e  elgenwaarden A * .  . A  v e r s c h i l l e n d  zijn- dan kan, doar gebruik  

t e  maken van A=A , worden bewezen d a t  er een set v a n  n e igenvek toren  b e s t a a t  
1’ n t 

d i e  or thogonaal  i s :  dus:  

(i#j) dLn kunnen d e  e igenvek toren  xi - 
t en x zodanig gekozen worden, d a t :  x .  .x.=O 

j 1 3  

H e t  b e w i j s  van  deze  bewering i s  eenvoudig t e  l everen .  

D e  e igenvek toren  z i j n ,  op een k o n s t a n t e  f a k t o r  na, eenduidig  bepaa ld .  Immers, a ls  

x. een e igenvek tor  i s  dan i s  ook a..x. ( i#O) een e i g e n v e k t o r .  E i e r v a n  wordt 
1 1 1  

g e b r u i k  gemaakt om deze  v e k t o r e n  op l e n g t e  1 t e  normeren, z o d a t  z a l  gelden:  

t 
x .  .x.=l 
1 1  

Zorgen w i j  er bovendien voor  d a t  d e  e igenvek toren  or thogonaa l  z i j n ,  dan kunnen 

w i j  s c h r i j v e n :  
t 

x .  . x  = 6 . .  
i j  1 2  

(Sij :Kronecker d e l t a )  



D e  matrix v a n  e igenvektoren,  X,  i s  dan orthonormaal,  d u s :  

t t x .x = x.x = I 

Eovendien z a l  gelden:  
t X P X = A  

w a a r b i j  A,(n*h)een d iagonaa lmat r i x  i s  waarvan de  komponenten op d e  hoofddiago- 

n a a l  g e l i j k  z i j n  aan X dus: i’ 

A = 

D i t  laatste  r e s u l t a a t  kan met: 

A x .  = A..x. 1 1 1  
L 

x = A..x L . x .  = X . . B  j 1  i j  1 i ij 

eenvoudig worden aangetoond. 

Eet o o r s p r o n k e l i j k e  s t e l se l  v e r g e l i j k i n g e n  Ax = Ax kan nu worden g e t r a n s f  orneerd 

naar  een s t e l s e l  van d e  vorm X AX = A. Een a l t e r n a t i e v e  formuler ing v o o r  h e t  

o o r s p r o n k e l i j k e  eigenwaardepsobleem i s  dus:  zoek d i e  orthonornrale matrix X,(n*n) 

d i e  v o l d o e t  aan X AX = p.] a 

t 

t 
i 

Algemene eigenwaarde probleem ( g e n e r a l  e i g e n v a l u e  problem) 

W i j  beschouwen h e t  volgende eigenwaardeprobleem: 

Ax = X,B.x 

w a a r b i j  d e  m a t r i c e s  A en E vo ldoen aan: 
t t 

t t 
A,(nxn); A = A ; x AxZ,O voor  a l l e  x#O 

B,(n*n); B = B ; x Bx7O v o o r  a l l e  x#O 

Deze e i s e n  houden dus onder andere i n  d a t  A en B semi-pos i t ie f  d e f i n t e t e ,  respek-  

t i e v e l i j k  p o s i t i e f  d e f i n i e t e  matrices rrioeten z i j n .  

H e t  gegeven probleem kan eenvoudig worden getransformeerd i n  een e fgemaardepro -  

bleem van  de  vorm D x  = Ax door Ax = XEx vóór t e  vermenigvuldigen met I3 
- 1  Deze werkwi jze  i s  e c h t e r  ongeschikt  omdat d e  matrix D = P 

z a l  z i j n .  W i j  z u l l e n  h i e r  dan ook een andere methode vo lgen .  

Omdat B p o s i t i e f  d e f i n i e t  i s  kan deze  matrix m e t  d e  methode v o l g e n s  Choleski  

-i . 
A n i e t  syrnnetrisch 

worden g e s p l i t s t  i n  h e t  produkt Rt .R., w a a r b i j  R een (rechtsboven)driehoeksmatrix 

i s  met p o s i t i e v e  g e t a l l e n  op de hoofddiagonaal ,  dus:  

t 
B = R .R; R[i , j ]= O a is  i>j; ~ [ i , i ] > o  

S t e l l e n  w i j  nu: 

y = R.x  

-t en vermenigvuldigen w i j  A x  = XBx v ó ó r  m e t  R dan o n t s t a a t :  

. (R .h) = A.  (Rx) - 1  -t t R-t.A.R. , (Rx) = X.R 



en dus: 

D . y  = Ay 

waarbij de matrix D voldoet aan: 

-t -1  t D,(nan); D = R .A.R ; D = D 

Op de geschetste vi2ze kan het algemene eigenwaarde probleem Ax = Rx worden 
overgevoerd in het klassieke eigenwaarde probleem D.y =A.y met symmetri.sche 

matrix .D. 

A2)....h van 3 y  = Ay zijn gelijk aan die van het oorspron- 1 )  n De eigenwaarden A 

kelijke probleem, terwij 1 de eigenvektoren x , Y X2' *x n van Ax = XBx met: 

- 1  x. = R "yi 1 

bepaald kunnen worden uit de eigenvektoren y , y 2 , . * . y  

&.dat D symmetrisch is zullen alle eigenwaarden A .  en ei3envektoren Y. 1 (en dus 

ook de eigenvektoren x.) reëel zijn. Daar A semi-positief definiet en F positief 
definiet is volgt dat D, evenals A, semi-positief definiet is. Daaruit kan worden 

van D y  = X.y. 1 n 

1 

1 

afgeleid dat alle elgenwaarden positief zijn, dus: 

A l  3A2"X3 . e . .  . An >O 

Definiëren wij weer de diagonaalnatrix A = r A . 1  en de matrix van eigenvektoren 

y = [Y, Y2 Y3"" n 
de volgende vorm: 

1 
y ] dan kunnen wij het eigenwaardeprobleem ook schrijven in; 

D.Y = Y . A  

en dus: 
-1 Y .D.Y = A 

__- 1 
Y .D.Y vormt een simuiariteitstransfomitatie van U. In het algemeen geldt dat 
de elgenwadrden vciïì een problee;;; niet veranderen als sp dat prcb?leem een derge- 

lijke transformatie wordt losgelaten! 

kunnen onderling loodrecht gekozen worden. In 'n De eigenvektoren y , ,  j r 2 , .  . . , 
het algemeen worden zij bovendien genormeerd op lengte 1 ,  dus: 

... x van het i 'x2 , n 
Y is dan orthonormaal. ?oor de xiatrix Y van de eigenvektoren x 

oorspronkelijke probleem zal gelden: 
- 1  X = R  y 

t en rret Y .Y = I volgt: 
t t  t x .rz .R.X = I 3 x .R;X = I 

In woorden: de eigenvektoren xI,x2, .... x zijn genormeerd met de matrix F als 
II 

kern. 

Wij vermelden nog dat het oorspronkelijke eigenwaardeprobleen? met A.X = B.X.A 

en met Xt:.B.X = I kan worden overgevoerd in: 



t X AX = 

Een a a n t a l  van d e  h i e r v o o r  gegeven r e s u l t a t e n  z i j n  ook g e l d i g  a ls  E een hermit i -  

s c h e  matrix i s  (dus a l s  D = D). Voor nadere  i n f o r m a t i e  h i e r o v e r  z i j  verwezen 

naar d e  b e t r e f f e n d e  ISD-rapporten en d e  o v e r i g e  l i t e r a t u u r  op d i t  gebied .  

.IC 



Eet uitgangspunt bij de beschouwingen wordt gev0rm.d door een stelsel lineaire, 

inhonogene, tweede orde differentiaalvergelijkingen van de volgende vorn.: 

Als wij ons beperken tot de ar,alyse van het dynamische gedrag van vechanische 
konstrukties kunnen de in dit stelsel optredende grootheden op de volgende 

wijze geynterpreteerd worden: 
- 
q: tijdsafhankelijke verplaatsingsvektor van de konstruktie 
R: tijdsafhankelijke belastingsvektor van de konstruktie 
M: massamatrix van de konstruktie 

C: dempingsmatrix van de konstruktie 

K: stijfheidsmatrix van de konstruktie 

- 
- 
- 
- 

- -  
Tenzij anders vermeld zullen wij steeds veronderstellen dat de matri 

symmetrische matrices van orde n*n zijn. Op fysische gronden volgt bovendien 

~ dat E en minstens semi-positief -definiet zijn, dus: ~ -~ 

- -t t -  
ri,(n*n); ?f = M ; x .?f.xaû voor alle x,(nxi) 

C, (ngri); c = E 
I -t - t -  
K,(n*n); K = K ; x .K.x>O voor alle x,(nic3,) 

-t - 

De verplaatsingsvektor 4 wordt gepartitioneerd in een drietal deelvektoren 

waarbij aan deze deelvektoren de volgende betekenis wordt gehecht: - 
: vektor van master degrees of freedom 

: vektor van de afhankelijke vrijheidseraden (dependent 
- qn 

degrees of freedom) 
- 
q : vektor van de voorgeschreven vrijheidsgraden ongelijk 
0 

aan nul (prescribed degrees of freedom) 
- - 

De fysische interpretatie van % en qd zal in het volgende duidelijk worden. 

- 
M nd - 
dd M 

M 
- 
pd 

- 
md c 

- -  - 
Indien wij de vektol: en de matrices 14, C en K op overeenkomstige wijze parti- 

tioneren dan kunnen wij in plaats van ( i )  ook schrijven: 
.. 

+ 



A l s  bekenden t reden  h i e r i n  de  k r a c h t v e k t o r e n  R 
qp, q en q op. De komponenten van , 

P P F a -  

f u n k t i e s  v a n  d e  t i j d .  S t e l l e n  w i j  h e t  a a n t a l  komponenten van q , - q  

aan r e s p e k t i e v e l i j k  n n en n dan i s  h e t  t o t a a l  a a n t a l  onbekende v e r p l a a t -  

s ingsgrootheden dus g e l i j k  aan n 

en m d 
en d e  v e r p l a a t s i n g s v e k t o r e n  - .. - -  - 

en yd z i j n  onbekende, t e  bepalen 

en 4 g e l i j k  
m d  P 

m' d P 
= n +n . 

U m d  

Meestal z a l  n 

ook numerieke s t a b i l i t e i t  van h e t  op loss ingsproces ! )  n i e t  p o g e l i j k  i s  een e x a k t e  

o p l o s s i n g  t e  bepalen.  V i j  z u l l e n  h i e r  een  benadeirngmethode s c h e t s e n  waarmee 

h e t  m o g e l i j k  i s  OE - op een p r a k t i s c h  b r u i k b a r e  manier - een benader iqgscp loss ine  

van ( 4 )  t e  berekenen. Ke t  kernpunt van  d i ë  methode i s  d a t  K e t  a a n t a l  relevante ~ 

v e r g e l i j k i n g e n  i n  ( 4 )  d r a s t i s c h  wordt  gereduceerd door de  v e k t c r  9 
elimineren". D a a r b i j  kunnen een a a n t a l  werkwij  zen gekozen worden. Wij beperken 

zo  g r o o t  z i j n  d a t  h e t  om p r a k t i s c h e  redenen; ( r e k e n t i j d  en eventuee l  
U 

t e  d 
I 1  

ons h i e r  e c h t e r  t o t  de  Guyan-reduktie (ook wel s t a t i s c h e  kondensa t i e  genoemd), 

omdat d i t  de  werkwi jze  i s  d i e  i n  DYNAN gehanteerd wordt .  

U i t  h e t  s t e l s e l  dlfferentiaalvergelijkingen i n  g e p a r t i t i o n e e r d e  vorm v o l g t :  

V e r o n d e r s t e l l e n  w i j  d a t  de  i n v l o e d  van  de  t raaghe idskrachten  en de dempings- 
- - -  

krac- i ten veel  k l e i n e r  i s  dan de i n v l o e d  v a n  R .q-, E .q- en K q drn 111 dp dd' -6 
dan-kan (5) worden vereenvoudigd t o t :  

- - - - -  
K .q + K  + K .o  = Rd(t )  dm -a dd'Qd dp p 

W i j  e i s e n  bovendien d a t  beweging a ls  star lichaam van de  k o n s t r u k t i e  (of v a n  

een g e d e e l t e  van d e  k o n s t r u k t i e )  onmogeli jk  i s  a ls  0 
D e  matrix 

door een g e s c h i k t e  keuze van d e  a f h a n k e l i j k e  vr i j 'ne idsgraden a l t i j d  aan deze  e i s  

kannen vo ldoen .  Omdat 

z i j n ,  z o d a t  u i t  (6)  d e  v e k t o r  kan worden o p g e l o s t :  

- 
en q g e l i j k  z i j n  aan nu l .  m P 

(n *n ) i s  dan p o s i t i e f  d e f i n i e t .  Eet z a l  d u i d e l i j k  z i j n  d a t  ~ * 7 i j  dd' d d 

p o s i t i e f  d e f i n i e t  i s  z a l  deze matrix zeker  r e g u l i e r  dd 

d 



Hiernee kan h e t  a a n t a l  onbekenden i n  ( 4 )  worden gereduceerd v a n  n =n + n 

t o t  n . m 

u r n  d 

H e t  i s  h i e r  w e i n i g  z i n v o l  om d i t  v e r d e r  u i t  t e  werken omdat b i j  h e t  r e d u k t i e p r o c e s ,  

d a t  i n  DYNAN g e v o l g d  wordt ,  nog een a a n t a l  extra v e r o n d e r s t e l l i n g e n  gemaakt wor- 

den. Daar wordt n a m e l i j k  aangenomen d a t  zowel d e  matrix , d i e  s t a t i s c h  d e  

a f h a n k e l i j k e  v e r p l a a t s i n g e n  

a l s  d e  b e l a s t i n g s v e k t o r  g e l i j k  z i j n  aan n u l .  V e r g e l i j k i n g  (6) g a a t  dan o v e r  

i n  : 

dP 
k o p p e l t  aan d e  v o o r g e s c h r e v e n  v e r p l a a t s i n o e n  9 , 

d ? 

d 

Deze-werkwijze h e e f t  g r o t e  konsequenties  v o o r  d e  keuze v a n  d e  a f h a n k e l i j k e  

v r i j h e i d s g r a d e n .  A l l e r e e r s t  v o l g t  u i t  =O d a t  i e d e r e  onbekende v r i j h e i d s g r a a d  
d 

waarop een n i e t  t e  verwaar lozen voorgeschreven b e l a s t i n g  werkt, master gekozen 

=O v o l g t  bovendien d a t  van-een element,  waarvan /&der ~~ 

- moet worden. U i t  Ìf 
dP - 

v r i j h e i d s g r a d e n  een voorgeschreven waarde o n g e l i j k  aan n u l  h e e f t ,  a l l e  o v e r i g e  

(onbekende) v r i j h e i d s g r a d e n  master g e d e k l a r e e r d  moeten worden. Deze beperking 

i s  ie ts  scherper  dan i n  w e r k e l i j k h e i d  nodig  is ;  g e e i s t  moet worden d a t  i e d e r e  

onbekende v r i j h e i d s g r a a d ,  d i e  i n  d e  s t i j f h e i d s m a t r i x  gekoppeld i s  m e t  een 

voorgeschreven v r i j h e i d s g r a a d  (SO) een master d e g r e e  of freedom is .  I n  d e  DYNAT 

User's Reference  Nanual worden d e z e  e i s e n  als v o l g t  omschreven ( z ie  User's Yanual ,  

u i t g a v e  1 9 7 1 ,  pag.  2 . 1 . 4 ) :  

b .  

c .  

'='concentrated e x c i t a t i o n  forces may o n l y  act on master d e g r e e s  of freedov" 
11 time-dependent p r e s c r i b e d  d e f l e c t i o n s  may o n l y  b e  coupled  t o  Easter d e g r e e s  

of freedor?" 

De genoemde beperkingen Kunnen i n  een a a n t a l  si.tüaties van ïser g r m t  belzng 

z i j n ,  b i j v .  a l s  E e t  a a n t a l  ui twendip b e l a s t e  knooppunten e r g  g r o o t  i s  (deal., aan 

een t i j d s a f h a n k e l i j k e  druk op een p l a a t  of s c h a a l )  of a l s  i n  een g r o o t  a a n t a l  

knooppunten een v r i j h e i d s g r a a d  i s  voorgeschreven a ls  f u n k t i e  v a n  d e  t i j d .  K e t  

a a n t a l  master d e g r e e s  of freedom, n , kzn dan e r g  g r o o t  worden en d e  dynamische 

berekeningen z u l l e n  zeer vee l  r e k e n t i j d  gaan vergen.  H e t  i s  ons n i e t  d u i d e l i j k  

geworden waarom h e t  ISD deze beperkingen i n  DYNAN h e e f t  ingebouwd. Op een desbe- 

t r e f f e n d e  v r a a g  gaf  BrÖnlund, d e  l e i d e r  van d e  DYNAN-groep binnen h e t  ICD,  h e t  

n o g a l  onbevredigende antwoord: "\Jij hebben er gewoon n i e t  aan gedacht  om een 

andere werkwij z e  t e  volgen". H i j  l i e t  w e l  doorschemxxen e r g  g e y n t e r e s s e e r d  t e  

z i j n  i n  andere,  neer algemeen b r u i k b a r e  werkwijzen waar in  d e z e  beperkingen n i e t  

zouden voorkomen. 

m 



W i j  z u l l e n  ons nu verder  beperken t o t  d e  werkwijze d i e  i n  DYXAN gevolgd i s .  

M e t :  

kan voor 5 geschreven worden: d 

Subs t i t ue ren  wi j  d i t  r e s u l t a a t  i n  ( 4 )  dan v o l g t  na en ig  rekenwerk: 

waarbi j  dezoptredende i ra t r ices  en vektoren worden gegeven door: 
1 -  1 ,  

+ .F + T 3f t -  Bf = M  - 

Y = M  = M  + T . %  

t -  M = M = 11 
.. P? PP O? 

t -  c = c  = 

t -  1 -  

C = C  = C  + T . C  

t -  c = c  = c  

mm m - 'nm + T2'Mdm md 2 2 ddaT2 

mP pm EP 2 - d p  - ~ ~ 

t -  1 

- ~ 

1 -  
+ T . C  + c .+ + I .F .T  mm nm 'mm 2 d r  md 2 2 dd 2 

rrip pm mp 2 md 

PP PP PF 
-1  - t -  - 

K = I ?  = K  - Kmd ('ff ) * Kdm mm m. m 
t -  K = K  = K  
t -  K = K  = K  

a = a :  4 = a  'm -m -p -p 

n m p  p 

mP pm mP 

PP ?P pp - - 

- 
R = R ;  R = R  

A l s  d e  k o n s t r u k t i e  of een gedee l t e  van de  kons t ruk t i e  a l s  s tar  l ichaam k a  bewegen 

z a l  d e  ma t r ix  K 

n 

W i j  noemen n 

modes en d e  e l a s t i c  modes worden beschreven door de koqonen ten  van de vektoren 

qs, (ns*l) r e s p e k t i e v e l i j k  q 

ook wel aanduiden m e t  de  naEen r i g i d  body degrees of freedom en e l a s t i c  degrees  

s i n g u l i e r  z i j n .  Nemen w i j  aan d a t  h e t  a a n t a l  r i g i d  body modes m 
bedraagt  dan z a l  de rang van E: n i e t  g e l i j k  z i j n  aan n maar aan n =n -n S m m e m s  

h e t  a a n t a l  e l a s t i c  modes. Wij ve ronde r s t e l l en  d a t  de r i g i d  body e 

(n * i ) .  D e  konponenten van deze vektosen z u l l e n  wi j  e' e 

of freedom. 

kan geschreven worden a l s  een l i ne -  %> D e  vektor  van master degrees of freedom, 

en qs: a i r e  kombinatie van q 
e 



= S . q  + X .a 
q n = [ S e  x] S [:i] E [ ~ ~ ]  e e s ‘S 

X ] d e  r i g i d  body t r a n s f o r m a t i e m a t r i x  is. w a a r b i j  S = 

W i j  w i j z e n  erop d a t  d e  komponenten van q 

deze  moet n a m e l i j k  i n l e z e n  welke  bewegingen a l s  star l ichaam op kunnen t reden.  

D e  komponenten van q 

hebben ( z i e  b i j v .  DYNAN U.R.M., pag. 2.2.10). D i t  l aa ts te  i s  i n  h e t  algemeen 

n i e t  h e t  geval v o o r  d e  komponenten van q . 

[‘e S 

door de g e b r u i k e r  z e l f  b e o a a l d  worden; 
S 

z u l l e n  dan ook een f y s i s c h  t e  i n t e r p r e t e r e n  b e t e k e n i s  
S 

e 

D e  matrix X 

v a n  d e  v e k t o r  X .q 

k e u r i g e ,  door q 

z i j n  d a t  v o o r  d e  berekening v a n  X 

Er g e l d t :  

kan eenvoudig bepaald  worden u i t  h e t  gegeven d a t  d e  komponenten 
3 

g e l i j k  z i j n  aan d e  v e r p l a a t s i n g e n  d i e  o p t r e d e n - b i j  een w i l l e -  
s s  

S 
g e k a r a k t e r i s e e r d e  beweging a l s  star lichaam. H e t  z a l  d u i d e l i j k  

d e  knooppuntskoördinaten n o d i g  z i j n .  
~ ~ ~~ ~~~ ~~ ~~ ~ ~ ~~ ~~~ 

S 

Km.XS = O 

H e t  b e w i j s  h i e r v a n  i s  eenvoudig. Immers, u i t  ( I O )  v o l g t  v o o r  h e t  s t a t i s c h e  

g e v a l  : 

K .Xs .qs  + K .Ce.qe = R - I< .a  ( 1 7 )  
rm m m nip *P 

Beschouwen w i j  nu bewegingen a l s  star lichaam (dus q #O; q =O; k =O; q =O) dan 

v o l g t  d i r e k t :  
S e m P 

K .X . q  = O VODT a l l e  4 m s s  S 

en dus K .IT = o  

S 

v o  l d o e  t aan : 

mol S 

kan n i e t  eenduidig bepaa ld  worden u i t  ( i 6 ) .  Wij e i s e n  nu d a t  deze m a t r f x  
e 

( 18)  t s .K.Y = u e S 

Ook dan is  S 

i n  d e  keuze van deze mztrix maken w i j  g e b r u i k  door t e  e i s e n :  

e c h t e r  nog n i e t  eenduidig  v a s t g e l e g d .  Van d e  nog r e s t e r e n d e  v r i j h e i d  e 

( 1 9 )  
t s .S  = I  e e  

Volgens h e t  ISD kan nu bewezen worden d a t  S w e l  eenduidig  is .  
e 

W i j  kunnen nu van ( 1 6 )  gebruik  maken om h e t  s t e l s e l  v e r g e l i j k i n g e n  (IO)  t e  t rans -  

formeren. Daar toe  s c h r i j v e n  w i j  eerst ( 1 0 )  i n  een i e t s  andere  vorn?: 



H e t  s t e l s e l  v e r g e l i j k i n g e n  (21 )  i s  v o o r  ons op d i t  ogenbl ik  n a u w e l i j k s  i n t e r e s -  

s a n t ;  w i j  z u l l e r  er a l l e e n  gebruik  v a n  maken om d e  krach ten  t e  berekenen &ie  

nod ig  z i j n  om d e  voorgeschreven v e r c l a a t s i n g e n  t e  r e a l i s e r e n ;  e S t e l l e n  w i j  h e t  

r e c h t e r l i d  i n  s te lse l  (20) g e l i j k  aan P ( t ) ,  dus: 

dan kunnen w i j  m e t  ( 16 )  h e t  r e l e v a n t e  s t e l s e l  v e r g e l i j k i n g e n  (20) overvoeren i n :  
/ -  

Op grond v a n  d e  eigenschappen (17) ,  ( 18 )  en ( 1 9 )  van de  d e e l m a t r i c e s  X 

hebben d e  matrices S .M . S en S .K . S- een eenvoudlge  vorm. EP geldt?  ~ 

en S e 
S 

- t -  ~ ~ - -  -~ 
- t -  - - 

mli- mm 

e mm- e 

O t x .M .x 
s rrm e s mrns 

t 1 
X .M .X 1 

s mm s 

Jam.er genoeg g e l d t  - in h e t  algemeen - een d e r g e l i j k  r e s u l t a a t  n i e t  voor  

S .C  .S.  Daarvoor v o l g t :  
t 

n-m 
t t c .c .s = r s  . c  . s  mn! l e  l i m e  

t s .c  .x 1 
e mm 
t .c . S  m e  s VEI s 

Wij voeren  nu een a a n t a l  - erg  voor  d e  hand l iggende  - a f k o r t i n g e n  i n  en s t e l l e n :  

t K = s  
t 

M = Se .Mnni.Se ; 

e * K m * s e  ee 

ee s s  s lim s 
t t t 

ee e m  ss s m n  e s  e mm e 

e e S S 

t M = X .M .X 

c = s .c .se ; c = x . c  .xs ; c = s .c  .s  
t ; R = x  .P t R = S  .P 



Hiermee kunnen w i j  i n  p l a a t s  van ( 2 1 )  ook s c h r i j v e n :  

U i t  ( 2 4 )  b l i j k t  d a t  de  v e r g e l i j k i n g e n  voor  q 

z i j n  als C = C 

Eet i s  misskhien moge l i jk  om d e  matrix S 
e 

en S .M . S  = O maar n i e t  meer S t . C  = I. H e t  ISD h e e f t  daarvoor  op d i t  riloment e mm e e e  
i n  i e d e r  geval nog geen bru ikbare  methode ontwikkeld.  Voor w i l l e k e u r i g e ,  symme- 

t r i s c h e  dempingsnatrices C 

komplexe eigenwaarden en e igenvektoren worden berekend. H e t  i s  (nog) n i e t  moge l i jk  

responsieberekeningen u i t  t e  voeren ;  b i j  de  nu bekende metboden zou d i t  soort  

berekeningen namel i jk  z e e r  veel r e k e n t i j d  vergen.  Foor  een b e s c h r i j v i n g  van de  

i n  DYNAN aanwezige f a c i l i t e i t e n  voor-het rekenenunet. w i l l e k e u r i g e ,  -symmetris&e 

dempingsmatrices v e r w i j z e n  w i j  naar  d e  L e c t u r e  Notes  en de  BYNAB U.Y.M. pap. 

2.2.21 t / m  2.2 .31 .  

en q s  dan en s l & c h t s  dan ontkoppeld 
e t 

een n u l n a t r i x  i s .  D i t  z a l  i n  h e t  algemeen n i e t  h e t  g e v a l  z i j n .  

zodanig t e  k i e z e n  d a t  S e . C  mm , S  e = O t es s e  

t 

kunnen op d i t  monent niet DYNAN dan ook a l l e e n  de  
CIIT 

- ~ 

W i j  z u l l e n  ons nu v e r d e r  beperken t o t  h e t  g e v a l  d a t  de demping p r o o o r t i o n e e l  i s  

d.w.z. d a t  d e  dempingsmatrix C 

Eatrix K en de  massamatrix M : 

een l i n e a i r e  kombinat je  i s  v a n  d e  s t i j f h e i d s -  
mrn 

ma m 

c = a.K 4- 6.NrnF (25) 
IIrl- rm 

w a a r b i j  a en 6 reele konstanten z i j n .  Voor de d e e l m a t r i c e s  C C en C S e l d t  

i n  d i t  g e v a l :  
ee' ss  se 

t 
C = S .(a.K + 6.M ) . S  = a.Kee + @.Mee ee e rnm mi. e 

t c = x .(a.IC + 6.Y ).X =-@.XI ss S Fn. mm s s s  

C = C = Xs (a.K,, + @.M ) . S  = O 
t t 

Se es fin e 

Door s u b s t i t u t i e  h i e r v a n  i n  (24)  v o l g t  d a t  voor  p r o p o r t i o n e l e  demping de  d i f f e r e n -  

t i a a l v e r g e l i j k i n g e n  i n  g ontkoppeld z i j n  van d i e  i n  q : e S 

= R  (26)  

* = R  (27)  

Mee.Qe + (a.K ee + B.Mee).Ge + e e - q e  

M 

e 

s s ' %  S 
*' + B.M 

ss 'qs  



\\Jij hebben ons t o t  nu t o e  nog n i e t  bekorrmerd om d e  k e g i n k o n d i t i e s  d i e  b i j  d e  

gegeven d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g e n  behoren. I n  DYNAN kunnen a l l e e n  beginkond; tE6s 

v o o r  d e  master d e g r e e s  of freedom i n  rekening worden g e b r a c h t .  Deze k o n d i t i e s  

z u l l e n m a n  d e  v o l g e n d e  vorm z i j n :  

qn(t=to) = g El0 ; %-(t=t O ) = 4 lT0 

Voor berekeningen m e t  d e  s t e l s e l s  v e r g e l i 3 k i n g e n  (26) en (27 )  moeten deze begin- 

voorwaarden worden getransformeerd n a a r  k o n d i t i e s  i n  de v e k t o r e n  q e en Q S . 
h . d a t  d e  matrix C = X I r e g u l i e r  i s  z a l  d a a r v o o r  ge lden:  I 'e S 

Voor d e  berekening van d e  o p l o s s i n g  v a n  h e t  s t e l se l  d i f f e r e n t i a a l v e r p e l i j k i n g e n  

voor  q 

rende -e igenvektoren v a n  h e t  algemene eigenwaardeprobleem- 

b e p a l e n  w i j  eerst (een a a n t a l  van)  de ( l a a g s t e )  eigenwaarden en b i jbeho-  
~ - -  - ~- ~ ~ -~ ~ ~~~~ 

e 

M .x = A.K .x ee ee 
u t  d i r e k t  i s  af t e  l e i d e n  u i t :  7 d a t  v-et u = x.e en A = e 

.. + K  .a = o  
ee"e ee ;e M 

&.dat d e  bewegingen a ls  star Lichaam z i j n  geë l imineerd  z a l  Y 
z i j n  terwij l  M minstens semi-posi t ief  d e f i n i e t  is. Daar K en M bovendien 

s y ï ï i i e t r l s c h  z i j n  z u l l e n  a l l e  eigenwaarden A l ,  AZ, ..., X n e  p n s i t i e f  z i j n .  b l i j  

p o s i t i e f  d e f i n i e t  
ee 

ee ee ee 

nummeren zodanig  d a t  

bergen w i j  op i n  d e  matrix X; w i j  mogen e i s e n  d a t  X voldoet .  

i 2  2A >....>A ne O.  De b i jbehorende e i g e n v e k t o r e n  x 1 YX2' - *x ne 

aan: 

t x .K .x = I 
ee 

Op grond v a n  (29) g e l d t  dan ook: 

S t e l l e n  w i j  nu: 

t 
.% .X = A = r1.j ee 1 

n 
e 

i= 1 
0 = X.r i ( t )  = X i . r i i ( t ) ,  
'e 

w a a r b i j  

h e t  s t e l se l  v e r g e l i j k i n g e n  v o o r  q 

t u t i e  van (32) worden overgevoerd. i n :  

d e  v e k t o r  d e r  g e g e n e r a l i s e e r d e  (of n a t u u r l i j k e )  c o ö r d i n a t e n  i s ,  dan kan 
t 

door voorvermenigvuldig ing niet X en s u b s t l -  
e 



D i t  i s  een s t e l se l  van n ongekoppelde d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g e n  van  de  vorm: e 

I n  h e t  algemeen z i j n  s l e c h t s  een z e e r  beperk t  a a n t a l  van de  (eerste) korriponenten 

van de  v e k t o r  0 van be lang voor  een (min of meer) nauwkeurige b e s c h r i j v i n g  van 

h e t  dynamische gedrag van de k o n s t r u k t i e .  Ctel  d a t  d i t  a a n t a l  g e l i j k  i s  aan n . 
A l s  n k l e i n e r  i s  dan n z u l l e n  w i j  s l e c h t s  de  eerste n komponenten van n bere- 

&enen. Eenvoudig kan worden aangetoond d a t  dan voor  d e  h ie rboven  a-angegeven 

X 

X e X 

....., X en e igenvektoren 1 ’  h2’  >- n x  
nodig  z i j n .  B i j  de  o p l o s s i n g  van h e t  eigenvaardeprobleem (29) beperken 

t r a n s f o r m a t i e  a l l e e n  de  e e r s t e  n eigenwaarden A 

xI,x2, ... x 

w i j  ons dan u i t e r a a r d  t o t  de berekening van deze  grootheden.  D e  v e k t o r  q 

X 

n x  
wordt 

e 
dan n i e t  bepaa ld  u i t  (32) maar u i t :  

n 

1 i= I qe 
( 3 5 )  

- ~ 
~ 

~ ~~~~ ~ ~~~~ ~~ 
~~~~~~ ~~~ 

~ ~~ 

B i j  deze  werkwi jze  d o e t  z i c h  e c h t e r  een k l e i n e  koc lp l ika t i e  v o o r .  Imers, om v e r -  

g e l i j k i n g  ( 3 4 )  t e  kunnen oplossen vo,or i = l y 2 y . . . , n  

n. = n . ( t = t  ) en t .  =q.(t=t ) bekend z i j n .  A l s  n =n 
O 1 0  1 O x e  

n=X .q eenvoudig bepaald  worden u i t  de  beginvoorwaarden v o o r  q en 4 . 
A l s  n <n i s  X-I e c h t e r  n i e t  bekend omdat n i e t  a l l e  k o l o m e n  v a n  X (d.w.z. n i e t  

a l l e  eigenvekt0ren)bekend z i j n . .  W i j  kunnen dan e c h t e r  gebru ik  maken van d e  u i t  

( 3 0 )  en (31) a f  te : le iden ge l i jkheden :  

moeten d e  beg inkondi t i es  

kunnen d e z e  k o n d i t i e s  met 
X 

10- 1 1 
-e e e 

x e  

t -1  - - X .Kee; X -1 t 
= A .x .E ee 

Volgens d e  DYNAN U.R.M, (pag, 2 .2e33 )  kan worden aangetoond d a t  d e  u i t :  

ee ‘eo 
= 0 ( t = t  ) = XL.K r10 O 

-1 to = i(t=to) = n .M .A 
e e  -eo 

berekende randkondi t i es  voor  n ( t )  en ;(t) d e  b e s t  n o g e l i j k e  k o n d i t i e s  z i j n  voor  

h e t  g e v a l  d a t  i n  de berekeningen s l e c h t s  een beperk te  aantal komponenten van 

i n  rekening  worden gebracht .  

De op loss ing  van de  d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g e n  ( 3 4 )  voor  n 
wordt ,  e v e n a l s  d e  op loss ing  van h e t  s t e l se l  d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g e n  (27) 
voor  d e  r i g i d  body degrees  of  freedom q 

k e  i n t e g r a t i e p r o c e d u r e ;  voor  een b e s c h r i j v i n g  van de  g e b r u i k t e  procedure  ver -  

w i j z e n  w i j  naar  d e  L e c t u r e  Notes.  Ind ien  e c h t e r  a l l e  komponenten van  R 

(i=1,2, ..., n ) i X 

i n  h e t  algemeen bepaa ld  met een nunerie-  
S’  

en van e 



R een harmonische f u n k t i e  z i j n  van de  t i j d  wordt een rcethode gevo lgd  waarin 

opt imaal  gebru ik  wordt gemaakt van d e  eigenschappen van deze-  f u n k t i e s .  Eet 

l i j k t  n i e t  z i n v o l  deze  werkwijze h i e r  v e r d e r  t e  bespreken. 

S 

Zodra d e  i n t e r e s s a n t e  komponenten van rl en d e  komponenten v a n  q 

a l s  f u n k t i e  van d e  t i j d ,  kunnen Ll a, en q 

wenst kan daarna  d e  v e k t o r  R 
ven v e r p l a a t s i n g e n  q 

E r  z i j n  nog enke le  b e l a n g r i j k e ,  invoerbeperkende f a c i l i t e i t e n  i n  h e t  DYNAfJ 

progrmmasysteem ingebouwd d i e  r iog-nie t  t e r  sprake  z i j n  gekomen en d i e  samen- 

hangen m e t  h e t  i n l e z e n  van de  k r a c h t v e k t o r e n  R 

Volgens (23) worden deze vek toren  niet: 

bepaa ld  z i j n  
S .. 

eenvoudig berekend word-en. Desge- m 
(van d e  krach ten  d i e  nodig  zi.jn om d e  voorgescbre-  

P 
t e  r e a l i s e r e n )  worden bepaald .  

P 

en p' a l s  f u n k t i e  van  de  t j j d  t .  e S 

t t 
It = s .P; Ii = x .P e e S S 

a f g e l e i d  u i t  d e  v e k t o r  P = P ( t )  d i e  i s  g e d e f i n i e e r d  door:  

Veelal z u l l e n  d e  van nu l  v e r s c h i l l e n d e  komponenten van Ii 

l e id  v a n  een z e e r  beperkt  a a n t a l  ( s t e l  n j )  f u n k t i e s  van de  t i j d  t :  

kunnen worden afge-  m 

R. (t) = P .F(t) m Y 

w a a r b i j  R , ( m l ) ;  A , (n j+n ) en F , ( n . x l ) .  Meestal z a l  n j  v e e l  k l e i n e r  z i j n  

dan n . Eet i s  d u i d e l i j k  d a t  h e t  v a s t l e g g e n  van  d.e j komponenten van  F = F(t) 

dan v e e l  minder werk z a l  z i j n  dan h e t  v a s t l e g g e n  van de  n komponenten van 9 . 
D e  hoevee lhe id  invoer  kan v e r d e r  d r a s t i s c h  worden keDerkt doorda t  b e t  moge l i jk  

is  d e  komponenten van F :zowei numeriek e i s  i n  funktie-vorm in t e  voeren.  

IE F m f  3 

m. i 
m In 

Voor de  voorgeschreven v e r p l a a t s i n g e n  q 

z i g :  

i s  een s o o r t g e l i j k e  f a c i l i t e i t  aanwe- 
P 

1 ) ;  AGl(n w a a r b i j  q 

komponenten van G = G ( t )  kunnen zowel numeriek a l s  i n  funkt ievorm worden inge le -  

n ) en G,(n 1 ) .  Veelal  z a l  ge lden n < i n  . Ook d e  
p' (nP P g  g g P  

zen 

D e  v o o r d e l e n  van deze  invoerbeperkende f a c i l i t e i t e n  worden v o o r  een n i e t  onbe- 

l a n g r i j k  g e d e e l t e  t e n i e t  gedaan door d e  e i s  d a t  A 

moeten z i j n .  Eet i s  ons v o l s l a g e n  o n d u i d e l i j k  waarom deze beperking i s  inge- 

bouwd. Op een desbe t re f fende  v r a a g  i s  ons door BrÖnlund v e r z e k e r d  d a t  deze  beper- 

k i n g  op k o r t e  terrz i jn  z a l  worden opgeheven. 

en boo lean  matrices G 


