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P max 
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snedediepte 
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machine- en mantarief 
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e 
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maximale diepte van het ruwheidsprofiel 

toelaatbare h max 
kosten per produkt 

te verspanen werkstuklengte 

lengte van het uitstekend werkstukmateriaal 

gekonsumeerde vermogen 

maximale motorvermogen 

p kans, waarschijnlijkheid 
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s . ml.n 
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u(p) 
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v . ml.n 
v max 
XB 

neusradius 

aanzet 

minimale toelaatbare aanzet 

maximale toelaatbare aanzet 

beitellevensduur, standtijd (per snijkant) 

verspaningstijd per produkt 

gereedschapswisseltijd 

steltijd per produkt 

integratiegrens (zie (2.27» 

snijsnelheid 

minimale toelaatbare snijsnelheid 
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6 spaanslankheid 

Omax 

~ 
>it 

,.., 

maximale toelaatbare spaanslankheid 

mechanisch rendement 

snijkantshoek 

hulpsnijkantshoek 

o 
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• : teken dat aangeeft dat een variabele stochastisch is. 

• = EC') : verwachtingswaarde van (";') 
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p ( • ): de kans da t ( •. ) 
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Hoofdstuk 1 INLEIDING 

1.1. 2E!!~~!!~~~~~~_!~~_~=_!=~~E~~=~~=_£=~~~~!~~. 

De be paling van de optimale verspaningskondities is een belang

rijk ekonomisch aspekt bij verspanende processen. Daarom zijn 

dan ook reeds vele publikaties over dit onderwerp verschenen. 

Een daarin veel gehanteerde methode voor deze optimalisering 

is als volgt te formuleren: minimaliseer een kostenfunktie 

onder de bijvoorwaarden, die opgelegd worden door de machine, t~ 
\tu 

gereedschap en\werkstuk. 

Nu is het bekend, dat aan verschillende variabelen in het 

verspaningsproces een toevalselement toegekend moet worden, 

m.a.w. we hebben te maken met grootheden die onder schijnbaar 

dezelfde kondities verschillende waarden aannemen. Typische 

voorbeelden hiervan zijn de beitellevensduur (standtijd) en 

de snijkracht. Deze variabelen worden in optimaliseringspro

blemen echter meestal ale deterministisch beschouwd, wat zoals 

zal blijken konsekwenties heeft voor de gevonden optimale 

verspaningskondities. 

1.2. Doel van het onderzoek. ----------------------
Gezocht is naar een methode om, rekeninghoudend met het 

stochastisch karakter van verschillende variabelen in bijvoor

waarden en kostenfunktie, optimale verspaningskondities te 

bepalen. 

Aan deze optimale verspaningskondities stellen we de eisen, 

dat met vooraf bepaalde waarschijnlijkheid aan de bijvoor

waarden voldaan wordt en dat het gevonden optimum in de 

kostenfunktie eveneens met vooraf bepaalde waarschijnlijk

heid de werkelijke kosten bij deze verspaningskondities geeft. 

Naast het voordeel dat deze methode in de praktijk met betrek

king tot de produktiebeheersing meer bruikbare resultaten zal 

geven, laat zij ook zien, hoe al dan niet stochastische 

beschouwing van invloed is op de optimalisering~resultaten. 

We beperken ons hier tot de draaibewerking bij een gegeven 

snedediepte. Aanzet en snijsnelheid zijn de onafhankelijke 

variabeleno 

1 



1.3. !~~~!!~~_!~~_~~~_!~~~!~~ 

In hoofdstuk 2 wordt behandeld hoe,met behu1p van een aange

nomen model voor de standtijd en de snijkracht,een wiskundige 

formu1ering voor het gestelde probleem gegeven kan worden. 

Tevens wordt aandacht besteed aan de BEATHE-procedure 

MINIFUN, die gebruikt zal worden voor de oplossing van het 

probleem. 

In hoofdstuk 3 worden de mogelijkheden onderzocht genoemde 

optimalisering te verwezenlijken met gebruik van het in de" 

verspaningsleer bekende equivalente model. 

In hoofdstuk 4 worden de koefficienten (de parameters) in 

het aangenomen model voor standtijd en snijkracht bepaald. 

De regressie-analyse wordt uitgebreid onder de loupe genomen, 

waarbij zal blijken dat de modelaanname in hoofdstuk 2 gewij

zigd dient te worden. 

In hoofdstuk 5 tenslotte zullen de resultaten uit hoofdstuk 

4 in het ontwikkelde rekenprogramma ingevoerd worden om de 

gewenste optimalisering uit te voeren. 

2 
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Hoofdstuk 2 Stochastische behandelwijze van het optimali

seringsprobleem. 

2.1. Modelaanname 

Bij optimalisering van het draaiproces zijn belangrijke 

grootheden de standtijd T en de hoofdsnijkracht F. Door de 

komplexiteit van het verspaningsmechanisme aan de beitelpunt 

zijn geen bruikbare uit de theorie afgeleide formules voor 

T en F voorhanden. Daarom zijn we aangewezen op empirische 

formules; op modellen. Veel gebruikt zijn: 

, 
a' a a

3 
a,. 

10 1 V 2 '1' T = s .XB 

en 
a' 

F = 10 5 

waarin v = snijsnelheid 

s = aanzet 

a = snedediepte 

XB): slijtagekriterium 

[m/s] 

[mm/omv1 

[mm] 

De exponent en worden bepaald uit experimenten. 

(2.2) 

Door reeds voora! een waarde voor het slijtagekriterium VB 

te kiezen en doordat wij ons beperken tot een snedediepte 

gaan (2.1) en (2.2) over in 

(2.4) 

Bij de bepaling van de exponenten in (2.4) moet men er 

rekening mee houden dat (2.4) gedurende het gehele slijtage

trajekt van 0 tot Xa geldigheid moet hebben. 

3 



Wij brengen nu het toevalselement in T en F voor rekening 

van deze exponenten m.a.w. we voeren de stochastische expo

nenten ex in. We nemen voorlopig aan dat deze (X' s normaalver

deelde, onafhankelijke variabelen zijn, waarvan de ver

wachtingswaarden E(tX) en de varianties if(CX) bekend zijn. 

Op deze aannamen komen wij uitvoerig terug in hoofdstuk 4. 

Het voorlopig gehanteerde model voor Twordt nu: 

- """ ex-lOCXl 0(2 
T = v s 3 

en voor F: ,., '" 
...., 

tX "'6 0(7 
F = 10 5 v s (2.6) 

2.2.1. 9E~~~!~~_~~~_~!j!££~~~~~2~~' 

We wijzen er nogmaals op dat we ons bepalen tot~en snedediepte. 

De volgende bijvoorwaarden kunnen onderscheiden worden: 

A. Bijvoorwaarden opgelegd door beitelspeciiicaties. 

a v~ v - max 
b v> v min -
c s~ s - max 
d S > smin -
Hierdoor wordt het toepassingsgebied van het beitelmateriaal 

vastgelegd .. 

B. Bijvoorwaarden opgelegd door de machine. 

~ F~ Fmax 

De snijkracht moet kleiner dan een bepaalde waarde blijven 

om geen al te grote vormafwijkingen in de machine te ver-

oorzaken, die de werkstukgeOmetri~beln.vlo.e. den •. _ 
f P ~ p / t~.\ tIM, ... J;.<l tIJ 2 ..... \11 
- max r 
Het vermogen nodig voor verspaning kan hat maximale motor

vermogen niet overschrijden. 

~ een stabiliteitskriterium. 

Het gabied waarbinnen de verspaning stabiel -l ., 
"'''''t wordt bepaald door 

4 

het optreden van chatter, adhesie en opbouwsnijkant, kortom ver

schijnselen met een toevalselement. We namen uit lit.l de empirische 

formula 



en nemen aan dat deze althans om een en ander te demonstreren 

voldoet. Hierin zijn ~11 en ~2 normaal verdeeld en onafhanke

lijk verondersteld. Hun deterministische tegenhangers 

noemen we resp. all en a 12 • 

Een ander stabiliteitskriterium kan z~Jn, dat de spaan

slankheid 6 een bepaalde maximumwaarde niet mag overschrij

den, zoals dit ook in MITURN gehanteerd wordt. 

C. Bijvoorwaarden opgelegd door werkstukspecificatie. 

h een ruwheidskriterium -
De maximale diepte van het ruwheidsprofiel" van het bewerkte 

vlak, die gerelateerd kan worden aan de aanzet, mag een 

gegeven waarde hl' niet overschrijden. 
~m 

hmax ~ hl1m 

2.2.2. Opmerk1ngen over de bi,jvoorwaarden. 

Ad A: 

Aangenomen is dat de hier genoemde uiterste waarden van 

snijsnelheid en aanzet binnen het bereik van de opde machine 

beschikbare snijsnelheden en aanzetten. Zonodig dienen 

vmax ' v~4n' s en s. aan de machine aangepast te worden. ........... max m~n 

. Ad e: -
Bij slanke werkstukken dient de maximum snijkracht F max 
bepaald te worden door de toelaatbare uitbuiging van het 

werkstuk. Naar Brewer(lit.3) geldt voor een slank werkstuk 

bij een uitgangsvorm met lengte Ll em] en diameter D [m] • 

F max = 
21T • ED4 

3 L3 
1 

~ f 
max 

waarin f = toelaatbare uitbuiging [m] max 
E = elasticiteitsmodulus van het 

werkstukmateriaal 

Ad 1: 
Voor het vermogen schrijven we: 

(2.8) 

P = F.v /7 
waarin ? het mechanisch rendement van het gereedschapswerktuig 

is. In het algemeen zal 7 ' bij ~ebruik van wisselwielen of 

5 



tandwielkast een funktie ,van de sni,jsnelheid zijn, dus 

7='l(v). We beschouwen echter ~ als konstante. 

Ad h: 

Voor de maximale diepte van het ruwheidsprofiel, schrijven 

we 

h = 6
2 / 8r (2.10) 

max e 
waarin r de neusradius van de beitel is. Deze relatie is 

e 
echter alleen exakt voor 'kleine' aanzet s en geeft alleen 

wanneer hoge eisen aan het bewerkte vlak gesteld worden, 

dus bij kleine hl' , de werkelijke waarde van de grootste 
~m 

profieldiepte. 

Bij deterministische behandeling van de bijvoorwaarden, zien 

deze er na logaritmische transformatie als volgt uit: 

b g2 

~ g3 
d g4 

e g5 

f g6 

~ f!i7 
!: g8 

log v - xl ~ 0 max 
= xl - log vmin~ 0 

= log s - x2 ~ 0 max 
= x2 - log s. .... 0 

m~n -? 

= log Fmax - a5 - a6xl - 8.7X 2 ~ 0 

= 199 7' P max - a5 - (a6+1) xl - a7x2 ;> 0 

= -a12 +allx1 +x2 ~ 0 

= log h1im -2x2 +log 8re ~ 0 

waarin: Xl = log v 

x2 = log s 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 
(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

In fig. 1 zijn de begrenzingen van deze bijvoorwaarden geschetst. 

n. nummering komt overeen ?olI;.van (2.11) tim (2.18) 

~,q lMaUt~; 
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lCXJS t 

2 

rM~· ~ u m&\ t4 t-t1 h t1i tt".) 

~Ih~ G¥MN. 'IN 

1 

Fig.1 Moge1ijk ver100p der begrenzingen. 

We zien dat bijvoorwaarden g5' g6 en g7 coefficienten a bevatten: 

Deze zu11en we nu vervangen door de stochastische coefficienten ~ : 

g5 = log F max - 0(5 - cx:6xl - D<7x2 .}: 0 

g6:: log?Pmax -0<5 -<&6 +1) xl -Ck7x2~O 
g7 :: - 0(12 + O(llx l + x2~ 0 

7 



stochastische behandeling van de bijvoor~aarden. -----------------------------------------------

We kunnen ons de bijvoorwaarden g5' g6,en g7 voorste11en als 

stochastische ongelijkheden. In formule: 

t'I 

~~. x. ~ 'd (2.19) 
.~J J?" 
1"'1 

waarin c. en d normaal verdee1de onafhankelijke variabelen 

zijn metJverwachtingSwaarden C
j 

en d en varianties ~(Cj) en 

if( d). 

... ,... 
d= 0<5-1og nP ( max 

- -c 2=- tx.7 

d~= O? 5-1og nP ( max 

. 02(0'1)= C12 (CX6) 

cf(c
2

)= cf2 (CX
7

) 

if(a) = 0'2(&5) 

De ruim~e x1 , ••• ,xn ,waarin (2.19) geldt ligt door het 

stochastische karakter van C. en d niet eenduidig vast. 
J 

We zijn nu geinteresseerd in de ruimte x 1 , ••• ,xn ' waarin 

geldt dat met een kans, groter dan p, aan bovenstaande 

stochastische ongelijkheid voldaan wordt. Voor deze ruimte 

moet dus gelden: 

., 
P ( Ie. X

J
' ~ d) ~ p 

. J ) .... 
(2.20) 

Naar analogie met de engelse be naming "chance-constraint", 

noemen we (2.20) een kansbegrenzirig. Daze kansbegrenzing is dus 

die ruimte xl"",xn ,waarin de kane groter dan of ge1ijk aan pis, 

dat aan de ongelijkheid 

2Cj Xj~d 
vo1daan wordt. 

2.3.2. 2~~~~~!~~_!~~_~~~~~~g~~~~~~g~~_!~_~~~~~~!~~~!~~~~~ 

~!j!~~!:~~~~~~~. 

Wij voeren een nieuwe stochastische variabele yin: 

x. - d 
J 

(2.21) 

o 



Uit (2.21) vo1gt dat y normaa1 verdee1d is. De verwachtings

waarde van y is: 

(2.22) 

Daar C j (j=l, u. ,n) en ~ onafhankelijk zijn, is de variantie 
N van y: h 

= I d2(c.).x~ 
• I J J JCo 

De kansbegrenzing wordt nu: 

(2.24) 

We beschouwen nu eerst het linkerlid p(Y):,O). We normeren 

y als vo1gt: ,.. ~ 

,.; 
y - y 

u = cfey) 
Nu is 'U' normaa1 verdeeld met verwachtingswaarde 0 en variantie 

I, zodat ge1dt: 

,. -;;;; 
[

t'V -y 1 = P UJ = -
dey) Cr y 

(2.26) 

Voor het rechter1id p geldt: 

p_(OO 1 .-t2/2
dt ~-u(p) V2rr' . 

(2.27) 

Deze u(p) kan voor gegeven p opgezocht worden in tabe1 1.1 in 

het Statistisch Compendium (lit.4). wanneer men bedenkt dat de 

integraa1 in (2.27) hetzelfde resu1taat geeft als de integraal 

van -00 tot + u(p)" 

(2.26) en (2.27) in (2.24) geeft: 
--y <: -u(p) 

O'ty) 

of y - u(p).oty} ~O 

Met (2.22) en (2.23) wordt dit: 

n [-~ LC, x. - d - u(p). LC12(c.) .. x~ 
. J J '1 J J 

J;: t . . ..J". ..... ... 
Deze niet lineaire deterministische 

aan de kansbegrenzingo 

( 2.28) 

begrenzlng:lS equivalent 
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We passen (2.29) toe op de snijkrachtsbegrenzing: 

Deze begrenzingen zijn geplot in fig. 2 voor enkele waarden van 

p (50%, 75%. 90%, 95% en 9o/fo). 

In appendix I zijn de bijbehorende numerieke waarden gegeven. 

Om de berekeningen in het rekenprogramma te vereenvoudigen 

definieren we nu: Xl = log v 

x2 = log (1006) 

zodat zowel Xl als x2 positieve waarden 8an zuilen nemen, daar 

we de snijsnelheid v en de aanzet s groter dan resp. Im/s en 

O.Olmm/omw. zullen houden. 

10 



Q) 
N 
c: 
o 
o 

1 

o.d-

SNIJKRACHTSBEGRENZING 

VERMOGENSBEGRENZING 

gebied, waarbinnen met een waarschijnlijkhei 

groter dan 9~~ aan de begrenzingen wordt 

voldaan. 

STABILlTEITSBEGRENZING 

O.OlL-------------------------~10~O~--------------------------------~1~O~O~O~---------
snijsnelheid [m/ min] 



gl = log vmax -xl) a 

g2 = xl-log v . ~O mJ.n 

g'Z = 
~ 

g4 = 
g5 = 
g6 = 

g7 = 

g8 = 

waarin: Xl = log v 

x 2 = log (lOOs) 

Uiteraard hoeft p in g5' g6 en g7 niet dezelfde waarde te hebben. 

Men kan p beschouwen als een maat voor het risiko dat we bij 

een bijvoorwaarde willen nemen. 



204. ~~_~£~!~~!~~~!~~_~~_~~!_~£~~~E£2~~~. 

Voor de kostenfunktie nemen we de kosten per produkt. Deze 

worden gegeven als som van resp. de machinekosten, de 

;gereedschapswisselkost gereedschapskosten en steltijdkosten 

per produkt: 

In 

De 

K :: cotm+(cOte+Ct)tmlT+cotp 

K :: kosten per produkt 

c O= machine- en mantarief 

t :: verspaningstijd per produkt m 
t = gereedschapswisseltijd e 
c t = beitelkosten per snijkant 

T :: standtijd van de beitel 

t :: steltijd per produkt p 

(2.39) zijn t en T m variabelen; cO' Ct' 
verspaningstijd t is: m 

t :: 
m 

1000 IT .DL 
60v.s 

D :: diameter werkstuk 

L :: te verspanen werkstuklengte 

v = snijsnelheid 

s ::: aanzet 

De 6tandtijd T is (met (2.5»: 

ex & lX 
T = 10 l~ v 2,(1006) 3 

...., -- ,..., 
waarin 0(10 :: lXl -2lX 3 

t e 

(2.39) 

[gulden] 

[gulden/min] 

[min] 

[min] 

[gulden] 

[min] 

[min] 

en t konstanten. p 

[m] 

[mJ 
[m/s] 
[mm/omw) 

(2.40) 

Om een indruk te krijgen van het verloop van deze kostenfunktie 

(2.39), zijn in fig. 3.isokostenkurves in het log v-log(lOOs)-vlak 

geschetst. Daarbij zijn de exponenten in (2.41) beschouwd als 

deterministisch (alO ' a 2 en a~). 
-' 
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t 
log( 100s) 

log v 

fig.3 Isokostenkurves 

Daar T echter een stochastische variabele is, is ook K stochastisch 

m.a.w. de produktkosten zijn niet volle dig bepaa1d door v en s. 

In p1aats van T uit (2.41) vullen we de ondergrens van het 

eenzijdige p%-betrouwbaarheidsinterval van T, te noemen TIOO- p ' 

in (2.39) in. 

(2.41) wordt: log T 

- -log T = ex 10+ (X2xl+ ()(3X 2 

...2 2"'" 2 ....... 2 -2- 2 
U-( log T) = a (Ot'lO)+ CJ (0<2 )x1 + U (CX

3 
)x

2 

Daar LX 10' ex 2 en lX3 normaal verdeeld verondersteld zijn, 

is ook log T normaal verdeeld, zodat geldt: 

(log T)lOO_p = log T -u(p). Ollog T) 

(2.42) 

(2.43) 

(2.44) 

Hoewel de verdeling van T niet normaal is, kunnen we tech de 

ondergrens Van het p%-betrouwbaarheidsinterval geven: 

ofwel: 

T 100-p 

T = 1010g T-u( p). eY( logT) 
lOO-p 

ex 3x2 -u( p). [ c1 (012 ) xi + c1 <lx3 ) x~ + cr (C¥lO) ] '} 

(2&46) 
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(2.39) wordt dan met (2.40): 

K = 1000rr DL [c +-1-
x

l
+x

2
-2 0 T

100
_ 

60.10 p 

met T
100

_
p 

als in (2.46). 

We minimaliseren K in (2.47) naar xl en x2 (onder bijvoorwaarden). 
o 0 0 0 

Dit levert T100_pt K t x1Jen x2 • 

Voor dit optimum geldt met een waarschijnlijkheid van p % dat 

de werkelijke standtijd groter is dan T~oo_p en dat dus de 

werkelijke kosten kleiner zijn dan KO. 

Standtijd en levensduur zijn begrippen die vaak verwisseld 

worden. In het voorafgaande wordt onder standtijd steeds de 

levensduur verstaan. De standtijd (de tijd na welke we de beitel 

vervangen) nemen we nu ter grootte T~oO_p. 

De kans dat de beitel reeds v66r het einde der standtijd 

versleten is, is dus (lOO-p) %. 
De werkelijke kosten worden bij deze standtijd eenduidig bepaald 

door KO
, zijndehet minimum van K in (2.47). 

Richtlijnen om tot een optimale keuze van p te komen, worden 

gegeven in hoofdstuk 4. 

15 



Optimalisering van het verspaningsproces is nu herleid tot 

het volgende probleem: 

Minimaliseer de niet-lineaire kostenfunktie (2.47) onder de 

lineaire bijvoorwaarden (2.31), (2.32), (2.33), (2.34) en 

(2.38) en onder de niet-lineaire bijvoorwaarden (2.35), (2.36) 

en (2.37). 

We maken voor de oplossing van dit probleem gebruik van de 

BEATHE-procedure MINIFUN (~mization of functions), een 

procedure voor oplossing van niet-lineaire optimaliserings

problemen met en zonder bijvoorwaarden. 

Het probleem met bijvoorwaarden wordt opgelost door 'sequential 

unconstraint minimization' van een zogenaamde penaIty-

funktie (SUMT). Daartoe staan een nulde-orde, een eerste-orde 

en een tweede-orde methode ter beschikking, die resp. geen, 

de eerste, de eerste en .de tweede afgeleiden van bijvoarwaarden 

en kostenfunktie vereisen. 

Wij kiezen voar de eerste-orde methode. 

Voor een uitvoerige beschrijving van MINIFUN wordt verwezen 

naar lit.5. 

Naast de reeds genoemde bijvoarwaarden, kunnen nog andere 

bijvoorwaarden ingevoerd worden. Wij geven twee voorbeelden: 

a. Een bijvoorwaarde van technologische aard. 

Wanneer in de toekomst een theoretische of een empirische 

formule voor handen komt, die kan fungeren als begrenzing 

van het gebied, waarbinnen de spaan een gewenste vorm heeft, 

kan deze als stochastische begrenzing in het programma 

ingepast worden. 

b. Een bijvoorwaarde van organisatorische aard. 

Stel men wil in een produktiestraat met ean beitel N 

werkstukken maken, dan de beitel vervangen en met de nieuwe 

weer N werkstukken maken enz. 

Er kan dan de bijvoorwaarde p( T ~ N. t ) >p ingevoerd worden. 
m 

v 



De kosten per produkt worden dan gegeven door 

K = cotm+<Cote+Ct)/N+Cotp. De kostenfunktie is dUG deter

ministisch. 

Het gevonden optimum geeft de minimale produktkosten bij 

bewerking van N produkten per beitel, onder de voorwaarde, 

dat met een waarschijnlijkheid p de beitel niet versleten 

zal zijn, voordat deze N werkstukken allen bewerkt zijn. 

17 



Hoofdstuk 3 Optima1isering met het eguiva1ente verspaningsmode1. 

Het in 2.1. aangenomen model heeft als groot bezwaar, dat het, na 

bepaling van de exponenten, slechts toepasbaar is bij een 

beitelgeometrie, bij een werkstukmateriaal en bij een beitel

materiaal. 

Aangezien het bepalen van de verwachtingswaarde en variantie van 

deze exponenten een kostbare en tijdrovende zaak iS t is gezocht 

naar formales waarin zoveel mogelijk geometrische parameters 

samengevat zijn en waarin de exponenten slechts materiaal afhan

kelijk zijn. De exponent en behoeven dan voor een beitel

werkstuk-kombinatie maar een keer bepaald te worden en de for

mules zijn dan met deze exponenten voor elke wil1ekeurige 

beitelgeometrie toepasbaar. 

Men heeft deze formules gevonden in het equivalente model. 

In dit hoofdstuk zal onderzocht worden hoe optima1isering 

vo1gens voorgaande theori~ uitgevoerd kan worden met gebruik 

van het equiva1ente model. 

3.2. Het equiva1ente verspaningsmode1. --------------------------------
In dit model verstaat men onder de equiva1ente spaanbreedte b 

e 
de totale aktieve lengte van de snijkant van de beitel. 

De equiva1ente spaandikte h is het werkelijke oppervlak van 
e 

de onvervormde spaandoorsnede A gedeeld door de equivalente e 
spaanbreedte. 

fig. 4 De equivalente snedegrootheden. 
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Invoering van de begrippen b en h biedt het voordeel dat de 
e e 

geometrische parameters a, s, re'~ en~1 hierin aamengevat 

zijn, zodat formules, die gebaseerd zijn op b en h , voor e e 
snijkracht en levensduur voor elke willekeurige anijgeometrie 

toepasbaar zijn. 

De gereduceerde snijkracht, d.i. de snijkracht per lengte

eenheid van de aktieve snijkant is een lineaire funktie van 

de equivalente spaandikte. In formule: 

,.., ff ,ex en f-' stochaatisch 

De formule voor de levensduur: 

Verwachtingawaarde en variantie vanCX,jJ,it, j;. en~hoeven voor 

een beitel-werkstuk-kombinatie slechta eenmaal bepaald te 

worden. 

Voor meer informatie over dit equivalente model, wordt ver-
\A-1l-.1 

wezen naar lit.6. Hierin treit men ook de formules\voor 

berekening van h ,b en A bij een willekeurige snijgeometrie. e e e 

We beperken ons tot een optimalisering bij een konstante snede

diepte a. Verder wordt voor r e' Jot en rr een vaste waarde 

genomen. 

De equivalente spaandikte h , die in dit optimaliseringsprobleem 
e 

naast v de onafhankelijke variabele wordt, en de equivalente 

spaanbreedte b kunnen nu beschouwd worden ale funkties van 
e 

de aanzet s, m.a.w. h = h (a) en b = b (s). 
e e e e 

Het gebruik van de exakte formules, zoals die vermeld staan in 

lit.6, levert de moeilijkheid op, dat S onmogelijk in b en h 
e e 

uitgedrukt kan worden en dus oak niet b in h • De bijvoor-e . e . 
waarden en de kostenfunktie kunnen daarom niet als funktie van 

h en v geschreven worden. e 
Bovendien moet men dan vier geometrische kondities onderscheiden 

waarbij verschillende formulas behoren. 
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Om deze moeilijkheden te vermijden, gaan we uit van de 

benaderingsformules: 

a-r e (l-cosl1 ) Ji'rrr e S 

b = + + e 
sinJf 180 2 

A e = a.s 

waarin: If= snijkantshoek r 0] 

(3.3) 

(3.4) 

De eerste twee termen in (3.3) kunnen we als konstant beschouwen. 

We stellen daarom: 

C = 
a-r e (l-cos'1 ) 

+ 
sin >f 

De benaderingsformules luiden 

b = C + 13/2 e 
A e = a.s 

h = a.s/(C + 5/2) e 

Uit (3.8) kan afgeleid worden: 

C.h e 
5 =--~ 

a-h /2 e 

~TTre 

180 

nu: 

(3.6) 
(3.7) 
(3.8) 

Wanneer een optimale h berekend is, kan met deze formule de 
e 

bijbehorende aanzet 6 gevonden worden. 

3.4.1. De bijvoorwaarden 

De bijvoorwaarden zien er nu als volgt uit: 

De snijsnelheidsbegrenzing 

Deze blijft uiteraard ongewijzigd. 

vmin " v ~vmax 
De aanzetbegrenzing 

waarin h 
e 

s. en 13 

he min~ he~he max' 
. en h berekend worden door in (3.81 ml..n e max 

llun max in te voeren. 

resp. 
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De snijkrachtsbegrenzing 

Met F = b (&' + ffh ): (' e r:>e 

c.~ (D< + ,a h ):!C F 
2a-h P e ~ max 

e 
De vermogensbegrenzing 

Me t p = v. b (5< + If h ) 
e /"" e 

2a r- "" C 2a-h .V.(O<+(Jhe ) <?Pmax e 
De stabiliteitsbegrenzing 

Gekozen is hier voor een maximaal toelaatbare spaanslankheid 

Met /; = a/so sin
2 'f : 

2 a 
h t:: ( 2 

e 0 Csin k' +a/2 max " 

De ruwheidsbegrenzing 

Met (3.8) en s ~V8r .h
l

, I 
e ~m 

he < 
21 f8r hI' i ~V e ~m 

~C + V8r hI' j e ~m 

3.4.2. De Kostenfunktie 

We schrijven de kostenfunctie als 

K = t m{ cO+(cO t e +c t) Ir] +cotp 

waarin t = 1000 TTDL [ 2a-he] 
m 60v 2Ch 

e 

en T 

3.5.1. De bijvoorwaarden 

funktie van v en h : 
e 

Slechts de vermogensbegrenzingen de snijkrachtsbegrenzing 

bevatten stochastische coifficienten. 

De vermogensbegrenzing wordt nu ala voIgt behandeld: 

21 
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en y::: h P -Fv ( max Stel: 

Dan is 

zodat 

De kansbegrenzing p(y ~ O);?p is equivalent met 

y -u( p).otY).)O t zodat de vermogensbegrenzing wordt: 

De snijkrachtsbegrenzing wordt analoog behandeld. Dit levert: 

3.5.2. De kostenfunktie 

Voor T vul1en we ook nu weer de ondergrens van een betrouwbaar

heidsinterval voor T in (3.16) in. 

Due de koetenfunktie wordt: 

1000Tf DL 2a-h ,[ 1] 
bOy • 2Ch e ... cO+(cote +Ct)""'T~-

e lOO-p 
+cotp K ::: 

met TlOO_
p 

ale in (3.20) 
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3.6. Conclusie 
~----~~-~ 

De opgezette methode om uitgaande van het equivalente model het 

draaiproces te optimaliseren, geeft rekentechnisch geen pro

blemen. We hebben hier echter gebruik gemaakt van benaderings

formules voor de snedegrootheden h "A en b • Het verdient e, e e 
aanbeveling, om de invloed van de fout die hierdoor gelntro-

duceerd wordt te vergelijken met de invloed van het stochastisch 

karakter van de koefficienten in (3.1) en (3.2). 

Blijkt de fout t.g.v. de benaderingsformules te verwaarlozen, 

dan kan met deze methode een draaiproces met willekeurige snij

geometrie en snedediepte geoptimaliseerd worden op de manier 

zoals in hoofdstuk 2 behandeld is. 
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Hoofdstuk 4 Bepalin~ van de coefficienten. 

4.1. !1!:~!!:~~!!:. 
stel x en y zijn twee stochastische variabelen met gemeenschap-

pelijke continue kansdichtheidsfunktie f(x,y). 

'" Dan is de marginale verde ling van x 

fl(x) =L~X'Y).dY 
-00 

We zijn geinteresseerd in de verdeling van 1 onder de voorwaarde 

dat ~ een bepaalde waarde x aanneemt, m.a.w. in de 

lijke kansdichtheidsfunktie f(ylx = x). Er geldt: 

f(ylx) = ;~(;r) JH ~nltA fAA ~ ~ 
De voorwaardelijke verwachtingswaarde van y is nu: 

CIJ 0:> 

E(YI~=x) =~Yf(Ylx)dY =fYf~~(~jdY = g(x) 

-00 _~ 

g(x) wordt de regressie van y op x genoemd. 

voorwaarde-
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Ale de gemeenschappelijke kansverdeling f(x,y) bekend is, kunnen 

hieruit op bovenbeschreven wijze de verdelingen flex) en f(ylx) 

en de regressiekromme g(x) bepaald worden. 

4.2. ;~:;!:!:!!:~-!:~~!~~~~~l_2:~_~~;;~!!e!~_~::!~~::~!!:!!~!:!~~!!!:l_~~_E~!~~~!!:::~. 
4.2.1. Enkelvoudige lineaire regressie. 

---------~~--------------------
We willen nu in de klasse van de lineaire fu~kties die funktie 

zoeken, die het beste de regressie g(x) benadert. 

We stellen: 

v ::: bO+blx (4.1) 

waarin bO en bl nader te bepalen parameters zijn. 



Teneinde een zo goed mogelijke benadering van g(x) te ver

krijgen,'minimaliseren we de verwachtingswaarde van (y_v)2 

naar de parameters bO en bl , 

Dus min E('y-v) 2 min ("" ..... )2 = E y-b -b x 
bO,bl botbl 

o 1 

Deze methode staat bekend als de kleinste kwadratenmethode 

(eng, least squares method.). 

(4.2) 

\ 'tHr- • 
Differentieren van (4.2) naar\bO en bl en nul stellen van het 

resultaat levert: 

Stel 

~2ErY-bO-bix]= -2[E(Y)-bO-bl E(X)] =0 

-2E[X(Y-bo-bIX)]::; -2 [E(XY)-bOE(X)-bl E(X
2

)] =0 . 

fx=E(SO , fy=E('Y) 

~=E(x2)_E2(x) , cr2=E(XY)-E(X).E(Y) x xy 

(4.3) en (4.4) levert dan: 

2 2 
b =}' - U .CY /(J o Y Ix xY x 

2 -.2' 
bl=Cf /0 __ xY x 

(4,5) en (4.6) in (4.1) geeft: 

v= U -';')'2/ a2J.ll );,2 / a21.x 
I Y [xy x Tx [xy xj 

Dit is de in de zin van de kleinste kwadraten beste lineaire 

benadering van g(x). 

We breiden het vorige uit naar het meer-dimensionale geva1. 

Kansdichtheidsfunktie: fexl'x2' •••• ,xp,y) ::; f(!,y) 

Marginale verdeling van x: ' 00 

- f1 (!) = ( f(!,y)dy leo 
Voorwaarde1ijke verwachtingswaarde van y: 

00 
_] yf(!,y)dy 

E(yl!) = g(!) 
f1(~) 

-00 

(4.3) 

(4.4) 

(4.6) 
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Lineaire benadering van de regressie g(Z): 

V=bO+blxl+b2x2+······bpxp (4.7) 

We voeren de hulpvariabele Xo in 

Minimalisering van 

E(y_'V)2 = E(y-boxo-blxl - ....... . _b
p
X

p
)2 (4.8) 

door differentiiren naar resp. bo ' bl , ••• , bp en nul stellen 

levert: 

bOE(X~) +blE(xOxl )+ ....... +b E(xOX ) = E(xOY) p. p 

= E(5Cy) 
p 

waaruit de parameters bO, ••••• ,bp oplosbaar zijn. 

NB Onder lineair wordt hier verstaan: lineair in de parameters. 
;;c: 

De variabelen x. (i=l,2, •• ,p) kunnen een willekeurige funktie 
1. 

van elkaar zijn, b.v. als p = 4: 
_ 3 

xl=log t, x2-t , 
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4.3. ~£~~~~~~~_!~~_~~_E~£~~~~~£e_~~~_~~_~~~~_!~~_~~~_~~~~~~_~:~~:! 
realisaties. -----------. 
4.3.1. Inleiding ----------
Ala f(~,y) bekend is kunnen alle E(.)-operaties in (4.9) uitge

voerd worden. In de praktijk echter is f(~,y) meestal niet 

bekend en zullen we de parameters moeten schatten aan de hand 

van een eindig aantal realisaties van ~ en y. 
Deze achattingen zullen uiteraard een of andere funktie van de 

realisaties van! en y zijn, en worden daarmee ook tot 

stochastische variabelen met een kansdichtheidsfunktie. De 

schatters voor de parameters zullen we in het vervolg 

At Iffl t •••• , lJp noemen, of in vektornotatie ll· 
De methode, waarop de schatting gebaseerd is, is de volgende: 

Beachouw de realisaties van x en y als realisaties van resp. 
- 1~L,c.h 

de ingang en uitgang van een e~at1een proces. 

Parallel hieraan wordt een model geschakeld, dat een representatie 

is van het proces. Door minimalisering van de fout in de uit

gangen, kunnen we de parameters in het model bepalen, die de 

schatters zijn van de procesparametera. 

We kiezen een model dat lineair-in-de-parameters is en nemen 

aan dat het een volledige representatie van het proces is. 
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Ret proces kan als voIgt schematisch voorgesteld worden: 

Hierin geldt: 

We veronderstellen dat xo' Xl' •••• f xp niet behept zijn met 

meetfouten en beschouwen X daarom als deterministisch. 

(4.10) 

(4.11) 

De uitgang y bestaat uit een deterministisch deel v, de respons 

op de ingang :.,en uit een stochastisch deel ~ (eng; noise). 

dat de variatie in y tengevolge van het stochastisch karakter 

van het proces en tengevolge van meetfouten aan de uitgang 

vertegenwoordigt. 

De vektor b bevat de te schatten parameters bot bl , •••• , bp • 
. I+t- ,I 

Daar E('i()=O, lAM. ~ . VI} 

geldt: 

E(Y)=V=:T.~t 
m.a.w. (4.10) stelt de regressie van y op : v~~r. 

4.3.3. Ret model ..... _------
Het model kan als voIgt schematisch voorgesteld worden: 

Hierin geldt: 

(4.12) 



4.3.4. ~~~:!:_~2!~!!:~' 

Ste1 we beschikken over m rea1isaties (waarnemingen) Y van :r 
met de bijbehorende 1ngangsvektoren x. 

We kunnen dan noteren: 

. . 
x O.bO+X1 .b1+ •••••••••• +X .b +n. ::: Y~ 

~ ~ p~ p ~ ... 
(4.13) 

# 

waarin rea1isatie is """ n. een van n. 
~ ~ ( i= 1 t 2 , ..... ,m) 

rea1isatie is 
,.., 

en Yi een van Yi • ~~, ~ Ii\.LwI v1A IltVvI 

Met 
T x01 x11 • · • · • x p1 ~l 

• 

29 

x= 'T en b ::: (4.14) xOi xli · · .. • .. x pi = x. ,~ = n. ,~ = Yi -~ ~ 

.. 

'T .. . 
xOm xlm • • .. • . x x n Ym b 

pm -m m p 

gaat (4.13) over in: 

Xb + n ::: ~ ~tA kilt wvhM:t t (4.15) • 
We be schouwen n als een realisatie van ...." n -

als rea1isatie 
,.., 

en l een van y., 

,., ,.., 
~ en 1. zijn dUB vektoren met stochastische e1ementen ni en Yi 
(i=1, 2, •••• , m). Deze vektoren voldoen aan: 

(4.16) 



Voor het model geldt: 
I'¥ ;v 

+Xpl !1p 
.-..,/ 

xo1 i3 0 +xll 131+ • . • . • = wl 

(4.17) . • . 
XO~jJO+xl~jJl + 

.r!" ,v 

• • • • • +x (3 = w 
pm p m 

of x·a IV = W - (4.18) 
,.., 

Wanneer we een realisatie t2 van ~ berekend hebben, geldt daarvoor: 

x:·1d = !! 
waarin ween realisatie van wis. - -

We Bchakelen proces en model parallel • 

.,.; 
n 

~ b V ~ 

- "'''-

"q proces ,..; 

eo.. 
I -

-- CJ 
~ 

model 

Het verschil, ook weI de fout genoemd, tussen de procesuitgang 

y en de modeluitgang~, noemen we het residue e'. 

Overeenkomstig de methode der kleinste kwadraten wordt nu de 

verliesfunktie 
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~ lit., 
Differentieren van V naar /l (zie lipp<:.n::ii,; II) en nul stellen 

van het resultaat levert: 

CV 
-:: 

0$ 
of 

met Q :: [xTx )-1, XT . ~ 

(4.22) 

(4.23) 

'(4.24) gaat (4.22) over in I A = Q2'] 
(4.24) laat zien dat elk element ft.. (j=1,2, •••• ,p) een lineaire 

J 
kombinatie is van de elementen y. (i=1,2, •••• ,m). 

~ 

Daar we beschikken over een realisatie l van 1, kunnen we m.b.v. 

(4.22) een realisatie a van i! berekenen. 

4.4. Verwachtingswaarde variantie en covariantie van de schatters. 
------------------~------------------------------------------

!1 = [xTx]-lXTl = [XTx]-lxT[XE + Ffl 

If:: ~ + [xTxJ-1XT! 

E( A) = :e + E[[XTX J -lxTff 1 
(4.25) 

Wanneer ingang X en storing ~ statistisch onafhankelijk zijn, 

wordt dit: 

Daar reeds aangenomen 

E(E) :: Q, zodat: 

.-I 

E(J1) = b 

in (4.11), dat E(n) = 0, ge1dt ook 

Dus ~ is een zuivere schatter voor :e. 
(4.26) 
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4.4.2. De variantie-covariantie-matrix. 

We zijn geinteresseerd in de variantie van en de corre1atie 

tUEsen de elementen van ).[. We zoeken daarom naar de variantie

eovariantie-matrix van /;[: 

"" cov~)= 

. 
. E (iJp -bp ) <Po-bo) 

Met (4.25) en (4.23): 

.,: 2 
••• E(1l. -b ) 

f'/p P 

E [<A-~)(A>~)TJ=E [C~_Q~_~)(~_Qn_~)T] 

=E [Q~( Qff) T] =E [Q§TQT] 

Wanneer ingang X en storing n statistisch onafhankelijk zijn. 

ge1dt dus: 

If. C .... _ T ) T T 
eov(I::") = Q.E!:!! • Q = QNQ 

waarin N is de variantie-covariantie-matrix van n. 
E(ni) • . • . . . . . · . ECninm) .. 

~ 

N=E(~!rT)= .. 
• • . . 

E(nmn1) • • • • • • • · • ECn:2) m 

(4.23) in (4.28): 

coved) = [xTx ]-lxTNX[xTx]-1 
Wanneer de variantie-covariantie-matrix van [ de volgende 

vorm heeft: 

o 
o 

(4.28) 

(4.29) 

. (4.30) 
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dan gaat (4.30) over in: 

We noemencf in (4.31) de procesvariantie. 

Schatting van de procesvariantie. 
--------------~-----------------
In het nu volgende bespreken we een schatter .voor de proces

variantie ~2 voor het geva1 dat deze niet a-priori bekend is. 

V~~r de residuevektor geldt: 
'Y = 0/ _ -w = Xb ,.., x?i 
! '" - - + !! - -I::' 

Met (4.25) wordt dit: 

!' = X~ + 1! - x{~ + [xTx] -lXT~] 

r :: 'if - X [xTx]-lxTff = [1m - X [xTxJ -lXT]1f 

waarin I de mxm-identiteitsmatrix is. m 

Stel A:: 1m - x[xTxJ-1xT. 

T Dan is A een idempotente matrix, m.a.w. A A = A (zie Appendix II). 

De ver1iesfunktie wordt met (4.3,) en (4.34): 

en de verwachtingswaarde van V: 

E(!T~) = E(~TA~) 
Nu geldt (zie Appendix II): 

E(~TA!f) = E [tr(AlfIfT)] = tr[E(A~~T)] 
Dus: 



Met de in 4.4. gedane aanname, dat X en n statistisch onaf

hanke1ijk zijn: 

E('!T!) = tr([Im _ x[XTX]-lXT]E(!!!!T)} 

wat met aanname (4.31) 1evert: 

E(~T!) = trffrm - X [XTXJ-1XTJ.Cf2] 
= 0'2 [ trIm - tr(X [XTx] -lXT)] 

= 0'2 {m - tr(XTX [xTx J-l)} 

= 0"2 {m - trIdim(XTX)] = (,-2 [m - (P+l)] 

- m-p-l 

Concl-usie: 

!T! /(m-p-l) is een zuivere schatter voor of 

Daar we over ~(m realisatie l en ~en realisatie A beschikken 

(zie 4.3.4.). hebben we een realisatie ~ van! n.l. ~ = l - X~. 
We schrijven: 

T e e 
2 s =--m-p-l 



Wij willen met het model voor een willekeurige gegeven ~ de 

procesuitgang y gaan voorspellen. Het willekeurig is bedoeld 

dat x'T niet noodzakelijkerwijs in de matrix X voor behoeft te'" 

komen. 

Van belang 1s te weten in hoeverre y varieert om zijn voorspelde 
T"'" waarde w :: : ~. Daartoe berekenen we de variantie 

E (y_Yi)2 • 

Daar geldt: 

E (y) :: v 

(w) T- T "" xTb en E :: E(~-" P-,> :::":-E'A) ::::: = v, -
schrijven we: 

Op grond 

E (y_W')2 :: E{(Y-V) _ (w_v)}2 
van het feit dat y statistisch onafhankelijk is van 

Y f waaruit ;; bepaald is (zie( 4.22», zijn ook y en ';t m I::: 
statistisch onafhankelijk van elkaar, zodat geldt: 

E ( .......... )2 y-w :: E (y_v)2 + E (~_v)2 (4.39) 

E (y_v)2 = E 002 :: <52 

E ('W_v)2 :: E T- T2 fT~ T 
(: ~ - ~~) :: g (: ~ - ~ ~) 

:: E{:T( 4 - ~) (ft- _ !?)T~ } 

XT.E{(a - !?) (k - !?)j.x 
T = :: X 

<I"J 

Coy 0-).~ 

Nu gaat (4.39) over in: 

2 2 T ...., 
E (y-w) =0' + ~ .cov«(1).~ 

of met (4.32) 

Conclusie: 

Beschikken we over een realisatie!1 en dUB voor gegeven ~ 

over een realisatie w, dan wordt y door w voorspeld met 

een varian tie die gelijk is aan de procesvariantie plus een 

variantie tengevolge van het schatten van !?, die in grootte 

afhankelijk is van x. 

(4.40) 

(4.!tl) 
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We do en de volgende aanname: 

n. is normaal verdeeld met verwachtingswaarde ° en l. 
. t' ,..,2 varl.an l.e v 

n
i

"""N(O,cr2 ) t i:l,2, ••• ,m 

ofwel ff ....,N(Q,i (]'2) (4.42) 

nan is y. normaal l. 
verdeeld met verwachting v. en variantie ~2. 

'" "'" 1. 
naar de elementen t4. van ~ lineaire kombinatiss zijn van y. 

J '" 1= l. 
(zie (4.24», geldt dat ;.1. normaal verdeeld is met verwachting 

J 
b

j 
en sen variantie die gegeven wordt door het j-de diagonaal-

element van de matrix [XTX]-l.et2 (zie 4.4). 
,v 

~ is een linea ire kombinatie van~. (n.l. w 
J 

en is daarom eveneens normaal verdeeld. 

~ A ~T, /2_) = L Xj /""j = I:! 
j"7. (I 

Het is nu mogelijk om uitgaande van een realisatie whet 

betrouwbaarheidsgebied van y aan te geven. We doen dit als volgt: 

Noemen we weer 

'Y-w 
...., = e 

dan is e normaal verdeeld met verwachting 0 (immers E(y) = E(~) = v) 

en varian tie {~T[xTx]-l~+lJ.a2 (zie (4.41». 

We kunnen nu voor een realisatie van e de betrouwbaarheidsgrenzen 

opstellen, dus ook voor (y-w): 

-u(tx/2). 0' .r~T [xTx] -l~+llt~ y-w ",u(o(/2). (Y .{~T [xTx] -l~+llt 
waarin u(~/2) de integratiegrens is in 

u 

f 1 e -t
2
/2. dt = 1-0( (zie (2.27» 

'{2TT' 
-u 

Beschikken we over een realisatie w dan geldt voor een 

realisatie y: 

Wanneer we of niet kennen, nemen we daarvoor de schatter s2. 

De koefficienten u(CX/2) moaten dan vervangen worden door t( V,OC/'2). 



welke afkomstig is uit een Students-t-verdeling met Y vrijheids

graden (zie lit. 4). Y is het aantal vrijheidsgraden waarop de 

schatting van ~ gebaseerd is, dus Y= m-p-l. 

Het (lOO-~)-%-betrouwbaarheidsinterval voor y: 
w-tC)(,~/2·).s.{:dxTx]-1 ~ + l}t(:y~W + t(Vt Of/2).s.{?S[XTX]-1?! + IJi 

. (4.44) 

37 



4.8. Resume 

We zullen nu de aannamen en conclusies kort samenvatten. ,., 
Aangenomen is dat het model ~ = X~ een volledige representatie 

is van het proces. Daaruit voIgt voor het proces: 

, E(~) = 0 

Aannamen omtrent de storingen: 

a -
b -
c -

X en n statistisch onafhankelijk. 

E (nnT) = I 0'2 

'ff"";-(Qt I0"2) 

Met de kleinste kwadratenmethode geldt dan voor modelparameters: 

E ()[) = b ,~ normaal verdeeld, 

COy <!1..) = [xTxJ -1 ()'2 

Voor de modeluitgang wals voorspeller van de procesuitgang y 
geld t: 

E ('W) = E (y) 

E (y_'W)2 = {~T[xTx]-l ~ + I} ~ 
We verkrijgen een zuivere schatter voor of: 

m-p-l 
=)( J L 

en zijn nu in staat, om bij gegeven x de betrouwbaarheidsgrenzen 

voor een realisatie y te berekenen. 



4.9. 2~~~~~~~~_~~~~_~~_~~~~~~~~~~~_!~~_~~_~~~~~~!~. 

4.9.1. ~~~!!~~~~~~~ 

We hebben steeds aangenomen dat het model een volledige 

representatie van het proces is. 

De struktuur van het proces is eehter zelden a-priori bekend, 

m.a.w. we weten! niet a-priori, well}.e ingangsvariabelen en hoeveel 

parameters in het proces een rol spa len. We beschikken slechta 

over een eindig aantal waarnemingen van de uitgangsgrootheid 

met de bijbehorende waarden van die variabelen, waarvan we 

vermoeden, dat ze als ingangsvariabelen van belang zijn. 

Wanneer we een model gekozen hebben, dat een goede representatie 

van het proces beoogt te zijn, zullen we dan ook moeten 

onderzoeken of dit model voldoet, of "het past op de waarnemingen". 

We doen dit d.m.v. een residuenonderzoek. Vanuit een deter

ministisch gezichtspunt n.l. geven de residuen (in dit geva1 

de elementen van de realisatie ! van~) een indikatie, hoe 

goed de waarnemingen verklaard worden door het model. Immers, 

het residue is het verschil tussen de waarneming, zijnde de 

realisatie van de uitgang van het onbekende procest en de model

uitgang. 

Brengen we de residuen in een grafiek Cabcis w. en ordinaat e., 
). ). 

i = 1, 2, •••• , m) en onderzoeken we die~ op grote afwijkingen t 

sprongen en trends, dan krijgen we een goed beeld van de 

geschiktheid van het model, met name omtrent de gekozen kombi

natie van ingangsvariabelen. 

Het ideale geval ziet er dan ala voIgt uit: 

eil~" ~ .. ~ . . ... ~ 
. '. w 
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Mogelijke gavallen, waarbij wijziging van model gewenat is, zijn b.v.: 

et 



In praktijk zullen de kriteria voor het afwijzen van het model 

soms, vooral wanneer het aantal waannemingen niet groat is, 

niet zo duidelijk zijn. Wi,i kunnen dan gebruik makenvan z. g. 

significantie-tests (t- en F-tests), die gebaseerd zijn op 

variantieanalyse. Wij volstaan hier met te verwijzen naar 

lit. 12 en 16. 

V~~r de residue-vektor geldt (zie (4.36»: 

! = [_ x[XTXJ-l xTg- (4.44) 

In 4.6. is afgeleid dat onder de aanname E ClinT) = I.o'2 geldt: 

Uit (4./+4) is gemakkelijk te zien dat 

I E ('!) :: Q I 

of 

en 

/ 
Ala m~p t dan geldt dUB bij benadering: 

E(~T!) = E('§T~) = m cl-

tV! IA .ltA ~ ~ i ( 1.Hht 
/M.{M; ~ ~ ,IM~, ~ 
~, I-t-r """-lA IA, I t '),t,Lt,,~ ( 

m.a.w. dan kan de bijdrage x[XTx]-l xT~ van ~ in (4.44) 

d . t' E(_T_) 1 d d k aan e var~an ~esom e e verwaar oos war en en unnen we - -
bij benadering stellen: 

I ! = !! I 
Daar we beschikken over een realisatie ~ van ~, kunnen we nu 

nagaan of de gedane aannamen omtrent ~ gerechtvaardigd zijn. 



Nadat we onderzocht hebben of het model adekwaat is, kontroleren 

we de aannamen omtrent de storingen~. :(i=1,2, •••• ,m). 
~ 

We veronderstellen m»p, zodat we volgens 4.9.2. in plaats van 

de storingen h. de residuen e. kunnen beschouwen. 
~ ~ 

Voor de varian tie van fl. was aangenomen E(n.)2 = d 2 = konstant 
~ --~~~-------------------(i=l,2, ••• ,m). 

Uitzetten van de residuen levert voor het geval dat deze aanname 

juist is: 
et 

. , 

Hebben we te maken met andere gevallen b.v. 

of 

e1 
. , 

~.:.'.', " 

~ 

efl r--~";-'-r-': ',--;-' ...:.-,' --.-' ...t...::...;-/;---:. ',..:-' :~ 
.' ... ~ . . ' .. ~, . . ~ 

'. V 

dan zijn we aangewezen op de " weighted-least-squares rl -

schattingsmethode (zie lit. 7 en 12). 

Verder is aangenomen dat de storing;. volledig onafhankeliik 
~ 

is van nj(j~i)t van Xl' X2t •••• , xp en dUs ook van w. 

We kunnen dit onderzoeken door e. uit te zetten te~en resp. w., 
~ ~ 

Xli' x2i ' •••• , xpi (i=l,2, ••• ,m) en in deze figuren te zoeken 

naar patronen, die op afhankelijkheid wijzen (zie lit. 9 en 12). 

Wanneer aangetoond is dat de aanname van gelijke variantie en 

van onafhankelijkheid voor de storing fi. gerechtvaardigd is, 
~ 

kunnen we de realisaties e. van~. (i=l,2, ••• ,m) beschouwen 
~ ~ 

als zijnde m realisaties van een stochastische variabele e, 
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die verwachtingswaarde 0 en varian tie a2 heeft. We beschouwen 

a.how. iedere realisatie e. uit de populatie e'.(l~i~m) als 
1 1 

een realisatie uit de populatie e. 
Hierdoor zijn we in staat de aanname van normale verdeling voor 

de storing 1l (n=n. voor willekeurige i (16 i ~m» te testen. 
1 

We kunnen de realisatie:re. in een histogram brengen en kijken 
1" 

hoe goed dit aan de verwachting beantwoordt. 

Een andere mogelijkheid is het uitvoeren van een){2- test 

(zie lit. 14). 

Opmerkins 

In paragraaf 4.9. is getracht enige ordening in het residuin

onderzoek te brengen, waarbij arvan uitgegaan is dat het aantal 

waarnemingen groot is. 

Het zij nogmaals vermeld dat in de praktijk, vooral wanneer 

het aantal waarnemingen klein is, de kriteria tot verwerping van 

een aanname niet zo duidelijk zijn als hier wordt voorgesteld. 

De geschetste methode is echter de enige manier om een inzicht 

te krijgen in de eigenschappen van de storing n. 
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4.10·!2~E~~~~~£~=!~_!~~_~~_E=~£~~~!~~~£~~!~~_!~_~~!_2E!!~~!~~~£!~~~

E£2~!!!:!!:~! 

We zullen nu onderzoeken hoe deze theorie gebruikt kan worden 

in het optimaliseringsprobleem in hoofdstuk 2. 

Wanneer een proces beschreven kan worden door: 

y = xTb + n 

of schematisch: 

waarin n ........ N(0,d2) en b onbekend, 

kunnen we, na kleinste-kwadraten-schatting van ~, die een 

realisatie !:2 oplevert, voor de voorspelling van y een nieuw model 

invoeren, zoals in 4.5. en 4.7. is afgeleid: 

of schematisch: 

Je - r 

\,Ie f. / ~t~~~ 
r--~-~ ~. ~ 'hh. ~ 

--=X-=---IIIII'I.-_tJ. ___ ...J. 

waarin E(-e) = 0, ECe'2) = {~T[xTx]-l ~ + 1}.d2 

en e normaal verdeeld. 

We zien dus dat in dit model y een variantie heeft, bestaande 

uit de procesvariantie (12 en een deel tengevolge van het 

schatten van ~, dat afhankelijk is van x. 

Dit kan aanschouwelijk gemaakt worden in de volgende figuren 

(zie fig. 5.). We beschouwen de situatie slechta bij een 

willekeurige ~, zeg ~k. 

In I is de verdeling van Yk , rond d verwachtingswaarde vk gegeven. 

Na schatting van de parameters ~ vindt men een realisatie wk uit 

de populatie wk in II.~,Deze populatie wordt gevonden door de 

parameter-schatting een oneindig aantal malen uit te voeren met 

dezelfde ingangsmatrix X en een telkens andere realisatie ~ van l
In III ziet men de kansverdeling van Y

k
, rond de voorspelde 

waarde wk ' een realisatie uit II. Daze verdeling wordt gevonden 

door bij deze ~k een oneindig aantal malen een realisatie wk 
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1 

E(Y
k

) = vk 

E(y k -v k)2 = ()'2 

]I 

l1I 

fig~ 5 



te bepalen en daarbij steeds een realisatie Yk van Yk (bij ~k) 

te nemen. 

V~~r het optimaliseringsprobleem zijn we gelnteresseerd in de 
,.; 

ondergrens van een eenzijdig betrouwbaarheidsinterval voor Yk : 

Yko (zie fig 9-1). 

Daar v onbekend is, kunnen we Yko niet berekenen en moeten we 

Yko benaderen door Y~o (zie fig 9-111). 

Stel, we beschikken over een realisatie wk bij ~k (zie fig 5-IV). 

We zien dat naarmate wk meer links in de populatie ~k ligt, 

Yko meer naar links verschuift. 

Daar we in praktijk maar over een realisatie wk beschikken (we 

voeren de parameterschatting maar een keer uit), lopen we het 

risiko dat we Yko tlsystematisch" vee 1 te laag schatten. 

Wanneer wedit risiko willen verkleinen, moeten we eisen dat 

de populatie wk (verdeling II) smaller wordt. Dit heeft een 

tweeledig effekt: 

enerzijds wordt de verdeling III daardoor smaller, anderzijds 

wordt de grootte der verschuiving III~IV kleiner. 

We kunnen ook zeggen: 

Wanneer de variantie E (w
k
-v

k
)2 naar nul nadert, nadert verde ling ][ 

naar verde ling I~ en nadert wk naar vk ' 

Conclusie: 

Wanneer de variantie E (W'k-vk)2 verwaarloosbaar is ten opzichte 
2 t van cr , dan zal Yko niet noemenswaard van Yko verschillen. 

Uit (4.25) voIgt voor w
k

: 

Verder is: 

;;'k = ~~ Ii = ~~ {!! + [xTx ]-1 XT ~J 

T 
v k = ~k ~ 

Zodat geldt: 

wk - v k = ~~[XTXJ-l XT if 

Met een soortgelijke redenering als in 4.9.2. kan aangetoond 

worden dat de eis dat de variantie E (~k - v
k

)2 klein moet 



zijn t.o.v. 0'2 overeenkomt met de eis dat m (het aanta1 waar

nemingen waarop de schatting van de parameters gebaseerd is) 

een orde groter moet zijn dan p (het aantal parameters). 

Voor de ondergrens van het eenzijdige (1- C( ) lOO%-betrouwbaarheids

interval noteren we nu: 
, 

x + 1 

Voor het geval dat a2 niet a-priori bekend is, vervangen we Cf" 

door a en u( ()(.) door t(y,OO, met yala in (4.44): 
, 

x + 1 (4.46) 

De bovenver.melde eis, dat m groot moet zijn en dus ook V heeft 

in (4.46) tot gevolg, dat t( V,O<) een goede benadering is van 

uCC<), immers lim t(y,O() = u(oO. 
0/""'00 
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4.11 !~~Ee~~!~~_~E_~~_~!~~~!!j~ 

We ste11en dat de standtijd gegeven wordt door: 
b b b~ ~ 

T = 10 1 v 2(100s) ~.10n (vg1. 2.1.) 

,.., 
log T 1 en noemen y = , Xo = 

x1= log v 

x2= log(lOOs) 

Na logarithmiseren van (4.47) vinden we h~t proces: 

y = b1xO + b2x1 + -b
3

x2 + n 

zodat het model wordt: 

'" 
!f2X l + 

·iV 

Vi = 1l1xO + !13X2 

We bepalen een realisatie van deze )lIS aan de hand van de 

waarnemingen uit lit (16). 

werkstukmateriaal 

beitelmateriaa1 

s1ijtagekriterium 

aanta1 waarnemingen In 

St60 

P20 

tant = 0.16 

30 

Zie voor de waarnemingentabel Appendix III. 

Deze tabe1 wordt ge1ogarithmiseerd; dit 1evert matrix X en 

vektor l. 

(4.47) 

(4.48) 

(4.49) 

Met behulp van de THE-standaardprocedure LEAST SQ.UARES SIHPLE 

worden hieruit de rea1isaties van de sChatters;Jl,)12,;13 bepaa1d: 

111 = 6.8004 

(32 = -5.1183 

(33 = -2.0966 

en oak 2 de schatter voor if: s , 
2 = 0.0063 s 

zoda t s-=::O, 08 

De residuen worden berekend door de rea1isaties w. van de 
~ 

bijbehorende Yi af te trekken: 

ei = Y i - ~lx6 - f?2 X1i - (13X 2i 
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Berekening 

van A, /12 

[ T ]-1 2 van X X .s 1evert de variantie-covariantiematrix 

enf:/ 

[ 

16.31 

cov<$)= -14.39 

-5.96 

-14.39 

14.44 

4.75 

--5.96 ] 
4.75 .0.0063 

. 2.34 

In fig. 5 zijn de residuen ei(i=1, •••• ,30) uitgezet tegen Wi' 

De lijnen evenwijdig aan de horizontale as ter hoogte 0.16 en -0.16 

geven de kritieke waarden van het tweezijdig 95%-betrouwbaarheids-

interval van e.: 
J. 

t( Y t tLX).~. s = 
y 

( ) "2)0 V ,- ' 6 t 27,0.025 • 27. 0,0003 ~ 0.1 

Deze figuur geeft, op grond van de in 4.9. behandelde onderzoeks

methode, geen aanleiding het model te verwerpen. Ook de aanname 

E(D'. )2= cr2 = konstant li.jkt gerechtvaardigd, evenals de aannarne 
J. 

van onafhankelijkheid der storingen n .. 
J. 

Bet aantal waarnemingen is echter te klein om hieromtrent 

volledige zekerheid te kri.jgen. 

In fig. 6 zijn de residuen e. "bijeengeveegd" in een histogram. 
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;v 2 J. 
De aanname ni -v N( 0, a' ) wordt geenszins tegengesproken. Het I 
aantal waarnemingen is eehter te gering om d.movo+"X2-test 

vo1strekte zekerheid te krijgen. 

Voor de ondergrens van het eenzijdige p'7b -betrouwbaarheidsinterval 

van T, TIOO_p ' kunnen we nu schrijven: 

TIOO_p=lOt r1 + f12X1 + f13X2-tC27 ,lOO-p).s, {l+,t~T~,l~~ (4.50) 

waarin ~T [xTx] -1~ = 

16.31-2K14.39X1+14.44xi-2.5.96x2+2~4.75xlx2+2.34x~ 

De invloed van ~T[xTx]-l~ komt in hoofdstuk 5 ter sprake. 
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We veronderstel1en dat de snijkracht gegeven wordt door: 
b b b7; 'it 

F = 10 Iv 2(100s) -'10" 

Met y = 10gF wordt het proces: 

y = blxO+b2xl+b3x2+n 

Het model 

w = iflXO + ;r;.Xl + AX2 
Lit (17).tabel Bl~verschaft de waarnemingen. 

werkstukmateriaal 

beite1materiaa1 

snijkantshoek 

vrij100phoek 

he11ingshoek 

spaanhoek 

snedediepte a 

snijsnelheid v 

aanzet s 

aantal waarnemingen 

Gevonden werd: 

/11 = 1.3322 

;32 =-0.08197 

;S~ = 0.6719 

en s = 0.000573 

[ 

0.2341 

en cov~) = -0.0790 

-0.1'+07 

St60 

P20 

00 

50 

60 

60 

3 mm 

1~v"5 m/s 

0.1"s~0.8 mm/omw 

m 140 

zodat s ~0,023 

-0.0790 

0.1662 

0.0169 

-0.
14071 2 

0.0169 .s 

0.0946 

We zien dat de elementen in daze variantie-covariantiematrix 

aanmerke1ijk kleiner zijn dan bij de standtijd. 

(4.51) 

Voor de bovengrens van hat eenzijdige p%-betrouwbaarheidsinterva1 

van F, F , schrijven we: 

F p=~ot ~ + (1i"l + 13X2+U( p). 6 { l+~T[XTx ]-\y] (4. ) 
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Opmerking 

Door tijdgebrek is hier het residuenonderzoek slachts summier 

uitgevoerd. Daaruit is gebleken, dat het model waarschijnlijk 

beter voldoet, indian een term ;.14x3 bijgevoegd wordt in (4.52), 
. 2 

waarJ..n x3 = x2 • 

Wij handhaven in hoofdstuk 4 bet model uit (4.52) 
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Hoofdstuk 5 

We zullen nu de optimalisering, die behandeld is in hoofdstuk' 2 

toepassen met de resultaten, die gevonden zijn in hoofdstuk 4. 
We ziju daarbij geInteresseerd in ~e manier, waarop de optimale 

verspaningskondities afhangen van het waarschijnIijkheidsniveau 

in de begrenzingen en de kostenfunktie. Oak de rol, die de 

term ~T[XTXJ-l~ hierbij speelt, zullen we onderzoeken. 

We zorgen ervoor dat de snijkrachtsbegrenzing en de vermogens

begrenzing, de aktieve begrenzingen Yormen, zodat we de invloed 

van de grootte van het waarschijnIijkheidsniveau p in deze 

begrenzingen kunnen onderzoeken, m.a.w. wij kiezen hI' ,S ,en l..m max" 
dat onderstaande situatie optreed~: 

~ ________________________ ~~~(0 

Zoals zal bIijken, zal hat optimum in de produktkosten gevonden 

WlH ~ in het bovengedeelte van het gearceerde gebied. We Iaten de 

stabiliteitsbegrenzing achterwege. 

We kiezen: 

s = 0.7 mm/omw max 

v = 5.0 m/s max 

]' = 200 kgf max 

p = 7500 Nm/s max 

hI' = 0.06 mm l..ID 

s . ml..U 

v . ml..n 

r e 

= 0.1 mm/ hvl "" 

= 1.0 m/s 

= 0.85 

= 0.8 mm 

De snedediepte wordt 3mm genomen. Bij deze snedediepte zijn 

de snijkrachtskoefficienten bepaald. 
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-
5~;6 

75% 

90% 

95% 

9CJ1~ 

Verder kiezen we: 

D :: 0.1 m 

L = 0.25 m 

c O= 0.90 gulden/min 

c t = 1.50 gulden /snijkant en 2.50 gulden/snijkant 

t = 0.5 min e 
t :: 1.0 min p 

In appendix IV is het rekenprogramma weergegeven. 

Een korte toelichting: 

De procedure CONSTRAINT geeft de begrenzingen (i=1,2, ••• ,7) en de 

kostenfunktie (i=8). 

De procedure DCONSTRAIUT geeft de eerste afgeleiden van begrenzingen 

en kostenfunktie naar xl en x2 , mits deze niet nul zijn. 

De procedure XCOVX berekent, uit de in XX[j] opgeslagen elemen~en 

r T ]-1 T T [ T ]-1 van X X ,voorgegeven ~ ::(x1 ,x2 ) de term ~ X X ~. 

De procedure DIXCOVX en D2XCOVX bepalen de afgeleide van 
Tr T J-1 ~ LX X ~ naar resp. xl en x2 • 

Het waarschijnlijkheidsniveau in de snijkracht-en vermogens- L ,I " 
~... it hi M rVVV\, VI/v\" J 

begrenzing noemen we P1 (zie form.(4.53», in de-kQet8Afwaktie ' 

P2 (zie form.(4.50». 

We houden P2 op 9~~ en laten eenvoudigheidshalve de covariantie

matrix van de standtijdskoefficienten achterwege. 

Aan PI geven we achtereenvolgens de waarde 50%, 75%, 98%, 95%, 99'~. 

Verwaarlozen we oak de covariantiematrix van de snijkrachts

koefficienten , dan vinden we, vaor het geval ct=2.50 gulden/snij-

.kant: 

3.022 

3.088 

3.148 

3.185 

3.249 

s(rom/omw) kosten p.p. 

(gulden) 

0.3167 2.456 

0.3004 2.505 

0.2865 2.551 

0.2785 2.579 

0 .. 2639 2.633 

gem. levens

duur (min) 

15.71 

15.71 

15.71 

15.71 

15.88 

standtijd 

(min) 

12.42 

12.42 

12.1+2 

12.42 

12.56 

machtijd prod.p_ 

prod(min) beitel 

1.37 9.08 

1.41 8.80 

1.45 8.56 

1.48 8.42 

1. 8.22 



500,,6 

90% 
9% 

50% 
90% 
90/;6 

Voor het geval c t = 1.50 gulden/snijkant vinden we: 

s(mm/omw) kosten p.p. 

(gulden) 

gem. 1evens

duur (min) 

standtijd 

(min) 

machtijd prod.p. 

prod(min) beite1 

3.249 0.3195 2.327 10.63 8.41 1.26 6.67 

3.249 0.2876 2.421 13.25 10.48 1.40 7.48 

3.249 0.2639 2.511 15.88 12.56 1.53 8.22 

We zien in het eerste geva1 dat wanneer P1 toeneemt, v toeneemt en 

s afneemt. In het tweede geva1 b1ijft v konstant en neemt 5 af. V 
De oorzaak hiervan 1igt in het verschuiven van de kostenfunktie 

t.o.v. de begrenzingen. 

De onderstaande schetsen laten dit zien. 

Nemen we'de covariantiematrix van de snijkrachtskoefficienten in 

de berekening mee, dan vinden we, in het geva1 c t = 1.50 : 

3.249 0.3195 2.327 10.63 8.41 1.26 

3.249 0.2822 2.440 13.79 10.91 1.43 
3.249 0.2552 2.550 17.0lt 13.48 1.58 

We zien dat de covariantiematrix van de snijkrachtskoefficienten 

nauwe1ijks de p1aats van het optimum bernvloed. Dit was te ver

wachten. daar deze koefficienten bepaa1d zijn aan de hand van een 

groot aantal waarnemingen (m=140), 

In het vervo1g wordt deze matrix in de begrenzingen verwaarloosd. 

6.67 
7.64 
8.54 
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Houden we nu PloP 90% en varieren we P2 , dan vinden we bij -verwaar10zing van de covariantiematrix van de standtijdskoefficienten: 

Voor het geva1 ct=2.50: 

s(mm/omw) 

50";& 3.249 0.2876 

75% 3.214 0.2873 
90% 3.148 0.2865 

95% 3.109 0.2861 

99% 3.037 0.2853 

Voor het geval c
t
=1.50: 

50";& .' 3.249 0.2876 

75% 3.249 0.2876 
90% 3.249 0.2876 

95% 3.249 0.2876 
99';& 3.249 0.2876 

kosten p.p. 

(gulden) 

2.472 

2.513 
2.551 
2.574 
2.618 

2.367 
2.394 
2.421 

2.439 
2.476 

gem. 1evens

duur (min) 

13.25 
14.06 

15.71 
16.80 
19.04 

13.25 
13.25 
13.25 
13.25 
13.25 

standtijd 

(min) 

13.25 
12.42 
12 .. 42 
12.42 
12.42 

13.25 
11.71 
10.48 

9.80 
8.65 

machtijd prod.p. 

prod(min) beite1 

1.40 9.46 
1.42 8.76 
1.45 8.56 
1.47 8.44 

1.51 8.22 

1.40 9.46 
1.40 8.36 
1.40 7.48 
1.40 7.00 
1.40 6.17 

Wanneer we de covariantiematrix van de standtijdskoefficienten in de 

berekening meenemen: 

Voor het geval ct=2.50: 

50";6 3.249 0.2876 2.472 13.25 13.52 1.40 9.46 
75% 3.039 0.2853 2.617 18.98 12.42 1.51 8.23 
90% 2.824· 0.2827 2.765 28.19 12.42 1.64 7.57 
95% 2.697 0.2812 2.864 36.09 12.42 1.73 7.19 
99'~ 2.465 0.2781 3.072 58.43 12.42 1. 91 6.51 

50% 3.249 0.2876 20367 13·25 13.25 1.40 9.46 
75% ~.249 0.2876 2.473 13.25 8.73 1.40 6.24 
90% 3.060 0.2855 2.605 18.30 8.20 1.50 5.47 

, 



We zien dat door variatie van P2 de kostenfunktie verschuift 

(in v- en a-richting, maar ook loodrecht daarop). Wanneer we de 

covariantiematrix meenemen, is de verschuiving aanmerkelijk 

groter dan bij verwaarlozing ervan. 

Bet blijkt dat bij c
t
=2.50 deze matrix de plaats van het 

optimum sterk belnvloedt.maar ook .de optimale kosten per produkt. 

In dit geval zijn we gebaat bij een nauwkeurigere bepaling van de 

atandtijdakoefficienten, waardoor de elementen van [xTX]-l kleiner 

worden. 

We merken op dat bij ct=2.50 het I1dalfl van de kostenfunktie binnen 

het Hwerkgebied" of weI binnen de begrenzingen Iigt. 

Voor het geval, dat dit "dal" een stuk buiten het werkgebied 

ligt (d.i. wanneer Co groter wordt en/of c t kleiner; of meer 

algemeen wanneer te+ct/cO kleiner wordt), is het snijpunt van de 

snijkrachtsbegrenzing en de vermogensbegrenzing de plaats van het 

optimum. Slechts om goed de standtijd te kunnen bepalen, dienen 

dan de koefficienten exakt bekend te zijn. 

Dat de covariantiematrix van de standtijdskoefficienten zoln 

grote invloed heeft, komt omdat we bij de bepaling van deze 

koefficienten slechts over 30 waarnemingen konden beschikken. 

Laten we nu eens aannemen dat de standtijdskoefficienten exakt 

bepaald zijn en gegeven worden door ;11=6.8004'~2=-5.1183 en 

~3=-2.0966. We veronderstellen dus dat de elementen van de 

covariantiematrix nul zijn. 

Verder veronderstellen we dat een werkstuk, dat met een versleten 

beitel bewerkt is, opnieuw bewerkt moet worden tegen bijkomende 

kosten Kad • 

Eenvoudigheishalve stellen we nog dat gedurende de berekende 

standtijd ten hoogste een werkstuk aldus foutief bewerkt wordt. 

Wanneer we een groot aantal werkstukken bewerken, zeg N, geldt 

dan voor de totale kosten 

(IOO-p) 
100 .Kad 
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aantal snijkanten, benodigd voor N werkctukken 



We willen nu die waarde van p vinden, die Ktot minimalieeert. 

Wanneer b.v. ct=2.50)zoeken we daarom naar de kleinete waarde van 

p = 500;6 : N(2.472 + 1~:~5 . Kad x UfO) 

p = 75% : N(2.513 0.25 K 4) 
+ 13. 42' ad l: I. '.2 

p- = 900;6 : N(2.551 + 1~:t2 . Kad xl.4S) 

p = 95% : N(2.574 + l~:~~ . Kad )( t.47) 

p = 99';6 : N(2.618 + 1~:2~ . Kad x 1.5"1) 

De bijbehorende waarde van p geeft het optimale waarschijnlijkheids

niveau van de kostenfunktie. 



AEEendix I 

Numerieke waarden uit lit. 1: 

()(5 = 2.5729 0"(&5) : 0.0402 

- -0.0827 0"(0(6) 0.0355 0<6 = = 

0<7 = 0.7692 0'(CX
7

) = 0.0126 

NE. Hier v in m/min 

(Xll= 2.0 ()(tX
ll

)= 0.2 

0(12= 3.139 O<iX
12

): 1.015 

F = 170 kgf max 
p = 7.5 kW max 

? = 0.85 

Appendix II 

Gegeven A is een vierkante matrix. 

Der: Matrix A is idempotent wanneer geldt: ATA = A 

\ At -;: A Iil etl L4i-y r ukt 

Onder tr(A) of sp(A) (trace resp. spoor) verstaan we de sommatie 

van de diagonaaltermen van A. 

Zij B eveneens een vierkante matrix, x eenkolomvektor en c een 

skalar, dan geldt o.a.: 

tr(A+B) = tr(A) +tr(B) 

tr(AB) = tr(BA) 

tr(cA) = c.tr(A) 
T T x Ax = tr(Axx ) 

tr(I ) = m, als I de mxm-identiteitsmatrix i B. m III 



DE 3ETA'S ZIJ\1 : 

8ETA 1 IS: "'.130038,)lil+OO 

BETA 2 IS: -!:;.11RZ::;7ru +OO 

BETA 1 IS: -? 096f,??'o1+0 0 

n~ GESC~ATTE VARIANTIE t~ DE LOG(STA~DTIJD): 6.341S804~-03 
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( 

( 

( 

( 

( 

t 

b0HKOUbHS b6fOO tl~ATHt CUMPileK. V~H~lUN i.b.UUU, IHUH~UAY, '~/l!II~. U~:~f PM. 

wiN U btl V A N W U ~ K K U M / U P T MAL 
= = = = ::::: :::;:::: :: = = == = 

·ti!:.GIN"fIL~' IN(KINLJ=n,<EAiJt:.t<I. OUT (K!J\oU=PkiNTtRl; 
'INn.bErI' I,J.COfNEt<Gt_u,M; 

::: = :::;. = == 

'HEAL' VMAX.VMIN.SMAX.SMIN.FCMAX,PCMAX.HlIM,K,cfHA, 
lENbTH,U!AM,DEPTH.CU,CT,lt.rp.IM.COSTPAH.STANO,HLP. 
Sl,S~.UP.PSI.Pl.P~. HtTl.bET2.blT3, HETS.HETb,dET1.tiETa. 
Al.~2,A3,A~.A5,A6.A7,A71.A8.A81.lN10 ; 

'bOOLEAN' KREX,SlEX; 
'"EAl"AHRAY' XI1:2], XX1(I:10], XX(:'(l:b); 
'IN rEGEr<' 'AKRAY' X TY .... Ul Ii J. iJTYPUl:tl J; 
'bOOLEAN' 'AriNAY' LINltI8J; 

'HcAL' 'PROCEDURE' PkQb(PI; 
'REAL'P; 
'bEGIN' 'RtAl' U; 

'IF'P=0.50'THEN'U:=0 'ELSE' 
'if'p=0.75'THEN'U:=0.o(5't:.LSE' 
'If'P=0.90'THfN'U:=1.2HO't:.LS~' 
'If'P=0.95'TrlEN'U;=1.b4~'tLSE' 
'JF'P=0.99'THEN'U:=2.33U 

?Kud:=U 
'!:.NU' PKUtJ; 

'REAL' 'PkUCI:.UURE' XLOVXIN,XX.tXACTI; 
'VALUE' i'H'INTtGER' N"Rt:.AL"ARKAY' xX!l]; 
I oOOL£AI~ I EXAC T; 
'bt31N"REilL' SOM,A,tl,C; 
, IF'E.XACT'TM!:.N' 
'BEGIN' A:=XIIJ; tJ:=Xl~J;(:=Xl21··~; 

SOM:=XX[il+c*XX[21*A+l*XXl4)*8 
+XXI31*A*A+I*xX(~1~A·o+XX[b)·C; 

, 1 f ' N= 10 ,. T H[;" ' 
SOM:=SOM+2*xXI71*C+2*XXlbJ*A*C 

+2·XXI~J·ti*C+XX(luJ*C*C 
'END' 
't.LSE' ~OM:::::O; 
xCOVX:=SOM 
'END' XCOVX; 

'REAL' 'PRUCEDURE' UIXCOVX(N,XX,EXACT), 
'VALUE' N;'INTEGER' NI'REAL' 'ARRAY' XX[l}; 
'tlOOlEAN' EXACT; 
'BEGIN"NEAL' SOM,A,B.C; 
'IF'EXACT'lHEN' 
'BEGIN' A:=X1IJ; ~:=X(2J;C:=Xl2J*·2; 

SOM:=2·XX121+2·XXl~}*A+2·XX{Sl*ti; 
'If'N=lO'THEN' . 
SOM:=SOM+Z*XX(SJ*C 

'END' ' 
'ELSE' SOM:=O; 
DIXCOVX:=SOM 
'END' DIX(;OV)O 

2 

3 

2 

2 

3 

3 

000:0000:1.1 
u03:QOuo:o 
003:000u:0 
Ou3:0000:u 
u03:0000:0 
uu,j:OOOO:O 
U03:00UO:0 
003:0000:0 
003:0000:0 
OO.HOOOO:\) 
Ou3:0000:0 
003:0000:0 
003:0000:0 
003:0000:U 
004:0000:0 
004:00u<:::3 
004:0007:3 
004H100C:J 
004:0011:J 
u04:0016:3 
00'0:0016:3 
003:0000:0 
003:0000:U 
ou3:UOOO:O 
003:0000:0 
003:0000:0 
00':>:0000:0 
00S:OOOOI2 
ou5:000't:1 
005:0007:3 
00:': 000t.: 1 
005:000F:0 
u05:0013:2 
ouS:0011:3 
005:UOl!;:4 
00,:>:0019:':> 
005 :\)0 19: ':> 
003:0000:0 
003:UOOO:0 
003:000u:0 
003:0000:0 
003:0000:0 
OU6:0000:0 
006:0000:2 
006:0004=1 
006: 0009h' 
006:000All 
006:000C:1 
006:000D:2 
006:000t:.:J 
U06:000U3 



'R~AL' 'PKUCEDUkE' U2XCOvXCN.XX,lXACTJI 
'VALuE' N;'lNTEij~R' N;'R~AL' 'ARRAY' lxlll; 
'800LEAf~' EXAC 1 ; 
'dEGIN' 'REAL' SOM,A,~.C; 
, IFfEXACTfTHt.!~' 
'8EGIN' A:=X[ll; ~:=XI21;CI=Xl2J •• ~; 

SOM:=2*XX(~]+2*XX(~}~A+2~XX(6)·d; 

, 1 F ' N= 1 0 ' T HI:!~ , 
SOM:=SOM+4*XXI7i*d+4*XXldJ*A*S 

+6*XX[9J*C+~*XX[10J*~*C 

'ENU' 
'f.LSE' ::'OM:=O' 
UeXCOVX:=SOM 
'END' u"XCOVX; 

'PKOCEUUK~' CUNSTHAINTlx.G,ll; 
'INTEbEH'II'HEAL'G;'AHHAY'Xlll; 
'IF'I=I'THEN'G:: AI-Xll) 'ELSE' 
'IF'I=2'THEN'G:= XlII-A2 'ELSE' 
'IF'1=3'THEN'G:= A3-Xl,,] 'tLSE' 
'If'I=4'THEN'G:= XI2J-A4 'ELSE' 
'IF'l=S'THEN'b:= A5-8ETS-dETb*X(11-dET7*X[2)-dEIH~(X(21**21 

-U~*SI*SwRrll+XCOVXCM.XX1.KREX)1 'ELSE' 
'IF'l=a'lHEN'G:= Aa-BtTS-(dElb+ll*Xll1-dtTl*x[2]-btTd*CXl2J·*21 

-UP*SI*SQRfll+XCUVXIM,XX1,KRExl I 'ELSE' 
'IF'I=7'THEN'G:: A7-2*IXl~I-~J+A71 'EL~E' 
, IF'l=8'THEN' 

'~~UIN'STANU:=ld**Cdtrl+~£T2*X[lJ+~ET3*X(2) 
-PSI*S2*SWRTll+XCOVX(6.XX2.STEXIII; 

TM:=AH/(10**(Xllj+Xl2]-211; 
G:=CO*TM+TM*CUSTPARISTANO +A81 

'ENu' CONSTRAINT; 

'PROCEDURt' DCONSTRAINTIX.UG.!I; 
'lNTEGE~'I;'R~AL"ARRAY'UGll],XII]; 

'IF'I=l'THtN' OGll1:=-1 'ELSE' 
'IF'I=2'THEN' uG[11:=+1 'ELSE' 
'IF'I=)' fHEN' OGl21:=-1 'ELSE' 
"IF'l=~'THEN' OGI2J:=+1 'ELSE' 
'IF'I=~'THEN' '~EGIN' HLP:=XCOVXIM.XXI,KHEXI; 

DGll]:=-~ET6-0.S*UpuSloDIXCOVX'M.XX1.KREXI/SUHT(I+MLPI; 
UGI2]:=-8ET1-~ETti*2*Xl21 

-0.S*UP*Sl*02XCOVXIM.XXl,KREXI/SQHTll+HLP) 
'END,' 'ELSE' 

'IF'I=6'THEN' '~EGIN' HLP:=XCUVXIM,XXl.KH[XI; 
OGllJ:=-(8ET6+1)-0.~*UP*Sl.DlXCOVXIM,XXl.KHtXI/SQRT(1+HLP); 
DG£2j:=-BET7-o~T8*2*Xl2J . 

-0.S*UP*SI*D2XCOVX(M.XX1.KHEXI/SURfI1+HLP) 
'END' , ELSE' 

'IF'J=l'THEN' OG£21:=-2 'tLSE' 
'IF'l=8'THEN"8EGIN' HLP:=XCOVXI6.XX2.STEX); 

STAND:=10**(8ETl+8ETZ*Xlll+BET3*X(2) 
. -PSt*S2*SURTCI+HLP»; 

TM:=A8/110**IXlIJ+X(2)-2)1; 
DG[l]:=TM*LNIO*(-CO+(COSTPAH/STANOI*II-l-eEfc) 

._ ~ +0.S*PSl*S2*UlXCOVA(b.XX2.STEX)/SQRTI1+HLPI»); 
LJG£2 j: =fM*LNl U* (-CO + (COS TPARIS T AND) * C (-I-flU 3.1 

+U~5*PSI*S2*U2~COVX(b'XX2tSTEX)/SQHT(1+HLP)))_ 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 
2 

003:0000:U 
003:0000:0 
uo:n 0000: 0 
003:0000:0 
003:0000:() 
007:0000:0 
007:0000:2 
007:0004:1 
007:0009:j 
O(J7:000A:2 
007:000t.:,. 
007:001c:::~ 

001:0014:0 
007:0015:1 
007:001~:1 
003:0000:0 
003:0000:0 
003:0000:0 
UU3:0000:0 
003:000';:2 
003:000b:~ 
003:UOOI\:2 
U03:000U::5 
003:0014:1 
003:001~:2 

OU3:0020:0 
003:1.l02~:1 

u03:002A:1 
003:00di:J 
003:U02E:0 
003:0034:4 
003:0038:4 
003:U03t:l:j 
003:003C:C 
003:003C:2 
003:003C:2 
u03:003C:2 
003: 003E.:4 
003:0041:3 
003:0044:3 
003:0047:" 
003: 0041::1: 5 
003:005:.;:0 
OU3:0055:1 
003:0058:0 
003:005C:1 
003:00bO:4 
003:0068:1 
003:006A:2 
003:o06f:5 
003:0071:0 
003: 0074: 1 
003:0078::3 

··003:007A:3 
003:007f:j 
003:0083:3 

. 003}OO1::l6i4 
. --o03:008U:3 

:003:0090:4 



: i 

.1 '.: 

, ~,.~ '. 

$. : 

'ENU' UCONSTRAINf; 

'PROCEOUkE' NIL; I 
$' INCLULlE' "MINIFUI\I" 

XTYPElll:=XTYPElcl:=2; 
'FOR'J:=I'STEP'1'UNTlL'7'OO' GTYPtIJl:=2; GTYPt£81:=1; 
LINll1:=LINI21:=LIN[31:=LIN[41:=LINI7J:='TkUE'; 
LlN[Sl:=LINI61:=LIN£81:=,,.ALSE' ; 

CO:= 0.90 
Tt:= O.'=>O 
OlAM:= 0.10 
lJEPTH:=J 
S~1AX: = 0.7 
VMAX:= ::>.0 
FC"1AX:= 220 

lCT:= I.S0 l% GULDENnHN 
;TP:= 1 .0 ;% MIN. ; 
;LENGTH:= 0.2::>0 ;'1J M 

;% MM 
;SMIN:= 0.1 ;% ~IM/lJMW 

iVMIN:= 1.0 ;';6 MIS 
;PCMAA:= 1500 ;% KGF RESP. 

riLIM:=0.06 ;'i6 /VIM 
K: = O. d ; % I~M 

ETriA:= 0.8S ILl\llu:= LNIlO) I 
Al:=LOG(VMAX) ;A2:=LOG(VMIN) 
AJ:=LUG(100·S~AX) IA4:=LUG(100*SMIN) 

RESP.GULDEN/SNIJKANTl 

NM/S 

A5:=LOG(FCMAX) ;Ao:=LOG(ETHA*PCMAX/9.81); 
A7:=LOG(HLIM) ;A/l:=LU0(B*R) 
Ad:=1000*ARCTAN(1)*4*UIAM*LENGTH/601 
COSfPAR:=CO*TE+CT; 
ABl:=CO*TP; 

1'1:=6; 
REALl(lN,I,SI.'FOk'J:=l'STEP'I'UNTIL'M'DU'XXl[jl.tlET':>,tlET6,tJET7.BETB, 

S2.'rOR'J:=l'STEP'I'UNTIL'6'DO'XXZ(Jl.BETl.BET2.tJt.T3) ; 
Sl:=SQRT(SlH S2:=SQRT(S2H -
KREX:='FALSE'; STEX:='FALSt'; 

'COMMENT' KREX EN STEX HttltlEN dETREKKING OP HET AL OF NIET 
MEtNEMtN VAN Ut COVA~IANTltMATRIX 8IJ kESP. DE 
SNIJKRACHT EN Llt STANDTIJO ; 

'IF'KREA'THI:'.N' 
wt-< I TE (OUT. <I. "COVAR I ANT I tMATR 1 X_ V. U. _SN I JKRACHTSCOEFF • _MEEGtNOMEN"» 
'ELSE'WkITE(OUT.<I."CUVARIANTIEMATkIX_V.O._SNIJKRACHfSCOEFF._ 

VERWAAHLOOSD"»; 
'JF'STEA.'THEN' 
wR I TE (OUT, <I, "CO" AR I ANTI EMA Tk 1 X_V.o. _ ST ANUTl JOSCOEFt- • _MEEGtNOMEN"» 
'ELSE'WkITE(OUT.<I."COVARIANTIEMATHIX_V.D._ STANDTIJUSCOEFF._ 

VERwAARLOOSIJ"» ; 
. WR ITE (OuT. <I, "SNI JKRACHT: ".I."DI:'._l:3t T A' S_Z IJN:".I, 4 (1::.20 .4-) ,I, 

"DE"':VAR I ANTIE-COVAR IANT lE-CUEF ~ :" tI, 6 (t:20 .4) till, "STANuT1JO: ".1. 
"Ot_tlETA'S_ZIJN:".I. 3(E2U.4).I." DE_VAR-COVAR-COEF.:",I, 
6(E20.4).III>,tlET5, tlt16.8tT7.tlET8. 
'fOR'J:=I'SrEP'l'UNTIL'6'UO'XAllJl. tlETl.l:3tT2,tlET3. 
'FOR'J:=liSTEP'l'UNTIL'6'DO'XX~[Jl); 

'IF'M=10'THEN' 
WR ITE (oUT. <I." SN I JKRACHTSMOUtL_tlE VAT _OOK_KWADRA T I SCHE_ TERM" » ; 
WRITE(OLiT,<III."OPTIMALISERING3AN_PRODUKTIEKOSTEN_PER_PRULluKT". 
. 111."PR0I:3.LEVEL~_SNIJSNELH£ILJ ___ AANlET ___ KOSTENj.PROD __ 

. . GEM. LEVENS- ___ ST ANDT 1 JLl ___ MACH. T I JU __ AANT AL-PRUD". I, 
·" __ Pl_[%l _______ IM/Sl ______ IMM/UMWJ ____ IGULDENl ____ _ 
DUUH~tMIN1 _____ £MIN1_~ __ P.PROD.[MINl ___ P.I:3EITEL"./I>J; 

2 

2 

003:009:.::. 
003:0097:4 
003:00'77:4 
003:0097:~ 

003:0097:~ 

003:00'H:S 
003:009A:O 
OU3:009,.:,=> 
00J:UOA4:4 
003:00A7:S 
U03:00Al:,:> 
U03:00A7:,:> 
U03:00Ab:0 
U03:00At.:3 
003:00bc:0 
003:UOb"'::' 
U03:00t$t,:3 . 
U03:00b9:3 
UU3:00bt:J:'" 
003:00tlU:3 
U03:00bt':j 
003:00C:3:0 
003:00C6:U 
003:UOCA:U 
UU3: uOCE.::. 
003:0002:2 
u03:0006:2 
OU3: OOLlB!l 
U03:00Ll9:j 
lJ03:000A:2 
u03:00F4:0 
003:0106:2 
003:010'7:2 
003:010A:4 
003:uIOA:4 
003:010A:4 
U03:010A:4 
U03:010tJ:0 
003:01lJu:2 
u03:0114:4 
U03:0119:2 
U03:01i9:4 
003:011C:0 
003:0122:4 
003:0127:2 
003:0129:1 
003:0129:1 
003:0129:1 
003:0137:3 
003:0143:3 
003:014D:':) 
003:014E:4 
U03:015':>.:2 
003:0157:1 
003:015]: 1 
003:0157:1 
003:015-': 1 
003:015C:2 

·OQ3: 015C:2. 



P2:=O.~0 

'FOR'Pl:=O.~O .O.~u .U.9~'uO' 
'ilEGIN'0P:=PROdIPi); PSI:=PRUbIPZ); 

X[ i J:=LOG(l.t); Xl2}!=LOt><lOO*U.51; 
MINIrUNIX,CONSTRAINT,X1YPE..GTYPE.LIN,1.UCONSTRAINT.NIL, 

1,2.b._-5._-~, 10 ,2.CUNVERG~U.O.lOO,OUT); 
t If' CUNIlt.klJELl=tj' T Hi::.I~ I Wt<l It. lOUT. <1."LJttl'i_CONVERGEN r I E"» ; 
WRII~(OUT.<1.15. flS.]. f12.l.t, f14.J. F12.Z. FIJ.2. fIZ.Z. 

't::.NO' 
'tNU' • 

FIJ.2,1>. lOUR~i. 10 •• Xll1. lO·*(Xl2J-ZI, 
TM*(CU+COSTPAk/STANU)+CO*TP, lO •• (iltTl+8ET2*Xlll 
+8ET3*X(21), STANU. TM, SlANOITM ) 

2 

2. 
1 

OO.3:UlSC:<'! 
U 0.3: \)151:.: .3 
u03:0101):3 
u03:016b:5 
00.3:0170:2 
003:01ilY:4 
003:uI'jo:2 
003:0197:5 
003:0199:4 
U03:UlAY:<:> 
UU3:0lt:stHl 
U03: 01il9:I 
003: Uilll:.: 5 
003:01C1:3 

===:==;===================~=====================================================================================~=============::==== 

Nu~8ER Uf ~RRORS DETECTED = 0000. 
NUMd~H Uf SEGMENTS = UbO. JOTAL SEGMENT ~lZE = ~OJ7~4 wORDS. CORE ESTIMATE = 006~89 wORDS. STACK EST1MATE=000267 
PROGRAM SIZE = OOObb7 CARDS. OOb961 SYNTACTIC ITEMS. OOO~5Y DISK SEGMENTS. 
PROGRAM fiLE NAME: w/NU~E/VANWOEHKUM/OPTIMAL. 
COMPILATION TIME = 40.9SJ SECONDS ELAPSELl; l~.OlS SECUNuS PROCESSING; ~.bb3 SECUNDs 1/0. 



CUVARIANTIEMATRIX V.D. SNIJKRACHTSCOEfF. V~RWAAHLOOSU 
COVA~l~NTIEMATRIX V.D. STANUrrJUSCUEFF. VtHWAARL0uSD 
SNIJ)\~ACHT: 

Ul:. ot r A'S LI IN: 
1.3J22p+OO -8.1969~-02 6.71t;;~.-01 

DE VARIANTIE-CUVARIANTlt-CUtF.: 
2.j400~-Ol -7.9000.-02 1.6620~-01 

:::.TANUT!JD: 
lJE bETA'S ZIJN: 

b.tl004tw+00 
DE VAH-COVAR-COEF.: 

1.6312[01+01 

-5.11l:l3cw·OO 

Ol-'T IMALlstRING VAN PRODUKTltKOSTEN PER PROJUKI 

PfWb.LEvEL SNIJSNtLHEiiJ AANlET KOSTEI~ P.l-'RQD 
PI [;t,] [MIS] (MM/OI~W } [GULIJENI 

':>0 2.954 0.3639 2.224 

'10 2.954 0.3270 ';:.32U 

'19 2.954 0.3006 2.411 

1.4444(01+01 

GEM.lE:.VE:.i"S-
!JUUR (MIN] 

IJ.ll:) 

10.43 

1'7.68 

0.0000[01+00 

1.6'::120(01-02 

2.J'tlCSlal+00 

STANDT IJO MACH. TIJU AArHAl PRQlJ 
(MIN] P.PROU.lMINI P.tjEI TtL 

10.42 1.2<: 8.':>6 

1".99 1.35 9.01 

15.56 1.47 10.::'6 
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