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Over de definitieverzameling van een voorwaardelijke verwachtingsoperator

en de ongelijkheid van Jensen.

In deze notitie staat niets nieuws; er wordt slechts een grote klasse
functies aangegeven waarop de voorwaardelijke verwachtingsoperator zinvol
gedefinieerd kan worden. Als resultaat vinden we een snelle afleiding van
de ongelijkheid van Jensen.

We werken op een kansruimte (X,8,u). Alle beschouwde functies zijn &~
meetbaar, gelijkheden en ongelijkheden tussen functies gelden modulo u-

nulverzamelingen. QO is een deel o-algebra van &.

- + . » I - - . » I
Laat ¥V de verzameling der niet-negatieve uitgebreid reeelwaardige functies

.. . + ..
zijn. Voor iedere f ¢ ¥V definieert

v(A) = J £du
A

een (niet noodzakelijk o-eindige) maat op & met v << yu,

Laat v, de beperking van v tot &_  zijn, Mo de beperking van u tot RO, en

0 0
definieer
E f = -CE::Q.
& duy

waarin het rechterlid de Radon~Nikodym afgeleide van v, met betrekking tot

By voorstelt. De hier toegepaste vorm van de stelling San Radon-Nikodym is
iets algemener dan de gebruikelijke formulering in de leerboeken en kan
bijvoorbeeld gevonden worden in H. Bauer, Wahrscheinlicﬁkeitstheorie und
Grundzuge der Masstheorie (Berlin 1968), stelling 17.8.

Uit deze definitie volgen de volgende eigenschappen:

i) Eﬁof is ﬁo-meetbaar‘

ii) E, (f+g) =E, £ + E, g.
ﬁO aO ﬁO

iii) Eﬂo(af) = aERof mits o = O.

iv) ER f =1 als £ & ~meetbaar is.
0 0

v) Eﬁofg = fEQGg als £ ﬁo~meetbaar is,



2. We breiden nu de definitieverzameling van Ep uit tot de verzameling
0

/'*_ - + + o

P *
De volgende eigenschappen volgen eenvoudig uit de definitie van A en de

eigenschappen van E; op m* .
0

a) %Z*' c AL*
b) £ cR*, g c " = f4g c W
%* *
) £ e, 420 =>af ¢
* *
d) £ 2 g, g € w> £ e I,
Oop " definieren we de voorwaardelijke verwachtingsoperator door

+ +
Eﬁo(fl—fz) = Eﬁof] - anfz (£, e M, £, ¢ BT, Eﬁofz < @),

Deze definitie is onafhankelijk van de gekozen representatie van het ele-

ment van A", Immers, indien
-t =8 ~ 8y

dan geldt
= m*
fp gy =f,*g ¢

E,f +E,g,=E, £, +E,g
&1 8,52~ R T2 T RS
Eq £, - Eq £, = Eg g, - Eg g,

0 0 0 0

, . + . . e
Voor functies uit L~ valt de nieuwe definitie samen met de oude.

R heeft op MM eveneens de eigenschappen i) -~ iv).
0

Eigenschap v) krijgt nu iets andere voorwaarden:

De operator E

v') Als £ &{O—meetbaar is met If[ <>, en g ¢ M met lEﬁ SI < 0
0

dan geldt fg < /" en E, fg = fE, g.
6{0 ﬁo



v - {f « %Qf| ‘Eﬁ £] < =} .
0

Uit de eigenschappen vermeld in 2, volgt direct dat ¥ een lineaire ruimte
is en de voorwaardelijke verwachtingsoperator Eq beperkt tot U/ eem pro-
. . . . . 0

jectie op de ﬁo*meetbare functies in ¥ is.

Stel ¢ is een reeéelwaardige convexe functie op een open interval I.

Er bestaat dan een niet-dalende, dus Borelmeetbare, functie m op I zo dat

voor alle x en t in I

¢(x) 2 ¢(t) + m(t) (x-t) .

Laat nu £ een functie zijn uit /% met waardebereik in I. Dan liggen de
functiewaarden van Eq f ook in I en vinden we na de substitutie x - £,
t > Eg £ 0

0

o(f) =z 9(E, £) + m(E, £) (f-E, £) .
“O ﬁ0 6{Q

Toepassing van eigenschap v') geeft m(EB f)(f~-Eﬁ £f) ¢ ¥ net voorwaardelijke
0 0
verwachting 0. Daar (p(E‘ﬁ £) ﬁoumeetbaar is en |g| < », is ook cp(E8 £) € ZP,
0 0
dus ligt het rechterlid in %, dus in A,

Wegens d) is dan ¢(f) ¢ ﬁﬁ*, en wegens ii)

Eq 9(f) = By (9(By £) + m(Ey £) (£-Eg £))
& /PR &, ],

Eq 0(£) 2 9(E, £) .
ﬁO RO

Dit is de ongelijkheid van Jensen. Deze geldt dus voor iedere convexe

functie op een open interval I en iedere f£ ¢ ¥/ met waardebereik in I,

Neem 9(x) = |x|P met p 2 1.

Dan geldt voor iedere eindigwaardige £ ¢ U~
E, (|£|") = |, £]P ,
RO RO

dus



Hieruit volgt £ <« U/, enE, L <l |
P &P P
In iedere £p is E; een projectie op de ﬁo-meetbare functies. Bovendien
0

geldt | ERO Iy = 1.



