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1 .  Inleiding en samenvatting 
Bij vele analyses, waarbij drie-dimensionale lichamen een rol 

spelen, is het noodzakelijk het buitenoppervlak van die lichamen in 
mathematische vorm te beschrijven. Voor technische lichamen levert 
dit meestal geen problemen. Bij biologische lichamen is dit allerminst 

het geval omdat hun geometrie niet voldoende nauwkeurig beschreven kan 
worden met "standaardoppervlakken", zoals (delen van) een bol, kegel, 
cilinder, plat vlak, etc. Vaak kan een acceptabele mathematische be- 
schrijving verkregen worden door de coördinaten van een aantal punten 
op het oppervlak op te meten en vervolgens met de een of andere aan- 
passingsroutine de beste benadering uit een gekozen klasse van functies 
te bepalen. Dit onderwerp wordt hier niet verder uitgewerkt: wij nemen 
aan dat de bedoelde mathematische beschrijving beschikbaar is. 

Het doel van dit rapport is aan te geven hoe bij een gegeven be- 

schrijving van een (gekromd) oppervlak diverse geometrische groot- 
heden zoals raakvlak, normaalvector en krommingen bepaald kunnen 
worden. Dit onderwerp wordt in vele boeken op het gebied der differ- 
entiaalgeometrie uitgebreid besproken (zie bijv. Cil en C2I). Hier 
worden slechts enige onderwerpen aan de orde gesteld. Daarbij wordt 

niet zoals gewoonlijk de indexnotatie gehanteerd maar wordt gebruik 
gemaakt van matrixnotatie (zie bijv. C3l en C41). Een niet te onder- 
schatten voordeel daarvan is dat de analyses coördinaatvrij kunnen 
worden opgezet. 

In hoofdstuk 2 van dit rapport staat centraal de parametervoorstelling 
van een gekromd oppervlak. De bepaling van raakvectoren aan en normaal- 
vectoren op dat oppervlak wordt besproken in hoofdstuk 3. In hoofdstuk 4 
wordt daarna nagegaan hoe (afgeleiden van) deze vectoren samenhangen met 

krommingen van het oppervlak, terwijl in hoofdstuk 5 geschetst wordt hoe 

de zg. hoofdkrommingslijnen bepaald kunnen worden. 



2.  Parametervoorstelling van een oppervlak 

Wij beschouwen een drie-dimensionaal lichaam L. Het van belang 
zijnde gedeelte van het buitenoppervlak van L wordt aangeduid met S.  

Wij introduceren een vast met L verbonden orthogonaal , rechtsdraalend 
coördinatensysteem (x,y,z) met eenheidsvectoren e , e en e langs 

respectievelijk de x-, de y- en de z-as. De oorsprong van dit coördi- 

+ + -  + 
X Y  Z 

natensysteem wordt O genoemd. 
3 +  3 -t 

De basisvectoren e e en e vormen een vectorbasis e,  die wij xy Y Z 
in navolging van Wittenburg (C31) opvatten als een kolommatrix met 
e e en e als componenten: 
+ +  -+ 

xy Y Z 

3 3  -t 
Omdat ex, e en e onderling loodrechte eenheidsvectoren zijn geldt: Y Z 

( 2 . 2 )  

Hierin is - I de eenheidsmatrix van orde 3 * 3 terwijl= de eenheids- 
tensor i s .  Het symbool i in ( 2 , 2 )  geeft het scalaire vectorproduct 

aan. 
De positie van een willekeurig punt P van L kan worden vast- 

+- 
geiegci mer de positievector r van û naar F. Als (L ï ï de 
coördinaten van P in het (x,y,z)-systeem zijn dan geldt: 

x9 y 2 

+ +T T +  T r rzl; r = e = 2 r := Cr - X Y  - 

3 
De kolommatrix - r wordt wel de coördinatenkolom van P in 5 genoemd. 
Wij zullen L in het vervolg opvatten ais de verzameling van alle 
positievectoren, waarvan het eindpunt tot het beschouwde lichaam 
behoort. 

De positievector van een willekeurig punt P van S wordt 
+ 

genoteerd met c. In overeenstemming met het voorgaande kunnen wij 
schrijven: 



waarbij (c c c ) de coördinaten van P zijn. Met S bedoelen wij 

hierna steeds de verzameling positievectoren met eindpunt op het 

beschouwde oppervlak. 

x’ y’ z 

+- Voor c E S kunnen de drie coördinaten cx, c Y Z 
ling onafhankelijk zijn. Zeer algemeen mogen wij stellen dat c 

en c functies zijn van twee onafhankelijke parameters, u en v. 
Wij beperken ons in het vervolg tot het geval dat c c en c 

gegeven zijn als expliciete functies van u en v. Op de gebruikelijke, 
wiskundig niet helemaal correcte manier, kunnen wij dan schrijven: 

c = c (u,v), cz = c (u,v) en op grond van (2.4) dus 
ook: 

en c niet onder- 
c 

x’ Y 
Z 

x’ Y Z 

= cx(u,v), c X Y Y  Z 

+ - - f  
c = c(u,v) (2 5) 

2 In het algemeen zal (2.5) niet gedefinieërd zijn voor alle (u,v)ER . 
Wij zeggen dat (u,v)cR2 toelaatbaar is dan en slechts dan als c(u,v)~S. 
De verzameling van alle toelaatbare (u,v) wordt D genoemd. Er geldt: 

+- 

Formeel kunnen wij nu stellen dat de parametervoorstelling (2.5) een 
afbeeiding c: D -f S is waardoor aan iedere ( u , v j ~ D  één en niet merï 
dan één vector z(u,v) ES wordt toegevoegd. Deze -volstrekt triviale- 
opmerking impliceert dat u en v aan zekere eisen moeten voldoen: de 

parameters u en v moeten zÓ gekozen worden dat z: D +- S een éénéén- 
duidige afbeelding van D 2 S is. Een gevolg hiervan is dat bijv. 
de keuze u E c v E c zeker niet toelaatbaar is als (2.5) de para- 

metervoorstelling van een gesloten oppervlak moet zijn. D a n  zijn er 

immers (u,v)ED waaraan minstens twee waarden van c (en dus twee vec- 
toren c) moeten worden toegevoegd. 

-f 

X’ Y 

Z +- 

+- 
Wij zullen hierna steeds aannemen dat c: D +- S éénéénduidig en 

+- 
op is. Bij iedere acS is er dan één en niet meer dan één (u,v)ED zo- 
danig dat a = c(u,v). In feite betekent dit dat wij eisen dat c: D -F S 

inverteerbaar is. Bovendien zullen wij in het vervolg steeds aannemen 

dat c: D +- S voor alle (u,v)ED continu en voldoende vaak differentieer- 
baar is. 

+ - + -  +- 

-t 



3 .  Raakvectoren aan en normaalvector op het oppervlak 

Laat P en Q twee naburige punten op het beschouwde oppervlak 
zijn met positievector c(u,v)ES, resp. c(u+du, v+dv)ES. Aangezien 

+ + 
-f 
c: D -f S voor alle 
bij infinitesimaal 

-f 
c(u+du, v+dv) 

De vectoren in het 

(u,v)ED continu en differentieerbaar is, geldt 
kleine du en dv voor de vector van P naar Q: 

4 4 

(3.1) 

rechterlid zijn raakvectoren aan het oppervlak. 
+ 

Uit de eis dat c: D + S inverteerbaar is volgt dat deze vectoren 
géén nulvectoren zijn en dat zij onderling onafhankelijk zijn zo- 
dat hun vectorproduct géén nulvector is. Voor alle (u,v)ED kunnen 
wij dus eenheidsraakvectoren t (u,v) en t (u,v) en een eenheids- 
normaal n(u,v) definiëren door: 

-f + 
U V +- 

+ + 1 1  ; t (u,v):= - - cLu(u,v):= 1 1  (S] au (u,v) U (a: U 

( 3  i 4 )  

+ 
Hierin is 1 1  I [  de zg. lengtenorm: voor een willekeurige vector a 

geldt I /  all:= (a . a) . Voor de grootheid s in ( 3 . 4 )  geldt s=l v s=-I. 

Het teken van s wordt zo gekozen dat n(u,v) de naar buiten gerichte 
normaal op het oppervlak van het beschouwde lichaam is. Zonder wezen- 
lijke beperking van de algemeenheid mogen wij aannemen dat het teken 
van s overal op S hetzelfde is, m.a.w. dat s - niet zal afhangen van 

u en v. 

+- + + i  
+ 

-f -f 
In het algemeen zullen de raakvectoren t (u,v) en t (u,v) niet 

U v . +  
onderling ioodrecht zijn. De hoek, die wordt ingesloten door t (u,v> 

en tV(u,v), wordt <(u,v) genoemd. De richting, waarin deze hoek wordt 
U + 



gemeten, is zodanig dat steeds zal gelden O < <(u,v) < rTT. Met 
deze afspraken volgt: 

-f +- 
COS (u,v) = tU(u,v) . tV(u,v) voor alle (u,v)ED 

Desgewenst kan ook de norm in het rechterlid van ( 3 . 4 )  worden uitge- 
drukt in c(u,v). Met (a * b) . (a * b) = (2 . a)(c . 8) - (2 . b)2 
voor willekeurige vectoren a en b blijkt voor deze norm te gelden: 

+ - + -  

-f -f 

-f -f +- 
De vectoren t (u,v), t (u,v) en n(u,v) zijn onderling onafhankelijk 

en vormen in de beschouwde ruimte dus een vectorbasis, die wij aan- 
geven met - t(u,v) : 

U V 

+- 

+-T +- +- -f 

- t (u,v) := [tU(u,v) tv(u,v) n(u,v) 1 voor alle (u,v) ED 

Deze vectorbasis is niet orthogonaal en de geassocieerde matrix 

- t(u,v) . zT(u,v) - is dan ook géén eenheidsmatrix. Noemen wij deze 
matrix T(u,v) - dan volgt: 

+- 

-f +-T gu,v>:= f(U,V) . - t (u,v) =i- i cos < (u,v) û] 

Ices r, (u,v> 1 01 
B o  O 1 1  

( 3  7 )  

( 3 . 8 )  

en dit geldt uiteraard voor alle (u,v)ED. Wij merken op dat deze 
matrix regulier is, immers det (T(u,v)) - = sin <(u,v) # O omdat 
O < <(u,v) < r. De inverse T 

2 

-1  (u,v) bestaat dus voor alle (u,v)ED. 

Wij beschouwen nu een kromme K op het oppervlak S en vatten 
+- 

K op als de verzameling van alle vectoren c(u,v)~S met eindpunt op 
die kromme. Wij beperken ons tot het geval dat K gegeven is door 

x(w) = c(u(w), v(w)), waarbij x(w) een positievector is met eind- 
punt op K. Als W het definitiegebied is van de parameter w geldt 
formeel x: W -+ K met K = {c(u(w), v(w)) IwEW). Voor de eenheids- 

raakvector T (w) in x(w) aan K vinden wij : 

+- -f -f 

-+ -f 

-f +- 



dg(w) -+ 1 dX(w) a(w):= 1 1  711 ; T(w):= - - voor WEW a(w) dw (3.9) 

-+ Deze raakvector ligt in het raakvlak aan S in c(u(w), v(w)) en 
is dus een lineaire combinatie van t (u(w), v(w)) en tv(u(w), v(w)). 
Met de kettingregel voor differentiëren en met x(w) = c(u(w), v(w)) 

-+ -+ 

-t -+ U 

volgt: 

a a v dv -+ ~ ;TT udu; + - -  t 
-t 
‘c = - -  

a d w u  a d w v  - (3.10) 

Ter vereenvoudiging van de notatie hebben wij hierbij -zoals 
gebruikelijk- de (onafhankelijke) variabele(n) bij functies niet 
vermeld en bijv. T en a geschreven in plaats van ~(w) en 
au(u(w>, v(w)). Tenzij dit verwarring kan veroorzaken zullen 

-+ -+ 

U 

wij dit in het vervolg steeds doen. a a 
u du v dv 

a dw’ a dw 
De kolommatrix T in (3.1 O) heeft - - - - en O als - 

componenten en is gedefinieerd door: 

(3.11) 

-+ Desgewenst kan 1 bij gegeven T eenvoudig worden bepaald uit 
(3.10). Voorvermenigvuldiging van die relatie met T 5 levert: - i +  

De componenten van I. kunnen geometrisch geinterpreteerd worden. Laat 
4 de hoek zijn tussen tu en T waarbij voor I$ dezelfde -+ 
wordt gehanteerd als voor de hoek 5 tussen tu en t V (zie figuur). 

-f -+ tekenafspraak 
-t 



Dan geldt: 

-+ -+ 

' tv cos 5 = t 
U 

-f + 
cos ($ = tu . T 

+ 3  + -+ + +  
T . tv = T . {t: * (tv * TEu) + (? . tu>tu) = sin 5 sin + 

U V 

+ cos 5 cos ($ = coc(5-$).  

Invullen in (3.12) levert: 

(3.13) 



4 .  Kromming van het oppervlak 
-+ 

De kromming K(W) van K in X(W)EK wordt bepaald door de afgeleide 
-+ 

naar w van de raakvector T(W) aan K. Er geldt: 

-+ 

u u  Invullen van a t 
-+ -+ 

-+ - -  - a' en a t = 2 levert na enige omwerkingen: au v v av 
a a u du v dv -+ 

a dw a dw uv u d u 2 - +  + - - - -  k +  
a a 

a dw a dw u + 6- dwl -+ u d  1du-t I- -It K =e- k~~ 

a v d  1dv-t a u du a v dv + a v d v 2 - +  
+ - -  a dw (-+ a dw v + - - - -  a dw a dw k VU + (;;idw) km ( 4 . 2 )  

-+ -+ -+ -f 
waarbij kUUy kUvy kvu en k W volgen uit de geometrie van het be- 
schouwde oppervlak S. Deze zg. krommingsvectoren worden gegeven door: 

3r. 
-+ 

:= (a a )- '  a'c 
kab a b  aaab voor a,bc{u,v) 

-+ -+ 
Uit deze definitie volgt onmiddellijk dat kuv = k VU . 
vectoren t t en n. Wij kunnen dus schrijven: 

+ 
De vector K is een lineaire combinatie van de locale basis- 

- + +  -+ 

u' v 

( 4 . 3 )  

-+ -+ 
in -+ 

Dit betekent dat K gesplitst kan worden in een vector k u u  t + kvtv 
het raakvlak aan S en een vector kn n loodrecht op dat raakvlak. De 
eerste vector wordt de geodetische krommingsvector g genoemd, de 

-+ 
-+ 

-+ 
tweede is de zg. normale krommingsvector k n : 

-+ -+ -+ -+ - + - + + - +  
g:= k t + kVtv ; k := k n ; K = g + kn u u  n n ( 4 . 5 )  

Wij zullen ons hierna in hoofdzaak richten op een nadere be- 
-+ -+ 

studering van K . Wel meïkeïi w i j  cog op dat g steeds lwd rech t  s t a a t  

op n en op T. Dat g . n = O volgt direct uit de definitie ~~ van ~~- g i n  (4.5) '  
--+ ~~-~ -+ + n +  -+ -~ ~- ~~ 

- + +  
De juistheid van de bewering g . T = O kan eenvoudig bewezen worden 



-+ -f -+ + Id: -+ + - +  door op te merken dat K . T = g . T = - - . T = O omdat T . T = I. 
a dw 

Met (4.5) en (4.2) kan de normale kromming k van de kromme 
- t n +  -+ + 

K op het oppervlak S bepaald worden. Uit kn = k . n = K . n volgt: n 

waarbij de krommingen k k = k en k gegeven worden door: uu’ uv vu vv 

+ -+ 
kab : = kab . n voor a,be{u,v) ( 4  7 )  

a a 
zijn in hoofdstuk 3 (zie (3.11) en u du v dv Voor de factoren -- en - - 

a dw a dw 
(3.13)) relaties afgeleid waarin de hoek 5 tussen t en t en de 
hoek Cp tussen tu en T optreden. Vullen wij die resultaten in in (4.6) 
dan ontstaat: 

-+ -+ 

U V 
-f -f 

= M + Ml sin(2Cp) + M2 cos(24) kn O 

Hierin zijn M M en M oppervlaktekarakteristieken, die wel af- 

hangen van k 
O’ 1 2 

k en 5 maar niet van I$: uu’ kW, vv 

r. - 2 K  C O S < ’ k  1 I 
2 Flu uv W 

Mo:= 
2 sin 5 

sin 2 5 + 2 kUv sin 5) 1 
Ml := 2 (-kW 2 sin 5 

1 cos 2 5 + 2 kUv COS 5 - kw) M2:= 2 (-%u 2 sin 5 

( 4 . 9 )  

(4.10) 

(4.1 I) 

Uit (4.8) t/m (4.10) blijkt dat kn een functie is van Cp. Extrema 

van deze functie volgen uit- = O, dus uit M 
Als Ml = O A M2 = O hangt k niet af van Cp en is de normale kromming n 
in het beschûüwde püïit v a  S In a l l e  richtingen hetzelfde. Als 

M 

n dk 
cos 2 Cp = M2 sin 2 4 .  dCp 1 

f O v M 1 2 f O vinden wij twee oplossingen C p l  en C p 2  voor Cp: 



M2 

+ M2 
cos 2 4 1 = 7  

-M 
; I sin 2 4 -M2 cos 2 4 = 2 

De oplossing 4 = 4 leidt tot een maximum k voor k de op- 
I max n' 

lossing voor k . Substitutie 
van ( 4 . 1 2 )  en ( 4 . 1 3 )  in ( 4 . 8 )  levert voor deze extrema: 

= @2 leidt tot een minimum k min n 

k max = M  O + m ; k  min = M o  

( 4 . 1 2 )  

( 4 . 1 3 )  

(4 .14 )  

Deze extreme waarden van k 
terwijl de door 4 = 

richtingen heten. Omdat I - I = zijn deze hoofdkrommingsrichtingen 2 
steeds onderling loodrecht. 

Het gemiddelde 1; van k 

worden hoofdnormaalkrommingen genoemd, n 
en 4 = 4 bepaalde richtingen hoofdkrommings- 2 

en kmin wordt de gemiddelde kromming van max 
S genoemd terwijl het product van kmax en k 
k van S is. Er geldt: 

de zg. Gauss-kromming min 

G 

- k = Mo ; kG = Mo 2 - (Mi + M2> 2 ( 4 . 1 5 )  

Wij hebben ons in het voorgaande gericht op de bepaling van de 
kromming van een willekeurige kromme K op het oppervlak S ,  Daarbij 

zijn diverse oppervlaktekarakteristieken zoals krommingsvectoren, 
hoofdnormaalkrommingen etc. geintroduceerd. Dezelfde karakteristieken 
blijken van belang te zijn als wij de afgeleiden van de basisvectoren 
t 

beschouwen eerst de partiële afgeleiden van t 
van deze raakvectoren volgt dat voor a,bc{u,v) zal gelden: 

+ +  -f 
t en n naar de oppervlakteparameters u en v willen bepalen, Wij 

+ -f 
u' v 

en t . Uit de definitie 
U V 

( 4 . 1 6 )  



Hierbij is gebruik gemaakt van de reeds in (4 .3 )  gedefinieerde 

kromingsvector k en van de definities (3 .2 )  en (3.3) voor 

a e n a .  

+ 
ab 

+ U V 
De partiële afgeleiden van n naar u en v zouden wij kunnen 

bepalen door differentiëren van ( 3 . 4 ) .  Het is echter verre te ver- 
kiezen om een minder voor de hand liggende en veei eenvoudigere 

an 
methode te volgen. Allereerst merken wij op dat -voor aE{u,v) 
kan worden opgevat als een lineaire combinatie van t t en n: 

aa+ + -+ 

u' v 

Daarbij kan de kolommatrix E worden bepaald door (4 .17 )  voor te 
vermenigvuldigen met T t .  Dat levert: -1+ 

(4 .17 )  

(4.18) 

-+ a; + a; -+ an 
en n . -van de kolommatrix . - -+ a n ;  - 

De componenten t U ' - aa' v * aa aa aa 

zijn met (4 .16)  eenvoudig te bepalen. Allereerst merken wij op dat 
- + +  + an n . n = 1 zodat n . - = O. Bovendien geldt t 

Dat houdt echter in dat ook zal gelden: tb . aa 
+ an - + +  

m-nnd v=c (li 16) dij". Q Q ~  t - = -n . k - = -a k . Invullen van 
b*'"'- -b aa ab a ab 

+ 

+ + -+ . n = O vzor bE{u,v). 

en op -+ atb aa b+ 
-+ - -  an--n/- 

aa + 

Geze ~ ï = ~ u ~ t ~ t e i ;  (4.18) 2;: (4 . !9)  le\rert T J ~ G ~  ~ ~ ( Q ~ T J ) :  

+ + 
en dit kan, door gebruik te maken van t U ' tv = cos 3 en van 

* t = s . sin 5 n, desgewenst ook geschreven worden als: 
+ + -+ 

v 

- + +  -+ sa  
n * tv - k ; * zu) voor ac{u,v) an a 

aa sin 5 ('au av - = -  

(4 .19)  

(4 .20)  



5. Hoofdkrommingslijnen 

In veel beschouwingen, o.a. bij de grafische weergave van 
gekromde oppervlakken, spelen de zg. hoofdkrommingslijnen een 

grote rol. Een kromme K op een oppervlak S is een hoofdkrommings- 
lijn van S indien in ieder punt van K de raaklijn aan K samenvalt 
met een van de hoofdkrommingsrichtingen van S. Wij zullen hierna 
de hoofdkrommingslijn, waarvan de raaklijn samenvalt met de richting 

van de maximale (resp. minimale) normale kromming, aangeven met K 1 
(resp. K2). Uit hoofdstuk 4 volgt dan dat KI en K2 in ieder punt van 
S onderling loodrecht zullen zijn. In dit hoofdstuk zullen wij 
differentiaalvergelijkingen afleiden voor de bepaling van K 1 en 

K2’ -+ 
Beschouw de hoofdkrommingslijnen K en K door een punt c(u,v) 

-+ 2 + 1 
van het oppervlak S .  De eenheidsraakvectoren ‘t en T 

aan K en K 
vectoren t en t e Be hoek tussen T en t is @ die tussen T en 
t is @2, waarbij 4 en @ gegeven worden door (4.12) en (4.13). In 
hoofdstuk 3 is aangetoond dat voor een kromme K op het oppervlak S ,  

waarvan de eenheidsraakvector T een hoek @ maakt met t , geldt (zie 
(3.10) en (3.13)): 

in dat punt 1 2 
liggen in het vlak dat wordt opgespannen door de raak- 

l - +  2 +  -+ + + 
U r 1 U 1 2 + 

U 1 2 

-+ -+ 

U 

+ sin(c-@) -+ sin 4 -+ 
T =  tu + - t__ sin 5 sin 4 v (5.1) 

+ 
Maken wij hiervan gebruik dan volgt dat de eenheidsraakvector ‘ti aan 
K.(ic{l,2}) gegeven zal worden door: 
1 

sin(<-@;) sin @ 
-k + i -+ voor ic{i,2} 

tu sin 5 tv ‘ t =  i sin c (5.2) 

Uit deze relatie moeten wij K. bepalen. Neem aan dat K. 1 in para- 
metervorm gegeven wordt door x. (w.) = c(u. (w.), v. 1 1  (w.)) waarbij wi 
de langs K. gemeten booglengte is. Uit (3.9) en (3.10) volgt dan 
dat voor T .  ook geschreven mag worden: 

+- 1 
-h 

1 1  1 1  

1 

1 

-+ 

dv 
-+ T .  - i t  + a  - i; voor ie{i ,21 

du 

i u dwi u v dwi v (5 3) 



Opmerking: de grootheid c1 in (3.9) en ( 3 . 1 0 )  is in dit geval gelijk 
aan 1 omdat de booglengte als parameter gekozen is. 

Vergelijking van ( 5 . 2 )  met ( 5 . 3 )  levert twee gekoppelde differen- 
tiaalvergelijkingen voor u. = u.(w.) en v. = v.(w.). Wij vinden: 

1 1 1  1 1 1  

dui sin(<-$i) dvi sin $. 
- =  a - =  . voor ie{1,2) dwi sin ' dwi sin 

1 
( 5 . 4 )  

In het rechterlid van deze vergelijkingen komen uitsluitend groot- 
heden voor die bepaald kunnen worden, zodra de parametervoorstelling 
c:D -t S bekend is. Uitgaande van een gekozen startpunt op S kan K. 
bepaald worden door (numerieke) integratie van ( 5 . 4 ) .  Daarbij mag de 

"dummy variabele" w 
(bijv. O) geïnitialiseerd worden. 

-f 

1 

in het startpunt op een willekeurige waarde i 


