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Kapitel 1

Einfithrung

1.1 Problemstellung und Ziel der Arbeit

Gallium-Arsenid (GaAs) ist heute eines der wichtigsten Materialien in der
Halbleiterindustrie und in der Optoelektronik. Die Verwendung von Gal-
lium-Arsenid hat gegeniiber Silizium zahlreiche Vorteile. Seine besonde-
ren optischen Eigenschaften macht GaAs in der Laser-Industrie zu einem
geschitzten Rohstoff. In der Elektronikindustrie wird GaAs immer dann
bevorzugt verwendet, wenn hohe Taktraten zur Bewiltigung gréfler Daten-
strome wichtig sind. Auflerdem sind mit GaAs bestimmte, hoch effiziente
Chip-Herstellungsverfahren moglich, die auf der z.T. halbisolierenden Ei-
genschaft von GaAs beruhen.

Da fiir den technischen Einsatz polykristallines GaAs kaum verwend-
bar ist, muss GaAs zunichst als Einkristall zur Verfiigung stehen. Herstel-
lungsbedingt liegt einkristallines GaAs zuerst in Form von langen zylin-
derférmigen Stében, wie in Abbildung 1.1 zu sehen, vor. Die Technologie,
welche die Herstellung solcher Einkristall-Stdbe zum Gegenstand hat, wird
Kristallzucht genannt.

Zur Chipherstellung werden die Zylinderstédbe in diinne Kreisscheiben
zersédgt. Die einzelnen Scheiben nennt man in der Halbleiterindustrie meist
Wafer. Nach dem Sdgen werden noch ein oder mehrere schmale Kreisseg-
mente vom Rand des Wafers entfernt, wie am mittleren Wafer in Abbil-
dung 1.1 zu sehen, um seine kristallografische Orientierung zu markieren.
Anschlielend werden die Kanten abgerundet und die Oberflichen poliert.
Zum Erreichen einer hohen Homogeninitdt des Materials wird der Wafer
zusétzlich einer Warmebehandlung unterzogen [39).

Der auf diese Weise behandelte Wafer, stellt das fertige Produkt des
Walferherstellers dar, was dieser am internationalen Markt zum Kauf anbie-
tet. Fiir eine effiziente Chip-Produktion sind die Abnehmer von Wafern an
moglichst grolen Waferdurchmessern interessiert und haben spezielle Anfor-
derungen an die Konzentration von Fremdatomen im Kristall. Hierbei wirkt



Abbildung 1.1: Oben: Einkristalline GaAs-Zylinderstdbe der Firma Freiber-
ger Compound Materials bevor sie in einzelne Wafer zerséigt werden. Unten:
polierte Wafer.

es sich fiir die Waferhersteller als besonders nachteilig aus, dass die Ziichtung
eines GaAs-Einkristalls und die Warmebehandlung der Wafer technologisch
ungleich aufwéindiger und damit teurer ist, als die entsprechenden Verfahren
fiir die Herstellung von Si-Wafern. Die maximal herstellbaren Waferdurch-
messer liegen heute bei Gallium-Arsenid deutlich unter denen von Silizium.

Die Qualitét eines Wafers wird nicht allein an der Erfiillung seiner elektri-
schen und optischen Eigenschaften gemessen, sondern auch an seiner mecha-
nischen Beanspruchbarkeit. Da der Wafer wiahrend der Chip-Herstellung in
verschiedener Weise mechanischer Beanspruchung ausgesetzt ist, setzt eine
effiziente Chip-Produktion eine moglichst hohe Bruchfestigkeit voraus. Des-
halb muss der Waferhersteller dem Abnehmer nicht nur die elektrische und
optische Funktionstiichtigkeit seiner Produkte garantieren, sondern auch die
Hohe der Bruchfestigkeit.

Zur Beurteilung der Bruchfestigkeit des Wafermaterials muss der Wa-
ferhersteller Bruchtests durchfiithren. Da sich Wafermaterialien sehr spréde
verhalten, werden Bruchtests gewéhlt, die auch fiir Gliser und Keramiken
angewendet werden. Eine Ubersicht der verschiedenen fiir Silizium vorge-
schlagenen Tests wird in [62] von Kiesewetter, Houdeau, Léper und Zhang
angegeben. Die dort beschriebenen Test sind in gleicher Weise auch auf
Gallium-Arsenid iibertragbar.

Der Waferproduzent Freiberger Compound Materials (FCM) verwen-
det als Bruchtest den modifizierten Doppelring-Biegeversuch [45, 46, 96].
Der modifizierte Doppelring-Biegeversuch kann als spezielle Variante des in
der Européischen Norm DIN EN 1288-5: 2000 standardisierten Doppelring-



Biegeversuchs an plattenformigen Proben mit kleinen Priiffiichen entspre-
chend [83] betrachtet werden. Im Doppelring-Biegeversuch liegt eine flache
Probe konzentrisch und frei auf einem Stiitzring. Wahrend im Doppelring-
Biegeversuch nach [83] zum Aufbringen der Kraft ein zweiter Ring, dort
Lastring genannt, verwendet wird, erfolgt das Aufbringen der Kraft im mo-
difizierten Biegeversuch gemé&fi Abbildung 1.2 durch eine Druckkugel. Ein
ghnlicher Biegetest ist in der US-amerikanischen Norm ASTM F 394-78
standardisiert [82]. Hier werden statt eines Stiitzringes drei Stiitzkugeln ver-
wendet, deren Mittelpunkte zu einem gleichseitigen Dreieck angeordnet sind.
Als Proben werden runde Kreisplatten verwendet, die konzentrisch auf den
Stiitzkugeln aufliegen. Die Lastaufbringung erfolgt analog zur Abbildung
1.2 mit einer Druckkugel. Der von FCM verwendete Druckkugeldurchmes-
ser von 1/8" ist genauso gro} wie der Durchmesser der Stiitzkugeln ent-
sprechend der Norm ASTM F 394-78. Einem &hnlichen Biegeversuch, bei
dem ebenfalls mit Kugeln dieses Durchmessers gedriickt wird, wurden auch
GaAs-Wafer der Firma Tezas Instruments unterzogen [112].

Das in Abbildung 1.2 dargestellte Prinzip des modifizierten Doppelring-
Biegeversuchs fiir kreisformige Wafer wurde erstmals 1981 von Hu [58] be-
schrieben. Umfangreiche Bruchtests mit gleichem Versuchsaufbau sind fiir
Silizium-Wafer auch in den Arbeiten von McLaughlin und Willoughby in
[75] dokumentiert.

In allen Biegetests wird die maximale Durchbiegung und die aufgewende-
te Kraft bis zum Bruch gemessen.

Nach einer weithin akzeptierten Bruchhypothese beginnt der Bruch am Ort
der grofiten Zugspannung. Liegen viele Unreinheiten vor, z.B. in Form von
Rissen oder Einschliissen, streuen die Werte der aufgewendeten Kraft bis
zum Bruch stark, da der Ort der maximalen Zugspannung in der Umgebung
dieser Unreinheit liegen kann, d. h. nicht am exakt bestimmbaren Ort der
maximalen Zugspannung eines rissfreien Wafers. Der Hersteller der Wafer
ermittelt aus einer Vielzahl solcher Bruchtests die Ausfallwahrscheinlichkeit
[46]. Je geringer die Ausfallwahrscheinlichkeit beim Vorliegen einer bestimm-
ten Spannung ist, desto hoher ist die Materialreinheit. Fiir sprode Materiali-
en wird meist unterstellt, wie auch in [46], dass die Ausfallwahrscheinlichkeit
einer Weibull-Verteilung geniigt.

Zur Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit nach Weibull [113] muss
der Verlauf der Hauptzugspannungen im Bauteil bekannt sein. Druckspan-
nungen bleiben hingegen unberiicksichtigt. Fiir den Standardversuchsaufbau
des Tests in Abbildung 1.2 kénnen jedoch nicht die Spannungsverldufe, son-
dern nur die Durchbiegungen und die aufgebrachte Kraft bis zum Bruch
gemessen werden. Die Spannung muss mit einer geeigneten Theorie aus den
gemessenen Groflen berechnet werden.

Der modifizierte Doppelring-Biegeversuch wird in der Praxis in zwei Vari-



Stempel mit
Druckkugel

Wafer

A Stiitzring !

Abbildung 1.2: Versuchsaufbau fiir den Biegetest des unzerteilten Wafers
nach Hu [58].

anten durchgefiihrt:

In der ersten Variante dient der gesamte Wafer als Probe. Detaillierte Be-
schreibungen zu diesem Test werden in [58, 75, 112] und [46] gegeben. Die
Modellierung dieses Versuchs und analytische Betrachtungen zum Modell
sind Gegenstand dieser Arbeit.

In der zweiten Variante dienen als Proben kleine quadratische Wafer-Ab-
schnitte. Eine detaillierte Beschreibung zu diesem Test ist in [62] zu finden.
In einer Studienarbeit von Kimmel in [69] befinden sich fiir diese Testvarian-
te ausfithrliche Darlegungen zur Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit
unter Annahme einer Weibull-Verteilung. Allerdings werden sowohl in [62]
als auch in [69] die analytischen Spannungsberechnungen fiir die kubisch-
anisotropen Quadratproben durch Losungen fiir isotrope Kreisplatten nach
der Kirchhoff’schen Plattentheorie genédhert. Entsprechend basieren die 3D-
Finite-Element-Untersuchungen fiir Quadratplatten in [69] auf der linea-
risierten elastischen Theorie, die nur fiir kleine Verformungen realistische
Werte liefert. Seit kurzem fithrt FCM derartige Bruchtests auch mit qua-
dratischen GaAs-Pldttchen durch. Die maximalen Durchbiegungen sind hier
so grof3, dass eine Verwendung der linearisierten Elastizitdtstheorie nicht
zuléssig ist. Numerische Untersuchungen fiir diesen Fall, die die nichtlinea-
ren kinematischen Zusammenhénge berticksichtigen, wurden unter Verwen-
dung der hier im Kapitel 7 vorgestellten Finite-Element-Routine fiir diinne
Platten von Dreyer und Duderstadt [34] durchgefiihrt.

Ziel dieser Arbeit ist es, eine moglichst genaue Spannungsanalyse des un-
zerteilten Wafers im modifizierten Doppelring-Biegeversuch fiir gegebene
Druckkréifte durchzufiihren, so dass der Wafer-Hersteller daraus die Aus-
fallwahrscheinlichkeit seiner Wafer berechnen kann. Dazu wird ein geeigne-



tes Modell des Biegetests angegeben. Fiir dieses Modell werden numerische
Berechnungen des gesamten Verschiebungs- und Spannungszustands durch-
gefithrt. Anschliefend werden die errechneten Daten mit den Experimenten
der FCM verglichen [35].

1.2 Kurzbeschreibung der Modellierung

Die aufgebrachten Kréfte sind so grof3, dass die maximalen Durchbiegungen
das Sechsfache der Plattendicke erreichen. Dabei bleiben zwar die Verzerrun-
gen klein, jedoch sind die auftretenden Starrkorperrotationen der einzelnen
Volumenelemente nicht mehr vernachlissighbar klein. Aus diesem Grunde
kénnen wir zur Berechnung der gesuchten Felder nicht von der linearisierten
Impulsbilanz ausgehen.

Wir formulieren zunéchst die Impulsbilanz in der Bezugsplatzierung und
nehmen Saint- Venant—Kirchhoff’sches Materialverhalten an, d.h. einen li-
nearen Zusammenhang zwischen den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungen und
den Green’schen Verzerrungen.

Die Abmessungen des Wafers erfordern es, den Wafer als diinne Platte zu
betrachten. Da das Auffinden numerischer 3D-Loésungen diinner Platten mit
Hilfe der Finite-Element-Methode sehr aufwendig ist, gehen wir zur entspre-
chenden 2D-Formulierung des Plattenproblems iiber. Vergleiche hierzu die
Konvergenzuntersuchungen numerischer 3D-Approximationen von Vidrascu
[108], Babuska und Suri [7] sowie Chenais und Paumier [20].

Als 2D-Plattentheorie verwenden wir die von Kdrmdn’sche Theorie, die
im Jahre 1910 in [61] fiir den isotropen Fall formuliert wurde. Die Anwen-
dung dieser Theorie wird in der Ingenieurliteratur bei Vorliegen moderater
Durchbiegungen diinner Platten empfohlen, siehe z.B. den Hartog [53] und
Wolmir [115].

Die von Kdrmadn’sche Theorie wird iiblicher Weise aus der nichtlinea-
ren 3D-Formulierung durch Auswertung spezieller Annahmen, sowohl zur
Kinematik als auch zu den Spannungen hergeleitet. Vergleiche hierzu von
Kdrmdn [61], Nowoschilow [84], den Hartog [53] und Wolmir [115]. Neben
speziellen Annahmen zur konkreten Gestalt des Verschiebungsfeldes, wird
angenommen, dass bestimmte Gréflen gegeniiber anderen Grofien so klein
sind, dass sie im Vergleich zu diesen Groflen vernachléssigbar klein sind.

Die Verwendung der von Kdrmdn’schen Theorie ist demnach dann ge-
rechtfertigt, wenn die verwendeten Annahmen in guter Niherung zutreffen.
Deshalb ist es ein weiteres Ziel dieser Arbeit, die Giiltigkeit dieser Annahmen
an Hand der konkreten Datenlage fiir die Tests zu iiberpriifen.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dass die von Kdrmdn’schen Glei-
chungen auch ohne die sonst notwendigen zuséitzlichen Annahmen zur Kine-
matik und zu den Spannungen aus dem 3D-Problem, allein durch Grenzwert-
betrachtungen beim Ubergang zur unendlich diinnen Platte herleitbar sind.



Der konkrete Nachweis der Grenzwerteigenschaft der von Kdrmdn’schen
Gleichungen erfolgt in mehreren Teilschritten.

Zunichst gehen wir zur analytischen Untersuchung des Biegetests auf ein
Modell mit normierten Grofien iiber, indem wir alle Abmessungen und Ver-
schiebungen auf den Stiitzring-Innendurchmesser beziehen und alle Span-
nungen und elastischen Konstanten auf den £-Modul von GaAs in der (100)-
Orientierung beziehen. Der Wafer hat hier die dimensionslose Dicke h* und
kann als diinne Platte betrachtet werden, da diinne Platten durch dimensi-
onslose Dicken charakterisiert werden, die sehr viel kleiner als 1 sind. Der
eigentliche Grenziibergang erfolgt nicht im urspriinglichen Koordinatensys-
tem, sondern nach einer Koordinatentransformation in einem skalierten Ko-
ordinatensystem, in welchem die Platte die Dicke 1 hat. Die Grofle h* kann
in diesem System als Kleinheitsparameter betrachtet werden.

Mit einer formal asymptotischen Entwicklung der Verschiebungen zei-
gen wir, dass die von Kdrmdn’schen Gleichungen aus der schwachen For-
mulierung des mechanischem Gleichgewichts im skalierten System fiir den
Grenziibergang h* — 0 folgen, wenn die Druckkraft f in spezieller Weise
von h* abhingt. Wir identifizieren dann die von Kdrmdn’schen Gleichun-
gen als den Anteil der Impulsbilanz im mechanischem Gleichgewicht, der nur
die fithrenden Terme der asymptotisch entwickelten Verschiebungen enthélt.
Wir schlussfolgern, dass die von Kdrmdn’sche Theorie um so genauer das
urspriingliche 3D-Problem beschreibt, je diinner die Platte ist.

Dass sich die von Kdrmdn’sche Theorie durch asymptotische Entwick-
lung der Verschiebungen und der Spannungen in der schwachen Formulie-
rung rechtfertigen lésst, wurde bereits in den Jahren 1979 und 1980 von Ciar-
let and Destuynder in [26] und [21] gezeigt. Acht Jahre spéter zeigte Raoult
in [90], dass es geniigt, nur die Verschiebungen asymptotisch zu entwickeln.
In allen drei Arbeiten erfolgt die Rechtfertigung der von Kdrmdn’schen Glei-
chung fiir den Fall einer zum Teil eingespannten isotropen Platte.

Ciarlet, Destuynder und Raoult bestimmen die fithrenden Terme der
asymptotisch entwickelten Verschiebungen zur Rechtfertigung der von Kdr-
mdn’schen Plattengleichungen dadurch, in dem sie festlegen, wie die gegebe-
nen Randspannungen an den nicht eingespannten Réndern von h* abhéingen.
Die hier vorgestellte Herleitung verwendet stattdessen die 1994 von Miara
in [76] formulierte Annahme, dass bei asymptotischer Entwicklung der Ver-
schiebung der lineare Anteil des fiir h* — 0 resultierenden nichtlinearen
Problems die gleiche Lésung hat, wie das asymptotisch entwickelte linea-
risierte 3D-Problems bei h* — 0. Die von Ciarlet, Destuynder und Raoult
angenommenen Abhingigkeiten der gegebenen Randspannungen von hA* sind
dann bei Miara direkte Folge der obigen Annahme.

Einen Gesamtiiberblick iiber die Arbeiten [26, 21, 90] und [76] gibt
Ciarlet in [24]. In allen fiinf Arbeiten wird jedoch nur der Fall einer zum
Teil eingespannten isotropen Platte betrachtet. Deshalb wird in der hier
vorliegenden Arbeit die von Raoult und Miara verwendete Methode der



asymptotischen Entwicklung der Verschiebungen auf den kubisch anisotro-
pen Fall erweitert. Aulerdem rechtfertigen wir die am Stiitzring fiir das
2D-Plattenproblem formulierten Randbedingungen durch die asymptotische
Entwicklung des 3D-Problems. Im ersten Schritt der hier vorgestellten Be-
rechnung ermitteln wir die fiithrenden Terme der Verschiebungen, indem wir
der Vorgehensweise von Miara gemifl [76] folgen. Sie verwendete hierfiir
skalierte Testfunktionen, die im skalierten Koordinatensystem von A* un-
abhéngig sind.

In einem weiteren Schritt entwickeln wir jetzt die schwache Formulierung
des 3D-Problems im skalierten System unter Verwendung von Testfunktio-
nen, die jetzt ebenso explizit von h* abhéngen, wie die zuvor gemafl Miara
berechneten fithrenden Terme der unbekannten Verschiebung. Mit dieser
Skalierung der Testfunktionen erhalten wir weitere Beziechungen zwischen
den einzelnen Termen der Unbekannten. Die letztlich gewonnenen Gleichun-
gen lassen sich dann als die von Kdrmdn’schen Plattengleichungen im ska-
lierten System identifizieren.

Zur vollstandigen Ubereinstimmung der so gefundenen Beziehungen zwi-
schen den fithrenden Termen der asymptotisch entwickelten Verschiebungen
im skalierten System mit den von Kdrmdn’schen Plattengleichungen gelan-
gen wir durch Riicktransformation dieser Beziehungen auf das Koordinaten-
system, in welchem die Platte die dimensionslose Dicke A* hat. Durch wei-
tere Transformationen kann auf ein System {ibergegangen werden, in dem
die Platte die dimensionsbehaftete Dicke h hat.

Im Gegensatz zur urspriinglichen 3D-Theorie liefert die von Kdrmdn’sche
Theorie bei der vereinfachten Annahme einer Punktlast, zur Approximation
des Kontakts zwischen Wafer und Kugelstempel, nicht nur an der Oberseite
direkt im Kontaktpunkt auf der Zylinderachse eine unendliche hohe Span-
nung, sondern auch auf der Unterseite. Deshalb ist es fiir die Berechnung der
maximalen Zugspannung an der Unterseite des Wafers bei der Verwendung
einer Plattentheorie zwingend notwendig, von einer Flidchenlast statt von
einer Punktlast auszugehen.

Die Form der Kontaktfliche und die Spannungsverteilung in dieser Fla-
che berechnen wir nach der Theorie der Hertz’schen Pressung. Zur Beriick-
sichtigung der kubischen Anisotropie greifen wir eine Idee von Willis [114]
auf. Im Gegensatz zu Willis gelangen wir jedoch nicht zu einer kreisférmigen
Kontaktflache. Dies resultiert daher, dass Willis als mogliche Kontaktflichen
nur Ellipsen zulie}; wir hingegen jede Fliche, die der kubischen Symmetrie
genigt.

Die Randbedingungen am Kontakt zwischen Wafer und Stiitzring kon-
nen durch Vergleich konkreter Experimente [35] mit numerischen Rechnun-
gen gefunden werden. Es zeigt sich, dass am Stiitzring von reibungsfreiem
Gleiten ausgegangen werden kann.

Die numerische Berechnung des von Kdrmdn’schen Plattenproblems er-



folgt mit Hilfe zweier Finite-Element-Ansétze fiir die Verschiebungen. Wir
verwenden sowohl fiir die horizontalen als auch fiir die vertikalen Verschie-
bungen Hermite’sche Polynomansétze auf Dreiecksgittern. Fiir die vertikale
Verschiebung verwenden wir das Bell-Dreieck geméfl [37] und [9], was auch
als 18-Freiheitsgrad-Dreieck oder reduziertes C'-quintisches Dreieck bezeich-
net wird [23]. Zur Beschreibung der horizontalen Verschiebung verwenden
wir das Zienkiewicz-Dreieck gemifl [8], was auch als reduziertes kubisches
Hermite-Dreieck bekannt ist [23].

Mit diesen Ansatzfunktionen leiten wir das komplette resultierende
nichtlineare algebraische Gleichungssystem der FE-Approximation der von
Kdarmadn’schen Gleichungen her und geben das zugehorige Newton-Schema
an.

Auf diese Weise berechnen wir jetzt, entsprechend des eingangs for-
mulierten Zieles, die kompletten Verschiebungs- und Spannungsfelder. Wir
konnen eine sehr gute Ubereinstimmung der experimentellen Befunde mit
den berechneten Daten feststellen. Auflerdem zeigen wir, dass ein isotropes
Ersatzmodell, welches nach den Mittelungsformeln von Voigt, Reuss oder
Hill gebildet wurde, zur Berechnung der Durchbiegung praktisch ungeeig-
net ist. Deshalb geben wir zwei neue isotropisierte elastische Konstanten fiir
GaAs an, mit deren Verwendung die Durchbiegungen deutlich besser erfasst
werden konnen.

Wir dokumentieren die anisotropen Effekte und den Spannungsverlauf
in der Ndhe der Kugelkontaktfliche. Auflerdem iiberpriifen wir die Einhal-
tung der Annahmen, die eine Verwendung der von Kdrmdn’schen Platten-
theorie rechtfertigen. Dabei stellen wir fest, dass insbesondere innerhalb der
Kugelkontaktfldche, die Annahme, dass die Axialspannung gegeniiber der
Radialspannung vernachléssigbar ist, nicht erfiillt wird.

Hieraus erwichst eine weitere Zielstellung der vorliegenden Arbeit: Die Un-
tersuchung der besonderen Phénomene beim Vorliegen lokal begrenzter Fla-
chenlasten mit Lastradien, die in der Gréenordnung der Plattendicke liegen.

Wir zeigen, dass die Annahme, die Axialspannung gegeniiber der Radi-
alspannung zu vernachlissigen, fiir diese Lastradien in der Umgebung des
Kontaktgebietes nicht gerechtfertigt ist. Dies gilt insbesondere auch dann,
wenn die aufgebrachten Lasten so klein sind, dass die resultierenden Durch-
biegungen sehr viel kleiner als die Plattendicke sind, was die Voraussetzung
zur Anwendbarkeit der Kirchhoff’schen Plattentheorie ist. Zur Bestimmung
der Auswirkung des Fehlers, der aus Verwendung dieser Annahme resultiert,
leiten wir die 3D-Gleichungen fiir den Fall der am Rand gestiitzten Kreis-
platte mit Hilfe von harmonischen Verschiebungsansitzen her. Die resultie-
renden Gleichungen entsprechen im wesentlichen denen, die Nddai 1925 in
[77] bei konstanter Flidchenlast fiir dicke Platten angibt. Wéhrend Nddai
von der rotationssymmetrischen Halbraumltsung ausgeht, orientieren wir
uns am Losungsweg von Papkowitsch [88] und Neuber [79] in der Darstel-



lung von Lurje [72] und Neuber [80].

Als wichtigstes Ergebnis erhalten wir, dass die Verschiebungen nach bei-
den Theorien praktisch nicht unterscheidbar sind. Fiir die Spannungen gilt
dies nur fiir die Bereiche, die um mehr als das Dreifache des Kontaktradius
von der Zylinderachse entfernt sind. Im Ort der maximalen Zugspannung,
der auf der unteren Deckfliche auf der Zylinderachse liegt, treten fiir sehr
kleine Lastradien in den Radialspannungen Abweichungen bis maximal 20%
auf. Fiir die Lastradien, die sich bei den uns interessierenden Bruchlasten
ergeben, liegen die Abweichungen jedoch nur bei 5%. Generell ist zu sagen,
dass die Kirchhoff’sche Theorie auf der Zylinderachse an der unteren Deck-
fliche zu hohe Zugspannungen und an der oberen Deckfliche zu niedrige
Druckspannungen liefert.

1.3 Ubersicht

Nach der Einleitung in diesem Kapitel folgt im Kapitel 2 ein Verzeichnis der
verwendete Symbole.

Im 3. Kapitel beschreiben wir das Modell des Biegetests. Dabei wer-
den die wesentlichen Annahmen formuliert, so dass unter ihrer Verwendung
mit Hilfe der Grundgleichungen das vollstindige 3D-Problem gelost wer-
den kann. Auflerdem werden die Besonderheiten, die auf Grund der spezi-
ellen Geometrie-, Verformungs- und Beanspruchungsverhéltnisse vorliegen,
erlautert. Mit der Beriicksichtigung dieser Besonderheiten motivieren wir
letztlich die Verwendung der von Kdrmdn’schen Theorie und die Notwen-
digkeit einer genaueren Untersuchung der Verhéltnisse in der Umgebung der
Kontaktflache.

Das vollsténdige 3D-Problem wird im Kapitel 4 beschrieben. Zunéchst
geben wir die Definitionen der verwendeten Begriffe an. Wir formulieren
die nichtlineare Impulsbilanz im mechanischen Gleichgewicht und stellen
das verwendete Materialgesetz einschliellich der gew&dhlten Verschiebungs—
Verzerrungsrelation dar. Zur Formulierung der Randbedingungen werden
die besonderen Verhéltnisse am Stiitzring diskutiert.

Im 5. Kapitel gehen wir zur Plattentheorie iiber. Wir leiten zuné&chst
die von Kdrmdn’sche Theorie fiir den kubisch anisotropen Fall auf klassi-
schem Wege her, d. h. unter Verwendung bestimmter Annahmen zu den
Verschiebungs- und den Spannungsfeldern. Zur Rechtfertigung dieser An-
nahmen fithren wir anschliefend fiir die schwache Formulierung des nicht-
linearen 3D-Problems eine formal asymptotische Entwicklung der Verschie-
bungen durch. Das resultierende Integral wird dann unter Verwendung der
weitaus schwécheren Anforderungen an das Losungsverhalten beim Grenz-
iibergang h* — 0 ausgewertet. Das 5. Kapitel endet mit einigen Anmerkun-
gen zur Historie der von Kdrmdn’schen Plattentheorie und einem Vergleich
dieser Theorie mit zwei verschiedenen Theorien, die zur Beschreibung grofler



Verschiebungen geeignet sind.

Gegenstand der Untersuchungen im 6. Kapitel ist der Kontaktbereich
zwischen Druckkugel und oberer Waferdeckfliche. Wir berechnen die Kon-
taktfliche und den Verlauf der Spannungen in dieser Fliche nach der Theorie
der Hertz’schen Pressung unter Beriicksichtigung der kubischen Anisotropie
des Wafermaterials. Die Resultate vergleichen wir mit verschiedenen isotro-
pen Néaherungslosungen.

Im 7. Kapitel beschreiben wir die numerische Umsetzung der von Kdr-
man’schen Gleichungen mit der Finite-Element-Methode. Wir stellen die
verwendeten Hermite’schen Dreieckselemente unter Verwendung der Dar-
stellung von Kdmmel und Franeck [60] vor und leiten das resultierende nicht-
lineare algebraische Gleichungssystem her. Auflerdem erldutern wir die Be-
sonderheiten bei der FE-Formulierung der Verschiebungsrandbedingungen
auf dem Stiitzring. Insbesondere gehen wir auf ein numerisches Phinomen
ein, dass bei der Verwendung von Dreieckselementen fiir drehbare Kreis-
platten auftritt und unter dem Namen Sapondjan-Babuska-Plattenparadox
[95, 4] bekannt ist.

Die konkrete Auswertung fiir die untersuchten Testgeometrien erfolgt am
Schluss des 7. Kapitel, nachdem numerische Tests zur Giite der verwendeten
Plattenelemente durchgefithrt wurden.

Im 8. Kapitel untersuchen wir die besonderen Phdnomene beim Vorliegen
lokal begrenzter Fléchenlasten mit Lastradien, die in der Gréflenordnung der
Plattendicke liegen. Dazu geben wir zunéchst die isotrope Kirchhoff-Losung
einer am Auflenrand einfach gestiitzten Platte an. Nach der Herleitung der
3D-Losung des entsprechenden linearisierten Problems, vergleichen wir beide
Losungen an Hand der konkreten im Abschnitt 3.3 gegebenen Daten.

Da insbesondere die Begriffe zur Beschreibung der Lage der Koérper und
der kinematischen Zusammenhénge bei verschiedenen Autoren nicht ein-
heitlich sind und sich teilweise sogar widersprechen, geben wir im Anhang
eine Zuordnung der hier verwendeten Begriffe zur Begriffswelt einiger ande-
rer Autoren an.

Im Anhang befinden sich auch die verschiedenen Umrechnungsvorschrif-
ten fiir die verschiedenen Darstellungsmoglichkeiten der drei kubisch-elasti-
schen Konstanten. Ergéinzend gehen wir auf spezielle Mittelungsformeln ein,
mit denen fiir drei gegebene kubische Konstanten zwei isotrope Konstanten
berechnet werden kénnen.

Ebenfalls im Anhang werden die schwachen Formulierungen des 3D- und
des 2D-Problems fiir die Variation der Verschiebung angegeben.
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Kapitel 2

Bezeichnungen und Symbole

(ohne Kapitel 7)

C1J

Cijkl

o0/

oM

8QM*

R

o0~

elastische Konstanten in der (100)-Orientierung, Komponenten
des Steifigkeitstensors in Voigt’scher Notation mit I, J = 1,....,6

elastische Konstanten, Komponenten des Steifigkeitstensors,
dargestellt als Tensor 4. Stufe

rechter Cauchy-Green-Tensor

Komponenten von C

dimensionsloser Wafer- bzw. Plattendurchmesser
Rand von w

Rand von 2, Momentanplatzierung des Randes des materiellen
Korpers (d.h. des Wafers)

Teilmenge von 9Q2~, Menge aller Punkte in der Kontaktfliche
zwischen Wafer und Druckkugel in der Bezugsplatzierung

Teilmenge von 02, Menge aller Punkte in der Mantelfliche des
zylindrischen Wafers in der Bezugsplatzierung

Teilmenge von 0€2r, Menge aller Punkte in der Mantelfliche des

zylindrischen Wafers in der Bezugsplatzierung ohne die Punkte
XN, x0, xV

Rand von ), Bezugsplatzierung des Randes des materiellen
Korpers (d.h. des Wafers)

Teilmenge von 0Qr, Menge aller Punkte in der oberen Deck-
fliche des zylindrischen Wafers in der Bezugsplatzierung

11



o0+

Teilmenge von 02k, Menge aller Punkte in der unteren Deck-
fliche des zylindrischen Wafers in der Bezugsplatzierung

i-ter Orthonormalbasisvektor im E3

reeller 3-dimensionaler Fuklid’ischer Vektorraum
reeller 3-dimensionaler Fuklid’ischer Punktraum
Druckkraft

Grreen’scher-Verzerrungstensor

Menge der ganzen Zahlen

Komponenten von G

Wafer- bzw. Plattendicke

dimensionslose Wafer- bzw. Plattendicke
Verschiebungsgradient

Komponenten von H, Ableitung der i-ten Komponente von u
in Richtung X;

Xi, falls x;(X) = X; gilt

det(F)

Momententensor

Kartesi’sche Komponenten von M
ngMagng, Normalkomponente von M auf Ow
ngagng, Verdrillungsmoment auf dw

Vektor der dufleren Flachennormalen in der Momentanplatzie-
rung, Richtung von da

Komponenten von n

Vektor der dufleren Flichennormalen in der Bezugsplatzierung,
Richtung von dA

Komponenten von n't
Membrankrafttensor
kartesische Komponenten von N

anaﬁng, Normalkomponente von N auf dw

sgNa/gng
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Q*n

Punkt in £ als Ursprung eines kartesischen Koordinatensys-
tems

groes Landau-Symbol

Ortsvektor vom Ursprung O zum Punkt X, Element des E3
Druckkraft in 02~

Druckkraft in 9Q/

Querkraftvektor

kartesische Komponenten von @
Normalkomponente von @

Ersatzquerkraft

eigentlich orthogonaler Tensor

Radius des Wafers, Auflenradius des Stiitzringes
Kontaktradius zwischen Wafer und Druckkugel
Innenradius des Stiitzringes

Druckkugelradius

Raum der reellen Zahlen

n-dimensionaler reeller Raum

Komponenten von R

Tangentenvektor in der Momentanplatzierung, Darstellung von
s in der Momentanplatzierung

Komponenten von s
normierter Tangentenvektor in der Bezugsplatzierung
R

Komponenten von s

elastische Konstanten, Komponenten des Nachgiebigkeitsten-
sors, dargestellt als Tensor 4. Stufe

1. Piola-Kirchhoff’scher Spannungstensor
kartesische Komponenten von S
Normalkomponente von
Tangentialkomponente von tf in Richtung s

Tangentialkomponente von tf in Richtung 7
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T

wahrer Spannungsvektor

Komponenten von %

bezogener Spannungsvektor

Komponenten von tf

Cauchy’scher Spannungstensor, Tensor der wahren Spannungen
kartesische Komponenten von T
Normalkomponente von ¢

Tangentialkomponente von ¢ in Richtung s
Tangentialkomponente von ¢ in Richtung 7

Vektor der Horizontalverschiebung der Mittelfliche
kartesische Komponente von U

Qr — Q C R3, Verschiebung als reelles Vektorfeld

53 — E3, Euklid’ischer Verschiebungsvektor

Qr — R, i-te Komponente von u

53 — R, i-te kartesische Komponente von u
Druckkugelgeschwindigkeit

Qr — R3, Testfunktionsvektor des 3D-Problems
Qr — R, Komponente von v

w U Ow — R2, Testfunktionsvektor des 2D-Problems
w U Odw — R, Komponente von V

maximale Durchbiegung

Mittelflichendurchbiegung

Punkt im £3, Momentanplatzierung von X

reeller Vektor im R3, Vektor der kartesischen Koordinaten des
Punktes z, Vektor der kartesischen Komponenten von Ox

1-te kartesische Koordinate des Punktes x, i-te kartesische Kom-
ponente von Oz, i-te Komponente von x

Punkt im £3, materieller Punkt, Punkt in der Bezugsplatzierung
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|AA]
Ak
Ak;

A.%Z'

PGaAs

reeller Vektor im R?, Vektor der kartesischen Koordinaten des
Punktes X, Vektor der kartesischen Komponenten von OX

i-te kartesische Koordinate des Punktes X, i-te kartesische
Komponente von OX, i-te Komponente von X

reeller Vektor der kartesischen Koordinaten eines Starrkorper-
fesselpunktes

reeller Vektor der kartesischen Koordinaten eines Starrkorper-
fesselpunktes

reeller Vektor der kartesischen Koordinaten eines Starrkorper-
fesselpunktes

Kronecker-Symbol

|Aal, Flichenelement in der Momentanplatzierung
gerichtetes Oberflichenelement in der Momentanplatzierung
|A A|, Flichenelement in der Bezugsplatzierung

gerichtetes Oberflichenelement in der Bezugsplatzierung
Vektor des Kraftfelds auf Aa in der Momentanplatzierung
Komponenten von Ak

gerichtetes Linienelement in der Momentanplatzierung
Komponenten von Az

gerichtetes Linienelement in der in der Bezugsplatzierung
Komponenten von AX

Levi-Cevita-Symbol

dimensionsloser Kontaktradius zwischen Wafer und Druckkugel
{(X1, X2)|X? + X3 = R} cw?

2 2
{00, X0) (X0 + U1(X1, X))+ (Ko + Ua(X3, X)) = B3} C

wt

Lamé-Konstante, elastische Konstante
Lamé-Konstante, Schubmodul
elastische Konstante bei kubischer Symmetrie

Dichte von GaAs bei Raumtemperatur und Normalluftdruck
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{X]4}

2. Piola-Kirchhoff’scher Spannungstensor
Komponenten von o
Normalkomponente von F~1¢F
Tangentialkomponente von F~1¢% in Richtung s

Tangentialkomponente von F~1¢® in Richtung 7%

Teilmenge von 92", Menge aller Punkte, die in der Bezugsplat-
zierung die obere innere Stiitzringkante beriihren

Teilmenge von 90", Menge aller Punkte, die in der Momen-
tanplatzierung fiir feste Werte von f die Kontaktlinie mit dem
Stiitzring bilden

Tangentenvektor in der Momentanplatzierung, Darstellung von
78 in der Momentanplatzierung

Komponenten von 7

normierter Tangentenvektor in der Bezugsplatzierung
Komponenten von 77

Qr — Q C R3, Lagesinderung, Platzierungswechsel
Qr — R, i-te Komponente von x

offenes Teilgebiet im R?, stellt das Inneren von @ dar

Kreisbereich im R? mit dem Radius R4

offenes Teilgebiet im R3, Momentanplatzierung des Inneren des
materiellen Korpers (d.h. des Wafers)

Vereinigung von €2 und 92, Momentanplatzierung des materiel-
len Korpers (d.h. des Wafers)

abgeschlossenes Teilgebiet des R?, Anfangsplatzierung des ma-
teriellen Korpers (d.h. des Wafers)

abgeschlossenes Teilgebiet des R3, Bezugsplatzierung des mate-
riellen Korpers (d.h. des Wafers)

Betrag von | - |, so dass |A| der Betrag von A ist
Menge von Elementen, so dass {aj,as,...,a,} die Menge der
Elemente aq,as,...,a,_1 und a, ist

Menge alle Elemente X, die der Bedingung A geniigen

offenes Intervall
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(hkl)

[hk]

(hkl)

abgeschlossenes Intervall

Vektor im R?

Vektor im R3

kartesisches Produkt

A — B heifit Abbildung von A auf B

Punkt mit den Koordinaten (a,b,c)€ R? in der Einheitszelle ei-
nes Kristalls, Koordinaten sind in Einheiten der Gitterkonstan-
ten dargestellt

Gitterebene in der die Punkte [[A00]], [[0k0]] und [[00]]] liegen,

mit h, k,l € G und der Schreibweise h := —|h|

Gitterrichtung vom Punkt [[000]] zum Punkt [[hl]], mit h, k, 1 €
G und der Schreibweise h := —|h/

Menge aller zu [hkl] gleichwertigen Richtungen, entstehen aus
[hEl] durch Permutation und Vorzeichenwechsel von h,k und I
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Kapitel 3

Modellierung
des modifizierten
Doppelring-Biegeversuchs

3.1 Versuchsanordnung

Fin Walfer, idealisiert als Vollkreiszylinder der Dicke A mit dem Radius R4
liegt konzentrisch auf einem Stiitzring, dessen AufBenradius mit dem Zy-
linderradius iibereinstimmt. Der Stiitzring, idealisiert als Hohlkreiszylinder,
hat einen Innenradius R;. Auf die obere Deckfliche des Vollkreiszylinders
wird eine Druckkugel mit dem Radius Ry durch eine Kraft f gepresst. Dabei
wirkt die Kraft in die Richtung der Zylinderachse. Auf diese Weise kommt
es zur Durchbiegung des Zylinders.

h

AN NN AN AR AR AN RSN NN,
7 7

|
i R .
T

1 RA

Abbildung 3.1: Geometrie der Testbauteile.
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3.2 Modellannahmen

Der Wafer besteht aus einkristallinem kubisch anisotropen Gallium-Arsenid
(GaAs). Die [100]-Richtung des Kristalls fillt gem&f der Angaben in [46]
mit der Zylinderachse zusammen.

[100]-Richtung,
Wafernormale

[010]-Richtung

_-
[001]-Richtung

Abbildung 3.2: Orientierung des Testwafers.

Der schematische Aufbau des Gallium-Arsenid-Einkristalls ist in Abbildung
3.3 skizziert.

Abbildung 3.3: Kubisches GaAs-Gitter. As-Atome werden durch kleine Ku-
geln und Ga-Atome durch grofie Kugeln dargestellt.

Die GroBle der Flidche des Kontaktbereiches zwischen Kugelstempel und Wa-
fer sowie die Verteilung der Spannung in dieser Fliche soll durch die Losung
gendhert werden, die sich mit der Theorie der Hertz’schen Pressung einer
isotrop elastischen Kugel auf einen kubisch anisotropen elastischen Halb-
raum ergibt. Der Halbraum ist dabei so orientiert, dass seine Normale mit
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der [100]-Richtung zusammenfallt.

Da wir uns nicht fiir den genauen Spannungsverlauf in der Umgebung
des Stiitzringes interessieren, nehmen wir zur Vereinfachung den Stiitzring
als starren Hohlkreiszylinder an. Damit bleiben die immer auch vorhande-
nen Abrundungen zwischen den Deckflichen und der inneren Mantelfléiche
des realen Ringes unberiicksichtigt. Im Gegensatz zum realen Ring, kann
ein so modellierter Ring wegen seiner Starrheit keine Abplattung erfahren.
Auflerdem vernachléssigen wir vollstdndig das Eindringen des Ringes in das
elastische Wafermaterial. Statt dessen nehmen wir an, dass der Kontakt zwi-
schen Stiitzring und Wafer auf eine Kreislinie mit dem Radius R; beschrénkt
bleibt. Entlang der Kontaktlinie soll der Wafer frei drehbar und horizontal
frei verschiebbar sein. Aulerdem soll er dort die Durchbiegung Null haben.

3.3 Material- und Geometriedaten, Last- und
Durchbiegebereich

Die elastischen GaAs-Konstanten fiir kubische Symmetrie in Voigt’scher No-
tation! bei 300K lauten:

cin = 119,0 GPa
ci2 = 53,8GPa (3.1)
Cq4 = 59, 5 GPa.

Die in der Literatur z.B. in [99, 44] und [14] angegebenen Daten unterschei-
den sich fiir diese Konstanten um maximal +0,1 GPa.

Die Dichte von GaAs betrigt nach [44]

PGads = 5,3167 g/cm®. (3.2)

Fiir die isotrope Stahlkugel verwenden wir als E-Modul und Querkontrak-
tionszahl die Werte

Es =210 GPa und vg=0,3. (3.3)

Die Berechnungen werden fiir zwei Wafer mit verschiedenen Dicken und
Durchmesser der Firma FCM gemé&$ den in [38] und [45] angegebenen Ab-
messungen durchgefiihrt:

groffer Wafer : 2R4 = 150 mm, h =0,675 mm,
kleiner Wafer : 2R4 = 100 mm, A = 0,625 mm. (3.4)

'Eine Definition der Voigt’schen Konstanten erfolgt im Anhang A.2.1.
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Die Stiitzringbreite ist fiir beide Wafer gleich. Es gilt jeweils
Ry — Ry =4 mm. (3.5)

Damit hat der Stiitzring beim Biegetest des groflen Wafers einen Innen-
durchmesser 2R; = 142 mm. Der entsprechende Stiitzring zum Test des
kleinen Wafers hat ein Innendurchmesser von 2R; = 92 mm.

In beiden Tests wird die gleiche Druckkugel mit einem Durchmesser
2Ry =1/8" = 3,175 mm. (3.6)

geméf [112] und [46] verwendet, die im Radius identisch mit dem Radius
der Stiitzkugeln des nach ASTM F 394-78 standardisierten Biegetests sind?.

Der Lastbereich bis zum Bruch liegt fiir den kleinen Wafer geméf [46] zwi-
schen 0 und 450 N. Fiir den grolen Wafer wird in [38] ein Lastbereich zwi-
schen 0 und 600 N angegeben.

Die maximalen Durchbiegungen w,,q,; werden geméfl Abbildung 3.4 ge-
messen.

( Wmax

Abbildung 3.4: Maximale Durchbiegung.

Dabei liegen die Werte fiir die maximalen Durchbiegungen w,q,, die bis
zum Bruch erreicht werden, in Hohe der 6,52-fachen Plattendicke [35], d.h.
es gilt

|Wmaz/h| < 6,52. (3.7)

Die Kraft wird gemé&s8 [35] so aufgebracht, dass sich die Oberkante der Druck-
kugel mit einer konstanten Geschwindigkeit von

vk =0,0167 m /s (3.8)

nach unten bewegt.

?Eine kurze Erlduterung dieses Tests erfolgte bereits im Abschnitt 1.1 auf Seite 3.
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3.4 Wichtige Schlussfolgerungen aus der konkre-
ten Datenlage

Aus den Waferabmessungen gemif (3.4) folgern wir, dass es sich bei beiden
Wafern um diinne Kreisplatten handelt. Diinne Kreisplatten zeichnen sich
dadurch aus, dass die Plattendicke sehr viel kleiner als der Plattendurch-
messer ist. Wir bezeichnen den Quotienten

h

h* = —
2Ry

(3.9)
als dimensionslose Plattendicke. Diese Grofle ist fiir die Begriindung der
Plattentheorie durch asymptotische Entwicklung von zentraler Bedeutung
und wird im Kapitel 5 oft benétigt.

Fiir diinne Platten gilt also
h* < 1. (3.10)

Fiir die Zahlenwerte entsprechend (3.4) erhalten wir fiir die dimensionslosen
Dicken:

grofler Wafer : h* = 0,00475,
kleiner Wafer : h* = 0,00679. (3.11)

Die dimensionslose Dicke des kleinen Wafers ist also rund 1,43 mal grofler
als die dimensionslose Dicke des groflen Wafers. In diesem Sinne handelt es
sich bei dem groflen Wafer um eine diinnere Platte als beim kleinen Wafer.

AuBerdem gilt auch ﬁ < 1. Fiir den grofien Wafer lautet der Wert

dieses Quotienten ﬁ = 0,0045. Entsprechend erhalten wir fiir den klei-

nen Wafer 2—%{ = 0,00625. Wiirden wir diese Quotienten als dimensionslose
Dicken verwenden, wire der kleine Wafer beziiglich dieser Gréfle rund 1,39
mal dicker als der grofle Wafer.

Wenn wir in den folgenden Kapiteln zwischen beiden Wafergeometrien
unterscheiden miissen, werden wir immer vom groflen Wafer bzw. von der
groflen Platte sprechen, wenn es sich um den Wafer mit dem gréfleren Radius
handelt. Anderenfalls sprechen wir vom kleinen Wafer bzw. von der kleinen
Platte.

Eine weitere wichtige Besonderheit ist, dass wegen (3.4), (3.5) und (3.6)
auch

Rx < Ry (3.12)

gilt. Wir werden im Kapitel 6 mit der Theorie der Hertz’schen Pressung eine
Formel fiir den Kontaktradius R¢c berechnen, fiir den

Re < Ry (3.13)

22



gilt. Wir zeigen auflerdem im Kapitel 6, dass fiir die am Ende des Ab-
schnitts 3.3 auf Seite 21 angegebenen Lastbereiche nur Kontaktradien resul-
tieren, fiir die

Rc < h (3.14)
gilt. Mit Einfithrung des dimensionslosen Kontaktradius
Ro
= — 3.15
"= g (3.15)
lautet die dimensionslose Version von (3.14)
n<2h". (3.16)

Wir haben es hier mit einer lokal begrenzten Flichenlast zu tun. An Hand
konkreter Rechnungen im Kapitel 7 und einer genaueren Untersuchung im
Kapitel 8 zeigen wir, dass Spannungsberechnungen, welche aus der wvon
Kdrmdn’schen Plattentheorie oder ihrer linearisierten Version, der Kirch-
hoff’schen Plattentheorie, resultieren, beim Auftreten lokal begrenzter Fli-
chenlasten sehr sorgfiltig analysiert werden miissen.

Nachdem wir bereits die Werte der Waferdicke und des Kugelkontaktra-
dius iiber den Wert des Stiitzring-Innendurchmesser charakterisiert haben,
wollen wir dies abschlieBend auch mit den Werten der maximalen Durchbie-
gUNE Winay geméB (3.7) tun. Zu diesem Zweck fithren wir mit
* o, w

" 2R;
die dimensionslose Durchbiegung ein. Die Grofle der dimensionslosen Durch-
biegung einer Platte wird oft beziiglich der Plattendicke klassifiziert:

w

(3.17)

*

e gilt |w},.| < h*, insbesondere auch bei |w} . .| ~ (h*)?, bezeichnen

wir die Durchbiegungen als klein,

max |
max

o gilt |w
und

~ h* , bezeichnen wir die Durchbiegungen als moderat

o gilt |w .| > h*, insbesondere auch, wenn |w? . | ~ 1 gilt, bezeichnen
wir die Durchbiegungen als grof3.

In diesem Sinne handelt es sich bei den maximalen Durchbiegungen geméfl
(3.7) um moderate Durchbiegungen.

Fiir die Verformungs- und Spannungsanalyse diinner Platten gemé&f
(3.10) wird in der Ingenieur-Literatur bei kleinen Durchbiegungen die Ver-
wendung der Kirchhoff’schen Plattentheorie, bei moderaten Durchbiegun-
gen die Verwendung der von Kdrmdn’schen Plattentheorie und bei groflen
Durchbiegungen die Verwendung einer nichtlinearen Membrantheorie emp-
fohlen3. Wolmir gibt in [115] bei technischen Problemstellungen fiir Metall-
platten die folgenden Empfehlungen:

3Einige Ausfithrungen zur invarianten nichtlinearen Membrantheorie werden im Ab-
schnitt 5.7 auf Seite 104 gemacht.
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e bei |w} .| <0,2 h* Verwendung der Kirchhoff’schen Plattentheorie,

max

e bei 0,2 < |w},| <5 h* Verwendung der von Kdrmdn’schen Platten-
theorie und

e bei |w} | > 5 h* Verwendung einer nichtlinearen Membrantheorie.

Den Hartog empfiehlt in [53] die Verwendung der Kirchhoff’schen Platten-
theorie fiir Durchbiegungen, fiir die |w}, .| < h* gilt. Weitere Empfehlungen
fiir den Anwendungsbereich der von Kdrmdn’schen Plattentheorie gibt auch
Kolesnikow in [66] an.

Ubertragen wir diese Empfehlungen auf GaAs, folgern wir, dass zur rich-
tigen Beriicksichtigung der maximalen Durchbiegungen gemé$ (3.7) das Pro-
blem ausreichend genau durch die von Kdrmdn’sche Plattentheorie gelost
werden kann.

Die moderaten Durchbiegungen gemifl (3.7) verbieten auflerdem, das
Problem durch Verwendung der linearisierten 3D-Theorie zu 16sen, da diese
Theorie nur fiir kleine Verschiebungsgradienten® ausreichend genau ist. Die
vollstandige Herleitung des nichtlinearen 3D-Randwertproblems erfolgt im
néchsten Kapitel.

Mit den Abmessungen des Wafers geméf (3.4) und der Dichte von GaAs
geméf (3.2) sind die Durchbiegungen auf Grund des Eigengewichts des Wa-~
fers gegeniiber den durch die Last hervorgerufenen Durchbiegungen ver-
nachléssigbar. Plastische Deformationen werden ebenfalls nicht beriicksichtigt.

Zeitabhéngige Effekte, wie Schwingen und Kriechen des Wafers, kénnen
wir vernachlissigen. Da die Durchbiegung gemif (3.8) mit einer konstanten
Geschwindigkeit erfolgt, treten keine Plattenschwingungen auf. Aus (3.7)
und (3.8) folgt, dass der betrachtete Zeitraum bis zum Bruch maximal bei
0, 26 s liegt. In Stahl und GaAs treten bei Raumtemperatur in diesem kurzen
Zeitraum praktisch keine Kriecheffekte auf, so dass wir von rein elastischem
Materialverhalten ausgehen kénnen.

4Die Definition dieser Gréfle wird nichsten Kapitel auf Seite 29 angegeben.
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Kapitel 4

Formulierung als
nichtlineares
3D-Randwertproblem

4.1 Tensornotation im R?

Wann immer wir Komponenten von Vektoren aus dem R? oder aus den
Riaumen R? x R? bzw. aus R? x ... x R? betrachten, verwenden wir die
Konvention, dass lateinische Indizes (i, j,p,...) ihre Werte immer aus der
Menge {1,2,3} annehmen. Zum Beispiel ist fiir u;,v; € R die Gleichung

u; = v; gleichbedeutend zu wu; = v, w2 =wv2 und wug=vs.
AuBerdem schreiben wir u := (ug, ug,u3) € R3, so dass wir statt
u; =v; auch w=wv

schreiben.
Zuséitzlich verwenden wir die FEinstein’sche Summationskonvention, womit
die folgenden Identitdten

3 3 3 3
uv; = g uivi,  Aji = g Aii und  AyBj; = E g Ai;Bij
=1 i=1 i=1 j=1

gelten. Dabei ist A;; € R3 eine Komponente der Matrix

A A Asg
A= Aoy Ay Aoy S R?’ X R?’.
A3z1 Az Ass

Fiir einen unterstrichenen Index wird diese Regel aufler Kraft gesetzt. Damit
ist zum Beispiel

aju; = v; gleichbedeutend zu aju; = v1, aguz =v2 und aszuz = vs,
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und es gilt
3 3

3
aéuivi = Zaiuivi und a’iblA’UBZJ = Z Za’ibinjBij~

i=1 i=1 j=1

Damit gilt auch

3 3
albl@]&” = albléu = Zazbléu = Zazbl = aibi,
=1 =1

wobei d;; das Kronecker-Symbol darstellt.

Da wir im Folgenden einerseits kartesische Koordinaten ¢ = (x1,x2,x3)
€ R? und andererseits kartesische Koordinaten X = (X7, Xo, X3) € R?

verwenden, benutzen wir zur Darstellung des Gradienten und der Divergenz
Oa_ ap, da Oay, : ; ;
neben Dz und oz, bzw. 3 X; und X, auch die Schreibweise

da da o
aJIl’ 83327 8953

B Oa;  Oas %

=4+ — bzw.
8331 8332 8373 w

> und DIV(a):= g;(ll + g)ag + 5;33

grad(a) == ( ) und  div(a) :

Oa Oa Oa
00X 00Xy 0X;

GRAD@%:(

4.2 Exkurs iiber Elastizitiatstheorie

4.2.1 Lagebeschreibung, Verschiebungen und Verzerrungen

Zur Beschreibung der Lage eines Festkorpers im Raum und seiner Lageéin-
derung nach einer Bewegung betrachten wir den Raum unserer Anschauung
als reellen 3-dimensionalen Euklid’ischen Punktraum &3, in dem der be-
wegte Korper zu jedem Zeitpunkt ¢ eine beschrinkte zusammenhéngende

Untermenge einnimmt, die wir durch Q) € £ beschreiben.

Der Euklid’ische Punktraum &3 ist mit dem Euklid’ischen Vektorraum E?
assoziiert. E3 ist mit einer Orthogonalbasis ausgestattet, bestehend aus drei
Vektoren e; € E3. Nach Wahl eines Punktes O € €3 als Ursprung, kann
jeder Punkt z € £ eindeutig einem Vektor Oz € E? zugeordnet werden.
Ox € E3 heifit Ortsvektor vom Ursprung O zum Punkt z. Der Ursprung
O € &3 und die drei Vektoren e; € E3 bilden zusammen ein kartesisches Ko-
ordinatensystem. Die drei Komponenten z; des Ortsvektors Ox zur Basis
{e;} werden kartesische Koordinaten von x € £3 oder kartesische Kompo-
nenten von Oz € E3 genannt!.

'Eine klare Unterscheidung zwischen Punkten und Koordinaten ist auch fiir die Be-
schreibung der Finite-Element-Ansédtze im Abschnitt 7.3.3 n6tig. Dort heiffen bestimmte
ausgewihlte Punkte Knoten und seine Koordinaten entsprechend Knotenkoordinaten.
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Auf diese Weise kénnen wir in einem fest gewéhlten kartesischen Ko-
ordinatensystem einen Punkt z € &3 nicht nur durch seinen Ortsvektor
Oz = z;e; € E? identifizieren, sondern auch durch den reellen Vektor
(1‘1,1‘2,1‘3) =zxc R

Genauso kénnen wir nun €; C €2 durch ein festes kartesisches Koordinaten-
system einem reellen dreidimensionalen Teilbereich €; C R? zuordnen. Das
Innere von €; bezeichnen wir mit €2, seinen Rand mit 9€2; und nennen

@:QtUaQtCR3

die Momentanplatzierung des Kérpers zum Zeitpunkt ¢{. Bewegung in einem
Zeitintervall von tg bis tp konnen wir dann als stetige Folge von Platzierungs-
wechseln betrachten. Das vom Korper zum gewéhlten Anfangszeitpunkt tg
eingenommene Gebiet des R3 und sein Rand bezeichnen wir als Anfangs-
platzierung Qo C R3.

Ein und derselbe materielle Punkt hat im allgemeinen zu jedem momen-
tan betrachteten Zeitpunkt eine andere Lage; d.h. zu jedem Zeitpunkt wird
einem materiellen Punkt ein im allgemeinen anderer Punkt im £ zugeord-
net und seine kartesischen Koordinaten bilden zu jedem Zeitpunkt einen
anderen Vektor im R3. Dabei verstehen wir unter einem materiellen Punkt
die kleinste Einheit eines materiellen Korpers, die sich in der betrachteten
Raumskala nicht weiter auflosen lésst.

Um einen materiellen Punkt im Fuklid’ischen Raum unabh&ngig von
seiner momentanen Lage zu identifizieren, wahlen wir zu Bezugszwecken
eine weitere Platzierung, die Bezugsplatzierung Qr C R3. Bei kristallinen
Festkorpern wird als Bezugsplatzierung meist eine solche verwendet, bei
der das Kristallgitter unverzerrt bzw. ungestort ist. Nur in einer solchen
Platzierung liegt die Kristallsymmetrie vor, mit der die kristallinen Kérper
klassifiziert werden?. Insbesondere der hier betrachtete Wafer hat nur in ei-
ner unverzerrten Platzierung kubische Symmetrie. Bei Beriicksichtigung des
Eigengewichts wére streng genommen auch beim hier betrachteten Wafer
das Gitter in der Anfangsplatzierung verzerrt. Dies wére dann ein Beispiel
fiir eine Bezugsplatzierung, die wihrend des Prozesses der dufleren Lastauf-
bringung zu keinem Zeitpunkt vom Korper eingenommen wird.

Im hier betrachteten Fall konnen wir jedoch die Stérung der Gittersym-
metrie in der Anfangsplatzierung auf Grund des geringen Eigengewichts ver-
nachléssigen,so dass wir den Korper in seiner Anfangsplatzierung als idealen
Einkristall mit ungestértem Gitter betrachten. Deshalb wéhlen wir in dieser
Arbeit als Bezugsplatzierung die Anfangsplatzierung ohne Beriicksichtigung

2Die meisten Materialgesetze fiir kristalline Festkdrper, so auch das im Abschnitt 4.2.5
vorgestellte elastische Gesetz, beziehen einen momentanen Zustand auf eine Platzierung
mit ungestértem Gitter.
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des Eigengewichts, d. h. es gilt
Qr = Q. (4.1)

Da wir hier nur elastisches Materialverhalten annehmen und auflerdem keine
Schwingungsphénomene betrachten, héngt der momentane Verformungszu-
stand nur von der aufgebrachten Last ab, nicht aber von der vergangenen
Zeit. Deshalb lassen wir fiir eine feste gegebene Kraft den Zeitindex ¢ zur
Kennzeichnung einer Momentanplatzierung weg und schreiben

Q=0QUaN C R, (4.2)

fiir eine Momentanplatzierung. Zur Beschreibung eines momentanen Verfor-
mungszustandes infolge einer Kraft, brauchen wir jeweils nur zwei Platzie-
rungen zu betrachten, die Bezugsplatzierung Q) g, die gleich der Anfangsplat-
zierung ist, und die Momentanplatzierung fiir einen festen Wert der Kraft

£, mit f 0.

Andert ein materieller Koérper seine Lage, nimmt ein materieller Punkt des
Korpers, welcher in der Bezugsplatzierung die kartesischen Koordinaten X;
hatte, eine Platzierung mit den kartesischen Koordinaten z; ein. Die Orts-
vektoren OX und Oz haben beziiglich der Basis {e;} die Darstellung

OX = X;e;, und Ozx=z;e;. (4.3)

X; und z; sind die kartesischen Koordinaten desselben materiellen Punktes
zu zwei verschiedenen Platzierungen. Sie bilden jeweils einen reellen Vektor
X = (X1, X5, X3) € R®und = = (21,72, 23) € R3.

In der Mechanik ist die Lagednderung von materiellen Kérpern von zentra-
ler Bedeutung. Mit den hier bereits eingefiithrten Begriffen handelt es sich
bei Lagednderungen um Platzierungswechsel, d.h. bei einer Lageinderung
eines materiellen Korpers wechseln die Platze seiner materiellen Punkte im
Euklid’ischen Punktraum. Wir bezeichnen die Lageinderung oder den Plat-
zierungswechsel mit

und wir schreiben

xr; = XZ(X) oder xT; = Xi(Xl,XQ,Xg)
bzw. auch (4.5)
r = x(X) oder z = x(X1,Xs X3).

Gilt =X schreiben wir x; = id;, so dass auch
X; =id;(X) (4.6)

gilt.
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Bemerkung 1

Wiirden wir uns fiir zeitabhéngige Bewegungsablédufe interessie-
ren, miissten wir Platzierungswechsel statt durch x durch x;
kennzeichnen, um zu verdeutlichen, dass es sich um die Momen-
tanplatzierungen zum Zeitpunkt ¢ handelt.

Die momentane Lage eines materiellen Punktes, der in Bezugsplatzierung
mit dem Punkt X € &3 identisch ist und die Koordinaten (X1, Xa, X3) =
X € R3 hat, kann statt durch die direkte Angabe seiner momentanen Koor-
dinaten (1,9, 73) = € R3 gem#B (4.5) auch durch seine Verschiebung in
Bezug auf den Ort X eindeutig festgelegt werden. Zwischen der Verschie-
bung v und Lagednderung x eines materiellen Punktes besteht der folgende
Zusammenhang:

UZ(X) = X,(X) - X; = XZ(X) — le(X) eR
bzw. w(X) = x(X) - XcR (4.7)

0Q = (0%
x =X

Abbildung 4.1: Darstellung eines materiellen Punktes als Element eines ma-
teriellen Korpers in der gewéhlten Bezugsplatzierung und in der betrachte-
ten Momentanplatzierung.

Zur einfacheren Beschreibung driicken wir von jetzt ab eine vektorielle Grofie

a : Qr — E? immer durch den mit ihr assoziierten reellen Vektor a :
Qr — R3 aus. Dies ist durch die Verwendung eines kartesischen Koordina-
tensystems auch naheliegend, denn es gelten die folgenden Zusammenhéinge:
(AIZ(X)Bl = &(X) S E3, a = (al,ag,ag) mit (07 QR — R und di : QR — R,
sowie a;(X) = a;(X) € R. In gleicher Weise verfahren wir auch mit den
Tensoren n-ter Stufe.

Die Grofle H, deren Komponenten durch

~ Ou(X)
- 0X;

Hl](X) :
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definiert sind, bezeichnen wir als Verschiebungsgradient, wobei X; wieder
die Koordinaten der Bezugsplatzierung eines materiellen Punktes im Sinne
von (4.3) sind. Statt (4.8) schreiben wir auch H = GRAD(u). Konsequen-
terweise bezeichnen wir die Grole F, deren Komponenten durch

Fij(X) := 8;(;;((5()

(4.9)

definiert sind, als den Gradienten der Lageinderung oder als Gradient des
Platzierungswechsels. Statt (4.9) schreiben wir auch F = GRAD(x).

Fiir die weiteren Betrachtungen ist die Grofle F' von zentraler Bedeu-
tung. Sie kann auch als Jacobi-Matrix der Koordinatentransformation von
den kartesischen Koordinaten der Momentanplatzierung in die kartesischen
Koordinaten der Bezugsplatzierung interpretiert werden. Sie hat die Eigen-
schaft

J:=det(F(X)) >0 firalle X¢€ Qg CR3, (4.10)

was bedeutet, dass das Volumen eines materiellen Kérpers in jeder Platzie-
rung positiv ist.

Unterscheidet sich die Momentanplatzierung in einer gewissen Umge-
bung eines materiellen Punktes X von seiner Bezugsplatzierung nur durch
eine Translation, gilt in X die Beziehung F = I, wobei I € R3*3 der Ein-
heitstensor ist. Die entsprechende Formulierung in kartesischen Koordinaten
lautet F;; = d;;. Lassen sich beide Platzierungen durch eine reine Transla-
tion und durch eine Drehung im Punkt X bzw. im Punkt = x(X) in-
einander iiberfiithren, unterscheiden sich beide Platzierungen nur durch eine
Starrkérperbewegung und es gilt Fj; = R;;, wobei R;; die Komponenten
eines eigentlich orthogonalen Tensors R sind.

Bemerkung 2

Auf die Einfiihrung des Begriffs ,Deformation” wurde hier be-
wusst verzichtet, da er in der Literatur nicht einheitlich, mit z.T.
widersprechender Bedeutung, verwendet wird. Weitere Ausfiih-
rungen hierzu werden im Anhang A.1 auf Seite 192 gemacht.

Im allgemeinen Fall kann der Gradient der Lageédnderung eindeutig multi-
plikativ in einen reinen Streckungsanteil und einen Rotationsanteil zerlegt
werden [106]. Es gilt F = VR und F = RU , wobei R ein eigentlich orthogo-
naler Tensor ist. U und V sind symmetrische positiv definite Tensoren, die
rechter und linker Strecktensor genannt werden, und bei einer Starrkorper-
bewegung gleich dem Eins-Tensor I sind. Dies ist deshalb bedeutsam, da im
betrachteten Korper ausschliefllich Streckungen, die ungleich I sind, Anlass
zu den im Abschnitt 4.2.3 eingefiithrten Spannungen geben. Strecktensoren
sind im allgemeinen symmetrische positiv definite Tensorfunktionen von F
bzw. H. Insbesondere gilt U= VF F=+/I+ H + H+ H' H .
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In dieser Arbeit bendtigen wir als Streckungsmafl den rechten Cauchy-
Green-Tensor C, definiert durch

Cij == Fy;iFy; bzw. C:= F'F. (4.11)

Damit gilt auch C = U?. Wir kénnen C als die auf die Bezugsplatzierung
zuriickgezogene Metrik der Momentanplatzierung interpretieren, denn es gilt

‘ACC|2 — AI‘ZALUZ = A$j5jkA$k = AXJC]kAXk

Dabei ist Az eine betrachtete Momentanplatzierung eines materiellen Li-
nienelements mit den Komponenten Ax; und A X seine Bezugsplatzierung
mit den Komponenten AX;. Ein Linienelement ist ein Tangentenvektor in
einer hinreichen kleinen Umgebung eines Punktes auf einer Linie.

Waéhrend Strecktensoren bei einer Starrkérperbewegung gleich dem Eins-
Tensor I sind, stimmen die so genannten Verzerrungstensoren bei einer
solchen Lagednderung mit dem Null-Tensor O iiberein. Verzerrungstenso-
ren sind zwar ebenfalls symmetrische Tensorfunktionen von F bzw. H, sind
aber im allgemeinen indefinit.

In den folgenden Abschnitten verwenden wir als Verzerrungsmafl den
Greenschen Verzerrungstensor. Dieser ist definiert durch

Wir kénnen G als die auf die Bezugsplatzierung bezogene halbe Metrikdif-
ferenz der beiden Platzierungen interpretieren, denn es gilt

(|Az? — |AX]|?)/2 = (Az;Ar; — AX;AX;) /2 = AX;G i AX.

Mit dem Greenschen Verzerrungstensor kénnen insbesondere Lagednderun-
gen betrachtet werden, die kleine Verzerrungen aber moglicherweise grofie
Rotationen beinhalten. Auf eine solche Situation treffen wir beim hier un-
tersuchten Biegetest.

Im Folgendem wird die Lageféinderung immer durch die Verschiebung

ausgedriickt. F' und G haben jetzt die Darstellung
8ui

Fz‘j = 5ij + 87 5ij + Hz'j bzw. F=I1+ H und (413)
J

1 (871,Z 4 6Uj 4 8uk Ouk

R = (Hy + Hj; + HiHy ) /2
“i=3\ox, Tox, aXian> (Hiy + Hji + Histi ) /

baw. G = (H+ H + HTH) /2. (4.14)

Der im Anhang A.3 eingefiihrte linearisierte Verzerrungstensor ist fiir den
betrachteten Test keine geeignete Naherung zur Beschreibung der auftre-
tenden Verzerrungen, da die hier auftretenden Starrkérperrotationen einen
nicht unerheblichen Betrag zur linearisierten Verzerrung liefern wiirden. Da-
mit wiirden bei Verwendung des ebenfalls im Anhang A.3 beschriebenen
Hooke’schen Gesetzes unrealistisch hohe Spannungen folgen.
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4.2.2 Oberflachenelemente und Flichennormalen

Um zum Begriff der Spannung zu gelangen, bendtigen wir noch eine Defini-
tion der Begriffe Oberflichenelement und Fldchennormale. Dazu betrach-
ten wir einen Punkt & auf der Oberfliche 92 und nehmen an, dass die
Oberfléche in einer gewissen Umgebung dieses Punktes glatt genug ist, so
dass seine Tangentenebene eindeutig festliegt. Vom Punkt x aus wihlen
wir uns zwei verschiedene Tangentenvektoren Az und Ay, die im Sinne
der Ausfithrungen auf der vorherigen Seite materielle Linienelemente in der
Momentanplatzierung sind. Dabei wird Az und Ay so gewahlt, dass der
Vektor Aa, dessen Komponenten durch

Aay, == Axiejpi Ay,

definiert sind, aus dem Volumen heraus zeigt. €;x; ist das Levi-Cevita-Sym-
bol. Der Vektor Aa bezeichnet ein materielles Oberflichenelement in der
Momentanplatzierung.

Sind die Vektoren AX und AY die Bezugsplatzierungen von Az und
Ay, kénnen wir einen Vektor A A definieren, fiir dessen Komponenten

AAk = AXZE]]WA}/]

gilt. Demnach ist A A die Bezugsplatzierung von Aa.
Zwischen den Oberflichenelementen in beiden Platzierungen besteht un-
ter Beachtung von (4.9) und (4.10) der folgende Zusammenhang:

Aa; = JF;;'AA; bzw. Aa=JF 'AA (4.15)

Flachenelemente sind die Betrédge der Oberflichenelementvektoren. Wir de-
finieren die Flichenelemente

Aa = |Aa] und AA:=|AA|, (4.16)

wobei Aa die Momentanplatzierung und AA die Bezugsplatzierung eines
materiellen Fldchenelements ist.

Die auf Eins normierte Richtung eines Oberflichenelements heifit duflere
Fliachennormale. Wir definieren

Aa; ; A AA
TLJ = TZ] und TL;{ = TA? bZW. n.= T;l und nR = M
(4.17)

Dabei ist n die #uBere Flichennormale auf Aa und n’ die duBere Flichen-
normale auf AA.

Durch Einsetzen von (4.15); in (4.16); erhalten wir unter Beachtung von
(4.17)2 und (4.11) zwischen Fldchenelementen die Beziehung

Aa = J\/nij_klnf AA. (4.18)
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Setzen wir diese Beziehung und (4.15); in (4.17); ein, ergibt sich unter Be-
achtung von (4.15)9 die Beziehung zwischen den Flichennormalen:

-1 _R
Fﬁ n;

[ RA—1_ R
ny Oy,

(4.19)

n; =

4.2.3 Spannungen

Bezeichnet Ak den Vektor des momentanen Oberflichenkraftfeldes iiber ei-
nem materiellen Flichenelement, das in Momentanplatzierung durch Aa und
in der Bezugsplatzierung durch A A bezeichnet wird, dann heiflen die auf die-
se Fldachen bezogenen momentanen Oberflichenkraftvektoren wahrer Span-
nungsvektor und bezogener Spannungsvektor, bezeichnet durch ¢ und t%.
Damit definieren wir

t; = Aa und t;* = AA
Ak N

Beide Vektoren zeigen in die gleiche Richtung und mit (4.18) folgt

th 1
i bzw. t= —— " ¢ (4.21)

/ RA—1,_R / RA—1, R
J njCjknk J njCjknk

Es ldsst sich zeigen, dass zwischen den Vektoren #? und nf* sowie zwischen
t und n ein linearer Zusammenhang besteht [106]:

ti =

t; = Tin; und tf = Sijnf bzw. t=Tn und %= Sn’. (4.22)

Die lineare Abbildung T wird Cauchy’scher oder wahrer Spannungstensor
genannt. Die Grofle S heifit Piola- Kirchhoff-Spannungstensor 1. Art.

Ersetzen wir in (4.21) die Spannungsvektoren ¢ und t* durch die Aus-
driicke in (4.22), erhalten wir unter Beachtung von (4.19) eine Beziehung
zwischen beiden Spannungstensoren

Sik = JT;F;' bzw. S=JTF . (4.23)

Die Cauchy-Spannungen messen die momentanen Kréfte bezogen auf ein
aktuelles Flachenelement, wiahrend die Piola-Kirchhoff-Spannungen 1. Art
die gleichen Krifte auf das entsprechende Flichenelement der Bezugsplat-
zierung beziehen.

Zusétzlich definieren wir jetzt noch einen dritten Spannungstensor. Sei-
ne Komponenten sind die Piola-Kirchhoff-Spannungen der 2. Art. Sie leben
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vollstidndig auf der Bezugsplatzierung, d.h. sie beziehen die auf die Bezugs-
platzierung transformierten Kriifte F~'Ak auf die Bezugsplatzierung des
Flachenelements:

o = JF; ' TjF;! baw. o= JF 'TF !, (4.24)

Hier kénnen die vorhandenen materiellen Symmetrien am besten beriick-
sichtigt werden.

4.2.4 Mechanisches Gleichgewicht

Im mechanischen Gleichgewicht ist die Beschleunigung des materiellen Kor-
pers identisch Null. Da wir das Eigengewicht vernachléassigen wollen und
keine weiteren dufleren Krifte wirken, lautet die Impulsbilanz fiir mechani-
sches Gleichgewicht

0T,
ox k

=0 bzw. div(T)=0, (4.25)

formuliert in der Momentanplatzierung, und

OSik
9X,,

=0 bzw. DIV(S)=0, (4.26)

formuliert in der Bezugsplatzierung.
Fiir nonpolare Materialien? ldsst sich durch Auswertung der Drehim-
pulsbilanz zeigen, dass

Ty = Tii bzw. T =T (4.27)

gilt?, woraus mit (4.23) und (4.24)
SikFjr. = Fi.Sjr  bzw. SF' = FS' und (4.28)
oij=0j bzw. o=ol (4.29)

folgt.

Fiir den Ubergang zur von Kdrmdn’schen Plattentheorie im Kapitel 5 for-
mulieren wir (4.26) in der folgenden Form:

0 6u1 N

3In nonpolaren Materialien hat ein materieller Punkt nur Translationsfreiheitsgrade,
in polaren Materialien hat er zusétzlich Rotationsfreiheitsgrade. Eine polare Materialan-
nahme wird in der Timoschenko-Balkentheorie bzw. in der Reissner-Mindlin’schen Plat-
tentheorie gemacht, um bei dicken Balken und bei dicken Platten die Schubweichheit des
Materials besser zu erfassen. Siehe Handbuch der Physik, Bd. VI/2a [78].

“Siehe Handbuch der Physik, Bd. 111/1 [106].
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4.2.5 Das Saint- Venant—Kirchhoff’sche Materialgesetz

Das Saint- Venant—Kirchhoff 'sche Gesetz postuliert geméf [105] bei kleinen
Verzerrungen® einen linearen Zusammenhang zwischen dem 2. Piola-Kirch-
hoff-Spannungstensor, definiert durch (4.24), und dem Green’schen Verzer-
rungstensor, definiert durch (4.12). Seine beziiglich H linearisierte Version
fithrt auf das Hooke’sche Gesetz®. Das Saint- Venant-Kirchhoff’sche Gesetz
lautet:

oij = Cz‘jmnGmn bzw. Gij = SijmnOmn mit (4.31)

Hier sind ¢;jmn die kartesischen Komponenten des Steifigkeitstensors und
Sijmn die kartesischen Komponenten des Nachgiebigkeitstensors. Beide
Tensoren haben hochstens 21 voneinander unabhéngige Komponenten, da
sie den beiden voneinander unabhéngigen Symmetriebedingungen

Cijkl = Criij  und  Cijrl = Cjiki (4.32)
geniigen. Aus diesen Symmetriebedingungen folgt
SijmnCmnpg = (Oip0jq + ig0jp) /2, (4.33)

d.h. 8;jmn sind nicht die Komponenten eines Tensors, der zum Tensor mit
den Komponenten c;jm, invers ist, da zwei Tensoren 4. Stufe zueinander
invers sind, wenn fiir ihre Komponenten a;;,; und b;;;; die Beziehung

aijmnbmnpq = 5ip5jq gilt.

Detaillierte Ausfithrungen zu den Steifigkeitstensoren findet man z. B. bei
Gurtin in [51].

Zu weiteren Vereinfachungen des Steifigkeitstensors kénnen wir durch Be-
riicksichtigung der Symmetrieklasse des Materials in der Gleichung (4.31)
gelangen. Dabei wird ausgenutzt, dass fiir bestimmte orthogonale Tensoren
R die Beziehung

ijiklGri = RimRjn Ritp RigCmnpgGri (4.34)

gilt. Ist (4.34) nur fur R;; = 0;; erfiillt, liegt triklines Materialverhalten mit
21 unabhingigen Elastititskoeffizienten vor. Gilt (4.34) fiir alle orthogona-
len Tensoren R, handelt es sich um isotropes Material, fiir das es nur zwei
voneinander unabhéngige Koeffizienten gibt. Zu einer umfassenden Darstel-
lung der orthogonalen Tensoren R fiir die verschiedenen Kristallklassen sei
hier auf Truesdell und Noll [105] verwiesen.

Orthotropes Verhalten liegt vor, wenn (4.34) fiir spezielle Tensoren R,
die 180°-Drehungen in drei zueinander orthogonalen Ebenen beschreiben.

5Siehe auch im Anhang, Abschnitt A.3 auf Seite 201.
5Siche Anhang A.3 Formel (A.35).
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In diesem Fall ergeben sich mit (4.34) weitere 12 Beziehungen zwischen
Komponenten des Steifigkeitstensors, so dass nur noch 9 unabhéngige Ma-
terialkonstanten vorliegen.

Kubisches Verhalten liegt vor, wenn (4.34) fiir spezielle Tensoren R
gilt, die 180°-Drehungen in zwei zueinander orthogonalen Ebenen und 120°-
Drehungen in der 3. Ebene beschreiben. Die Normale der dritten Ebene
zeigt in Richtung der Raumdiagonalen desjenigen Wiirfels, der durch die
Normalen der ersten beiden Fldchen und einer weiteren zu ihnen senkrecht
stehenden Ebene aufgespannt wird. Fiir detaillierte Darstellungen verwei-
sen wir auf [105] und [51]. Zu den Beziehungen des orthotropen Materials
kommen mit (4.34) noch 6 weitere Gleichungen hinzu, so dass nur noch 3
unabhéngige Elastizitdtskonstanten vorliegen.

In der hier vorliegenden Arbeit interessieren wir uns fiir kubisch elas-
tisches Materialverhalten, da der Wafer ein Einkristall mit kubischer Ma-
terialsymmetrie ist, und fiir isotrop elastisches Materialverhalten, da die
Druckkugel ein Polykristall ist, der sich im Mittel isotrop verhélt. Aufler-
dem interessieren wir uns fiir isotrope Néherungen fiir das kubisch anisotrope
Waferverhalten.

Zu einer besonders einfachen Darstellung des Materialgesetzes (4.31) fiir
kubische Kristallsymmetrie gelangen wir, wenn die Achsen des fest gewihl-
ten Koordinatensystems, mit dessen Hilfe wir die materiellen Punkte in ihren
verschiedenen Platzierungen beschreiben, mit den Kristallachsen des Wafers
in der Bezugsplatzierung zusammenfallen”. Wir sprechen dann von einer
(100)-Orientierung des kubischen Materials. Dabei sind die ganzzahligen
Werte 1 und 0 in den spitzen Klammern die so genannten Miller’schen
Indizes.

Eine ausfiihrliche Anleitung zur Verwendung dieser Indizes, einschlielich
der Bedeutung der verschiedenen Klammertypen wird z.B. in [97] angegeben.

Das Saint- Venant—Kirchhoff’sche Gesetz fiir kubisches Material in der (100)-
Orientierung lautet:

0ij = AGribij + 2uGij + 1 Giidij. (4.35)

Den Zusammenhang zwischen den elastischen Koeffizienten c¢;;,; und den
Lamé-Koeffizienten A\, u und p’ stellen wir im Anhang A.2 dar. Aulerdem
geben wir die Beziehungen zwischen der Darstellung der Komponenten des
Steifigkeitstensors als Tensor 4. Stufe und seiner Voigt’schen Darstellung an,
da die 3 unabhéngigen Materialkoeffizienten in der entsprechenden Literatur
meist in Voigt’scher Notation angegeben werden®.

"Siehe Abbildung 3.2 auf Seite 19 und Abbildung 3.3.
8Siche hierzu auch die Datenangaben fiir GaAs in Formel (3.1).
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4.3 Die Randbedingungen

4.3.1 Festlegung des Koordinatensystems

Im vorherigen Abschnitt haben wir bereits festgelegt, dass wir den Wafer in
einem kartesischen Koordinatensystem beschreiben. Auflerdem entschieden
wir uns, dass System so festzulegen, dass die Koordinatenachsen in Richtung
der unverformten Kristallachsen zeigen.

An dieser Stelle legen wir den Ursprung dieses Koordinatensystems in
den Mittelpunkt der Kreisfliche, die den Wafer in zwei gleich grofle Kreiszy-
linder der Hohe h/2 teilt. Wir bezeichnen die Ebene, in der diese Kreisfliiche
liegt, als Plattenmittelebene. Die X1- und die X5-Achse soll innerhalb die-
ser Ebene liegen. Die X3-Achse steht folglich senkrecht auf der Mittelebene
und soll nach unten zeigen. Damit ist festgelegt, dass die Verschiebungs-
komponente us die momentane Durchbiegung des Wafers charakterisiert,
wéhrend die beiden iibrigen Verschiebungskomponenten die Horizontalver-
schiebungen des Wafers darstellen. Die Abbildung 4.2 stellt den Wafer in
seiner Bezugsplatzierung dar.

Zur Beschreibung der Bezugsplatzierung fithren wir zunéchst die Kreisflache
W :=wUOdw C R? ein. Das Innere dieser Fliche ist definiert durch

w:={(X1,X2)|X?+ X2 < Ry} (4.36)
und ihr Rand durch
Ow = {(X1, X2)|X? + X3 = Ra}. (4.37)

Damit kénnen wir die Bezugsplatzierung des Waferinneren geméfi Abbil-
dung 3.1 auf Seite 18 durch

Qr = wx|-48] (4.38)
beschreiben. Der Rand von Qi wird wie folgt unterteilt:
obere Deckfliche 090~ : = wx {—%},
untere Deckfliche 90T : = w x {%}, (4.39)
Mantelfléche oOM . = Jw x [—%, %] .
Damit gilt
IO =00~ Ut uaM. (4.40)

Die Mittelfliiche kénnen wir jetzt auch durch @ x {0} darstellen.
Wir verwenden im Folgenden nur die in der Bezugsplatzierung formulierte

Version der Impulsbilanz (4.26). Folglich miissen die Spannungsrandbedin-
gungen als Piola-Kirchhoff-Spannungen 1. Art angegeben werden.
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Abbildung 4.2: Koordinatensystem zur Beschreibung der Lage des Wafers.

38



4.3.2 Zum Prinzip von Saint- Venant

Die genaue Beschreibung aller Randbedingungen eines elastischen Korpers
und die genaue Berechnung des Verschiebungsfeldes fiir jeden Punkt ist fiir
reale technische Probleme sehr aufwendig. Nur durch ihre prézise Erfassung
kann der Spannungszustand fiir jeden Korperpunkt in gleicher Giite ermit-
telt werden. Oft ist man jedoch nur am genauen Spannungsverlauf innerhalb
einiger kleiner Bereiche des Korpers interessiert. Meist handelt es um die Be-
reiche, in denen die betragsméflig grofiten Spannungen zu erwarten sind.

In solchen Féllen kann man sich das so genannte Prinzip von Saint Ven-
ant zunutze machen. Das Prinzip wurde bereits im Jahre 1855 von de Saint
Venant in [94] beschrieben und danach erfolgreich fiir zahlreiche reale tech-
nische Problemstellungen angewendet. Eine Ubersicht dariiber, wie verschie-
dene Autoren dieses Prinzip durch prizise mathematische Formulierungen
beschreiben, gibt Gurtin in [51] an. Wir geben das Prinzip hier nur verbal
an. Es besagt, dass

statisch dquivalente Randbedingungen, die auf einem begrenzten
Randbereich eines elastischen Korpers anliegen, nur in einer ge-
wissen Umgebung dieses Bereiches zu merklich unterschiedlichen
Verschiebungs- und Spannungsverldufen fiihren.

Dabei sind statisch dquivalente Randbedingungen solche, fiir die die resul-
tierenden mittleren Kréfte und Momente {iber diesem Bereich gleich sind.

Die Verschiebungen selbst unterscheiden sich auch innerhalb des betrach-
teten Randbereiches kaum. Damit konnen in Gebieten, fiir die ein genau-
er Spannungsverlauf nicht von Interesse ist, die Randbedingungen soweit
vereinfacht werden, dass die Berechnung des Verschiebungsfeldes und des
Spannungsfeldes in hinreichend weiter Entfernung von dieser Randregion
mit weniger Aufwand moglich ist.

Als Beispiel fiir die Anwendung des Prinzips kann man die im n#chsten
Kapitel vorgestellte Plattentheorie betrachten. Dort werden die Randspan-
nungen auf dem schmalen Plattenrand durch statisch dquivalente Linien-
krifte und Linienmomente ersetzt?. In der Balkentheorie werden die Span-
nungen an den Balkenenden durch Einzelkréifte und -momente ersetzt.

Bei 3D-Problemen kann so in Extremfillen eine kleine Fléchenlast durch
eine Punktlast oder durch eine Linienlast approximiert werden. In gleicher
Weise kann eine Auflagefliche durch eine Auflagelinie oder einen Auflage-
punkt ersetzt werden.

In der hier vorliegenden Arbeit wenden wir das Prinzip nicht nur bei
der klassischen Herleitung der Plattentheorie an. In den beiden néchsten
Abschnitten dient es auflerdem zur Rechtfertigung der Approximation der

90ft wird dieses Prinzip auch zur Rechtfertigung der so genannten Ersatzquerkraft am
Rand von schubstarren Platten angefiihrt, so z. B. bei Girkmann in [50]. Eine Definition
der Ersatzquerkraft und der schubstarren Platte geben wir im néchsten Kapitel an.
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Randbedingungen an der Kontaktstelle zwischen Stiitzring und Wafer und
der Randbedingungen fiir den Kontaktbereich zwischen Kugelstempel und
Wafer. Aulerdem wird mit dem Prinzip im Kapitel 8 die Verwendung ver-
einfachter Ansétze in der 3D-Theorie dicker Platten gerechtfertigt.

4.3.3 Die Verhiltnisse unter dem Kugelstempel

Im folgenden Abschnitt gehen wir auf drei Aspekte des Kontaktproblems
zwischen Wafer und Kugelstempel ein: 1. Wir begriinden, warum die Beriick-
sichtigung einer endlichen Kontaktfliche zwischen beiden Kérpern notwen-
dig ist. 2. Wir formulieren die Annahmen, die eine Losung des Kontaktpro-
blems nach der Theorie der Hertz’schen Pressung moglich machen. 3. Wir
beschreiben, wie die Resultate aus der Theorie der Hertz’schen Pressung,
die bekanntlich aus dem vollstédndig linearisierten 3D-Halbraumproblem bei
Annahme kleiner Verschiebungen hergeleitet wird, sinnvoll auf das hier be-
trachtete nichtlineare Problem iibertragen werden kénnen.

An der Kontaktstelle von Wafer und Kugelstempel kommt es zur Abplattung
der elastischen Kugel und zum Eindringen der Kugel in die Waferoberfléche.
Die Beriicksichtigung dieses Phdnomens hat fiir die Spannungsanalyse auch
bei sehr kleiner Belastung eine grofle Bedeutung.

Wird die Belastung entsprechend dem Prinzip von Saint-Venant nur
durch eine Einzelkraft modelliert, erhalten wir eine Singularitéit im Kraft-
angriffspunkt, so dass wir dort unendlich hohe Druckspannungen erhalten.
Waihrend bei einer 3D-Losung, auf der gegeniiberliegen Seite im Punkt, der
die Bezugsplatzierung (0,0, h/2) hat, die Zugspannungen endlich bleiben'?,
ergeben sich dort fiir 2D-Rechnungen entsprechend der im néichsten Kapitel
vorgestellten Plattentheorie unendlich hohe Zugspannungen.

Da wir die Spannungsanalyse unter Verwendung einer Plattentheorie
durchfiihren wollen, ist eine moglichst genaue Berechnung der Kontaktfliche
notwendig.

Die Grofe der Kontaktfliche und der Spannungsverlauf auf dieser Fliche
dndert sich mit der aufgebrachten Kraft f. Zur Vereinfachung nehmen wir
Folgendes an:

Die Grofle der Kontaktfliche und die Hohe der sich auf ihr ein-
stellenden Spannungen stimmt in guter N&herung mit denen
iiberein, die sich fiir das Pressen einer elastischen Stahlkugel auf
einem ebenen (100)-orientierten GaAs-Halbraum einstellen.

Auf diese Weise ldsst sich mit der Theorie der Hertz’schen Pressung fiir eine
gegebene Druckkraft f, unabhéingig von den sich in der Platte einstellenden

10Sjehe Kapitel 8 Abschnitt 8.5.
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Abbildung 4.3: Reibungsfreie Hertz’sche Pressung nach linearer Theorie. Die
Druckspannung zeigt in es-Richtung.

Verschiebungen und Verzerrungen, eine Druckspannung p/ in der resultieren
Kontaktfliche 09/ c 09~ angeben.

Diese Berechnung fithren wir im Kapitel 6 vor. Sie beruht jedoch auf
der beziiglich des Verschiebungsgradienten H linearisierten Theorie, die ih-
re Rechtfertigung findet, wenn kleine Verschiebungsgradienten vorliegen'!.

Dies ist beim oben beschriebenen Halbraumproblem gegeben.

Wiirden beim hier untersuchten Biegetest nur kleine Durchbiegungen im
Sinne der im Abschnitt 3.4 auf Seite 23 angegebenen Klassifizierung vorlie-
gen, kénnten wir zur Berechnung der Verformung ebenfalls die linearisierte
Theorie verwenden. Eine Darstellung dieser Situation ist in Abbildung 4.3
skizziert. Dort braucht zwischen den drei Spannungsmafien (4.22), (4.23)
und (4.24) nicht unterschieden werden, da sie durch Linearisierung formal
nicht mehr zu unterscheiden sind!2.

Im hier betrachteten Fall miissen wir jedoch die mit der linearisierten
Theorie berechnete Druckspannung pf (X) fiir X € 99 einem dieser Span-
nungsmafle zuordnen. Dazu nehmen wir analog zur Hertz’schen Annahme
an, dass der Kontakt reibungsfrei ist. Dies ist eine Annahme, die die mo-
mentanen Tangentialspannungen, d.h. die Cauchy-Spannungen, in der Kon-
taktflache betreffen. Siehe hierzu auch die Skizze in Abbildung 4.4.

Die Schwierigkeit besteht darin, dass der Wafer in der Momentanplatzie-
rung gekriimmt ist. Dadurch zeigt das momentane Druckkraftfeld, welches

" Zur Theorie kleiner Verschiebungsgradienten siche Anhang, Abschnitt A.3.
2Siehe Anhang, Formel (A.36).
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Abbildung 4.4: Reibungsfreie Pressung in der Momentanplatzierung. Die
Normalspannung zeigt nicht in es-Richtung.

normal auf der Oberflache liegt, im allgemeinen nicht in ez-Richtung.

Wir zeigen im Folgenden, dass es giinstiger ist, in der Kontaktfliche nicht
wie iiblich die Piola-Kirchhoff-Spannungen 1. Art vorzugeben, sondern die
Piola-Kirchhoff-Spannungen 2. Art.

Fiir eine detaillierte Betrachtung fithren wir jetzt auf der Kontaktfliche
00/ in der Bezugsplatzierung neben der Flichennormalen auch normierte
Tangentenvektoren ein. Fiir die Flichennormale gilt nf = (0,0, —1). Die
normierten Tangentenvektoren s und 7% legen wir so fest, dass s :=
(—=1,0,0) und 7% := (0,—1,0) auf 9Qf gilt. Wir definieren die normalen
und tangentialen 2.- Piola- Kirchhoff-Spannungskomponenten durch

o™ = nZRo*ijnf, (4.41)
o’ = sf?’aijnf und (4.42)
o™ = Tl-Raijnﬁ. (4.43)

AuBerdem definieren wir s und 7 als Momentanplatzierungen von s® und

7, so dass
s; = Fijsf bzw. s = Fs® und
(4.44)
T = FijT]R bzw. T = Frl
gilt.
In der Kontaktfliche erhalten wir die folgenden Identitéten:
o™ = 033, o = 013 und ™" = 0923. (4.45)
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Analog definieren wir

s = niSijnf, r . = niTijnj,
S = siSijnf, " . = Siﬂjn]‘, (446)
ST = TiSijnf und 17" : = 7;T3n;.

Bei reibungsfreier Pressung gilt

0 = S(X)=S™(X)=T"(X)=T"(X)
(4.47)
= S,?CMUUTL?(X) = chkldljnf(X) V Xe o0t

sowie
1 1

—— 5" X)= —5
J\ /nij_kln,’j JnfCoIng

Mit den Richtungsfestlegungen fiir n't, s und t? auf Seite 42 konnen wir
(4.47) und (4.48) zu

T"(X) = o"(X) <0 VXea

(4.48)

Cllalg(X) = CQ[Ulg(X) =0 und

1 1
——— 0" X) = ———— 033(X) <0 V X c o0/ 4.49
vereinfachen.

Da aus (4.11) die Beziehung C;; = 6;; + O(||G||) und aus (4.31) bzw.
(A.32) die Beziehung 0;; = O(|| G||) folgt, gilt auch

Cuoiz = o013+ O(|G|]?) o(llGl)

Cyoiz = o3+ O(|GII>) = O(|Gl) (4.50)

und = o3+ O(|GII”) = O(|G]).

J(Cll)ss 033
An dieser Stelle nutzen wir aus, dass beim betrachteten Biegetest nur klei-
ne Verzerrungen auftreten. Im Anhang A.3 wird gezeigt, dass das Saint-
Venant—Kirchhoff’sche Materialgesetz aus einem allgemeinen elastischen
Gesetz durch Linearisierung beziiglich G=0 folgt, so dass seine Verwen-
dung beim Vorliegen kleiner Verzerrungen gerechtfertigt ist. In gleicher Wei-
se konnen wir nun wegen der vorliegenden kleinen Verzerrungen die Rand-
bedingungen (4.49) durch die folgenden Bedingungen approximieren:

013(X) = 093(X) =0 und o33(X) = —p/(X)<0 V Xeca, (4.51)
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wobei die Druckspannung p/(X) und die Kontaktfliche 99/ unabhingig
vom Biegeproblem unter Verwendung der Theorie der Hertz’schen Pressung
gemif Kapitel 6 berechnet wird. Wegen der zugelassenen grofien Rotationen
gilt dann fiir die kartesischen Komponenten der Piola-Kirchhoff-Spannun-
gen 1. Art im allgemeinen auf 9Q/

Sas = Foioi3 75 0 fir ae€e {1,2}. (4.52)

4.3.4 Die Verhiltnisse am Stiitzring

Im lastfreien Zustand liegt der Wafer vollstéindig auf der oberen Kreisring-
fliche des Stiitzringes auf. Wéhrend der Lastaufbringung hebt die Platte
vom Auflenradius beginnend in der Weise ab, dass es nur noch auf einem
schmalen Streifen entlang des Innenradius einen Kontakt zwischen Platte
und Ring gibt.

Die Bestimmung der realen kubisch symmetrischen Kontaktfliche fiir
gegebene Lasten ist sehr aufwendig. Thre genaue Bestimmung wére nur dann
notwendig, wenn diese Kontaktfliche der Ort der grofiten Zugspannung ist.
Dies ist jedoch nicht der Fall. Konkrete numerische Rechnungen im Kapitel
7 ergeben, dass die dort auftretenden Zugspannungen sehr viel kleiner sind,
als in der Ndahe des Koordinatenursprungs. In einfachster Ndherung nehmen
wir einen linienformigen Kontakt zwischen Wafer und Stiitzring an. Eine
solche Annahme entspricht dem Prinzip von Saint- Venant.

Bevor wir eine solche Kontaktlinie formelméflig beschreiben kénnen, miissen
wir zunéchst zwei Fragen beantworten.

Kommt es auf Grund der Materialanisotropie zum Abheben des
Walfers wahrend der Lastaufbringung?

Liegt an der Kontaktlinie Reibhaftung vor oder gleitet die un-
tere Deckfliche des Wafers in Abhéngigkeit von der Last an der
oberen Innenkante des Stiitzringes ab?

Die erste Frage konnen wir durch konkrete Rechnungen beantworten, bei
denen ein Abheben nicht zugelassen wird. Wird die Kontaktlinie nur auf
Druck beansprucht, ist kein Abheben méglich. Gibt es hingegen auch Berei-
che, die auf Zug beansprucht werden, ist Abheben moglich. Ein Vergleich der
berechneten maximalen Durchbiegungen mit denen der Experimente gemé&fl
[35] zeigte, dass der Wafer an der Stiitzringkante abgleitet. Siehe auch Ab-
bildung 7.10 auf Seite 156 und Abbildung 7.11. Dies bedeutet, dass fiir den
gegebenen Lastbereich die Anisotropie zu schwach fiir ein Abheben des Wa-
fers vom Stiitzring ist.

Die zweite Frage kann letztlich nur durch einen Vergleich der errechneten
Daten mit den dazu gehorigen Messdaten beantwortet werden.
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Liegt Haften vor, lauten die Randbedingungen auf der Kontaktlinie:
wX)=0 VXecx®cont mit

SR = (X | X2+ X2 =R2 X5 =h/2}. (4.53)

Im Fall von Gleiten, dndert sich fiir jede Last die Bezugsplatzierung der
Kontaktlinie, denn es gilt fiir jeden festen Wert der Druckkraft f

2= {X | (a(X)? + (x2(X))* = R}, X5 = h/2} C 00" (4.54)

Wie in Abbildung 4.55 zu sehen, liegt ein materieller Punkt, dessen Momen-
tanplatzierung x(X) auf der Kontaktlinie liegt, in der Bezugsplatzierung
nicht auf der Kontaktlinie. Hingegen liegt ein materieller Punkt, dessen Be-
zugsplatzierung Y auf der Kontaktlinie liegt, in der Momentanplatzierung
nicht auf der Kontaktlinie, d. h. es gilt

Abbildung 4.5: Gleiten des Wafers an der oberen Innenkante des Stiitzringes
wéhrend der Lastaufbringung. Hellgriin: Der Wafer befindet sich im unbe-
lasteten Zustand (Bezugsplatzierung). Y liegt auf der Stiitzringinnenkante,
X nicht. Dunkelgriin: Lage des Wafers nach Aufbringen einer Last der (Mo-
mentanplatzierung). x(X) liegt auf der Stiitzringinnenkante, x(Y) nicht.

X #x(X)=Y#x(Y).

Die Annahme eines starren Stiitzringes fiihrt auf die Verschiebungsrandbe-
dingung

uz(X) =0 VYV Xe¥x cont. (4.55)
AuBlerdem nehmen wir reibungsfreies Gleiten an. Diese Annahme ist, ebenso
wie beim Kontakt zwischen Kugelstempel und Wafer, eine Annahme zu den
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momentanen Tangentialspannungen. Die folgenden Schritte gleichen deshalb
denen, die zur Formulierung der Spannungsrandbedingungen (4.51) im vo-
rigen Abschnitt fithrten.

Da die Kontaktlinie auf einer glatten Fliche liegt, lassen sich auch hier
eindeutig duBere Flichennormalen angeben. Es gilt n® = (0,0, 1). Genauso
konnen wir auch wieder in der Bezugsplatzierung normierte Tangentenvek-
toren s® und 7% einfiihren, die wir so festlegen, dass s := (1,0,0) und
T8 :=(0,1,0) gilt.

Die normalen und tangentialen 2.- Piola- Kirchhoff-Spannungskomponen-
ten sind durch die Formeln (4.41) bis (4.43) definiert. Die Momentanplat-
zierung der Tangentenvektoren s und 7% transformieren sich nach For-
mel (4.44) und wir bezeichnen sie mit s und 7. Auf diese Weise gelten
auch die Identitdten (4.45). Analog definieren wir die Tangentialspannungs-
komponenten des Piola-Kirchhoff’schen Spannungstensors 1. Art und des
Cauchy’schen Spannungstensors nach Formel (4.46). Reibungsfreies Gleiten
kann jetzt durch Formel (4.47) beschrieben werden. In gleicher Weise kénnen
wir nun wegen der vorliegenden kleinen Verzerrungen diese Randbedingun-
gen durch die folgenden Bedingungen approximieren:

o13(X) =093(X) =0 V Xex/ (4.56)

Wegen der zugelassenen groflen Rotationen gilt auch hier fiir die kartesischen
Komponenten der Piola-Kirchhoff-Spannungen 1. Art auf ¥/ im allgemei-
nen die Ungleichung (4.52).

Als letztes definieren noch in Vorbereitung auf die 2D-Formulierung des
Randwertproblems mit der von Kdrmdn’schen Plattentheorie die Kontakt-
kurve:

Of = {(X1, X2) | (x1(X1, X2, 1/2))? + (x2(X1, X2,h/2))* = R} C w.
(4.57)

4.3.5 Lastfreie Riander und Starrkorperfesseln

AuBerhalb der Kontaktbereiche ist der Wafer auf seinem Rand vollsténdig
normal- und tangentialspannungsfrei. Die Randbedingungen auf den Deck-
flichen lauten dann unter Beachtung von (4.51), (4.55) und (4.56)

Si3(X)=0 V Xe (89 /09))u(09t/x). (4.58)

Dabei stellt 90~ /99 eine Mengendifferenz dar, die alle Punkte der oberen
Deckfliche umfasst, die nicht in der Kontaktfliche 09/ liegen.

Fiir den Fall, dass der Wafer auf dem Stiitzring haftet, wire das Rand-
wertproblem zur Bestimmung des Verschiebungsfeldes vollstédndig beschrie-
ben, wenn auch fiir die Mantelfliche 90 Hquivalent zu (4.58) simtliche
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Normal- und Tangentialspannungen zu Null vorgeben werden. Im hier be-
trachteten Fall des Gleitens wire jedoch bei reinen Spannungsrandbedin-
gungen auf der Mantelfliche das Verschiebungsfeld nur bis auf die Starr-
korperbewegung in der Ebene X3 = 0 eindeutig festgelegt. Der Korper hat
in dieser Ebene noch zwei Translationsfreiheitsgrade und einen Rotations-
freiheitsgrad. Zur eindeutigen Festlegung des Verschiebungsfeldes muss des-
halb der Korper gegen ebene Starrkorperbewegungen gefesselt werden. Wir
wiihlen dafiir die Punkte X©, XV, X € 0w x {0} c QM mit

X9 = (rR*,0,0), XY =(0,R"0) und XV =(—RA0,0) (4.59)
und definieren mit
IOM = (X |XcoOM X+ X0 X+ XN X# XV} (4.60)

die Menge aller Punkte auf der Mantelfliche, die X, X und X" nicht
enthélt.

Bezeichnet nf = (nff,nlt 0) den Vektor der #uBeren Flichennormalen
auf O0M | sft = (—nf nf* 0) und 7% = (0,0, 1) die Tangentenvektoren auf
0OM | dann lauten die Randbedingungen auf dem Mantel

uisf(X) = 0 vXe{X° xV, xV}, (4.61)
Sinf(X) = 0 VXeo', (4.62)
Sznf(X) = 0 VXe{x? xV x"} (4.63)
S (X) = 0 vXe{Xx° x"} und (4.64)
Syn(X) = 0 VX {XV} (4.65)

unter der Beachtung, dass s = sg VX € {X9, XV, X"} gilt. Die drei
Bedingungen (4.61) stellen die Starrkorperfesseln dar.

Auf diese Weise ist der gesamte Rand des Wafers tangentialspannungs-
frei, d.h. die Schubspannungskomponenten der 2. Piola-Kirchhoff- und Cau-
chy-Spannungen verschwinden auf dem Waferrand. Insbesondere gilt auf den
beiden Deckflichen 9QT U 9Q~ fiir kleine Verzerrungen:

013 = o093=0 VXe€ 0Nt U o0, (4.66)
S33 = o033=0 VX¢€ o0t \ Zf, (4.67)
S33 = o033=-—p VXe€oQ™ (4.68)

0 VXeo \ oo

4.69
pl VX e a0/l (4.69)

p:
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4.3.6 Ubergang zu normierten Gréfen

Fiir die weitere Betrachtung ist es von Vorteil, das 3D-Randwertproblem
geeignet zu normieren. Wir bezeichnen die normierten Grofien auch als di-
mensionslose Groflen. Dabei kennzeichnen wir zunéchst die normierten Ent-
sprechungen der urspriinglichen Gréflen mit einem hochgestellten Stern, wie
wir es bereits bei Einfithrung der dimensionslosen Dicke (3.9) auf Seite 22
getan haben. Wir definieren

X; U

Xii=_= R 4.70
1T 9R, YT oRy (4.70)

A p w
A= ) u = , T , 4.71
E 100 E (100 E (100 (4.71)

N f X D % Oij
ffi=———o, pri= und 0}t = ——, 4.72
4R7E 100 E100) 7 Epnoo) (4.72)

so dass sich alle {ibrigen dimensionslosen Gréflen aus den obigen Gréfien
generieren lassen.

Da wir aufler fiir die Auswertungen der konkreten numerisch oder ana-
lytisch berechneten Zahlenwerte fiir die folgenden Betrachtungen in den
néchsten Kapiteln keine dimensionsbehafteten Groflien bendtigen, vereinba-
ren wir deshalb fiir die weiteren Kapitel den hochgestellten Stern wegzulas-
sen, so dass wir

PAE=DW W=, w = (4.74)
F =1, p"=p und o7 = 0ij. (4.75)
schreiben.

In dieser Notation lautet die Ungleichung (3.10) zur Annahme einer

diinnen Platte :
h<l1 (4.76)

und es gilt
Ry =1/2. (4.77)

An den Stellen, an denen wir die konkrete Zahlenwerte der dimensionsbe-
hafteten Groflen benotigen kehren wir wieder zur alten Notation zuriick.
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Kapitel 5

Diinne Platten unter

moderater Durchbiegung —
ein 2D-Modell nach von
Karman

5.1 Tensornotation im R?

Das Ziel einer Plattentheorie ist die Reduzierung des urspriinglich dreidi-
mensionalen Problems auf ein zweidimensionales Problem.

Verwendeten wir die Einstein’sche Summationskonvention bisher nur fiir
Tensoren im R? bzw. im R? x ... x R? | wollen wir sie von jetzt ab auch
fiir Tensoren aus dem R? bzw. aus dem R? x ... x R? benutzen. Statt der
lateinischen Indizes verwenden wir im R? zur Unterscheidung griechische
Indizes. Ansonsten gelten die gleichen Regeln wie im Abschnitt 4.1.

Wenn wir zwischen zwei gleich lautenden Groflien unterscheiden miissen,
fiir welche die eine nach der 3D-Theorie definiert ist und die andere den
Restriktionen der 2D-Theorie unterworfen sind, bekommen die 2D-Groéflen
einen oberen Index P. So schreiben wir manchmal uap statt uo, wenn wu,
ausdriicklich zur 3D-Theorie gehort.

5.2 Unterschiedliche Wege zum 3D/ 2D-Ubergang

Wie bereits im Abschnitt 3.4 begriindet, wollen wir hier wegen des Vorlie-
gens moderater Durchbiegungen einer diinnen Platte die von Kdrmadn’sche
Theorie verwenden. Die in der Literatur vorgestellten Herleitungen dieser
Theorie lésst sich in zwei Gruppen einteilen:
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1. Direkte (klassische) Herleitung

In das 3D-Problem werden bestimmte kinematische Ansétze und spe-
ziell angepasste Materialgesetze eingesetzt. Die dann resultieren Glei-
chungen werden iiber die Plattendicke integriert. Die kinematischen
Ansétze und die speziell angepassten Materialgesetze werden durch
bestimmte meist nur durch empirisch begriindbare Annahmen bzw.
Forderungen gerechtfertigt. Beispielhaft fiir diese Vorgehensweise sei-
en hier von Kdrmdns Originalarbeit [61] und die klassischen Arbeiten
von Nowoschilow [84], den Hartog [53] und Wolmir [115] genannt.

2. Asymptotische Herleitung

In der schwachen Formulierung des 3D-Problems werden die Unbe-
kannten und die Daten formal asymptotisch beziiglich der Grofle h
entwickelt, die hier als Kleinheitsparameter betrachtet wird. Voraus-
gesetzt wird dabei nur die formale Entwickelbarkeit der Unbekannten
und der Daten. Formal heifit in diesem Zusammenhang, dass die Kon-
vergenz der Reihe vorausgesetzt aber nicht bewiesen wird. Gesucht
sind die resultierenden Differentialgleichungen der fithrenden Terme,
wobei die fithrenden Terme die ersten nicht verschwindenden Glieder
der Reihenentwicklung sind. Die Gestalt dieser Terme wird durch Aus-
wertung der jeweils fiir A~ — 0 resultierenden Gleichungen ermittelt.
Die Materialdaten werden meist als unabhéngig von h betrachtet. Die
Abhéngigkeit der Randdaten vom Kleinheitsparameter wird entweder
wie in [26, 21] und [90] vorgegeben oder sie ergibt sich wie in [76],
wenn gefordert wird, dass der linearisierte Anteil des fiir Ao — 0 re-
sultierenden nichtlinearen Problems die gleiche Losung haben soll, wie
die Losung des asymptotisch entwickelten linearisierten 3D-Problems
fiir h — 0. Die schwache Formulierung des 2D-Plattenproblems ergibt
sich dann als schwache Formulierung der fithrenden Terme des 3D-
Problems, wenn nur die fithrenden Terme die Randbedingungen des
urspriinglichen Systems exakt erfiillen miissen und die zugelassenen
Testfunktionen aus dem selben Raum sind, wie die fithrenden Terme
der asymptotisch entwickelten Unbekannten.

Ausgangspunkt fiir beide Herleitungen ist die in der Bezugsplatzierung for-
mulierte Impulsbilanz des 3D-Problems geméf (4.30). Wéhrend fiir die klas-
sische Herleitung von Saint- Venant—Kirchhoff’schem Materialverhalten ge-
méB (4.31) ausgegangen werden muss, ist eine solche Annahme fiir die Her-
leitungen nach einer asymptotischen Entwicklung nicht n6tig. Vielmehr kann
von allgemeineren elastischen Gesetzen der Form (A.31) ausgegangen wer-
den!. Davet zeigt in [32], dass aus der asymptotischen Entwicklung beziiglich

!Auf eine detaillierte Formulierung allgemeinerer elastischer Gesetze wird in dieser
Arbeit mit Verweis auf [74] oder [22] verzichtet.
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der dimensionslosen Plattendicke fiir solch verallgemeinerte Materialgesetze
das gleiche Resultat folgt wie fiir das Saint- Venant—Kirchhoff’sche Materi-
algesetz. Da wir hier von vornherein Saint- Venant—Kirchhoff’sches Materi-
alverhalten annehmen, eriibrigt sich diese allgemeinere Herleitung.

Wiéhrend fiir die linearisierte Theorie gezeigt werden kann, dass die
Losung des entsprechenden 3D-Problems fiir h — 0 streng gegen die Losung
des Kirchhoff’schen Plattenproblems konvergiert, fehlt fiir die von Kdr-
mdan’sche Theorie bis heute ein entsprechendes Resultat [24, 25]. Das heifit,
das Ergebnis der formal asymptotischen Methode kann zur Zeit nicht durch
einen strengen Konvergenzbeweis gerechtfertigt werden.

Fiir die klassische Herleitung, wie sie im Abschnitt 5.3 vorgefiihrt wird, muss

die Giiltigkeit der folgenden vier Annahmen erfiillt sein?:

i) wu; ist ein Kirchhoff-Love’sches Verschiebungsfeld.

ii) Der Betrag der Horizontalverschiebungen u, ist gegeniiber dem Be-
trag der Vertikalverschiebung ws vernachléssigbar klein. Der Betrag
der Vertikalverschiebung wus ist gegeniiber dem Plattendurchmesser
vernachléssigbar klein.

iii) Der Betrag der Spannung o33 ist gegeniiber dem Betrag der Span-
nungen o,3 vernachldssigbar klein. Fiir jedes fest gewéhlte « ist der
Betrag der Spannung 0,3 gegeniiber dem Betrag der Spannungen o,z
vernachlassigbar klein.

iv) Die resultierenden Abweichungen der Losung, die sich ergibt, wenn die
Randbedingungen iiber die Plattendicke nur statisch dquivalent erfiillt
werden, sind bis auf einen kleinen Randstreifen vernachlassigbar klein.

Die Giiltigkeit dieser Annahmen wird meist nur anschaulich iiber die Klein-
heit der in (3.9) definierten dimensionslosen Dicke h*, seit Abschnitt 4.3.6
mit h bezeichnet, und durch die Héhe der maximal zulédssigen Verschiebun-
gen begriindet. Die getroffenen Annahmen sind gerade so gewéhlt, dass die
resultierenden von Kdrmadn’schen Plattengleichungen bei Linearisierung um
H=0 auf die Kirchhoff’schen Plattengleichungen fiithren. Dies unterschei-
det die von Kdrmdn’sche Theorie von anderen nichtlinearen 2D-Theorien
[24], deren Linearisierungen nicht mit der Kirchhoff’schen Plattentheorie
identisch sind.

Da rationale Begriindungen dieser Annahmen lange Zeit fehlten, wurde
die Verwendung der von Kdrmdn’schen Plattentheorie zur Approximation
von nichtlinearen 3D-Problemen von einigen Autoren kritisiert. So schrieb
Truesdell 1978 in [104], dass der Zweck des Studiums der von Kdrmdn’schen

2Die detaillierte Erlduterung der Annahmen erfolgt ebenfalls im Abschnitt 5.3.
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Plattentheorie reine Analysis sei, da die verwendeten Annahmen von hohe-
ren Michten gegeben wurden.

Dass sich die verwendeten Annahmen tatséchlich in rationaler Weise
rechtfertigen lassen, kann mit Hilfe einer formal asymptotischen Entwick-
lung des 3D-Problems gezeigt werden. Angeregt durch Truesdells Kritik
legten Ciarlet und Destuynder [26] 1979 eine rationale Rechtfertigung die-
ser Annahmen vor. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass die von Kdrmdn’schen
Plattengleichungen fiir den Grenziibergang auf eine unendlich diinnen Plat-
te folgen und das diese Grenzwertlosung gerade die Annahmen i) bis iv)
erfiillt.

Zur Rechtfertigung des hier iiber die klassische Herleitung gefundenden von
Kdrmdn’schen Plattenproblems stellen wir im Abschnitt 5.4 eine asymptoti-
sche Entwicklung des 3D-Problems vor, die ausschlief$lich auf der asymptoti-
schen Entwicklung der Verschiebungen beruht. Dabei halten wir uns an die
Vorgehensweise von Raoult [90] und Miara [76] entsprechend der Darstellung
von Ciarlet in [24], wobei wir deren Methoden auf den kubisch anisotropen
Fall erweitern und auf die hier vorliegenden Randbedingungen iibertragen.
Zwar miissen auch fiir diese Herleitung noch einige Grundannahmen getrof-
fen werden; diese sind aber bei weitem nicht so streng wie Annahmen ) bis
iit).

Um an dieser Stelle den Unterschied zwischen beiden Herleitungen kurz
zu umreiflen und um den grundsétzlich unterschiedlichen Charakter der in
beiden Herleitungen von vornherein getroffen Annahmen zu zeigen, geben
wir hier bereits jetzt die Annahmen fiir die im Abschnitt 5.4 beschriebene
asymptotische Entwicklung an. Die Annahmen werden jedoch nicht fiir die
Groflen des urspriinglichen Problems getroffen, sondern fiir neu eingefiihrte
Grofen, die wir nachfolgend beschreiben.

Ausgangspunkt fiir die asymptotische Entwicklung des 3D-Problems ist
seine schwache Formulierung gemifl (A.40), welche in ein Koordinatensys-
tem transformiert wird, in dem die Platte unabhéngig von h die Dicke 1
hat. Wir nennen dieses Koordinatensystem das skalierte Koordinatensystem

S

und bezeichnen die Kartesi’schen Koordinaten dieses Systems mit X;. Die
Grofle h iibernimmt hier die Rolle eines Kleinheitsparameters im singulér
gestorten Randwertproblem. Die Verschiebungen in diesem Koordinatensys-
tem bezeichnen wir als transformierte Verschiebungen ;. In gleicher Weise

S
definieren wir auch die transformierte Randlast P. Beide transformierten
S
Grofen sind nicht nur von den skalierten Koordinaten X; abhéngig, sondern

auch vom Kleinheitsparameter h. Fiir u; und P werden die folgenden fiinf
Annahmen getroffen:

I) Es gibt vier feste ganze Zahlen My, My, M3, Q € G, fiir die sich trans-
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1)

II1)

v)

formierten Groflen wie folgt darstellen lassen,

S S S S
;’(h; X1,Xe) = h¢ %S(h; X1, X>), (5.1)
s S S S M ss S S S
ui(h; X1, X2, X3) = h™"ui(h; X1, Xo, X3), (5.2)

S S
wobei falls P # 0 und u; # 0 gilt, auch }Lir%?(h;Xl,Xg) # 0 und
S S S
}llin%) igf;(h; X1, X9, X3) # 0 gelten soll. Die Grofie 10 heift skalierte Ver-
schiebung und g skalierte Randlast.

Die skalierte Randlast ist unabhéngig von h, d.h. es gilt

ss s s 0) s s
P(h; X1,X2) = P (X1, X2); (5.3)

die skalierten Verschiebungen sind formal asymptotisch entwickelbar,
d.h. es gilt

N;
5 S S A) s s s
A=0
mit N; € N, (5.4)

A 0
wobei <ui> unabhéngig von h ist. Dabei wird <u2> fiithrender Term von ﬂsl
genannt.

Die Verschiebungsrandbedingungen des urspriinglichen 3D-Problems
miissen nur fiir die fithrenden Terme exakt erfiillt werden.

Die Losung des Problems, das sich ergibt, wenn der Grenziibergang
h — 0 fiir das asymptotisch entwickelte nichtlineare 3D-Problem voll-

zogen wird und das hieraus resultierende Problem beziiglich 2% =
j

0 linearisiert wird, soll mit der Losung des Problems {ibereinstimmen,

das durch Linearisierung des nichtlinearen 3D-Problems beziiglich

8815” = 0 und nach anschliefender asymptotischer Entwicklung fiir
X

h — 0 entsteht.

Sind ©; die transformierten zuldssigen Testfunktionen der schwachen

0
Formulierung des skalierten 3D-Problems und <UZ> die unbekannten ska-
lierten Verschiebungen, wenn h gegen Null geht, dann muss das fiir
h — 0 resultierende Problem nicht mehr fiir alle zulédssigen 0; des

3D-Problems Losungen gz haben, sondern nur fiir alle zuléssigen ska-
lierten Testfunktionen vy, die der gleichen Skalierungsvorschrift wie die
Unbekannten geniigen und die den gleichen Restriktionen unterliegen,
wie die fiihrenden Terme der Unbekannten.
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Wir werden zeigen, dass aus den Annahmen /) bis I17) folgt: Die fithrenden
Terme der Verschiebungen haben die Eigenschaften eines Kirchhoff-Love-
Verschiebungsfeldes. Die Annahme V') besagt dann, dass das fiir h — 0
resultierende Problem, nur Losungen haben muss, wenn die zuléssigen ska-
lierten Testfunktionen ebenfalls ein Kirchhoff-Love’sches Verschiebungsfeld
bilden.

Der Annahme IV)) kommt eine Schliisselrolle zu. Durch sie werden die
fithrenden Terme der Verschiebungen so festgelegt, dass sie mit der schwa-
chen Formulierung des von Kdrman’schen Plattenproblems {ibereinstimmen.
Genau diese Forderung fithrt auch dazu, dass die Kirchhoff’sche Platten-
theorie auf zwei Wegen durch asymptotische Entwicklung herleitbar ist,
namlich als Theorie der fiihrenden Terme der asymptotisch entwickelten li-
nearisierten Impulsbilanz und als Theorie des linearen Anteils der fithrenden
Terme des nichtlinearen asymptotisch entwickelten 3D-Problems. Wéahrend
die Formulierung der Annahme IV) auf Miara [76] zuriick geht, fordert
Raoult in [90] und Ciarlet in [24] stattdessen, dass von vornherein in Formel
(5.1) und (5.2) die Skalierungsvorschriften festliegen, indem sie die Werte
M, =2, M3 =1 und Q = 4 vorgeben®. Bei Miara ist die Skalierungsvor-
schrift keine Annahme, sondern ein Resultat, das aus der Forderung nach der
Vertauschbarkeit von Linearisierung und Grenziibergang fiir h — 0 geméfl
Annahme IV) folgt.

Um der besonderen Situation am Stiitzring in Formel (4.55) gerecht zu wer-
den, nehmen wir noch die folgende formal asymptotische Entwicklung fiir

S S
die lastabhéngigen Koordinaten X, = Z, der Bezugsplatzierung derjenigen
Punkte an, die in der Momentanplatzierung den Stiitzring in einer Linie
beriihren:

VI)
s N, (A)
Zo(h) = 3. WA Zy 4+ O(WN2FY) (5.5)
A=0

(A)
mit Nz €N, Z, unabhéngig von A und

2
(zl(h)wi (h;ziw),z‘}(h),;)) = R3. (5.6)

3In [43] wird gezeigt, dass wenn stattdessen @ = 1 oder Q = 2 gefordert wird, die
asymptotische Entwicklung des 3D-Problems fiir h — 0 auf die invariante nichtlineare
Membrantheorie oder die invariante nichtlineare Biegetheorie fithrt. Die Unterschiede der
von Kdrmdn’schen Theorie zu diesen beiden Theorien erldutern wir kurz im Abschnitt 5.7
am Ende dieses Kapitels.
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5.3 Herleitung der von Kdrmadn’schen Plattentheo-
rie auf klassischem Wege

5.3.1 Grundannahmen zum Verschiebungs- und Spannungs-
feld

Neben der bereits im 3D-Fall formulierten Annahme kleiner Verzerrungen,
nehmen wir an, dass zusétzlich in Konkretisierung von Annahme i) auf
Seite 51 die Beziehungen

|ua| < h (5.7)

und
lug| < 2Ry (5.8)

gelten sollen. Diese sind, in Hinblick auf die im Abschnitt 3.4 auf Seite 23
vorgenommene Klassifizierung der Verschiebungen, Forderungen nach klei-
nen Horizontalverschiebungen und moderaten Durchbiegungen.

Das Vorliegen einer diinnen Platte, im Sinne von (3.10), soll auflerdem
die Annahme eines Kirchhoff-Love’schen Verschiebungsfeldes rechtfertigen,
was der Annahme 7) auf Seite 51 entspricht. Ein solches Verschiebungsfeld
geniigt der Bedingung:

Ou;  Oug
— +

2
0X3 0X;
bei Verwendung des im Anhang durch Formel (A.34) definierten linearisier-
ten Verzerrungstensors E.

Durch Auswerten von (5.9) lidsst sich zeigen, dass diese Forderung der
so genannten Bernoulli-Hypothese gleichkommt. Diese Hypothese besagt,
dass Ebenen, die in der Bezugsplatzierung senkrecht auf der Mittelfléiche
der Platte liegen, in der Momentanplatzierung eben bleiben und weiterhin
senkrecht auf der Mittelfliche der Platte stehen. Da die Komponenten E,3
in der vollstindig linearisierten Theorie oft als Schubverzerrung bezeichnet
werden, wird eine Theorie, in der die Giiltigkeit von (5.9) gefordert wird,
auch schubstarre Theorie genannt.

Im Folgenden werden wir zeigen, dass Verschiebungen, die der Bedin-
gung (5.9) geniigen, nur linear von X3 abhéngen und durch Kenntnis der
Mittelflichenverschiebungen u;( X7, X2,0) vollstindig bestimmt sind. Da-
zu betrachten wir die Bedingung (5.9) zuniichst fiir den Fall i = 3. Aus

9 01‘3();17;;27)@ = 0 kann gefolgert werden, dass

=0 bzw. E;3=0, (5.9)

U3(X1,X2,X3) = W(Xl,XQ) (510)

gilt. Aus gLXO; + 86% = 0 folgt dann unter Beachtung von (5.10)
oW (X1, X5)

Uy (X1, X2, X3) = Ua(X1, X2) — X3 X
(0%

. (5.11)
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Die Funktionen U;, Us und W héngen nur noch von X; und Xs ab und wir
beschreiben den Vektor der horizontalen Komponenten auch durch

U= (U1,Us) mit U:wUodw — R% (5.12)
Werten wir (5.10) und (5.11) auf der Flidche X3 = 0 aus, erhalten wir
Ua (X1, X2,0) = Ua(X1, X2) und  ug(X1, X2,0) = W(Xy,Xs). (5.13)

Damit lassen sich die Funktionen U, und W auch als Mittelflichenverschie-
bungen interpretieren. Da us unabhéngig von X3 ist, stellt W (X, X5) nicht
nur die Mittelflichenverschiebungen eines materiellen Punktes mit der Be-
zugsplatzierung (X1, X2,0) € QF in X3-Richtung dar, sondern beschreibt
auch die Verschiebungen aller materiellen Punkte in X3-Richtung, die auf
dem Linienabschnitt {X;}x{X2}x[—h/2,h/2] liegen.

Die Beachtung von (5.7) und (5.8) ldsst Aussagen zu den Grofienordnun-
gen der Verschiebungsgradienten zu. Danach hat || H,g|| die gleiche GroBen-
ordnung wie ||H3zoH3g|. Vernachlissigen wir im Green’schen Verzerrungs-
tensor (4.12) die kleinen Terme hoherer Ordnung, folgt durch Einsetzen der
Gleichungen (5.11) und (5.10) die Beziehung

—2X.
0X; | 0Xa T POXa0X5 | 0Xa0X;

2
. <8Ua oU W oW aw) (5.14)
Um zur Kirchhoff’schen Plattentheorie gelangen, muss diese Beziehung noch
linearisiert werden.
Zusétzlich zu den Annahmen iiber das Verschiebungsfeld miissen zur
Herleitung der von Kdrmdn’schen Theorie noch Annahmen iiber die Gro-
Benordnungen der Spannungen gemacht werden. Sie lauten entsprechend

Annahme #7) auf Seite 51:
logs| < ||oas|] und (5.15)
loa3| < [|oagl] fir a=1,2. (5.16)

Die bisher getroffenen Annahmen kénnen wir auch formal durch das Ver-
halten der Groflen fiir den Grenziibergang h — 0 zusammenfassen:

030 = O (B3 5.22

O(h), Xo=0 (ho) = 0(1), (5.17)

uz = O(h), U = O <h2> (5.18)
Hso = O(R), Hog =0 <h2) , (5.19)
Gog = O (12 Gz = O (hQ) : (5.20)
(hQ) : (5.21)

(n). (5.22)

0 (1),
G =0 (17), ag = O
(#)
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Dabei folgt das Verhalten von o,3 unmittelbar aus dem elastischen Ge-
setz (4.35) und das der iibrigen Spannungskomponenten aus den Annahmen
(5.15) und (5.16).

5.3.2 Das Saint- Venant—Kirchhoff’sche Gesetz fiir diinne
Platten

Ausgangspunkt zur Gewinnung eines 2D-Materialgesetzes fiir diinne Plat-
ten ist das urspriingliche 3D-Materialgesetz (4.31). Fiir die ebenen Kom-
ponenten des Green’schen Verzerrungstensors gilt Gog = Sa8mnOmn. Ver-
nachléssigen wir hier unter Beachtung von (5.15) und (5.16) die kleinen Ter-
me, erhalten wir das Saint- Venant—Kirchhoff’sche Gesetz fiir diinne Platten:

Gap = SafyeTye- (5.23)

Dieses Gesetz stimmt formal mit dem des ebenen Spannungszustands iiber-
ein, wiahrend (5.9) formal dem ebenen Verzerrungszustand in der linearisier-
ten Theorie entspricht. Der Tensor 4. Stufe ¢”, welcher der Bedingung

cﬁ’mﬁsame = (8pyOre + Opeliry) /2 (5.24)

geniigt, wird Plattensteifigkeitstensor genannt, d.h es gilt cfmﬁ # Cprag- Die
Umkehrung von (5.23) lautet unter Verwendung von (5.24)

Tap = ChgyGre- (5.25)

Speziell fiir kubisches Material in der (100)-Orientierung lautet diese Glei-
chung unter Verwendung der im Anhang Abschnitt A.2 beschriebenen Zu-
sammenhénge

s = A G %Gy + 165G (5.26)

of 2M+Nl+)\aﬁ 7Y Haapg T [ 0apligs. .

Die Beschreibung der Plattenverschiebungen w durch die Mittelflichenver-
schiebungen U, und W impliziert ein zunéchst iiberbestimmtes System von
Feldgleichungen, da wir uns einen Teil der Lésung auf andere Weise be-
schafft haben. Eine derartige Situation tritt h&ufig auf und wird hier wie
folgt gelost. Wir werden nur einen Teil der Spannungen, ndmlich die Kom-
ponenten 0,3, durch das oben begriindete 2D-Materialgesetz mit den Ver-
zerrungen G, g in Beziehung setzen. Die verbleibenden Komponenten o;3 in-
tegrieren wir zunéchst iiber die Plattendicke. Die resultierenden Ausdriicke
werden dann in die Liste der unbekannten Funktionen aufgenommen, fiir
die das Randwertproblem unter Auswertung einiger Gleichgewichtsbedin-
gungen gelost wird. Ist das reduzierte Randwertproblem gel6st, kann unter
Zuhilfenahme der noch nicht ausgewerteten Gleichgewichtsbedingungen un-
ter Beachtung der Spannungsrandbedingungen letztlich auch o;3 berechnet
werden.
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5.3.3 Auswertung der Gleichgewichtsbedingungen fiir diinne
Platten

Wir betrachten nun die Gleichgewichtsbedingungen (4.30) im Detail und
versuchen, auch hier eine Reduzierung auf ein zweidimensionales Problem
zu erreichen. Hierzu berechnen wir zunéichst die fithrenden Terme der Piola-
Kirchhoff-Spannungen 1. Art unter der Annahme, dass wir wegen (5.7),
(5.8), (5.15) und (5.16) die kleinen Terme vernachléssigen kénnen:

0 0 0
S=o0+ 0 0 0
3%0114—3%012 3%01#3}&022 %013%—%023
(5.27)
Bringen wir die Gleichgewichtsbedingungen (4.30) in die Form
oS 08, 95, 08,
aﬂ+ a3 —0 und 38 33 =0,
0Xg  0X3 0Xg 0X3

ersetzen hierin die GréBen S;g durch die entsprechenden Gréflen aus (5.27),
erhalten wir schliefllich

80 af 80' a3
~0 und
0X; " 0X; Eax, T ax,

=0. (5.28)

doss O [OW | 95
0X5

ax, P

Als néchstes fithren wir neue Groflen ein, die fiir Plattentheorien von zen-
traler und anschaulicher Bedeutung sind:

h/2
Nop(X1,X2) = /Uag(Xl,XQ,Xg)ng —  Membrankrafttensor,
—h)2
(5.29)
h/2
Myp(X1,X2) = /Uaﬁ(Xl,XQ,Xg)ngX3 —  Momententensor,
—h)2
(5.30)
h/2
Qu(X1,X9) = /O’ag(Xl,XQ,Xg)ng —  Querkraftvektor.
—h)2
(5.31)

Dabei werden N,3, Myg und @, auch Schnittgrofien genannt. Diese Grofien
entstehen auf natiirliche Weise, wenn wir die Gleichgewichtsbedingungen
(5.28) iiber die Plattendicke integrieren.
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Aus dem ersten Gleichungssystem von (5.28) folgt zunéchst

h/2
a3(X1, X2, X
/ do ﬁ(aIX 2 3)dX3+aa3(X1,X2,h/2)_O—a3(X1,X27_h/2):O‘
5
—h/2

Mit den Spannungsrandbedingungen (4.66) folgt unter Verwendung von
(5.29) daraus
ONyp(X1, X2)
0Xp

Die entsprechende Integration der rechten Gleichung von (5.28) liefert unter
Beriicksichtigung der Verschiebungsrandbedingung (4.55) bei Verwendung
der Definitionen (4.57), (5.29) und (5.31) die Gleichgewichtsbeziehung fiir
alle (X1, Xs) € w\ ©f

=0 V (XI,XQ) € w. (532)

0 8W(X17X2)
@ (Qﬁ(Xla Xa) + aXaNa/B(XlaXﬁ)

+S33(X1>X27 h/2) - 533(X17X27 _h/2) - 0

Daraus folgt mit den Spannungsrandbedingungen (4.67) und (4.68) sowie
der Beziehung (5.10)

0

KA <Qﬂ<X1,X2) L OW(X, Xs)

0Xa

X, Naﬁ(XbXZ)) = —p(X1, X2)

V(X1, Xo) e w\ ©7. (5.33)

An dieser Stelle sei bemerkt, dass aus S33(X1, Xo, —%) = 033(X1, Xo, —%) =
—p(X1, X2) gemiB (4.68) wegen (5.22) sofort auch

p=0 (h4) (5.34)

folgt.

Schliefilich multiplizieren wir die linke Gleichung von (5.28) zunéchst mit
X3 und integrieren erst danach iiber die Plattendicke. Es folgt unter erneu-
ter Beriicksichtigung der Spannungsrandbedingungen (4.66) bei Verwendung
der Definitionen (5.31) und (5.30) die Beziehung

OMog

oXy Qo VY (X1,X2) €w. (5.35)

Durch Einsetzen von (5.32) und (5.35) in (5.33) erhalten wir

62Ma5 . O*W
0X,0Xg 0X,0Xp

Nog=—p Y(X1,X2) cw)\ O (5.36)
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Die drei Gleichungen (5.32) und (5.36) bilden zusammen das partielle Dif-
ferentialgleichungssystem der von Kdrmdn’schen Plattentheorie. In diesem
System tauchen die Querkrifte @), nicht mehr explizit auf. Die Gleichun-
gen (5.32) werden Membrangleichungen oder Scheibengleichungen und die
Gleichung (5.36) wird Biegegleichung oder Plattengleichung der von Kdr-
mdn’schen Plattentheorie genannt. Um alle SchnittgroBien durch Ableitun-
gen der Verschiebungsfelder U, und W darzustellen, miissen wir noch das
Materialgesetz in Schnittgrofien formulieren. Auf diese Weise entstehen aus
den soeben abgeleiteten zweidimensionalen Differentialgleichungen explizite
Feldgleichungen fiir das gesuchte Verschiebungsfeld.

5.3.4 Formulierung des Materialgesetzes in Schnittgrofien

Der Zusammenhang zwischen den Schnittgréflen und den Verschiebungs-
feldern lédsst sich durch Einsetzen des zweidimensionalen Saint-Venant —
Kirchhoff’schen Gesetzes (5.25) in die Definitionen (5.29) und (5.30) finden.
Die zur Ausfithrung der Integrationen benétigte explizite X3-Abhéngigkeit
der Verzerrungen entnehmen wir den Darstellungen (5.14). Zunéchst folgt

h/2
/ Gas(X1, Xo, X3)dXs = hGap(X1, X, 0)
—h/2
. E OUa(Xl,Xg) + 8Uﬂ(X17X2) + 8W(X1>X2) GW(XDX?) (5 37)
2 0Xz 0X, 0X, 0Xg '
sowie
" 20°W (X1, X2)
_h 1, X2
/ Gaﬁ(Xl,XQ, X3)X3dX3 — ﬁm, (538)
—h/2
so dass schlie3lich
Nog(X1,X2) = hchz, Gre(X1,X2,0) und (5.39)
R o OPW(X1, X2)
M,5(X1, X5) = —— A ek S et 74 4
O(ﬁ( 1) 2) 120046’}/6 aX’anE (5 0)

folgt. Fiir kubische Symmetrie in der (100)-Orientierung lauten die beiden
letzten Gleichungen unter Verwendung von pre(X]J X3) 1= Gre(X1, X2,0)

2+ 4

B 2l W W W
Mg =~ (A Sap + 21 e+ W Sag o | .
g 12( 2+ A 0X,0X, 0 T X ax, T X 0x,
(5.42)
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5.3.5 Das System der von Kdrmadn’schen Gleichungen

Die drei Gleichungen (5.32) und (5.36) bilden zusammen mit den Mate-
rialgleichungen (5.41) und (5.42) und fiir gegebene &ufiere Fléchenlasten
p(X1, Xs) ein Feldgleichungssystem fiir die unbekannten Mittelflichenver-
schiebungen U, (X7, X2) und W (X1, X5):

ON,g ( U(X1, Xo), W (X1, X2)>

8XB =0 V(X1,X2) €w, (5.43)

82MQB(W(X1,X2)) 32W<X1,X2)
0X 00X X 00X 5
= —p(X1,Xy) YV (X, Xp)ew\O/. (5.44)

Nog(U(X3, X2), W (X3, X2))

Sie beschreiben zusammen mit den Randbedingungen das vollstdndige Sys-
tem der von Kdrmdn’schen Gleichungen.

Die duBlere Flachenlast p(X;, X2) wird nach der Theorie der Hertz’schen
Pressung berechnet. Ihre Berechnung erfolgt im Kapitel 6 unabhéngig von
der Plattentheorie. Wenn auch die bisher noch nicht in das 2D-Problem
eingearbeiteten Randbedingungen auf der Mantelfliche gemifi (4.62) bis
(4.65) in ihre zweidimensionalen Entsprechungen iiberfiithrt werden, ist das
vollstandige System der von Kdrmdn’schen Plattentheorie bekannt, so dass
es spater in schwacher Formulierung mittels Finiter Elemente numerisch
gelost werden kann.

5.3.6 Die Rand- und Ubergangsbedingungen in der 2D-For-
mulierung

Der Ubergang zur 2D-Formulierung wird dadurch erreicht, dass die Rand-
spannungen auf der Mantelfliche, wie sie fiir das 3D-Problem aufgestellt
wurden, entsprechend der Annahme iv) auf Seite 51 nur noch statisch dqui-
valent erfiillt sein miissen. Auf dem Rand liegen die fiinf Schnittgréffen N™" |
N5 M™ M und Q™ vor, wobei wir die Notation analog zu den Formeln
(4.41) und (4.42) verwenden, d. h.

N™ .= Nagnfng, N = Nagsfng, M™ = Ma@nfng“,
M = Magsgng und Q" = Qanf.

Die Normalen- und Tangentenvektoren auf der Mantelfliiche wurden bereits
im Abschnitt 4.3.5 auf Seite 47 eingefiihrt. Dort ist nft = (nft, nf 0) der
Vektor der duBeren Flichennormalen in der Bezugsplatzierung und s =

(—nf, it 0) der normierte Tangentenvektor senkrecht zur Zylinderachse.
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Die Vorgabe von 5 Randbedingungen auf dem Plattenrand fithrt jedoch
zu einem iiberbestimmten System. Die Uberbestimmtheit kénnen wir an
Folgendem erkennen. Nach dem Einsetzen der Materialgleichungen (5.41)
und (5.36) in Gleichungen (5.32) erhalten wir zwei gekoppelte partielle Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung. Dadurch kénnen wir fiir jede dieser
beiden Gleichungen je eine Randbedingung vorgeben. Das Einsetzen der
Materialgleichungen in (5.32) liefert eine Differentialgleichung vierter Ord-
nung, die mit den ersten beiden gekoppelt ist. Fiir diese Gleichung kénnen
wir pro Rand zwei Randbedingungen vorgeben. Damit lassen sich insgesamt
nur vier Randbedingungen angeben.

Das Problem lisst sich dadurch 16sen, dass die Randquerkraft Q™ und das
Randverdrillungsmoment M*" in passender Weise zu einer Ersatzquerkraft
Q" zusammengefasst wird.

Damit lauten die unmittelbar aus den 3D-Randbedingungen (4.62) bis
(4.65) resultierenden 2D-Randbedingungen:

N™ = 0 VY(X1,Xs) € ow, (5.45)
N = 0 V(X,Xp) €dw mit (X1,Xo)# (RA,0),

(X1, X2) # (0, RY), (X1, X2) # (—RA,0),  (5.46)
M™ = 0 Y(X1,X,) € dw, (5.47)
und
Upsl = 0, falls (X1, X3) = (R,0), (X1,X3) = (0,RY)

oder (X1,Xs) = (—R*,0), (5.48)

wobei die Einzelpunkte (R4,0), (0, R*) und (—R%,0) die Orte der Starr-
korperfesseln beschreiben.

Die Vorschrift fiir die auf dieser Seite erwéhnte Ersatzquerkraft auf dw lau-

tet:

Mns
0 +N""a—W+N"Sa—W, (5.49)

—n
@ =00 ds on ds

wobei s die krummlinige Koordinate entlang des Kreisrandes dw ist und n

normal zu dieser Linie, d. h. in radialer Richtung verlduft.

Dabei resultiert diese Vorschrift unmittelbar aus der schwachen Formu-
lierung der von Kdrmdn’schen Plattengleichungen?. Da die Mantelfliche im
3D-Problem in tangentialer und normaler Richtung spannungsfrei ist, folgt
die Bedingung

Q"=0 auf Ow. (5.50)

Diese zum urspriinglichen 3D-Problem statisch &quivalente Bedingung ist
eine schwichere Forderung als diejenige, die sich durch integrale Mittelung
des 3D-Problems ergibt. In den Punkten auf dw, die keine Fesselpunkte sind,

4Siehe Anhang, Abschnitt B.1.2 auf Seite 206.

62



wird statt dem einzelnen Verschwinden von Q™, M*", N™ und N*", unter
Beachtung von M*" = M™ und N°" = N™¥, die abgeschwéchte Forderung
nach dem Verschwinden von N™, N™ und Q" + % gestellt. In den
Fesselpunkten wird hingegen das Verschwinden von N™ und Q" + Mi, =4

N ”5%—2/ gefordert, da N*" dort nicht vorgegeben ist.

Bemerkung

Kirchhoff gelang im Jahre 1850 als Erstem, zu der damals schon
iiber 40 Jahre richtig aufgestellten linearen Plattengleichung, ein
vollstandiges System von Spannungsrandbedingungen aufzustel-
len [63]. Die Theorie trigt deshalb noch heute seinen Namen.
Auch er fand den Ausdruck fiir die Ersatzquerkraft durch eine
schwache Formulierung. Eine anschauliche Deutung dieser Rand-
bedingung erhélt man dadurch, wenn man gemifl einem Vor-
schlag von Tompson und Tait [103] das Verdrillungsmoment M™*
in jedem Randpunkt durch ein statisch dquivalentes Kréftepaar
in einer infinitesimalen Umgebung dieses Punktes ersetzt. Siehe
hierzu auch die Ausfithrungen von Girkmann in [50].

Aus der Verschiebungsrandbedingung am Stiitzring (4.55) wird unter Ver-
wendung von (4.57) jetzt die Ubergangsbedingung

W=0 auf ©7. (5.51)

Wegen |u,| < h < 2Ry gemiB Forderung (5.7) lisst sich die Kurve ©/ auch
durch die Kurve © approximieren, die nicht mehr von U, abhéngt, so dass
wir zu der Ubergangsbedingung

W=0 auf © (5.52)
mit
0 = {(X1,X2)|X? + X3 = R}} € w. (5.53)
gelangen.

Mit dieser Vereinfachung schreiben wir nun statt der 3D-Randbedingung
(4.67) die Bedingung

S33=o033=0 VX¢€ on" \ »k (5.54)

unter Verwendung der Definition (4.53) fiir ©%. Den Giiltigkeitsbereich der
Plattengleichung (5.36) ersetzen wir jetzt entsprechend durch

OQMaﬁ *W
0X,0Xg 0X,0Xp3
Mit diesem vollstéandigen Satz Randbedingungen kénnen nun die Verschie-
bungsfelder U, und W eindeutig bestimmt werden. Die Berechnung der ge-

suchten Spannungen kann in einem nachgeschalteten Prozess erfolgen. Die
einzelnen Schritte dahin werden im néchsten Abschnitt erlautert.

Naﬁ = —p V(Xl,XQ) cw \ 0. (5.55)
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5.3.7 Spannungsberechnung mit der von Kdrmdn’schen
Plattentheorie

Mit den bekannten Verschiebungsfeldern U, und W sind zugleich auch die
SchnittgroBenfelder N,g, M, und @, bekannt. Bei ausreichender Glatt-
heit lassen sich auch die Ableitungen der Schnittgréfien nach X7 und Xs
berechnen.

Zur Spannungsberechnung zerlegen wir in der zweidimensionalen Mate-
rialgleichung (5.26) den Green’schen Verzerrungstensor additiv in seinen von
X3 unabhéngigen Anteil und den von X3 abhéingigen Anteil —Xg%)gl)’()f).
Den unabhéngigen Anteil konnen wir unter Verwendung der iiberintegrier-
ten Version (5.41) von (5.26) durch die Schnittkrifte N,g ausdriicken. Die
Kriitmmungen 8)?27%{5 koénnen wir unter Zuhilfenahme von (5.42) durch die

Schnittmomente M, ausdriicken. Damit erhalten wir die Beziehung

12X3

1
Uaﬁ(XhXZ;X?)) = - aﬂ(leXQ) + T

- Map(X1, X5). (5.56)

Dabei werden die von X3 unabhéngigen Anteile der Spannungen Membran-
oder Scheibenspannungen genannt, da sie ausschliellich auf der Verzerrung
der Mittelfliche und aller parallel zu ihr verlaufenden Flichen beruhen. Der
von X3 abhingige Anteil wird Biege- oder Plattenspannung genannt, da
er ausschliellich aus der Kriimmung, sprich der Biegung, der Mittelfliche
herriihrt, so dass zur Mittelfliche parallel verlaufende Flichen je nach Vor-
zeichen von X3 gestreckt oder gestaucht werden. Wiirde man das hier vorlie-
gende Problem mit der vollstdndig linearisierten Theorie behandeln, wiirde
nur der Biegeanteil auftreten und es lége eine Kirchhoff ’sche Plattenbiegung
vor.

Sind die Spannungen 0,3 bekannt, lassen sich die {ibrigen Spannungen
durch Auswertung der Gleichgewichtsbedingungen (5.28) und der Span-
nungsrandbedingungen auf der oberen und unteren Deckfliche 92~ und
00" gewinnen. Wir erhalten

10N.s 12X30M,5 9o,

— 0 5.57
h 0Xg h3 0Xp 0X3 ( )
wnd 9 oW o5
33
Aus (5.57) folgt mit der Randbedingung (4.66)
6 (h? 5\ OMap(X1, X2)
Uag(X17X2,X3) — ﬁ (4 - X3> a—)(ﬁ (559)
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Damit ergibt sich aus (5.58) die Differentialgleichung

6 [ h? 0> M, 2w (1 12X
e D €1 - “Ns+—2M
B (4 3) 0X.0X; | 0X.0X; (h o8 T 3 aﬁ)

12X3 OW OMag  9Sss

=0.
h3 90X, 0Xg 0X3
Nach Integration dieser Gleichung erhalten wir
S33(X1, X2, X3)
O*W (X1, X>) 1 6X5
= —————" X3 =Nyg(X1, X —2Mp(X1, X
ax.0x, 3 \ s (X1 Xo) + 557 Mas (X1, Xo)
8 (B 1) M. X)
p3 4 377 0Xa0Xg
6X32 OW (X1, X2) OMap(X1, X2)
— X, X
h3 aXa an +C( 1, 2)7
woraus schliellich mit o35 = S35 — gTW&O'ag der Zusammenhang
033(X1, X2, X3)
O’W (X1, X2) 1 6X,
= —————— " X3 =Nyg(X1, X —2Mop(X1, X
X0 3(h o X0, Xo) + 5 MoK, Xo)
o 6 hj_ng 0> Map(X1, X2)
p3 4 373 0X 00X 5
3 OW (X1, X2) OMyp(X1, X2)
- — C(X1,X
5h 09X, ax,  TOELX)

2
folgt. Mit Hilfe der Biegegleichung (5.55) ldsst sich &% eliminieren, so
dass fiir alle X € QF mit (X1, Xy) ¢ ©

o33(X1, X2, X3)

2X, 9?W (X1, Xs)
hd 0X,0Xg

h2
) <4 - X§> Nag (X1, X2) = 3XsMas( X1, X2)

X, 2h  9Xj o\ 4

X1,X2) 3 OMyp(X1,X2)  2X ’
_OW(Xy,Xp) 3 (X1, Xo) 3 <3Z X32>p(X1,X2)

+ C(Xl,XQ)

verbleibt. Zur Bestimmung der Funktion C(X;, X3) werten wir die Rand-
bedingungen (4.68) und (5.54) aus, woraus schliefilich mit C(X1, X3) =
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oW (X1,X2) 3 aMaﬁ(XhXQ) p(X1,X5) O2W (X1,X2) 3 )
0Xao 2h 0Xg3 - 2 + 9Xa0Xp5 ﬁMa,@(XlaXQ) die Formel

o33(X1, X2, X3)

h? 2 O*W (X1, X»)
= — —X2| S (X35N,5(X1,X Mog(X1, X3) ) ——o—e =t
<4 3) h3< 3Nap(X1, X2) + 3Map(X1 2)) IXDX 5

2X3 [ 3h? 5 1
xR <4—X3> -5 | P(X1, Xa)

VX € QF\ (0 x [-h/2,h/2]) (5.60)

resultiert. Damit haben wir nun das gesamte Spannungsfeld durch die Un-
bekannten U, und W ausgedriickt. Die Berechnung von U, und W erfolgt
mit Hilfe der im Kapitel 7 beschriebenen Finite-Element-Methode auf nu-
merischem Wege.

Durch konsequente Ausnutzung der Materialsymmetrie ldsst sich das
Rechengebiet auf ein Achtelkreis reduzieren. Dies spart bei Finite-Element-
Rechnungen Rechenzeit und Speicherplatz. Im Falle von isotropen Materi-
alverhalten kann das Rechengebiet sogar auf eine Linie reduziert werden.
Beide Vereinfachungen werden im Anhang B.3 nidher beschrieben.

5.4 Rechtfertigung der von Kdrmadn’schen Plat-
tentheorie durch asymptotische Entwicklung
des 3D-Problems

2D-Plattentheorien unterscheiden sich vom originalen 3D-Problem durch be-
stimmte Einschréinkungen der Kinematik und durch die konstitutiven Bezie-
hungen zwischen Spannungen und Verzerrungen. Diese resultieren nach der
klassischen Herleitung aus bestimmtem Annahmen, die letztlich nur durch
empirische Argumente zu rechtfertigen sind. Fiir den Fall, dass die Plattendi-
cke viel kleiner als die iibrigen Abmessungen ist, wird jedoch die Verwendung
einer 2D-Theorie gegeniiber einer 3D-Theorie bevorzugt. Als Griinde fiir die-
ses Vorgehen konnen zum einen die einfachere mathematische Struktur und
zum anderen der geringere numerische Aufwand der 2D-Theorien genannt
werden. Gerade mit der Kirchhoff’schen Plattentheorie kann der praktische
Ingenieur fiir Dimensionierungsaufgaben auf analytische Losungen zahlrei-
cher Standardbeispiele zuriickgreifen, die in den letzten 150 Jahren gefunden
wurden. Zur Losung des von Kdrmdn’schen Plattenproblems stehen bis heu-
te nur fiir einige wenige Beispiele analytische Losungen zur Verfiigung. Vor
allem im Schiffs- und Flugzeugbau zur Dimensionierung von Beplankungen
aber auch auf dem Gebiet der Feinmechanik wurden deshalb in der ersten
Halfte des 20. Jahrhunderts verschiedene Nédherungsmethoden entwickelt,
die auf der Formulierung zusétzlicher Annahmen, welche iiber die der von
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Kdrmdn’sche Theorie hinausgehen. Heute werden hingegen hauptséchlich
Finite-Element-N&herungen der von Kdrmdn-Probleme verwendet.

Ziel der formal asymptotischen Entwicklung des nichtlinearen 3D-Prob-
lems ist es, durch Ermittlung der resultierenden Differentialgleichungen der
fiihrenden Terme die a-priori-Annahmen der klassischen Herleitung in ra-
tionaler Weise zu rechtfertigen. Auflerdem wollen wir die bereits mit der
klassischen Herleitung gefundenen Genauigkeitsaussagen (5.18) bis (5.22)
und (5.34) bestétigen.

In dieser Arbeit fithren wir in den folgenden Abschnitten die Herleitung
durch die asymptotische Entwicklung der Verschiebungen fiir das Problem
der auf einer Linie gestiitzten, horizontal frei abgleitbaren, kubisch anisotro-
pen Platte vor, wobei auf den Deckflichen normale aber keine tangentialen
Piola-Kirchhoff-Spannungen 2. Art anliegen. Dabei gehen wir in vier Schrit-
ten vor.

Als erstes transformieren wir die schwache Formulierung des 3D-Prob-
lems in ein Koordinatensystem, in dem die Platte unabhéngig von h die
dimensionslose Dicke 1 hat. Wir nennen dieses Koordinatensystem das ska-
lierte Koordinatensystem. Als zweites bestimmen wir die fithrenden Terme
der asymptotisch entwickelten Verschiebungen mit Hilfe von Testfunktionen,
die im skalierten System nicht explizit von h abhingen. Es ergibt sich, dass
die fithrenden Terme der Verschiebungen ein Kirchhoff-Love’sches Verschie-
bungsfeld bilden. In einem dritten Schritt skalieren wir die Verschiebungen
so um, dass die im zweiten Schritt bestimmten fithrenden Terme nicht mehr
explizit von h abhéngen. Die gleiche Skalierungsvorschrift wenden wir auch
auf die Testfunktionen an. Wir zeigen nun, dass wenn die zuléssigen skalier-
ten Testfunktionen auf die Menge der Kirchhoff-Love’schen Verschiebungs-
felder beschrinkt werden, die resultierende schwache Formulierung fiir den
Grenziibergang h — 0 mit der schwachen Formulierung des in skalierten
Groflen im skalierten System dargestellten von Kdrmdn’schen Plattenpro-
blems iibereinstimmt. Im letzten Schritt transformieren wir die so fiir h — 0
gewonnene schwache Formulierung in das urspriingliche Koordinatensystem
zuriick. In diesem System ist das aus der schwachen Formulierung resultie-
rende Randwertproblem identisch mit dem durch die klassische Herleitung
gewonnenen von Kdrmdn’schen Plattenproblem.

5.4.1 Ubergang zum skalierten 3D-Problem

Ausgangspunkt ist die schwache Formulierung des 3D-Problems geméfl der
im Anhang auf Seite 203 angegebenen Formel (A.40). Die dortige Formel
konnen wir ohne weitere Abdanderungen als eine Gleichung von dimensions-
losen Groflen interpretieren.

Wir betrachten die dimensionslose Dicke h jetzt als Kleinheitsparame-
ter, so dass die Verschiebungen u und die Randlasten p nicht nur von den
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Koordinaten X;, sondern auch vom Parameter h abhéngen. Wir schreiben

wi(X1, Xo, X3) = t(h; X1, X, X3), (5.61)
h
p(X1,X2) = P(h; X1, Xo). (5.62)

Auflerdem nehmen wir die elastischen Konstanten als unabhingig vom
Kleinheitsparameter h an.

h
Die Abhéngigkeit der Randlast P von h ergibt sich aus der formalen

Abhéngigkeit der Verschiebungen ZZ von h, da die Spannungen iiber das
3D-Materialgesetz von den Verschiebungsgradienten abhingen und die 33-
Komponente der 2. Piola-Kirchhoff-Spannung auf der oberen Deckfléiche
mit der Grole —p iibereinstimmt.

Hat die Platte fiir das in (A.40) verwendete Koordinatensystem die di-
mensionslose Dicke h, gehen wir jetzt auf ein Koordinatensystem iiber, fiir
das die Platte unabhéngig von h die Dicke 1 hat. Der dimensionslose Platten-
durchmesser bleibt unverédndert. Wir bezeichnen dieses Koordinatensystem
als skaliertes Koordinatensystem und seine kartesischen Koordinaten mit

)s( i- Der Wafer nimmt in der Bezugsplatzierung im skalierten System den
Bereich
Q= wx[-1/2,1/2] (5.63)

ein. Zwischen den urspriinglichen Koordinaten und den Koordinaten im ska-
lierten System besteht der folgende Zusammenhang:

Xo=Xa und X3=hXs. (5.64)

S
Im skalierten System sollen die Koordinaten X; unabhéngig von A sein. Fiir
die dimensionslosen Verschiebungen gilt in beiden Koordinatensystemen der
Zusammenhang

h h S s S s s s s
ui(h; X1, X0, X3) = u; (b X1, X2, h X3 ) =u; [ h; X1, X2, X3, (5.65)

und wir nennen 18% die auf das skalierte System transformierten Verschie-
bungen.

Genauso lassen sich nun auch auf das skalierte System transformierte
Testfunktionen einfiihren:

h h S S s s s s
v;(h; X1, X2, X3) = v; (h;X1,X2,hX3> =¥, <h;X17X27X3) . (5.66)

In gleicher Weise fithren wir auch die auf das skalierte System transformierte
Randlast ein:

h s s s
p(h; X1,Xs) =P (h; X1,X2) : (5.67)
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AuBlerdem schreiben wir mit (4.14) auch

h s s h s s
(5.68)
und mit (4.31) auch

0i1(X) = o (h: X) = 0 (h: X) baw. o(X) = 6(h; X) = &(h; X).
(5.69)

Aus I') und I7) folgt, dass die transformierte Randlast P die folgende Gestalt
hat:

s s s @)
P(h; X1, X2) = h® D (X1, Xo) (5.70)

(@)
mit Q € G, Q fest, P unabhingig von h.

Auflerdem folgt aus beiden Annahmen fiir die transformierten Verschiebun-
S
gen u:

N
s S S S A S S S
wi(h; X1, Xo, X3) = > b (ui)(Xth,Xg) + O(RNF (5.71)
A=M
mit M,N € G, M ist fest, N > M.

. o (Fi) o (FY) (1) ,
Die Grofle wu;’, fir die ul( )#OmltXEQ unduz( X)=0fir I < F;

gilt, nennen wir fithrenden Term von ;.

Mit der Annahme VT) erhalten erhalten wir als asymptotische Entwicklung
der Verschiebungsrandbedingung (4.55)

0 = is(h: Zy(h), Za(h),1/2)

= (h Z1,22,1/2)+hZ U (h 17 ’ / )
ax s (0 s (0)

(X1=21,X2=2>)

+0(hM+2)

©) (0
= M %,)(Zl, Z,1/2) (5.72)

+hM+l (M+1) ©) (0) 1 (Zl) 8(%)()517)?271/2)

u3 (Zl,ZQ,§)+ a 5
8XO( s 0) s (0)

(X1=21,X2=2>)

+0(hM+2)
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mit
7= < () + i (s Z1(h), Za(h), 1/2))
CACREACYADRADRYEY

L (M+1) () (0)
u

0) (0)
— <hM%)(Zl,Zz,1/2)+hM+ o (Z1,75,1/2)

(1) 9 (X1, X2,1/2)
—I—hM—HZg « 1, A2,
S
0Xp s (0 s (O
(X1=21,X2=2>)

©
+ Zo +h Zo +O(R3(1 +hM))>

(0) (0) 0) (0)
(h e (21, Z2,172) + W Y00 (20 2,1 )2)

8Xg s (0 s (0
(X1=21,X2=23)

+ Zo+h Zli +O(h2(1 + hM))> . (5.73)

5.4.2 Definition der skalierten Grofien

(F%) . s ..
Ist u; der fithrende Term von u;, dann nennen wir die Komponente

SS

wy = h P (5.74)

S
skalierte Verschiebung in Richtung X;. Dabei lassen wir ausdriicklich zu,
dass die Horizontalverschiebungen t,, anders skaliert werden, als die Verti-
kalverschiebungen Uus.

(@)
Entsprechend kénnen wir P in (5.70) als skalierte Randlast betrach-
(4 s s
ten, wenn P (X1,X2) = 0 fir alle A < Q € G bei festem Q gilt und

(Q)
(X17 X2) # 0 gilt. Wir nennen dann

s8 Q)

Pp:=pP mit QeG (5.75)

skalierte Randlast.
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Ziel des néchsten Abschnittes ist es, mit den Annahmen I) bis VI), die

Skalierungsvorschriften fiir % und 157 zu berechnen. Dabei wird sich zeigen,
dass die Skalierungsvorschriften wie folgt lauten:

uy = hus, (5.76)
U, = h%t, und (5.77)
p = D (5.78)

Neben den transformierten Verschiebungen lassen sich gemif (5.69) auch
transformierte Verzerrungen und Spannungen einfithren. Gehen wir im Ma-
terialgesetz (4.35) auf die transformierten Verschiebungen iiber, folgen aus
deren asymptotischer Entwicklung die folgenden Beziehungen:

N

s s 2M 2+A s

Tap(h; X) = KM A ( o )(h X) + O(R*M~—1HN), (5.79)
A=0

N
s S M A
oos(h; X) = 3 p2M=ta CYEEN 1 %) L 02N und (5.80)

A=0
N (2M—2+4A) s
o5a(h: X) = Zh2M A a3 (hy X) + O(RPM 1IN (5.81)

wobei M durch (5.71) festgelegt ist. Ein weiteres Ziel des niichsten Ab-
schnitts ist es, die fithrenden Terme der transformierten Spannungen zu
bestimmen, um daraus die Skalierungsvorschrift fiir die Spannungen zu er-
mitteln. Wir zeigen, dass sich die Skalierungsvorschriften

oas = B2 ai,fg, (5.82)
o3 = hcas und (5.83)
0'?33 = h4 0‘33 (5.84)

ergeben.
AuBerdem definieren wir unter Beachtung der Forderung V') die skalier-
ten Testfunktionen

Ss

SX) = hF (i X). (5.85)
5.4.3 Herleitung der Skalierungsvorschriften fiir die
Verschiebungen und die Randlast

Da wir anfangs noch nichts iiber die fithrenden Terme der transformierten

M
Verschiebungen wissen, nehmen wir zunéchst in (5.71) (uz) 7é 0 an. Dies ist
unter Beachtung der Definition (5.74) gleichbedeutend zu u; = hM 4, d.h.
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es gilt dann F; = M. Dies bedeutet auch, dass alle Verschiebungskompo-
nenten nach der gleichen Vorschrift skaliert werden. Folgen wir jetzt (5.85)
ergibt sich fiir die Testfunktionen die Vorschrift ff)j()si) = pM zi(h,;() mit
M = M. Da die Testfunktionen in jeder schwachen Formulierung nur linear
vorkommen, kénnen wir M = 0 setzen, ohne dass sich die schwache Losung
dndert. Damit erhalten wir transformierte Testfunktionen, die unabhingig
von h sind, so dass

s S S S ss S S S

Ui(h;Xl,Xg,Xg) :Ui(Xl,XQ,Xg) (586)
gilt. Dies entspricht auch der Vorgehensweise von Miara in [76], wo die
Skalierungsvorschrift fiir die isotrope, zum Teil fest eingespannte Platte be-

rechnet wird.

Statt (A.40) schreiben wir fiir die schwache Formulierung zunéchst

h
h (-
// Sij (Z(h; X)) 9vih: X) 4 v dX0d X,
0X;
QR

h™ h -
= // Fis(h; X1, X2) P(h; X1, X2) 51 (h; X1, X2)dX1dXs (5.87)

8ﬁi(h;X1,X2,X3)

-
mit  Fy3(h; X1, X2) = i3 + e

X3=—h/2

h™ h
und v; (h,, Xl,XQ) = Ui(h;Xl,XQ,Xg)’X3:_h/2.

Fiir die rechte Seite gilt unter Beachtung von (5.86) beim Ubergang auf das
skalierte System

h™— h h—
// Fi3(h§ Xl,XQ) p(h; Xl,XQ) v; (]’L; Xl,Xg)Xmng

1 s— s s s s S gs— S s s s
_ / / (6i3+h i s (b Xl,Xz>> D(h; X1, Xz) ¥ (X1, Xo)d X1 d X

(5.88)
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o s s Si(h: X1, X9, X
mit  wu;,3(h; X1, Xa) := Ouil 15 2, X3)
0 X

S
X3=—1/2

55— s s ss S S S
und v (h; X1, X2) := v;(h; X1, Xo X3)’)§3:_1/2 .
Fiir die linke Seite gilt

///sm < (h; X> 8”8( %) 4,4 Xd X5
:/Q// D (6a)g> azfiui;ff)a%is(i))h

0X;  0X,
+ 035 (h; X)
OW(X),  00UX) | Dk X) IH(X) Dl X)avm
X, 0 X, 9 X a)fa 90X, 0Xs
55)8( ’ sis s
+oia(h; X) 8”3(8) a“(Z’X)m(X);L dX1dX>dX; (5.89)
0 Xs 0Xs  0Xs
mit

. O, 1 9u; A A Oun 10U Ou
OaB = A s +§ s s tu s +§ s s 50‘3
0X, 0X,0X, 0Xqa 0Xa0Xqy
oy 8u8a n Gusg n 81? 81? 4 8u83 + 10w du; 1 H 250467
0Xg 0X, 0X,0Xp 0 X3 8X38X
(5.90)

du. D O Ou; | 1
oty =y | 24y | Qe Oui Ou =] und (5.91)
0Xs 0Xa0Xs

S S S
e
0X, 20Xx,0X,

duz 19 D 1
+<>\+2u+u’>( zf’+ “ “)h (5.92)

0Xs 20X30X5"
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Setzen wir (5.89) und (5.88) in (5.87) ein, erhalten wir

1 S— S S S S S ss— , S S S S
// <5z’3+ 7 ui,3(h;X1,X2)> P(h; X1, X2) V; (X1,X2)d X1 d X,

_ /// Uga(h;)s() 8vﬁ(sX) n 8uz(hs, X) a’UZS(X) I
% 0X.  0X5 0X,
+0q3(h; X)
aéé,(: )yt 852(818() | 2 X) a%i(s}}) A x) a%i(s}})
9 Xa 9 X 0Xs 0X.  0Xe OX

035(X) | di(h; X) 9(X) 1

Fo33(h; X) . 5 —— | |dX1dX2d X5 (5.93)
d X3 0Xs  0Xs

h

Wird jetzt der Entwicklungsansatz (5.71) in (5.93) eingesetzt, tritt h auf der
rechten Seite in den Potenzen 3M — 3, 3M — 1, 3M +1, 2M — 2, 2M —
1, 2M, 2M +1, M —1, M und M + 1 auf. Fiir M < 3 sind diese Potenzen
verschieden. Wie wir im Folgenden sehen werden, geniigt es zunéchst nur
M < —1 anzunehmen.

Wird auflerdem (5.70) in (5.93) eingesetzt, ergeben sich auf der linken
Seite die Potenzen @ und @ + M — 1. Wir konnen jetzt diese Gleichung
auswerten, indem wir untersuchen, fiir welche Werte von ) das Problem
(5.93) unter den Annahmen I) bis VI) nichttriviale Losungen fir A — 0
hat. Wir beginnen mit einem kleinsten, festen, zunéchst noch unbestimmten
Wert von @) und erhdhen diesen Wert jeweils um 1, wenn das Problem fiir
h — 0 nur triviale Losungen hat. Fiir Q nehmen wir folgendes an:

Schritt 0: @ < 3M —3, M < —1, M fest, Q fest)

Als erstes multiplizieren wir (5.93) mit h=%~M+1_ Vollzichen wir jetzt
den Grenziibergang h — 0, folgt:

Q) s s (M)— s s _ s s s s
// P (X1, X?) (Ui33 (X1, X2) 0; (X1, X2)d X1 d Xa =0

M)— S s M) & & 8 _
mit (ui33 (X1, X9) := “Z(Xlifw . Dies kann nur fiir alle “1;
X Xs=—1/2
erfiillt werden, wenn
Q) (M)-
p (ulzg =0 fir Q<3M -3, M< -1 (5.94)
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gilt. AnschlieBend multiplizieren wir (5.93) mit h~?, werten
(5.94) aus und vollziehen wieder den Grenziibergang h — 0. Es ver-
bleibt

Q) s s g5 8 8 s s
p (Xl,XQ) U3(X1,X2)dX1 dX2 = 0.

Dies kann nur erfiillt werden, falls

(@) .
P =0 fir Q<3M-3,M< -1 (5.95)

gilt. Wir schlieen daraus, dass @ > —10 gelten muss.

Schritt 1: @ =3M —3, M < —1, M fest)

Wir multiplizieren (5.93) mit A~#*"*4 und vollziehen den Grenziiber-
gang h — 0. Es verbleibt

3M 3) s s ss— S 8 s s
// 1,X2) (Uz??) (X1,X2) v; (X1,X2) dX1d Xy =0.

. .. S§—
Dies kann nur fiir alle "v; gelten, wenn

(BM=3) (M
D (u133 =0 fir M<-1 (5.96)

h—3M+3

gilt. Als néchstes multiplizieren (5.93) mit , werten (5.96) aus

und vollziehen den Grenziibergang h — 0. Dann wihlen wir alle iq;i,

fiir die 2% = 0 gilt. Es verbleibt
0 X3

BM-3) s s 4 S 8 s s
// p (Xl,XQ) V3 (Xl,XQ) XmdXQZO

Dies kann nur erfiillt werden, wenn

(3M-3)
p =0 fir M<-1 (5.97)

gilt. Wir schliefen daraus, dass @) > —9 gelten muss. Fiir alle zuléssi-
gen ; verbleibt nun

(1), 8
/// (21-2) k) O i (X) 8”1( X) 4%, dxya s =0,
0Xs  OX;
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(M) (M) M
mit UzS,QM 2= (>\+2M+u)%M8W Fiir die spemelleWahlvl_( ,-)
0X3 0X3
folgt
S ) S 2
i (X) i s s s
A+ 20+ 1) /// 0'ul 8u( X dX,dXydXs =0,
(9X3 8X3
was auf
(M) 8
0 ui (X M) s (M) s
#):O bzw. (uz)(X) U (Xl,XQ) fir M < —1
0X3
(5.98)
fithrt.

Schritt 2: @ =3M + K, M < -1, K € {-2,-1})

Wir wéhlen erst K = —2, vollziehen die gleiche Prozedur wie fiir
Schritt 0 auf Seite 74 und wiederholen sie anschlieflend fiir K = —1.
Nach Multiplikation von (5.93) mit h~*M =K Auswertung von (5.98)
und Grenziibergang h — 0, folgt entsprechend

(BM+K) (M+1)—
p YT 0 e Ke{-2.-1}, M<—1.  (5.99)

Multiplizieren wir (5.93) mit 2 3M =K werten (5.98) und (5.99) aus
und vollziehen den Grenziibergang h — 0, folgt wieder

(BM+K)
p =0 fir Ke{-2-1}, M<—1. (5.100)

Wir schlielen daraus, dass @@ > —7 gelten muss.

Schritt 3: Q@ =3M, M < —1, M fest)

Wir multiplizieren (5.93) mit A4 und werten (5.98) aus. Vollziehen
wir jetzt den Grenziibergang h — 0, dann verbleibt

3M) — s _ s s s s
// ( Uer,:«s) (X1>X2) 07 (X1, X2) dX1d X2 =0,
woraus o
3M) (M+1)—
p YT 0 fr M< -1 (5.101)

folgt. Jetzt multiplizieren wir (5.93) mit A3, werten (5.98) und
(5.101) aus und vollziehen den Grenziibergang h — 0. Wihlen wir
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dann zundchst alle zulédssigen Testfunktionen vr, fiir die

9% — () gilt, verbleibt
0 X3

(BM) s s 44 s s s s
// P (X1, Xa) %5 (X1, Xz) dX1d Xz =0.

Dies kann nur erfiillt werden, wenn

(3M)
=0 fir M<-—1 (5.102)

gilt. Wir schlieflen daraus, dass @ > —6 gelten muss. Testen wir nun
mit allen zuldssigen f}j, verbleibt

(M+1) 8 (M), 8

8 i (X s 0w
/// o o T ol G 2R
0 X 0 Xa

afi(X)

Xm ngng =0,

(M+1) _(M+1) (M) _ (M)
mit og;" = § ((A+2u+u’) 0 % 0w 4 )0udYy ) und

0X3 0 X3 aXa 8Xa
(M) (M+1)
2M d'uj 8 ss  (M+1)
o ):u Y2 % Firov; = wu; folgt aus
a3
(9Xa BXg

(M+1) _ (M+1)
1 / ’U,j 0 Uj
X5 0Xs

K (uj) B (u]) M) gy s M

+A s s
BX 8X 0X3 0Xs
oM gy s M+ oul s(M) g, s(M+1)
+ u ]s 4 . 3 =0
X, an 0Xa 0 X3
die Beziechung
(M+1)
P (M+1) s S
O g e, 0G0 = U R ) e <,
8X3

(5.103)
da alle Terme nichtnegativ sind.
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Schritt 4: @ =3M + 1, M < —1, M fest)

Wir multiplizieren (5.93) mit h=#"~2 und werten (5.98) aus. Vollzie-
hen wir jetzt den Grenziibergang h — 0, dann verbleibt

(BM+1) s s (M+2)—, 8 s _ s s s s
// P (X1,X2)  wuiz (X1, Xa) Ui (X1, X2) dX1d X2 =0,

woraus ( )
3M+1) (M+2)—
p T 0 i M o< —1 (5.104)
folgt. Wir multiplizieren (5.93) mit A3 ~! und werten (5.104), (5.98)
sowie (5.103) aus. Es verbleibt

+2)

6( (7 (JY)
/// 2M) _—
), &

(M ss, 3
L (X (X
+UéngH)( X) 0 u; E, ) | 9ui(X)

00X, 9 X

SS

5 a%’@ avz«fc)
0X, 0Xg

dX1dXodXs

3M+1 s S gs— S s S s
== // b (Xl,XQ) V3 (Xl,XQ)Xm dX2 (5105)

(M) M) (M) (M+2)
2M o 8 2M+1 ou; 0 :
mit a§3 ) = 1)\ Y 2 , ‘7((13 ) _ M—“g Y%  und
8Xa 0 Xa 0Xa 0X3

M M
s 1 (ol ot ol ) 5 o o u)
aﬂ ) + w s af + % .
X, 09X, 09X, 0 Xy 9 Xo 9 Xa

Haben wir bisher nur die ab Seite 52 formulierten Annahmen I),
IT) und V) ausgewertet, kommt an dieser Stelle die Annahme V')
zum Tragen. Danach soll die Reihenfolge der Operation Linearisie-
rung um den Verschiebungsgradienten H = 0 und der Operation
Grenziibergang h — 0 vertauschbar sein. Wiren wir vom lineari-
sierten 3D-Problem (A.41) auf Seite 204 ausgegangen, wiirde 0 =

(BM+1) s 5 g5 8 s s s
[[ P (X1,X2) vs (X1, X2)d X1 d Xy verbleiben, woraus in diesem
w
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(8M+1)
Fall p = 0 folgt. Mit der Forderung IV') soll dies nun auch fiir

den nichtlinearen Fall folgen, d.h. es soll

(3M+1)
p =0 fir M<-1 (5.106)

auch im nichtlinearen Fall gelten. Wir schlieflen daraus, dass @ > —5
gelten muss.

M
Wiéhlen wir jetzt die speziellen Testfunktionen vy = (ui), folgt aus

(5.105) unter Beachtung von (5.98) und (5.103)

(1) (M) (M) (M)
// aU ,0 U 0 U; 00U
+ 4
L0Xe 09X, 90X, 0Xa
(M) (M) (M) (M)

90X 0X50X5 | 0 X4

Da alle Terme dieser Gleichung nichtnegativ sind, kann diese Gleichung
nur erfiillt werden, wenn

(M)
o U;

0 X

=0 fir M<-—1 (5.107)

(M)
gilt. Dies bedeutet, dass U; konstant ist. Zur weiteren Auswertung be-
nutzen wir jetzt die Forderung II7). Aus den Starrkérperfesseln (4.61)

(M)
folgt aus (5.107) sofort U, = 0.

Multiplizieren wir die Stiitzrandbedingung (5.72) mit h=™, verbleibt

(M) (0) (0)
fiir h — 0 die Beziehung Us (Z1, Z2) = 0. Daraus folgt

(1) (0) (0)
Us =0, fir M<—1, falls (Z1,2) €w (5.108)

(0) (0)
gilt. Damit gilt, falls (77, Z2) € w

W =0 baw. W =0 fir M<-1 (5.109)

(0) (0)

Als vorldufiges Zwischenergebnis kénnen wir, falls (77, Z2) € w gilt, fiir das

79



gemiB (5.71) asymptotisch entwickelte Verschiebungsfeld angeben®:

N
s s s . (-1, s s s (A) s s s
wi(h; X1, X2, X3) = b~ Cuy (X1, Xo, X3) + > b ui (X1, Xa, X3)

A=0
+O(RN T mit N € N. (5.110)
Schritt 5: Q@ = —4)

Nach Multiplikation von (5.93) mit h°, Auswertung von (5.110) sowie
(5.103) und Grenziibergang h — 0 verbleibt

(-4) 8 s g— S S (0)— S S s s
0= [[ 7P X)X (3, Ky K d Ko,

. .. S85—
Dies kann nur fiir alle "v; gelten, wenn

—4 _
D050 g M< -1 (5.111)

gilt. Als niichstes multiplizieren (5.93) mit h?, werten (5.111) aus und
vollziehen den Grenziibergang h — 0. Es verbleibt

(-4) s s 4. 8 8 s s
// p (Xl,XQ) U3(X1,X2) XmdXQZO

Dies kann nur erfiillt werden, wenn

—4)
D20 e oM< -1 (5.112)

gilt.

Schritt 6: Q@ = —3)

Nach Multiplikation von (5.93) mit k%, Auswertung von (5.110) sowie
(5.103) und Grenziibergang h — 0 verbleibt

(=3) 8 S gs—, S S _(0)— S s s s
02// P (X1, X2) v (X1, X2) ui,3(X1, X2)d X1 d Xs.

. .. S§—
Dies kann nur fiir alle "v; gelten, wenn

(=3) (0)—

P s =0 (5.113)
Die weitere Vorgehensweise ist identisch mit Schritt 3, wenn die Un-
gleichung M < —1 durch M < 0 ersetzt wird. Insbesondere gilt (5.102)
und (5.103) jetzt fiir M < 0.

(0) (0
"Wir zeigen spiter in Formel (5.125) auf Seite 85, dass (Z1, Z2) € @ tatsichlich gilt.
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Schritt 7: Q@ = —2)

Nach Multiplikation von (5.93) mit h~?, Auswertung von (5.110) sowie
(5.103) fiir M < 0 und Grenziibergang h — 0 verbleibt die Gleichung

[ i

+U&31)(X)

0w (X)) 98X

0 X, 0 X3

S

0 (X) 03X
X, 0Xs

=2 x

+ P dX1dX,dXs

S

2) ss— (10— s s
of Xl,Xz)uz,3(X1,X2)+ V3 (Xl,Xz dX1dXo

wobei die Spannungsterme durch (5.105) definiert sind, wenn dort
M = —1 gesetzt wird. Mit der gleichen Argumentation wie fiir Q =
3M + 1 mit M < —1 folgern wir jetzt mit M < 0 analog zu (5.106)

p =0 (5.114)
und analog zu (5.109)

W0 baw. Q=0 (5.115)

(0) (0)
Als neues vorldufiges Zwischenergebnis konnen wir, falls (7, Z3) € w gilt,
fiir das gemif (5.110) asymptotisch entwickelte Verschiebungsfeld angeben:
S S
@Wxngxg }:h XM&J@+OWMH mit N € N.
(5.116)

Schritt 8: @ = —1)
Nach Multiplikation von (5.93) mit h~?, Auswertung von (5.110) sowie
(5.103) fiir M < 0 und Grenziibergang h — 0 verbleibt die Gleichung

S8— 1 S s
0= // <Uz X17X2)§M),3(X1,X2) + 3 (X1 Xz) dX1dXo
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Wollen wir jetzt wieder die Forderung IV') erfiillen, muss

(5.117)
gelten.

Schritt 9: @ = 0)

Werten wir in (5.93) die Formeln (5.116) und (5.103) fiir M = —1 aus
verbleibt nach dem Grenziibergang h — 0:

/// 933 X) 8%1)( X) 0l X)
‘733 s
0Xs  9Xs X
s [osX) oun(X)on(X s s s
Lo | LX) QuX) 0ulX) | % %, ax,
0X;  0Xa 0X3

(0) s s ss—, 5 3
:/ p(Xl,X2)<U3(X1»X2)

S8—

+ v; (Xl,XQ) %le),g(Xl,Xg)) d)él d)gg (5.118)

(0) (0) (0)
mit U:(’,g) = <6ua + 2 8uj 8uj )

0Xa 8Xa6Xa

+ (A4 +2u) ous | 185‘13) 85‘1])
0X3 BXg 8X3

© (1)
und 09 = 4 o4y | ok, 9 9uj |
“ i)

Xo O0X3 0Xa0dXs

Wihlen wir jetzt in (5.118) alle 0y, fiir die 8—%5 = 0 gilt, verbleibt
0 X3

0) s S ss—, S ol
0:/ p(Xl,X2)<v3(X1,X2)

55— S H—-,3

S S
+ UZ (X17X2> ul)73(X17X2)> XmdX27

woraus mit V') wieder

(5.119)
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folgt. Nun wiihlen wir in (5.118) alle ¥;, fiir die @ = 0 gilt. Es
0X3
verbleibt unter Beachtung von (5.119)

ss , S (1), s ss, 3
/// O'ég)(X) 8v3(SX) + OU3(SX) avg(SX)

(0)
Ugg(X)au?,( )3113( X)
0 X, 3X3

s s s
dX1dX,dX3=0.

Diese Gleichung ist nur dann fiir beliebige zuléssige 03 erfiillt, wenn

0
(0) D3 0 93
59 Hai* +o i ey =0 (5.120)
3 «

gilt. Um dies einzusehen, wihlen wir Testfunktionen 0, mit

ss X3 s s s s
Ui:/ pi(X1, X2,y)d X1 d X2 dy,

1
2

S
wobei @; bei X3 = :I:% verschwinden sollen. Mit diesen Testfunktionen
konnen wir Variationsgleichungen der Gestalt

// fi(X a”Z )XmdXQng—O
0 X

immer auf die Form [[[ f;(X)pi(X)d X1 dX2d X3 = 0 bringen, so
Qs

S
dass fiir beliebige, bei X3 = :l:% verschwindende ; sofort f; = 0
folgtF.

Von (5.118) verbleibt nun fiir beliebige zuliissige 0;

ss , 3 (0),s ss , 3
s 0o (X dug(X) 0vg(X
[ [t 20, o
0s an aXa an
o, 50X a5(X) | s s s
+033 (X) 5 5 dX1dXodXs=0.

0X3 0X3

5Siehe auch Ciarlet in [24] S. 37.
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Zur Erfilllung dieser Gleichung fiir beliebige zuldssige Dy TUSS

(0) (1)

ou ou
O-gg’)) 5045 + sﬁ + Uég) SB =0 (5121)
0X, 0X3
gelten. Die Formeln (5.120) und (5.121) bilden ein nichtlineares Glei-
(1) (1) (0)
chungssystem zur Bestimmung von 2% d. h. 2% hingt nur von 8“5
0 X3 0X3 0Xa

ab.

Schritt 10: @ =1)

Multiplizieren wir (5.93) mit h~%, werten die Formeln (5.116) und
(5.103) aus und vollziehen Grenziibergang h — 0, verbleibt mit

0
0) _ o1 L 10W o0 o) 10 ol
Uaﬂ - )\ s + 2 s s + s + 2 s s
dX, 0X,0X, 0X3 X3 0Xs

(0) (0) (0) (0) (0) 0) (0)
8ua : : ou / /

+ ! ;_*_%au; Busz 5a,@ 3’6 8usa 8usZ 8usZ 7
0Xq 0Xp 00Xy 0Xa 00Xz 9Xa0Xp

@ 1 @ 5@ a0
ol = A Lt DU 0N ) (N gy 2y |2y 20
0Xa 0Xa 0Xa 0 X3 0X3 0X3

(1) (2) (1) () (0) (2
1 . j ] y 1 . .
und Uég) = pu | Qua g ua g Og OUy DU Oy ) g Gleichung
0Xa 0X3 0Xa 0X3 0Xa 0X3

(2),s ss, 3
S Guz X avi X
[1f [ (o2t oo
2 0Xs | 09X,
W, o [a8X)  au(X) atiX)
+033 (X) s + s s
9 X 0Xs 0Xs
05 [ 28X | 2uX) o)
+Ua3(X) S + s S
0X,  0X, 0Xs
w,o [a0X)  aW(X) aX)
+Ua3(X) s + s s

0X3 0X, 0X3
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dX1d X, dXs

1) s s ss— S s
=//p<X1,X2> o (X1, X)

s 1)— s s

+ 85;(§1,X2)&i),3(X17X2)> d)?l dXs'Q- (5.122)

Da im linearisierten Problem fiir die spezielle Wahl 52 =0 und 8—125 =
0X3

0 die linke Seite dieser Gleichung verschwindet, fiithrt dies wegen V')

wieder auf

(1)
p =0. (5.123)

Unter Beachtung der Definitionen fiir ag)) und Jgg auf der vorheri-

gen Seite und auf Seite 82, sowie (5.103) fir M = —1, (5.120) und

S SS S S
(5.121) wird aus (5.122) fiir die spezielle Wahl 0;(X) = V;(X1, X») die
nichtlineare Variationsgleichung

© s s [0VR(X, X
//(ﬁKUmh&» 3(§2)
/. 0X,
0 s s\ [oVy(X. X
o (Utk, ) | PEELR)
X,

0 s s ss s s
(X1, X (X1, X so3
9 X, 90X,

(0)

Wir suchen solche Losungen U des obigen Variationsproblems, die au-
Berdem die Verschiebungsrandbedingungen (5.72) und (4.61) erfiillen.
Dieses Problem hat im allgemeinen keine eindeutige Lésung. Die ein-
zige physikalisch sinnvolle Losung eines solchen lastfreien Zustands ist
jedoch

(0) 0 0

Ui=0 bzw. gul) =0 bzw. (u) = 0. (5.124)
Damit erhalten wir aus (5.73) fiir A — 0 unter Beachtung von Defini-
tion (5.53)

, 00 (0) (0)
R =7Zy2Zy bzw. (Z1,Z2) €0 C w. (5.125)
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Als Zwischenergebnis kénnen wir fiir das geméf (5.116) asymptotisch ent-

wickelte Verschiebungsfeld angeben:

N
s S S S A S S S
wi(h; X1, Xo, X3) = Zh“‘ (ui)(Xl,XZ,Xg) + 0Nt mit N e N.
A=1
(5.126)

Mit Hilfe von (5.125) schreiben wir jetzt statt (5.6)

5 s E 5 1 © 0 () 5
Zo(h) + thn <h; Zy(h), Za(h), 2) ~Za=0 mit ZaZe=R:. (5.127)

Weitere Auswertungen im Schritt 10:

(1) (1)
Aus (5.120) folgt nun 2% = 0 und aus (5.121) 2% = 0. Dies
8X3 8X3

lasst sich zusammenfassen zu

8(72 8(112 (1), s 1) s s
— =0 bzw. — =0 bzw. wu(X)= U(Xy,X>). (5.128)
0X3 0X3

Von (5.122) verbleibt wegen O',L(jq) = 0 die Gleichung

] (st
Qs an
OIS QALICI) NS SFP S

+Ua3 S
0 X3

die nur erfiillt werden kann, wenn US) = 0 gilt. Dies ist gleich-

bedeutend zu

2) (1)
dus _ - A 5 LA (5.129)
0 X TG X
(2) (1) (1)
s 2) s s s
a‘ff _ _L“S?’ brw. (X)) = Un(X1, Xa) — X an’ . (5.130)
0 X3 X, 0 Xy
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Schritt 11: @ =2)

Multiplizieren wir (5.93) mit h=%, werten die Formeln (5.126) und
(5.128) aus und vollziehen Grenziibergang h — 0, verbleibt

0? s 90X
/// O LI O L
8X3 8)(3
ss , S
X s s s
+a§2(5{)8”ﬁ£) d X1 dX,dXs
8 X,

(2) 5
= // (Xl,XQ) ’Ug (Xl,XQ) dX1 dXQ, (5131)

w

mit
(1) (2) (1)
0 ug
SR DY G IS P
X, 9X; 0 Xy
ol ol
i +
8Xa 8Xg
w4+ 2u 88,3 Mlal(}i 5
S s aB
A+M’+2M6X7 29X,
a&lﬁ) D41,
i + ,
8Xa 8Xg
(2) (1) (1)
U%) _ 8’11;& +18 3u3
00X, 8Xa8Xa
(3) (2) ,(2)
+<)\+ul+2,u> Ous %81? 81? und
8X3 0X30X3
(2) (3) s(1) 5, s(2)
o o ou. ’ ou’
o = n| e+ S

(0%
0%, 0%, om0
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Wiihlen wir jetzt in (5.131) alle 0;, fiir die ‘9—15’5;’ = 0 und vy = 0 gilt,
0X
folgt sofort ’
(2)
p =0. (5.132)

(1)
Fiir die Wahl 53 =0 und 52 = U, ergibt sich

(1) (1) (1)

'+2u AU Uy | OU,
[t
; mrelagx,  0X, | 0Xa

1 U, s
+on| Tt 2 dXidXs =0,
X, 0Xp Xo 0Xp
was nur fur
oU,
=0 (5.133)
dXg

erfiillt werden kann, da alle Terme nichtnegativ sind. Aus dieser Be-
dingung folgt unter Beachtung der Starrkorperfesseln (4.61)

=0, (5.134)

so dass aus (5.129)

(2), s (2) s s

u3(X) = Us(Xa, Xa) (5.135)
folgt. Aus der verbleibenden Gleichung folgt

(3) &)

0 Ug, oU.

0533) =0 bzw. us =— 33 und (5.136)
0 X3 0 X,

() (5.137)

Dividieren wir (5.127) zuerst durch h, erhalten wir fiir A — 0

(1)

Zo = 0. (5.138)
Wird (5.127) danach durch h? dividiert, ergibt sich fiir h — 0
(2 (2 () () a(Uli( X1, Xa) (2) (0 ()
Za:—ua(Zl,ZQ,l/Q): —s’ —Ua(Z17Z2).
20 Xa s O s (0
(X1=71,X2=22)
(5.139)
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Wir halten als Zwischenergebnis fest

1 s s
(2) s S S 6U3(X1,X2)

Ja(h;)?b)?m)?:&) =n? | Ua(X1, X3) — X3 5 +O(h?),
00X,
(5.140)
s s s s 1) s s 9
’LL3(h;X1,X2,X3) :hUg(Xl,X2)+O(h ) und (5.141)
s (0) DU ) 2 © ©
Zo(h) = Zo + 12 | 22320 22) — Un(Z1, Zs
20X, s (0 s (0)
(X1=21,X2=22)
3 (9 (9 )
+0O(h’) mit Z,Z, = R7. (5.142)
Die Randbedingung (5.72) hat jetzt die Gestalt
0 = us(h; Zi(h), Za(h),1/2)
(1) (0) (0) )
= hUs(Z1,Z2) + O(h?). (5.143)
Dividieren wir diese Gleichung durch h und bilden h — 0 folgt
(1) (0) (0)
Us(Z1, Zs) = 0. (5.144)
Entsprechend folgt aus den Starrkorperfesseln
(2) (2 (2)
U1(0, Ra) = Ua(R4,0) = Us(—R4,0) = 0. (5.145)

Schritt 12: @ = 3)

Multiplizieren wir (5.93) mit h~%, werten die Formeln (5.140) und
(5.141) aus und vollziehen den Grenziibergang h — 0, verbleibt

(3 s s g5 8 8 s s
/ p(Xl,Xg) V3 (Xl,Xg) XmdX2
0 X (X
/// oAy G VB0 4 o3 (i 910
8X3 8‘XS
dX1dXsdXs. (5.146)
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Fiir die Wahl 0, = 0 und a—i‘s‘ = 0 folgt auch hier
0X3

p =0. (5.147)

Jetzt folgt fiir e = 0 und beliebige zulédssige 03

o) =0, (5.148)
Damit gilt
0ss = h2l)+ 0%, (5.149)
oy = h3aé33) +O0(hY) und (5.150)
oy = hioly +O(hd). (5.151)

Schritt 13: @ =4)

Multiplizieren wir (5.93) mit h~9 und werten die Formeln
(5.140), (5.141), (5.148) und (5.146) aus, verbleibt nach dem Grenz-
iibergang h — 0 die Variationsgleichung

4) s s ss— S s s s
//p(X1,X2) Vs (X1, X2)d X1dXo

ss , S (1),s ss, 3
:/// O'E?(X)OU/B(X) +0_/2203(X)(9U3(X)8U3(X)
Qs

0 X, 0X5  0X.,
0 (95X 0wX) 0HE) | | w3 0ba(X)
+ % (X) s + s s + % (X) B
+O_§§)(s) 81}3(8X) aU,g&X)C{)Ul(SX) d)gld)?gd)?g.
0 X3 0X3 0X3
(5.152)

In dieser Gleichung kann die rechte Seite nicht durch geeignete Wahl von
nichttrivialen Testfunktionen zu Null gebracht werden. Dies gilt auch fiir
das linearisierte 3D-Problem, so dass hier die Forderung IV') keine weiteren
Vereinfachungen bringt. Damit gilt

p=h'p, (5.153)
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womit auch die Skalierungsvorschrift (5.78) gerechtfertigt ist. Fiir (;5) #0
sind auch die fithrenden Terme der Verschiebung von Null verschieden. Dar-
aus folgt, dass die fiihrenden Terme von 1, von der Ordnung h sind und
dass die fithrenden Terme von u, von der Ordnung h? sind, so dass die
durch (5.76) und (5.77) beschriebenen Skalierungsvorschriften gerechtfertigt
sind.

Durch geeignetes Testen erhalten wir zwei Variationsgleichungen, die nur

(2) (1)
noch von den fithrenden Termen U, und Us abhédngen. Auflerdem haben wir

mit (5.149) bis (5.151) die Skalierungsvorschriften fiir die Spannungen (5.82)
bis (5.84) bestétigt.

Wir zeigen im néchsten Abschnitt, dass wenn wir die Testfunktionen
ebenfalls wie (5.76) und (5.77) skalieren, die Gleichungen der fithrenden
Terme der asymptotisch entwickelten und nach (5.76) und (5.77) skalierten
Verschiebungen, den von Kdrmdn’schen Gleichungen entsprechen.

5.4.4 Herleitung der von Kdrmdn’schen Gleichungen unter
Anwendung der Skalierungsvorschriften

Durch (5.140) und (5.141) motivieren wir die Einfiihrung skalierter Verschie-
bungen ;, die den Gleichungen (5.76) und (5.77) geniigen, d. h. zwischen
den transformierten Verschiebungen w; und skalierten Verschiebungen i; be-
stehen die Beziehungen usa = h? ziz und 153 = hvfg Genauso lésst sich durch
(5.153) die Einfiihrung einer skalierten Randlast P geméB (5.78) motivieren,
nach der p = h4p gilt. Damit werden iiber die drei Skalierungsvorschriften
(5.76), (5.77) und (5.153) die transformierten Groflen gerade durch dieje-
nigen skalierten Groflen ersetzt, die fiir den Grenziibergang h — 0 nicht
verschwinden.

Skalieren wir jetzt die Testfunktionen, entsprechend der Forderung V'),
genauso wie die Verschiebungen, konnen wir mit den Vorschriften (5.76)

und (5.77) skalierte Testfunktionen ; einfiihren, die im Gegensatz zur For-
mel (5.86) zu den transformierten Testfunktionen in folgenden Beziehungen
stehen:

s S s S 9 ss .8 S S
Ua(h;Xl,XQ,X;;) = h Ua(Xl,XQ,Xg)) und (5154)
s S s S ss .S S s
Ug(h;Xl,XQ,X3) = h 1}3(X1,X2,X3). (5155)

Statt (5.93) erhalten wir aus (5.87) auf Seite 72 unter Verwendung von
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(5.77), (5.76), (5.78), (5.82), (5.83), (5.84), (5.154) und (5.155)

ss S S 8857 h)? )2 S§—
h5//p(X1,X2) 1+h Ug( 7517 2> U3 (Xl,Xg)
0 Xs

0% (h; X1, X3) s s s
—|—h3 Ua( L, 2) Ua(Xl,Xg) dXi1dXo
5X3

s ///g,g;.m; % aéi(j{) J 200 X) aéé(jo
o 2 X, 0X, 00X,
8ua(h X)(?va( X)

8Xk 8X

W2 | dX1dXod Xs. (5.156)

Bevor wir die konkrete Gestalt der skalierten Spannungen o®® angeben, de-
finieren wir noch iiber die skalierten Verschiebungen (5.76) und (5.77) die

skalierten Verzerrungen é’jj, fiir die mit (5.68)
h 9 h ss
Gop(h; X) = h Gag(h X), Gaz(h; X) = hGa3(h; X) und
h ss
Gas(h; X) = Giaglh; X) (5.157)

SS
gilt. Dabei lésst sich G durch

ss [0] [2]
Gij(h; X) = Tij(h; X) + h*1'y(h; X) (5.158)

[O] 1 Si' SS' SS SS [2] 1 SZ{ a SS
Py, — L Ou Oup  OusDus ) g, = 53“8 %8 (5.159)
0X; 0X; 0X;0X; 0X;0X;

darstellen. Die skalierten Spannungen haben dann unter Beachtung von
(5.69) speziell fiir die (100)-Orientierung die Gestalt

s [—4] s (—2] s [0] s (2] s
o (h; X) = h™* 2i(h; X) + b2 Bi5(h; X) + X45(h; X) + b2 345(h; X)

)

—4
<Uij>( X)+h” 3

0) s
1 EH(X) + O(h),

(=3) <—2>

—1) s
JZJ( )+h_ v

_ h_4 ( ; )h_l Ojj (X)

(5.160)
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denn es gilt
ss -9 h —2 h h ! I h
TaB = h™%oa3 =h AG33008 + | AGyy +1 Gaa | 0ap + 210 Gop

= W2 AGH g + (MG, + WG Bus + 201G,

o 0 2] [0] , 10l [0]
=h"“AT'33 5046 + | A |33 +F’Y’Y +u F% (Saﬁ +2u Faﬁ

NN 2
+h )\F,W—I—,u F% 50[/3—{—2/11_‘@5

IS I I (5.161)
=:h Ea,@+2aﬁ +h Eaﬁ,
S8 -3 h -3 I -2 S8 -2 g 2
On3 = h ™2 oa3=h"2uGas=h 2,uGa3 =h"“2ula3 +2u T3
(5.162)
NS
=:h a3+ 2a3

und

Ss —4 h —4 / h h
o83 =h4ahs = h </\+2M+M>G33+)\Gm

= (A 2 1) G35+ RTIAGE,
[0] (2] (0] 2]
=h4 (/\ +2u+ u’) I'g3+h 2 ((/\ + 20+ u’) T334\ F,m) +AT00
[—4] =

= h 4 Y33 +h 2 Y33 4 X33
(5.163)

Setzen wir die obere Zeile von (5.160) in (5.156) ein und sortieren nach
Potenzen von h, erhalten wir

S S
s s AUz (h; X1, X _ s s
h5//?5(X1,X2) A 2L 2) D5 (X1, Xo)
/| 0 X5

S S
858_ h: Xq. X _ s s s s
+h3 ta ( i 2)85a(X1,X2) d X1 dXo
0 X3
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[—4] s 55 S 58 S
2 9 Xs e

(~2] s ss, 3 ss o 3 ss, 3
Lp2 S (h: X) avk(SX) +8U3(fi, X)@v;g(s )
an 0 Xy an
-4 X)085(X
+ Sa3(h; X) a“‘“(z’ ) 9l )
0 X3 0 X3
(0] s ss , S ss o3 ss, 3
X, oX, X
=20 s (ot (h: X) 0 (X
45y (s ) [ LtellsX) 00elX)
X, 09X,

+h8 [ S5(h; X

(0] s 88 o S ss , S

[2] S S S
1 | 25k X) (8““(h X)avo‘( )> dX1dXsdXs. (5.164)
90X, 0X;

Fiir h — 0 verbleibt fff 033 <1+ 8“3( )) t%a( )dX ng dX3 = 0.
8X3 8X3

Die Gleichung kann nur fiir beliebige 03 erfiillt werden, wenn

(0) (0)

(0)
10 0 0
1+5u83 LR AL
0X3 ) 0X3 0 X3
(0,L)
gilt. Da aus dem linearisierten 3D-Problem 9 “3 = 0 folgt, lautet die Losung
8X3
wegen der Forderung V') auf Seite 52
(0)
8 us
— =0, (5.165)
0 X3
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was auch die einzige physikalisch sinnvolle Losung ist. Dieses Ergebnis
stimmt fiir ¢ = 3 mit (5.128) tiberein.
Dividieren wir (5. 164) durch h, verbleibt jetzt fiir h — 0 die Gleichung

fff 8;)3()() Xm ng dX3 = 0. Sie kann nur erfiillt werden, wenn
3
(1)
0
e R (5.166)
0 X3

gilt. Dieses Ergebnis stimmt mit (5.129) iiberein, wenn das Resultat (5.134)
ausgewertet wird. Damit kénnen wir statt (5.160) auch

s _9) s _1) s 0) s
oS X) =2 o (X) + 7L 5 (X) + on(X) + O(h)  (5.167)
schreiben.
Als néchstes dividieren wir (5 164) durch h? und bilden h — 0. Fiir
03 = 0 verbleibt fff 8va(X) Xm ng dX3 = 0, woraus
0X
(0) (0)
d D Uq
BT g (5.168)
0Xq 0X3

wird. Diese Gleichung entspricht dem Resultat (5.130). Damit ist bereits
gezeigt, dass die skalierten Verschiebungen fiir h — 0 ein Kirchhoff-Love-
Verschiebungsfeld bilden. Die letztlich verbleibende Gleichung lautet

fff (T avs( X) Xm dXz ng = 0. Sie ist nur erfiillt, wenn
BX

2 0 0) (0
Ol A Db 1200+ )+ 04 Dby (5.169)
gilt. Fiir die skalierten Spannungen gilt statt (5.167) demnach
-1 0
o35 (h X) = bt 5 (X) + 60(X) + O(h). (5.170)

Im vorletzten Schritt dividieren Wir (5 164) durch h3 und bilden wieder
h — 0. Fir vg 0 verbleibt jetzt fff 0’ 8va( X) Xm ng ng = 0. Dies
BX

kann nur erfiillt werden, wenn auch %2 ein Kirchhoff-Love-Verschiebungsfeld
ist, d.h. auBer der Bedingung (5.166) auch der Bedingung

= =0 (5.171)




geniigt. In gleicher Weise folgt aus der verbleibenden Gleichung
(3) (1) (1) (1)

au3 — A aua 12()\+,U,>—|—/,L 8u3 8U3 (5 172)
ox, At g A2t 53 5%
so dass schliefllich
S 0 S
o3} (h: X) = 0,)(X) + O(h) (5.173)

folgt. Wenn é@} nicht verschwindet, ist diese Grofle der fithrende Term der
skalierten Spannung.

Im letzten Schritt dividieren wir (5.164) durch h* und bilden h — 0. Es
verbleibt

//pss (X1, X2) 03 (X1, Xo)d X1 d X,

(0)
/// o0 8vk(s )+5u3( )3”3( X) dX1dXydXs. (5.174)
) an 8X

Schrinken wir unsere zuléssigen Testfunktionen auf solche ein, die ent-
sprechend der Forderung V') wie die fithrenden Terme der skalierten Ver-
schiebung ein Kirchhoff-Love-Verschiebungsfeld bilden, d.h. der Bedingung
81513 _ 31)3

- = geniigen, verbleibt
0 X3 8XZ-

s f S iss—, S8 s s
//p (X1, X2) v3 (X1, X2)d X1dXs

ss , 3 (0) ss, 3
:///ag};(x') 8va(8X)+3u( )81}3(SX) dX:dXod X5, (5.175)
s 0X5;  0X. X4
mit
(0) 0
0 _ 2u+ D uy 0

1 9ty Oty
Pap = A+ 20+ o B 9 3 s 5045
TR \ax, “0X,0X

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)
L K PP L L -
0X, 0X,0Xg4 0Xe 0X5 0Xo0X,

(5.176)

Ein Vergleich mit (5.26) zeigt, dass der gefundene Zusammenhang zwischen

den fithrenden Termen der skalierten Spannungen Ugg und der skalierten
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(0)
Verschiebungsgradienten 94 dem auf klassischem Wege hergeleiteten Ma-
0Xg
terialgesetz fiir diinne Platten moderater Durchbiegungen entspricht. Be-
merkenswert ist auflerdem, dass die Spannungskomponenten J§?> fir diese
Wahl der Testfunktionen in der schwachen Formulierung iiberhaupt nicht

mehr auftreten.

Fiir beide Kirchhoff-Love-Verschiebungsfelder schreiben wir nun

3 O s s 0) s s s U 3 XS—
S?Z(X) = Us3(X1,X2) und 1<LOO>[(X) = Uq (X1, X2) — X3 M
0X,
(5.177)
sowie
ss S 88 S S ss S ss s s s S8 S )é
v3(X) = V5(X1,X2) und  v,(X) = Vo (X1, X2) — X3 o Vs( ;, 2)
00X,
(5.178)

Setzen wir (5.178) in (5.176) ein und wéhlen ‘S/Z = 0, verbleibt

1
2 ss s s
s s s s oV.(X.. X s s
0:// /ag(xl,XQ,Xg)ng a(—sl’Q)Xmng. (5.179)
90X

w

SS

Wiéhlen wir hingegen in (5.176) V,, = 0, verbleibt

//pss(Xl,XQ) V;J,(Xl,XQ)Xm dX2

2 NI
L] [ ottt e, | 2lictoatict
/. 0 X X5

; 02 V3 (X1, X
S S S S S S S
- /a<(2(X1,X2,X3)X3dX3 TVXLXo) | )% 4%, (5.180)
1
- 2

S S

0X00Xg

e

Analog zu (5.29) und (5.30) lassen sich auch hier die fithrenden Terme von
skalierten Schnittkraft- und Schnittmomententensoren definieren, so dass
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(5.179) und (5.180) auch durch

s 8V X1, X
0_/ N Xl,XQ ( EL 9Va(X1, X2) d X, d Xy (5.181)
0X5
und

//pss(Xl,XQ) V3(X1,X2)d X1 dXs

w

(0)
-] Ngg();bX)aUg(Xl,X2>a%<X1,X2)
0 X4 0 X4

w

S 2 S S
—M”(Xl,X)M dX1dX, (5.182)
0Xe0Xg

beschrieben werden konnen. Beide Gleichungen bilden analog zu (B.4) und

(B.6) die schwache Formulierung eines Feldgleichungssystems, dass nur noch
(0)

von U; abhéngt. Die zugehorigen Differentialgleichungen lauten

N Py O ol
W0 und —— 4 Nyg—— = —p*. (5.183)
9 X5 0Xa0Xg 0 X0 0Xg

Die Randbedingungen fiir das Randwertproblem ergeben sich aus den glei-
chen Umformungen, wie sie im Anhang Abschnitt B.1.2 dargestellt sind. Wir
erhalten

R (0) R s s
N, Naﬁnﬁ =0 V(Xl,XQ)an, (5.184)

R R c v A
SaNagnﬁ =0 V(Xl,XQ)an mit (Xl,XQ)#<R ,0),

(X1, X3) # (0, RY), (X1, Xs) # (—RA,0)(5.185)

(0) s s
ni Magnff = 0 V(Xi,X3) € 0w und (5.186)

(0) ©) (0) 9sh (0)

M, sB Mg nf
0 — ﬁnR+nRNgsgaaU3+ aﬁ i

dXgs 5 5

V(X1, X2) € Bw. (5.187)

(0)
Ist U; bekannt, sind auch N, gg und M (i(g bekannt. Analog zu (5.56) ldsst sich
(0)

045 gemiB (5.176) auch durch die Schnittkréfte und -momente ausdriicken.
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Es gilt
< & S 0, S 8 s 0,5 S
UQB(XlaX27X3) = Na,@ (Xl,Xg) + 12 X3 Maﬁ (Xl,Xg). (5188)

Um auch o;5" fiir bekannte U; aus der schwachen Formulierung zu gewinnen,

miissten wir in (5.174) Testfunktionen 0; zulassen, die kein Kirchhoff-Love-
Verschiebungsfeld bilden. Es lésst sich jedoch zeigen, dass zur Erfiillung von

(0)
ol =0 in Qwx] — 1/2,1/2[ die Erfiillung von Magsnf} in dwx] —1/2,1/2]
notig ist[24]. Dies ist im allgemeinen nicht moéglich. Im hier betrachteten Fall

(0)
lasst sich Mg ng auf dwx] — 1/2,1/2[ nur fir isotropes Material erfiillen.

Wir kénnen uns deshalb nur ein agg = ( beschaffen, welches am schmalen

Plattenrand nicht die 3D-Randbedingung erfiillt. Das Vorgehen ist identisch
900 (&

zum Abschnitt 5.3.7 bei der klassischen Herleitung. Aus LS(X)

0X

J

= 0 folgt

0y s s
0 s 5 s 1 s \2\ 0 M,s5(X1, X
0£a>3(X1,X2,X3) =6 (4 - (X:s) ) M (5.189)
0Xp
und daraus schliellich

S S S
Uég) <X17 X27 X3)

0) s s
1 s 2 s (0) s s (0) S S 82U X ,X
- (4 — X3 ) 2(X3 Nog(X1, X2) + 3Ma6(X17X2)>M

0Xq0X

s 3 s 2 1 ss S s
+ 1 2X3 1 X3 35 p(Xl,XQ). (5190)

5.4.5 Reskalierung, Identifizierung der klassischen Platten-
groflen

Wir kehren jetzt ins urspriingliche Koordinatensystem zuriick. Dazu be-
trachten wir die Skalierungsvorschriften (5.64), (5.76) und (5.77) sowie die
Beziehungen (5.61) und (5.65). Es gilt

9 8§

e (X) = i (h; X) = 1in(h; X) = B2 i (h; X)
und . .
us(X) = s (h; X) = 1is(h; X) = hiz(h; X).

Zusétzlich definieren wir jetzt die Verschiebungen

ul (X) == huz(X) = hus(X) (5.191)



und
2) s 0), 5
ul (X) := h? &;(X) =h? &i(X), (5.192)

die wir als Verschiebungen des von Kdrmdn’schen Plattenproblems identifi-
zieren konnen.

Aus der asymptotischen Entwicklung des urspriinglichen 3D-Problems
folgt nun

B (hs X) = hisy(h; X) = h (%?3(5() + O(h)) — hin(X) + O(h?)

LX) + O(?) (5.193)
= UT (X1, X3) 4+ O(h?)
= uj (X) +O(h*) = O(h)

und
h . ;9 8S .372<0>3 72<0>S 3
ua(h; X) = h*ug(h; X) = h* [ ua(X) + O(h) | = h* us(X) + O(R°)
O s s s aUy(X, X)
= B2 Ua(X1, Xo) — h? X3 22022 1 O(h?)
0 X,
P
_ Uf(X1,X2) _ Xsw + O(h3)
0X,
=ul(X) + O(h®) = O(h?).
(5.194)

Dabei gilt entsprechend der Bezeichnungen im Abschnitt 5.3 Us = W bzw.
UP = WP, wobei wir zur Unterscheidung zu den Grofen des Original-3D-
Problems die Plattengréofien mit einem oberen Index P versehen.

In gleicher Weise konnen wir nun auch die mit der Plattentheorie be-
rechneten Spannungen als die fithrenden Terme der formal asymptotischen
Entwicklung interpretieren. Wir erhalten

0ap = oy +O(0) = O(h?), 0a3 = 043+ O(h?) = O(h?) und
o33 = ol +0O(Y) =0, (5.195)

Bemerkung

Hétten wir ein 3D-Problem formuliert, in dem statt der Span-
nungsrandbedingung o,3 = 0 die Verschiebungsrandbedingung
8153)8() = 0 in dwx] — h/2,h/2[ gefordert wird, wiirde fast das
gleiche Plattenproblem resultieren. Es ergeben sich die gleichen

Verschiebungs- und Spannungsfelder. Der einzige Unterschied
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0
ist, dass sich (glé aus der schwachen Formulierung herleiten lésst.
In diesem Fall gilt

Oa3 = oby+0(h*) =0(R®) und
o33 = ok +O0(h%) = 0.

Die am Rand resultierende Spannung 053 liesse sich dann als die-
jenige Spannung interpretieren, die notwendig ist, um den Rand
in 33-Richtung unverzerrt zu lassen.

5.5 Zusammenfassung und Folgerungen zur An-
wendbarkeit der von Kdrmdn’schen Platten-
theorie

Betrachten wir als Ausgangspunkt das nichtlineare 3D-Problem einer diin-
nen elastischen Platte aus Saint- Venant—Kirchhoff’schen Material, die frei
abgleitbar auf einer starren Stiitze liegt, und sich unter einer Randlast auf
der Deckflache verbiegt. Die tibrigen Plattenrénder sollen spannungsfrei sein.
Wir formulieren die Impulsbilanz fiir den quasistatischen Fall in der Bezugs-
platzierung. Nehmen wir fiir die Unbekannten eine formal asymptotische
Entwicklung nach einem Kleinheitsparameter an, der proportional zur Plat-
tendicke ist, erhalten wir fiir h — 0 ein System von Gleichungen, dass nur
noch die fithrenden Terme der Unbekannten enthélt. Unter der Forderung,
dass die Linearisierung der Gleichungen der fithrenden Terme beziiglich des
lastfreien Zustands die gleiche Lésung haben soll, wie die fithrenden Glei-
chungen des 3D-Problems, das entsteht, wenn die Linearisierung vor dem
Grenziibergang vorgenommen wird, sind die fithrenden Gleichungen eines
solchen nichtlinearen Problems &quivalent zu den von Kdrmdn’schen Glei-
chungen.

Daraus ergibt sich, dass die von Kdrmdn’schen Gleichungen nur fiir ei-
ne Platte exakt sind, deren Dicke gegen Null geht. Nur dann, wenn die
Plattendicke gegen Null geht, sind die Terme hoherer Ordnung gegeniiber
den fithrenden Termen vernachlédssigbar klein. Da die fithrenden Terme von
ug proportional zu h und die fithrenden Terme von u, proportional zu h?
sind, wird fiir o — 0 der Betrag von u, gegen den Betrag von us ver-
nachléssigbar klein. Soll dass reale Problem endlicher Dicke in ausreichen-
der Genauigkeit durch die von Kdrmdn’sche Theorie beschrieben werden,
muss demnach h < 1 gelten, wobei wir einen dimensionslosen Platten- bzw.
Stiitzringdurchmesser nahe 1 betrachten, und |u,| < |usz] < 1. Dies sind
genau die Forderungen (5.7) und (5.8) aus der klassischen Herleitung.

In gleicher Weise lassen sich die Forderungen (5.15)und (5.16) der klassi-
schen Herleitung fiir die Spannungen begriinden, da auch hier die fiihrenden
Terme proportional zu unterschiedlichen Potenzen von h sind. Die Giiltigkeit
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dieser Annahmen rechtfertigt letztlich das 2D-Materialgesetz entsprechend
dem ebenen Spannungszustand.

Da die fithrenden Terme der Verschiebungen ein Kirchhoff-Love-Ver-
schiebungsfeld bilden, ist auch diese Annahme fiir das gesamte Verschie-
bungsfeld letztlich dann gerechtfertigt, wenn alle Kleinheitsannahmen erfiillt
sind.

Mit Hilfe der von Kdrmdn’schen Plattentheorie lassen sich im allgemei-
nen keine Schubspannungsfelder berechnen, die am schmalen Plattenrand
verschwinden. Stattdessen kann am Rand nur der Wert fiir die aus beiden
Schubspannungen resultierende Ersatzquerkraft zu Null vorgegeben werden.
Diese Ungenauigkeit hat auf die Berechnung des Verschiebungsfeldes und
die Spannungskomponenten bei Erfiillung aller Kleinheitsforderungen kei-
nen Einfluss, da die punktweise Erfiillung dieser Randbedingung fiir die
Losung des von Kdrmdn’schen Plattenproblem ohne Einfluss ist.

Die fithrenden Terme der Spannungen o;3 héngen nicht mehr wie im
urspriinglichen Problem iiber konstitutive Gleichungen von den Verschie-
bungen ab, sondern resultieren aus der Impulsbilanz und den Randwerten
der Spannungen auf der Deckfliche. Dies ist deshalb mdoglich, weil ein Teil
der Unbekannten in der 3D-Impulsbilanz der fithrenden Terme bereits durch
die Losung der von Kdrmdn’schen Plattengleichungen bestimmt wurde. Die
drei Bilanzgleichungen sind jetzt drei Bestimmungsgleichungen fiir die drei
Unbekannten o;3. Dabei gehen in die so ermittelten Spannungen nur die je-
weiligen Randwerte der Deckfldchen ein, so dass es letztlich nicht moglich
ist, die urspriinglichen Spannungsrandbedingungen fiir ,3 auf dem schma-
len Plattenrand zu erfiillen. Bei Erfiillung der Kleinheitsforderungen kann
wegen des Prinzips von Saint Venant davon ausgegangen werden, dass sich
der tatsdchliche Schubspannungsverlauf nach einem gewissen Abstand vom
Rand kaum von der Niherung unterscheidet, die mit der Plattentheorie ge-
wonnen wurde, da die Schubspannungsrandbedingungen zumindest statisch
dquivalent erfiillt werden.

Weiter folgern wir: Unterscheiden sich die Losungen nach der 2D-Platten-
theorie fiir zwei unterschiedlich diinne Platten beim Ubergang auf skalierte
Grofen nicht, approximiert die Lésung nach der Plattentheorie das Original-
Problem fiir die diinnere Platte genauer als fiir die dickere Platte.

Anhand konkreter Rechnungen am Schluss des Kapitels 7 lisst sich fiir
die gegebenen Daten zeigen, dass |u,| < |uz| < 1 tiberall erfiillt wird. Hin-
gegen gilt |o33| K [0a3] < ||oag|| nur fast iiberall. Eine Verletzung dieser Be-
dingungen liegt in den Kontaktbereichen vor. Die Breite der Kontaktberei-
che sind klein gegeniiber dem Plattendurchmesser, denn der Kontaktbereich
zum Stiitzring ist als Linie idealisiert worden und der Kontaktbereich zur
Druckkugel liegt in der GroBlenordnung der Plattendicke. Wegen des Prinzips
von Saint Venant treten die Abweichungen von der Plattenlésung nur in ei-
ner gewissen Umgebung dieser Bereiche auf. Innerhalb dieser Bereiche muss
deshalb mit nicht zu vernachlissigenden Abweichungen des tatséichlichen
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Verschiebungsfeldes von einem Kirchhoff-Love-Verschiebungsfeld gerechnet
werden. Ebenso ist ein tatséchliches Spannungsfeld zu erwarten, dass in nicht
zu vernachléssigender Weise vom ebenen Spannungszustand abweicht.

Waéhrend die Abweichungen der Spannungen am Stiitzring zur Bestim-
mung der maximalen Zugspannung kaum von Interesse sind, fillt der Ort
der maximalen Zugspannung genau in den Bereich, wo die von Kdrmdn’sche
Plattentheorie als schlechte Néherung anzusehen ist. Deshalb muss dieser
Bereich gesondert untersucht werden. Die Berechnung der Randlast erfolgt
im néchsten Kapitel, die Berechnung der maximalen Zugspannung nach der
Plattentheorie erfolgt numerisch mit dem im Kapitel 7 beschriebenen Finite-
Element-Programm. Eine genaue 3D-Untersuchung der Umgebung der Kon-
taktfliche erfolgt im Kapitel 8.

5.6 Anmerkungen zur Entstehung der von Kadr-
madn’schen Plattengleichungen

Wihrend die vollstdndige Formulierung des linearen Problems fiir diinne
Platten bereits im Jahre 1850 durch Kirchhoff abgeschlossen wurde [63],
formuliert Kirchhoff ein viertel Jahrhundert spéter iiber das Prinzip der
virtuellen Verriickungen die schwache Formulierung des in dieser Arbeit
nach von Kdrmdn benannten nichtlinearen Plattenproblems [64]. Er fiihrte
in dieser Arbeit bereits Verzerrungen ein, die den Komponenten Gg des
Green’schen Verzerrungstensors der Plattentheorie gemifl (5.14) entspre-
chen. Die vollsténdigen Differentialgleichungen des statischen Gleichgewichts
und die zugehorigen Randbedingungen leitete er jedoch nicht her, obwohl er
bereits sémtliche Grundlagen formulierte.

Wegen dieses frithen richtigen Resultates wird die daraus resultierende
Plattentheorie von franzdsischen Autoren nichtlineare Kirchhoff’sche Plat-
tentheorie genannt, so auch von Ciarlet und Destuynder in [26] und [24]. Sie
verwenden die Bezeichnung dann, wenn die schmalen Plattenréinder einge-
spannt oder spannungsfrei sind. Werden am schmalen Plattenrand hingegen
auch von Null verschiedene Normalspannungen vorgegeben, bezeichnen sie
das resultierende Problem als ein von Kdrmdn’sches Plattenproblem. Bei
dieser Bezeichnung ist bei einem von Kdrmdn’schen Plattenproblem Aus-
beulen moglich, bei einem nichtlinearen Kirchhoff’schen Plattenproblem je-
doch nicht.

Als Vorlauferarbeit der nichtlinearen Plattengleichungen, kann auch die
lineare Plattengleichung von Clebsch aus dem Jahre 1862 betrachtet werden
[27]. Er gab dort eine Biegegleichung in Form von (5.36) an, wobei er die
Membrankréfte N, als konstant ohne Deviatoranteil annahm, d.h es gilt
bei ihm N,3 = T'd,3, wobei T als konstant vorgegeben wurde.

Saint-Venant erweiterte 1883 in den Anmerkungen zur franzosischen
Ubersetzung dieses Buches die Biegegleichung derart, dass auch konstante
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Membrankrafttensoren vorgegeben werden konnen, die deviatorische Antei-
le haben [28]. Biegegleichungen dieser Art wurden 1891 auch von Bryan zur
Untersuchung von Platten-Beulproblemen verwendet [15].

Bubnow wendete als erster nichtlineare Plattengleichungen auf reale Pro-
bleme an [16] [13]. Er gab analytische und Naherungslosungen fiir verschie-
dene Biegeprobleme zylindrisch ausbiegender Plattenstreifen an. Unter Plat-
tenstreifen werden Platten verstanden, die in eine Richtung unendlich lang
sind. Auf diese Weise konnte er bereits im Jahre 1902 erfolgreich Dimensio-
nierungsaufgaben fiir Schiffsbeplankungen lésen. Die von Bubnow verwen-
deten Naherungsmethoden lassen sich auch als Vorlduferarbeiten fiir heute
verwendete Finite-Element-Techniken betrachten. Noch heute werden be-
stimmte N&dherungsmethoden, die auf einer schwachen Formulierung von
Randwertproblemen beruhen, als Bubnow-Galjorkin-Methoden bezeichnet.
Darunter féllt auch die im Kapitel 7 vorgestellte FE-Methode.

Féppl gab 1907 in [41] ein System von Plattengleichungen an, das der
endgiiltigen Form der nichtlinearen Plattengleichung schon fast entspricht.

Es fehlte lediglich die Biegesteifigkeit in Gleichung (5.36), d.h. bei ihm galt

92
8&%@% als vernachléssigbar. Fdoppl ging davon aus, dass bei hinreichend

diinnen Platten die Biegesteifigkeit vernachlissigbar ist. Wolmir bezeichnet
diese Theorie deshalb auch als Theorie von absolut biegsamen Platten.

Im Jahre 1910 ergénzte von Kdrmdn unter Hinweis auf die Bubnow’schen
Arbeiten zur Dimensionierung von Schiffsbeplankungen die Fdppl’sche Bie-
gegleichung um den Term, der die Biegesteifigkeit beriicksichtigt. Er formu-
lierte als erster die Gleichgewichtsbedingungen vollsténdig.

Wihrend einige Autoren aus dem deutschen Sprachraum die endgiiltigen
Gleichungen als Féoppl-von-Kdrmdn-Gleichungen bezeichnen, heiflen diese
Gleichungen bei einigen Autoren im russischen Sprachraum nach Bubnow
und von Kdrmdn. Als konkrete Randbedingungen werden in der Originalar-
beit bei von Kdrmdn jedoch nur eingespannte oder spannungsfreie Rénder
in Betracht gezogen, also keine Beulprobleme. Im Unterschied zum FEu-
ler’schen Knickstab und zum Bernoulli’schen Biegebalken ist die bereits
oben erwihnte, im franzodsischen Sprachraum iibliche Unterscheidung zwi-
schen nichtlinearer Kirchhoff-Theorie und von Kdrmdn-Theorie nicht nach-
vollziehbar.

5.7 Von Kdrman-Theorie versus invariante nicht-
lineare Membrantheorie und invariante nicht-
lineare Biegetheorie

Wihrend das urspriingliche 3D-Problem invariant gegeniiber Starrkorper-

drehungen ist, gilt dies fiir die von Kdrmdn-Theorie nicht mehr. Der Green’-
sche Verzerrungstensor der von Kdrmdn-Theorie GF vermag es im Gegen-
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satz zum echten Green’schen Verzerrungstensor G nicht, Starrkérperdre-
hungen verzerrungsfrei abzubilden. Um mit der von Kdrmdn-Theorie rea-
listische Ergebnisse zu erzielen, miissen die aus einer Starrkérperdrehung
resultierenden Verschiebungen in den horizontalen Verschiebungskomponen-
ten klein gegen die Plattendicke sein und in den vertikalen Verschiebungen
klein gegen den Plattendurchmesser sein. Nur dann bleiben die filschlich er-
zeugten Verzerrungen gegeniiber den echten Verzerrungen vernachlissigbar
klein.

Plattentheorien fiir grofle Starrkorperrotationen miissen deshalb invari-
ant gegen solche Drehungen sein. Zwei bekannte invariante Theorien sind
die nichtlineare Membrantheorie und die invariante nichtlineare Biegetheo-
rie. Letztere wird auch ausdehungsfreie Theorie genannt.

Allen drei Theorien gemeinsam ist die Verwendung eines Materialgeset-
zes, welches dem des ebenen Spannungszustands entspricht, d.h. der ver-
wendete 2D-Steifigkeitstensor Cgﬁ“/p ist durch (5.24) definiert. Auflerdem
werden die Verschiebungen u; in der gesamten Platte durch die Mittel-
flichenverschiebungen U; ausgedriickt.

In der nichtlinearen Membrantheorie werden Biegeeffekte vollig vernach-
lissigt, d.h. es treten keine Biegemomente M auf. Aufierdem gilt u}M (X) =
Ui(X1,X>). Dafiir werden im 2D-Materialgesetz fiir die Berechnung des
Membrankrafttensors N und in der Impulsbilanz im Vergleich zur von Kdr-
man’schen Theorie zusétzliche nichtlineare Terme des Verschiebungsgradi-
enten beriicksichtigt. Der Green’sche Verzerrungstensor dieser 2D-Theorie
lautet GO% = % ()UT; + LZ + )[(]; g;) Mit dieser Theorie kénnte z.B. die
Berechnung der Spannungen eines Trampolintuchs erfolgen. Wird die nicht-
lineare Membrangleichung beziiglich der Bezugsplatzierung linearisiert, er-
gibt sich die Scheibengleichung der linearen Kirchhoff-Theorie. Werden kei-
ne deviatorischen Spannungsanteile zugelassen, fithrt die Linearisierung der
nichtlineare Membrangleichung beziiglich der Momentanplatzierung auf die
klassische lineare Membrantheorie.

In der nichtlinearen Biegetheorie werden die Membrankrifte N kom-
plett vernachléssigt. Die Verschiebungen haben die Darstellung uf (X) =
U’i(Xla XQ) + X302( U(Xl, X2))

Die Besonderheit bei dieser 'QTheorie ist, dass die Mittelfliche nicht ge-
dehnt wird, da Ggﬁ(X) = —Xg%)g)’é?)ni mit

8U1(X17X2)€ - OU(X1,X2)
_ X, lig ™ 5x,
8Um(X17X2)6 8Un(X1,X2) aUp(Xl,Xg)e é)Uq(Xl,Xg)
09X, nkm™ 5X, 0X1 akp T 00X,

gilt. Die Spannungen sind reine Biegespannungen und h#ngen iiber das
2D-Materialgesetz nur von den Kriimmungen der ungedehnten Mittelfliche
ab. Ein Anwendungsbeispiel hierfiir ist das elastische ,,Zusammenrollen® ei-
ner Overheadfolie oder eines Zeichenblattes, wenn plastische und Kriech-
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effekte vernachlissigt werden. Wahrend die Mittelfliche dieser Folie ohne
Léangenénderung gekriimmt wird, werden die Auflenflichen gestaucht oder
gestreckt, so dass in der Folie nur Momente wirken. Werden die Biegeglei-
chungen beziiglich der Momentanplatzierung linearisiert, verbleibt nur die
lineare Kirchhoff’sche Biegegleichung.

Waéhrend sich die von Kdrmdn’sche Theorie aus dem urspriinglichen 3D-
Problem, dargestellt im skalierten Koordinatensystem, unter Annahme der
folgenden Skalierungsvorschriften
w3 = hy, t,=h%d, und p= h4§98,
entsprechend (5.76), (5.77) und (5.78) herleiten ldsst, kann die Membran-
theorie fiir die Annahmen

S SS S SS
u; =u; und P=~hp,

und die Biegetheorie fiir die Annahmen

zfi = f[z und }87: h3§59
durch asymptotische Entwicklung der Verschiebungen gerechtfertigt bzw.
hergeleitet werden. Fiir detaillierte Ausfiihrungen zu beiden invarianten The-
orien, einschliefllich zur Prozedur der asymptotischen Entwicklung und zu
weiteren Literaturhinweisen, sei hier auf Fox, Raoult und Simo [43] verwie-
sen, sowie auf die beiden Biicher von Ciarlet [24] und [25].
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Kapitel 6

Hertz’sche Pressung —
Berechnung der dufleren
Flachenlast und der
Kontaktfliche zwischen
Kugel und Platte

6.1 Das elastische Problem fiir den isotropen und
fiir den kubisch symmetrischen Fall

Schlieflich berechnen wir gemé#fl der Hertz’schen Theorie die Form und
GroBe der Kontaktfliche 09 c 90~ des Kugel-Platte-Systems sowie die
Druckverteilung auf 9Qf. Dazu nehmen wir an, dass die Fliche gleich der
ist, die sich ergibt, wenn mit einer Kugel auf einen elastischen Halbraum
gedriickt wird. Dieses Problem wurde fiir isotrope Korper bereits im Jahr
1881 von Heinrich Hertz gelost [54, 55].

Das Resultat lautet: Wird eine isotrope Stahlkugel mit dem Radius Ry,
dem E-Modul Eg und der Querkontraktionszahl vg mit einer Kraft f auf
einen ebenen isotropen Halbraum mit den elastischen Konstanten £ und v
gedriickt, dann entsteht ein kreisrunde Kontaktfliche mit dem Radius

Rc =¥ 3/4 f Rk k, (6.1)

wobel
2

1—1/% 1—v
= +
Eg FE

die Summe der Kontaktnachgiebigkeiten ist.

k (6.2)
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Die Druckverteilung auf der Kontaktfliche lautet

2 . 3f
pf(r) = p{; 1-— (r/RC) mit p(]; CPyToR r = \/X12 + X22, (6.3)
C

so dass
//pf (r(X1, X2))dX1d X, = f (6.4)
onf
und
p£:%3 ;%f mit I =27 k3 (6.5)
gilt.

Dieses Resultat wurde von Willis 1966 in [114] auf das Kontaktproblem zwei-
er anisotroper Koérper {ibertragen. Insbesondere untersuchte er den Kontakt
einer starren Kugel auf einen ebenen kubisch elastischen Halbraum, dessen
(100)-Ebene mit der Oberfliche des Halbraums iibereinstimmt.

Hertz lief3 nur solche glatt berandeten Kontaktflichen zu, deren Begren-
zungslinie einer Ellipsengleichung geniigt. Damit erhélt er beim Pressen iso-
troper Kugeln auf isotrope Halbrdume Kreisberandungen. Willis liefl als
Kontaktflichen ebenfalls nur Ellipsen zu und erhélt daher bei kubischer
Symmetrie auch wieder nur die Kreisberandung. Eine solche Annahme triagt
jedoch der kubischen Symmetrie des Materials nicht Rechnung.

In der vorliegenden Arbeit lassen wir eine Winkelabhéingigkeit des Kon-
taktradius zu und erhalten fiir den betrachteten kubisch symmetrischen Fall
keine Kreisfliche. Dazu gehen wir hier gemif [35] wie folgt vor: Ausgangs-
punkt unserer Berechnung sind die Hertz’schen Formeln (6.1) bis (6.4).
Allerdings beriicksichtigen wir, dass der E-Modul und die Querkontrakti-
onszahl im Falle eines Materials mit kubischer Symmetrie Funktionen der
Richtung sind.

Wir betrachten jetzt einen kubischen Einkristall, dessen (100)-Ebene
in der Ebene X3 = 0 liegt!, und dessen Hauptachsen um den Winkel ¢
beziiglich der X1- und Xs-Achse des Beobachtersystems verdreht sind. Das
Koordinatensystem, das mit dem Kristallhauptachsensystem zusammenfallt,
lasst sich dann mit dem Koordinatensystem des Beobachters durch die Dreh-
matrix

cos(p) —sin(p) 0
Q= | sin(p) cos(p) O (6.6)
0 0 1

identifizieren.

!Siehe Abbildung 6.1 auf der nichsten Seite sowie auch Abbildung 3.2 auf Seite 19 und
Abbildung 4.2 auf Seite 38.
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Abbildung 6.1: Das Kristallhauptachsensystem ist in der (100)-Ebene um
den Winkel ¢ verdreht. Die diinnen orangen Linien sind die Symmetrielinien
des kubischen Wafermaterials.

Mit Hilfe von @ kann nun der Nachgiebigkeitstensor fiir ein Material,
welches die oben beschriebene Orientierung hat, durch den Nachgiebigkeits-
tensor sj;; eines Materials in der (100)-Orientierung ausgedriickt werden.
Kennzeichnen wir die Nachgiebigkeit des um ¢ zur (100)-Orientierung ge-

drehten Kristalls durch S§f]zl, gilt zwischen beiden Tensoren die Beziehung:

S,gf]z[ = QimanQkaqumnpq- (67)
Durch die kubische Symmetrie folgt fiir alle N € G : sgﬁém = Sijmn. Der
E-Modul und die Querkontraktionszahl fiir eine um ¢ verdrehte Orientie-
rung kann dann ebenfalls durch den hochgestellten Index () gekennzeichnet
werden. Wir erhalten unter Verwendung von (A.5), (A.6) und (A.3)

1
Ew Sgﬂl = Q1mQ1nQ1pQ1¢Smnpq
s
= 11— 2 (511 — 812 — 1214> Q11Q7; (6.8)
= - s11 — s1 — 4 sin?(2¢)
11 2 11 12 2 C)O
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sowie

V<<p> = —E<@>S§f%2 = _E(¢>Q1mQ1nQ2pQ2q5mnpq
6.9
= —E(‘P> <812 -+ % <311 — 812 — 834) sm2(2g0)) . ( )

Die Verallgemeinerung von (6.1) ist

Re(p) = {[3/4 | R k¥, (6.10)

1 1
Eg E®)
Der Vergleich der mit (6.11) berechneten Kontaktfliche mit den Kontakt-
flichen, die nach den verschiedenen isotropen 3D-Naherungsformeln gem#ifl
Tabelle A.4 auf Seite 199 berechnet wurden, zeigt, dass die Kontaktfliche
tatséichlich kein Kreis ist. Wie in der Abbildung 6.2 zu sehen, liefern die ver-

mit

L%

(6.11)

Kontaktflidche fiir f =100 N

/N

0.05

X5

in mm

-0.05

HEAN /

~~—"

-0.1  -0.05 0 0.05 0.1

X] in mmn

Abbildung 6.2: Kontaktfliche zwischen einem (100)-orientierten GaAs-
Halbraum und einer Stahlkugel mit Radius Rx bei einer Druckkraft f = 100
N bei Annahme von rein elastischem Materialverhalten. Rot: Druckfliche in
der (100)-Ebene. Die Kreisflichen resultieren aus isotropen 3D-Ndherungen.
Blau: Reuss, Tiirkis: Hill und Eisenberg, Gelb: Voigt.

schiedenen isotropen 3D-Naherungen nahezu gleiche Kontaktradien, die mit
dem Kontaktradius der (110)-Orientierung des kubischen Materials iiber-
einstimmen. Eine detaillierte Liste der verschiedenen resultierenden Lastra-
dien ist in Tabelle 6.1 enthalten. Dabei fallt auf, dass die Voigt’schen und
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Kraft Radien exakt oder nach 3D-Mittelungsformel in mm
in N (100) ‘ (110) ‘ Voigt | Fisenberg | Reuss Hill

50 || 0,09607 | 0,09076 | 0,08985 | 0,09042 | 0,09107 | 0,09044
100 || 0,12104 | 0,11435 | 0,11321 | 0,11393 | 0,11474 | 0,11395
150 | 0,13856 | 0,13090 | 0,12959 | 0,13042 | 0,13134 | 0,13044
200 | 0,15251 | 0,14407 | 0,14264 | 0,14355 | 0,14456 | 0,14356
250 || 0,16428 | 0,15520 | 0,15365 | 0,15463 | 0,15572 | 0,15465
300 || 0,17458 | 0,16492 | 0,16328 | 0,16432 | 0,16548 | 0,16434
350 || 0,18378 | 0,17362 | 0,17189 | 0,17298 | 0,17420 | 0,17301
400 || 0,19215 | 0,18152 | 0,17971 | 0,18086 | 0,18213 | 0,18088
450 || 0,19984 | 0,18879 | 0,18691 | 0,18810 | 0,18942 | 0,18812

Tabelle 6.1: Lastradien in Abhéngigkeit von der Druckkraft, der Orientie-
rung des Einkristalls und den isotropen 3D-Néherungsformeln nach Voigt,
Eisenberg, Reuss und Hill fiir GaAs.

Reuss’schen Mittelungen tatséichlich die kleinsten und die gréfiten isotropen
Lastradien liefern, was ihrem Schrankencharakter entspricht. Jedoch liegt
der anisotrope Radius nicht zwischen diesen beiden Mitteln.

Zu einer etwas besseren Approximation der Kontaktfliche gelangen wir
mit Hilfe der im Anhang, Abschnitt B.3.3, beschriebenen isotropen 2D-Na-
herungen. Wir erkennen in Abbildung 6.3, dass die resultierenden isotropen
Kontaktflichen zwar immer noch kleiner als die Konktaktfliche des aniso-
tropen Materials sind, jedoch etwas gréfer als die aus den 3D-Mittelungen
resultierenden Kontaktflichen sind. Auch hier sind die Mittelungen nach
Eisenberg und Hill, wie auch in Tabelle 6.2 zu sehen, praktisch kaum zu
unterscheiden.

Aus Abbildung 6.4 erkennen wir, dass fiir Kréfte im Bereich zwischen
50 und 450 N die Kontaktflichen einen Durchmesser von rund 1/4 h bis
2/3 h erreichen. Dies ist gerade der Bereich, fiir den sich der Waferhersteller
beziiglich des Bruchverhaltens interessiert. Fiir kleinere Lasten, bei denen
die resultierenden Durchbiegungen ausreichend klein fiir die Anwendung der
Kirchhoff’schen Plattentheorie sind, resultieren Kontaktflichendurchmes-
ser, die sehr viel kleiner als die Plattendicke sind.

Die anisotrope Druckverteilung auf der Kontaktfliche lautet analog zur
Formel (6.3)

p(r, ) = poy/1 — (r/Ro(9))> (6.12)
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Abbildung 6.3: Kontaktfliche zwischen einem (100)-orientierten GaAs-
Halbraum und einer Stahlkugel mit Radius Rx bei einer Druckkraft f = 100
N fiir rein elastisches Materialverhalten. Rot: Druckfliche in der (100)-
Ebene. Die Kreisflichen resultieren aus isotropen 2D-Ndherungen. Blau:
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Reuss, Tirkis: Hill und FEisenberg, Gelb: Voigt.

0.1

Kraft Radien exakt oder nach 3D-Mittelungsformel in mm

in N (100) | (110) | Voigt | Eisenberg | Reuss Hill
50 0,09607 | 0,09076 | 0,09119 | 0,09188 | 0,09258 | 0,09187
100 | 0,12104 | 0,11435 | 0,11489 | 0,11576 | 0,11665 | 0,11574
150 | 0,13856 | 0,13090 | 0,13151 | 0,13252 | 0,13353 | 0,13249
200 || 0,15251 | 0,14407 | 0,14475 | 0,14585 | 0,14697 | 0,14583
250 || 0,16428 | 0,15520 | 0,15593 | 0,15712 | 0,15831 | 0,15709
300 || 0,17458 | 0,16492 | 0,16570 | 0,16696 | 0,16823 | 0,16693
350 || 0,18378 | 0,17362 | 0,17443 | 0,17576 | 0,17711 | 0,17573
400 || 0,19215 | 0,18152 | 0,18237 | 0,18376 | 0,18517 | 0,18373
450 || 0,19984 | 0,18879 | 0,18968 | 0,19112 | 0,19258 | 0,19109

Tabelle 6.2: Lastradien in Abhéngigkeit von der Druckkraft, der Orientie-
rung des Einkristalls und den isotropen 2D-Naherungsformeln nach Voigt,

Eisenberg, Reuss und Hill fiir GaAs.
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Kontaktradius in der <100> -Orientierung
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Abbildung 6.4: Kontaktradius fiir die (100)-Orientierung in Abhéngigkeit
von der Druckkraft.

Der auf pg bezogene Spannungsverlauf {iber der Druckfléiche ist in Abbildung
6.5 dargestellt. Zur Berechnung von pg in (6.12) muss das Integral

//p(T(Xl,Xz),SO(XbXﬂ) dX; dXp = f (6.13)
B,

unter Beachtung des winkelabhéngigen Kontaktradius (6.10) ausgewertet
werden. Es ergibt sich analog zu (6.5)

w/4
1 ./48f .
po:fSF%( mit 1:8/(]{((,0))
0

Das Integral wird numerisch berechnet. Fiir Stahl und GaAs ergeben sich
die Werte aus Tabelle 6.3.

wIiN

dep. (6.14)

kubisch | Voigt | Eisenberg | Reuss Hill
3D/2D 3D/2D 3D/2D | 3D/2D

I 3,61864 | 3,32735 | 3,37004 | 3,41766 | 3,37085
3,42676 | 3,47921 | 3,53250 | 3,47803

Tabelle 6.3: Werte des Integrals (6.14) fiir Stahl und kubisch symmetrisches
und isotrop geniihertes GaAs in 10~ 7Pa~%/3.
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Abbildung 6.5: Druckspannungsverlauf bei f = 100 N bezogen auf pg.

Da der Wert von [ fiir den kubisch symmetrischen Fall am grofiten ist, liegt
hier im Vergleich zu den isotropen Naherungen eine kleinere Maximaldruck-
spannung pg VOr.

Die beste Ndherung der Kontaktfliche erreichen wir jedoch mit den iso-
tropen Werten, die wir aus dem Vergleich der im Abschnitt 7.7.2 berechneten
Finite-Element-Losung gewonnen haben. Fiir die Darstellung der entspre-
chenden Resultate verweisen wir schon hier auf den Abschnitt 7.7.2.

Rechnen wir die maximale Druckspannung geméfl (6.14) in Abhéngigkeit
von der Druckkraft aus, erhalten wir Maximalwerte, deren Verlauf in Abbil-
dung 6.6 gezeigt wird.

6.2 Inelastische Effekte

Am Schluss dieses Kapitels gehen wir noch kurz auf mogliche inelastische
Effekte in der Kontaktflidche ein.

Ein Indiz dafiir, dass tatséchlich inelastische Verformungen stattfinden,
ist die folgende Beobachtung: Ein Wafer, der bereits schon einmal durch
eine Druckkugel gebogen wurde, wird so auf den Stiitzring gelegt, dass die
vormals mit der Kugel in Kontakt stehende Waferdeckfliche jetzt nach un-
ten zeigt. Wird nun der Wafer erneut belastet, so dass jetzt die vormalige
Kontaktfliche auf Zug beansprucht wird, bricht der Wafer schon bei sehr ge-
ringer Last. Gemafl Jurisch [59] fithrt hingegen die Mehrfachbelastung eines
Wafers, fiir den ein solcher Seitenwechsel nicht durchgefiihrt wird, kaum zu
Verédnderungen im Bruchverhalten. Ein weiteres Anzeichen fiir inelastische
Verformungen ist der Umstand, dass nach einem Biegeversuch GaAs-Partikel
an der Druckkugel verbleiben, so dass sie nach einigen wenigen Biegetests
ausgetauscht werden muss.
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maximale Druckspannung
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Abbildung 6.6: Maximale Druckspannung pg in Abhéngigkeit von der Druck-
kraft f.

Durch das Klebenbleiben von GaAs-Teilchen an der Druckkugel findet
eine Aufrauhung der urspriinglich glatt polierten Oberfliche statt. Diese
Rauigkeiten bilden letztlich Risskeime, die fiir den Fall, dass der Wafer vor
einem erneuten Test gedreht wird, die Ursache dafiir sind, das der so ge-
drehte Wafer schon bei geringer Last bricht.

Damit stellt sich die Frage, ob inelastische Effekte auch fiir die Berech-
nung der maximalen Zugspannung beriicksichtigt werden miissen.

Miissten sie beriicksichtigt werden, bewirken die inelastischen Verfor-
mungen hier zweierlei. Zum einen finden durch sie Spannungsumlagerungen
statt, infolgedessen die maximalen Normalspannungen in der Kontaktfliche
nicht so anwachsen konnen, wie im rein elastischen Fall. Andererseits kommt
es im plastizierten Gebiet zu einer Verringerung der tragfihigen Plattendi-
cke, so dass es eher zum Bruch kommt.

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir die in [10] beschriebe-
nen statischen Mikrohértetests fiir kubisches GaAs, um Vergleiche zwischen
berechneten und gemessenen Hértewerten anzustellen.

Die Héarte eines untersuchten Werkstoffs ist der Widerstand, den dieser
Werkstoff dem Eindringen eines hérteren Priifkorpers entgegen setzt. In den
Vorschriften fiir Hartemessungen werden so grofle Mindestlasten gefordert,
dass abhéngig von der Grofle des Priifkorpers nach der Entlastung eine be-
stimmte Mindesteindringtiefe verbleibt. Die verbleibenden Eindriicke sind
deshalb Ausdruck einer inelastischen Deformation. Die inelastische Hérte
wird aus dem Quotienten der aufgebrachten Kraft f und der vermessenen
Oberflache O des Eindrucks berechnet. Sie ist somit ein Ausdruck fiir die
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maximal aufgenommene elastische mittlere Druckspannung in der Kontakt-
fléche.

Moderne Messtechnik erlaubt es, auch die Gesamthérte unter Last zu
bestimmen. Hierzu wird die Kraft auf die unter Last vermessene Kontakt-
oberfliche zwischen Werkstoff und Priiftkérper bezogen. Die Gesamthérte
enthilt neben dem inelastischen Anteil noch einen elastischen Anteil. Auf
die Weise konnte auch die Hérte von ideal elastischen Materialien gemessen
werden.

Reale Materialien, wie GaAs, verhalten sich nur innerhalb eines bestimm-
ten Bereiches elastisch. Wihrend der elastische Anteil der Héarte lastabhin-
gig ist, wird beobachtet, dass sich der inelastische Anteil mit zunehmender
Last kaum noch #dndert. Wir kénnen demnach den inelastischen Héartewert
als Materialparameter betrachten.

Damit ist es uns in einfacher Weise moglich, mit der Theorie der Hertz’-
schen Pressung fiir den betrachteten Lastbereich zu iiberpriifen, ob dieser
Wert erreicht wird. Erreicht die mittlere Spannung diesen Wert, erscheint ei-
ne Bertiicksichtigung des inelastischen Verhaltens notwendig. Unterschreitet
die maximale Druckspannung diesen Wert, tritt der Effekt nicht auf bzw.
ist vernachléssigbar klein.

In [10] wird die inelastische Mikrohirte von undotiertem GaAs in der
(100)-Ebene durch

Hirel = 6,52 GPa (6.15)

angegeben. Die Bestimmung dieses Wertes erfolgte mit dem Vickers-Hérte-
test. Bei einem solchen Test ist der Priifkorper eine vierseitige Pyramide.
Da Galliumarsenid rund doppelt so spréde wie Silizium oder Glas [10] ist,
sind die im Test verwendeten Indenter sehr klein, so dass Druckkrifte von
rund 1 N auf Eindriicke von rund 60 pym Breite fithren.

Ein Blick auf Abbildung 6.6 zeigt, dass die dort abgebildete maximale
Druckspannung im betrachteten Bereich bis 450 N noch nicht den Wert der
Vickers-Hérte entsprechend (6.15) erreicht.

Zu Vergleichszwecken betrachten wir jetzt einen fiktiven rein elastischen
Brinell-Hartetest, in dem eine starre Kugel mit dem Radius Rx auf den im
vorigen Abschnitt beschriebenen elastischen Halbraum gedriickt wird. Durch
Verwendung einer starren Kugel schalten wir simtliche Effekte aus, die aus
der elastischen Verzerrung der Kugel herriithren wiirden. Die so entstehenden
Kontaktradien sind, wie in Abbildung 6.7 zu sehen, ein Fiinftel kleiner als
die Kontaktradien im vorherigem Abschnitt.

Es gilt
/4 ( <))2 %
1 ./48f . 1—- (¥
— 3| _—J —
pOR_IR”R%( mit IR—8/< ) > dep. (6.16)
0

Die Brinell-Hérte ist im isotropen Fall der Quotient aus der aufgebrachten
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Kraft und der Oberflache der Kontaktkugelkalotte:

(1) = HY() = 577 = 4

o) 27 Ry (RK - \/Rf( - (Rc(f))2> '

(6.17)

Da die Kontaktradien klein gegen die Kugelradien sind, gilt O ~ 7 (RC)Q.

Kontaktfldche fiir f=100 N

% §§\

X

o //
-0.05
\\\ ///

-0.1  -0.05 0 0.05 0.1

X1 in mn

Abbildung 6.7: Kontaktfliche zwischen einem rein elastischen (100)-orien-
tierten GaAs-Halbraum und einer starren Kugel mit dem Radius Rg bei
einer Druckkraft f = 100 N. Violett: Druckfliche in der (100)-Ebene mit
starrer Kugel. Rot: Druckfléche in der (100)-Ebene mit elastischer Stahlku-
gel. Die Kreisfldchen resultieren aus isotropen 3D-Naherungen nach Fisen-

berg. Blau: mit starrer Kugel. Griin: mit elastischer Stahlkugel.

Im kubischen Fall gilt mit (6.10) und (6.16)

/4

Wl

Ir

0~1 [ (re(o)’ao= (312 1k ) 2.

Die elastische Brinell-Harte lautet dann

o 4 | 2f 2
HBl(f):E3 WzngR-

(6.18)

(6.19)

Tragen wir die maximale und die mittlere Druckspannung iiber den gege-
benen Lastbereich auf, erkennen wir in Abbildung 6.8, dass die maximale
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Druckspannung erst weit oberhalb des vorgegebenen Lastbereiches bis 450
N den Vickers-Hartewert erreicht.

maximale Druckspannung / Hérte
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.é" 4 ///

=]
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Abbildung 6.8: Harte von GaAs in Abhéingigkeit von der Druckkraft. Blaue
Kurve: Maximale Druckspannung berechnet nach Hertz’scher Theorie. Vio-
lett: Elastische Brinell-Harte berechnet nach Hertz’scher Theorie. Roter
Punkt: Lastunabhéngige inelastische Vickers-Hérte geméaf [10].

Wir folgern, dass eine Vernachldssigung der inelastische Effekte nicht durch
den Vickers-Hértetest geméfl [10] konterkariert wird.
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Kapitel 7

Finite-Element-

Approximation des
2D-Plattenproblems

7.1 Allgemeines

Zum Auffinden von Néaherungslosungen des 2D-Plattenproblems verwen-
den wir hier die Finite-Element-Methode (FEM). Im folgenden Abschnitt
machen wir einen Exkurs zur Funktionsweise dieser Methode an. Da die
Finite-Element-Methode im Wesentlichen auf der Approximation von Va-
riationsformulierungen von Randwertaufgaben beruht und als ein spezielles
Galjorkin-Verfahren betrachtet werden kann, gibt es nicht die FE-Methode,
sondern so viele Methoden, wie es Variationsprinzipien gibt. Wir stellen
hier nur die FE-Methode vor, die konform zur im Anhang B.1.2 verwende-
ten schwachen Formulierung ist. In diesem Sinne handelt es sich hier um die
FE-Diskretisierung der Methode der virtuellen Verriickungen. Fiir detail-
lierte Ausfithrungen sei auf das Handbook of Numerical Analysis verwiesen,
insbesondere auf den unter [23] angegebenen Artikel dieses Handbuchs. Wei-
tere mathematisch orientierte Verfahrensbeschreibungen, speziell fiir diinne
Platten, sind in dem Buch von Destuynder und Salaun [33] zu finden. Ei-
ne ausfiihrliche Darstellung der FE-Diskretisierung des von Kdrmdn’schen
Plattenproblems, die der hier vorgestellten FE-Diskretisierung sehr &hnlich
ist, wird in der Dissertation von Kruse [68] gegeben. Schliefilich verweisen
wir auf die hilfreichen Darstellungen aus der Sicht des Berechnungsinge-
nieurs bei Knothe, Wessels und Gasch in [65] und [49].

Die Methode der Finiten Elemente wurde erstmals 1943 von Courant
in [30] vorgestellt, fand aber anfangs kaum Beachtung. In den frithen 50er
Jahren des letzten Jahrhunderts kam es dann im Ingenieurwesen, wo die
von Bubnow, Ritz, Galjorkin und anderen entwickelten Verfahren [16, 17,
18, 92, 93, 48] schon damals seit Jahrzehnten erfolgreich zur Losung von
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realen technischen Problemstellungen verwendet wurden, unabhingig von
Courant zu einer Neuentwicklung dieser Methode. Insbesondere die Arbei-
ten von Argyris [2] sowie Turner, Clough, Martin und Topp [107] fithrten
dazu, dass die Methode in den Folgejahren im Ingenieurwesen einer brei-
ten Anwendung zugefithrt wurde. Der Name der Methode wurde 1960 von
Clough [29] eingefithrt und wird zur Unterscheidung der infiniten Elemente
der Differential- und Integralrechnung benutzt.

7.2 Die Finite-Element-Methode als spezielles
Galjorkin-Verfahren

Die Beschreibung der Finite-Element-Methode wollen wir jetzt am Beispiel
des von Kdrmdn’schen Plattenmodells fiir den in den vorherigen Kapiteln
beschriebenen Biegetest vornehmen. Zur Vereinfachung fassen wir die schwa-
chen Formulierungen (B.4) und (B.6) voriibergehend in folgender Operator-
schreibweise zusammen:

A(U, V) =B(p, V3) (7.1)
mit U, Ve Vy(w),
Vo(w) = {WeVW)| Wesf=0 in {(Ra,0),(0,R4),(~Ra,0)},
W3 =0 auf O}, (7.2)

und

V(w) = {We H (W) x HY(w) x H%)} , (7.3)

wobei H!(w) und H?(w) im Anhang C.1 definiert sind. U€ Vy(w) ist dann
die Losung des zugehorigen Randwertproblems, wenn (7.1) fiir alle Ve
Vo(w) erfiillt ist.

Im Galjorkin-Verfahren werden jetzt die unbekannten Losungen U durch
Funktionen U® € V§'V (w) approximiert, mit

VEU(w) = {WeVeU(w)| Wasf =0 in {(Ra,0),(0, Ra),(—Ra,0)},
W3=0 auf O}, (7.4)
wobei VU (w) C V(w) endlichdimensional ist. Damit wird U; durch eine Li-

nearkombination von M; bekannten linear unabhéngigen Ansatzfunktionen
®,7 : w — R gendhert:

M.

UZ‘(Xl,XQ)%UiG(Xl,XQ) = ZGiI(I);'I(XhXQ) mit
I=1
USsH = 0 in {(Ra,0),(0,R4),(—R4,0)} und
U = 0 auf 6. (7.5)
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Die neuen N = M; My M3z Unbekannten sind jetzt die Linearkoeffizienten G; 1
in (7.5). Um diese zu bestimmen, werden jetzt in (7.1) nur Testfunktionen
V¢ € V§V (w) € V(w) zugelassen, die ebenfalls aus einem endlichdimensio-
nalen Raum sind, der fiir jede Komponente i durch M; linear unabhéingige
Gewichtsfunktionen W, : @ — R aufgespannt wird. Die zuldssigen Testfunk-
tionen beschreiben wir jetzt wie folgt:

M;
VEO(X1, Xo) == ) Qu¥u(X1, Xp) mit
I=1
VEsE = 0 in {(Ra,0),(0,R4),(—R4,0)} und
V& = 0 auf ©. (7.6)

Fiir den endlichdimensionalen Raum V¢V (w), der mit V§V (w) in gleicher
Weise in Beziehung steht wie VU (w) mit V§'U (w), wird zuniichst auch nur
gefordert, dass er ein Unterraum von V(w) ist.

Sind V&Y (w) und V& (w) endlichdimensionale Unterrdume von V(w),
sprechen wir von konformen Galjorkin-Verfahren. Gilt VEY(w) ¢ V(w)
und VO (w) C La(w) oder VFY(w) ¢ V(w) und VE(w) C La(w), hei-
Ben sie nichtkonforme Galjorkin-Verfahren. Die nachfolgend beschriebene
Finite-Element-Methode kann fiir Platten sowohl mit konformen als auch
mit nichtkonformen Ansétzen beschrieben werden. Wir wollen hier nur kon-
forme Verfahren benutzen, da nichtkonforme Verfahren im allgemeinen nicht
konvergieren und die Theorie der konvergierenden nichtkonformen Ansétze
eine sehr detaillierte Analysis erfordert.

Gilt V& (w) = VY (w) wird von einem Bubnow-Galjorkin-Verfahren
gesprochen. In diese Klasse gehort die hier beschriebene Methode der Fi-
niten Elemente, aber auch das klassische Ritz-Verfahren. Handelt es sich
in (7.1) um einen linearen symmetrischen Operator A wird ein Bubnow-
Galjorkin-Verfahren auch Ritz- Galjorkin-Verfahren genannt. Sind die Funk-
tionenrdume verschieden, d.h. gilt V&V (w) # V¢Y(w), spricht man von Pe-
trow- Galjorkin-Verfahren. Als ein solches Verfahren kann z.B. die Methode
der Finiten Volumen betrachtet werden, wo die Testfunktionen stiickweise
Rampenfunktionen sind.

Werden nun U und V in (7.1) durch die in (7.5) und (7.6) definierten
Groflen ersetzt, entsteht daraus die algebraische Gleichung

M3

> (Ag(Gn, oy Gingy, Go1y ooy Gongy, Gty ey G ) Qir — B3G[Q3I>
=1

M
+ Z A§H(G11, ..., Giagy, Got, oo, Gongy, Gt oo, Gag)Qur - (7.7)
=1

Mo

+ ZAgJ(Gllv oy Gy Gat,y ooy Gongy, G310, Gapgg )Q2r - = 0.
J=1
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Die N = MjMsMj3 Groflen G;r sind dann eine Losung des im allgemeinen
nichtlinearen algebraischen Systems

ASI(GIM "'7G1M17G217 "'>G2M27G317 "'7G3M3) =0 fir 1 < 1 < Mou
(7.8)
A3GI(G11,...,GlMl,Ggl,...,G2M2,G31,...,03M3) :B3GI fﬁI‘ 1 §I§M3,

wenn (7.7) fiir jeden endlichen reellen Wert der Koeffizienten @, erfiillt ist.

Das nichtlineare Gleichungssystem (7.2) kann z.B. mit dem Newton-Ver-
fahren gelost werden. Wird fiir das Newton-Schema die Jacobi-Matrix voll-
stéandig berechnet, ergibt sich fiir das von Kdrmadn’sche Plattenproblem mit
der Startndherung GE?)
Approximation GE}) = GZLI des linearen Kirchhoff ’schen Plattenproblems.
Beim Kirchhoff’schen Plattenproblem ist in (7.2) die letzte Gleichung
von den ersten beiden entkoppelt, so dass aus den ersten beiden fiir M =

Ms = M das homogene Gleichungssystem

= 0 nach dem ersten Newton-Schritt die Galjorkin-

M
> KiassGpr =0
J=1

folgt. Die dritte Gleichung wird zu Ey:?’l Ksr35Gsy = Bg;], wobei Ky die
Koeffizienten der symmetrischen Steifigkeitsmatrix! sind.

Umfasst der Trager der Funktion ®;; und V¥;; das gesamte Gebiet w,
gelingt die Approximation der Losung nur sehr schlecht. Um auch fiir kom-
plizierte Geometrien die Losungen eine leicht berechenbares diskretes Er-
satzproblem formulieren zu kénnen, ist man an Ansatz- und Gewichtsfunk-
tionen mit moglichst kleinem Tréger interessiert. IThre Verwendung fithren
unter anderem auf diinn besetzte Steifigkeitsmatrizen, was den Einsatz effizi-
enter algebraischer Loser erlaubt. Galjorkin-Verfahren, die Ansatz- und Ge-
wichtsfunktionen mit kleinen Trigern verwenden, sind die Finite-Volumen-
Methode und die im Folgenden beschriebene Finite-Element-Methode.

7.3 Zur Konstruktion des Finite-Element-Raums
der von Kdrmadn’schen Plattengleichungen

7.3.1 Triangulierung

Analog zu (7.4) fiihren wir die Finite-Element-Unterriume V¥ und V¥ mit
V¥ C Vy ein. Wir haben die Finite-Element-Methode bereits als Bubnow-
Galjorkin-Verfahren charakterisiert, d.h. es gilt V¥ = V§U = V§V. AuBer-
dem bezeichnen wir die FE-Approximation von U € Vy mit U”. Entspre-
chend benennen wir die Testfunktionen aus V¥ mit V¥,

!Die Koeffizienten einer solchen Matrix haben im Gegensatz zum Steifigkeits- oder
Elastizitétstensor die Einheit einer Federsteifigkeit.
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Die universelle Einsetzbarkeit der Finite-Element-Methode beruht im
wesentlichen auf drei Eigenschaften:

1. Es wird zuniichst nur VF konstruiert und in einem zweiten Schritt
durch spezielle problemabhéingige Anpassungen V(’F realisiert.

2. Die Elemente von V¥ haben einen moglichst kleinen Triiger.
3. Die Ansatzfunktionen sind einfach konstruierbar.

Die Erfiilllung des 1. Punktes erméglicht eine bequeme Anpassung an ver-
schiedene Randbedingungen, der 2. Punkt erlaubt eine moglichst genaue Ap-
proximation bei beliebig komplizierten Berandungen und der dritte Punkt
fithrt auf eine moglichst einfache Realisierung des numerischen Codes.

Damit die Basiselemente von V¥ einen moglichst kleinen Triiger haben,
wird w in eine endliche Zahl Z von disjunkten und nicht leeren Teilbereichen
o zerlegt, d.h. die

z
w:Uw(I) mit o@D #£0 VI und PN =0fir I£J. (7.9)
=1

AuBerdem werden solche @) ausgeschlossen, die unendlich spitz zusammen-
laufende Ecken haben.

Die einzelnen Teilbereiche @Y werden Finite Elemente genannt und ei-
ne konkrete Aufteilung von @ in Teilbereiche heifit Vernetzung oder Git-
ter. Eine Vernetzung, die nur aus Dreieckselementen besteht, wird Trian-
gulierung oder Dreiecksgitter genannt. In allgemeinen sind in der Methode
der Finiten Elemente krummlinig berandete Elemente zugelassen. Jedoch
ist die Konstruktion von V¥ fiir krummlinig berandete Elemente im all-
gemeinen aufwéandiger als fiir geradlinig berandete Elemente. Wiahrend fiir
polygonal berandete Gebiete eine Vernetzung mit geradlinigen Elementen
die natiirliche Vorgehensweise ist, kann ein krummlinig berandetes Gebiet
w durch eine endliche Anzahl von geradlinig berandeten Elementen nur
ndherungsweise erfasst werden.

Da eine Vernetzung mit geradlinigen Dreiecken die Verwendung leis-
tungsféhiger Gittergeneratoren, wie COG [98] oder Triangle [100] erlaubt,
werden wir hier ausschliefllich geradlinige Dreieckselemente verwenden. Dies
hat zur Folge, wir den Kreisrand Ow und ganz @ nur als endlichdimensionales
Polygon néhern kénnen. Wir erhalten

N

T
wrw = o, (7.10)
1

~
Il

Die Abbildung 7.1 zeigt einen Achtelkreis mit zwei unterschiedlich feinen
Netzen.
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Abbildung 7.1: Einfache Achtelkreisapproximation. Links: 4 Ecken pro Ach-
telkreis bzw. 24 Ecken pro Kreis. Rechts: 9 Ecken pro Achtelkreis bzw. 64
Fcken pro Kreis.

Wird eine Kreisfliche durch ein regelméfliges N-FEck gendhert, dessen Ecken
auf dem zu approximierenden Kreis liegen, kénnen wir den wahren relativen
Fehler des approximierten Flicheninhalts durch

), dXadXs — [f,. dXdX,

fret(N) I dX d X,

=1-0 sin(1/0) mit 6 =27/N

(7.11)
beschreiben. Der Verlauf dieses Fehlers bei wachsendem N wird in Abbil-
dung 7.2 gezeigt. Fiir eine Vernetzung mit einem Fehler unter 1%g brauchen

S04l
in

%0.3f

02+

0.1t

o e e
Abbildung 7.2: Wahrer relativer Fehler des Fliacheninhalts eines regelméafi-
gen N-Ecks zum Fliacheninhalt seines Auflenkreises.

wir demnach unabhéngig vom Kreisradius mehr als 80 Eckpunkte auf dem
Rand des Kreises bzw. mehr als 11 Eckpunkte auf dem Rand eines Achtel-
kreises.

Durch den Ubergang auf ein Polygongebiet éndert sich das urspriingliche
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Randwertproblem. Wenn wir von einer polygonal berandeten Platte ausge-
hen, die auf dem schmalen Plattenrand im 3D-Fall spannungsfrei ist, fithrt
das zugehorige 2D-Plattenproblem auf etwas abgeéinderte Randbedingun-
gen. Geméafl den Ausfithrungen im Anhang B.1.4 muss zusétzlich zum Ver-
schwinden der Ersatzquerkraft auf den Polygonrandkanten noch das Ver-
schwinden der resultieren Eckkraft gefordert werden.

Die Approximation des freien Kreisrandes durch den freien Polygonrand
ist aus numerischer Sicht unproblematisch, da die Losung des Polygonpro-
blems fiir N — oo gegen die Losung des Kreisproblems konvergiert [6]. Der
Kreisrand 0w ist im betrachteten Biegetest jedoch nicht die einzige Kreis-
linie, auf der Randbedingungen vorgeben werden. Die Stiitzrandbedingung
Us = 0 wird ebenfalls auf einer Kreislinie vorgegeben. Fordern wir jetzt, dass
Us = 0 statt auf © auf dem Polygon ©* gelten soll, ergibt sich ein Fehler
gegeniiber der echten Kreisstiitzlinie, der fiir N — oo nicht gegen Null geht.
Auf diese Tatsache wurde zuerst im Jahre 1952 von dem armenischen Mathe-
matiker Sapondjan [95] hingewiesen. Richtig bekannt wurde dieses Problem
in den 60er Jahren des letzten Jahrhunderts vor allem durch die zahlreichen
Untersuchungen von Babuska, wie aus den umfangreichen Literaturlisten in
[6] und [5] zu entnehmen ist. Heute spricht man vom Sapondjan- Babuska-
Plattenparadox, wobei in der Literatur wahlweise auch einer der beiden oder
beide Namen weggelassen werden. Im Abschnitt 7.5 zeigen wir, durch welche
FE-Randbedingungen wir trotz der polygonalen Approximation erreichen
konnen, dass das Problem fiir N — oo gegen die Losung einer kreisférmigen
Stiitze konvergiert und vergleichen dafiir im Abschnitt 7.7.1 eine analytische
Losung mit ihrer numerischen Approximation.

Die einfachste und flexibelste Moglichkeit zur Konstruktion von V¥ durch
Basiselemente mit kleinen Tragern ist, die Ansatzfunktionen fiir jedes Ele-
ment w7 einzeln zu generieren. Die zu approximierende Losung und die

Testfunktionen haben im Element @) die Darstellung
Ni
U0 (X1, %) = Y. Gl (x1, %) und (7.12)
I=1
Ni
VI (X, X)) = Y Qe (X1, Xa). (7.13)
I=1

Dabei werden die Koeffizienten Gg) Element-Freiheitsgrade genannt und die

Funktionen @E?) Element-Formfunktionen. N; ist die Anzahl der Basisele-

mente mit denen die Komponenten Ul-(T) und VZ-(T) im Element dargestellt

werden. Der Zusammenhang zu den globalen Freiheitsgraden GZE[ wird iiber
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die so genannte Element-Freiheitsgradtabelle Q( ) 7 hergestellt:
M;
T T T
o =y apch. Q= Z VUry QL (7.14)
J=1

M; ist die Anzahl der globalen Freiheitsgrade, durch deren Festlegungen auch
der Verlauf von UF und V;F festliegt. Stellen wir die linke Seite von (7.1) als
Flichenintegral der GréBe a;(U” (X1, Xo))V¥ (X1, X2) iiber w* dar, wobei
w* die Polygonapproximation von w ist, erhalten wir jetzt die folgenden
Identitéten:

AB(UE, VE) = //a Xl,X2)> V(X1 Xo)dX1d X,
Z

/ / a; (UP (X1, X)) V(X1 X2)dX1dX,
T_

(D)
Z
- // U( >X1,X2)) v (X, X2)dX1d X,
:w(T)
- (T) (1) AT (1) AT T
-3 /a,z X1, X0, G, GG, GG G
T:lw T)
Ny
QSF)(I)( (X1, X5) | dX1d X
I=1
z Ni
T T T T T T T T
=3 N QAP @Y, . G LGS, GG G
=1I1=1
M;

Qz]A ( 115 == G1N17G2El’" G2N2’G?€17 G3N3) (7'15)
I=1

wobei fiir kleine lateinische Indizes die Finstein’sche Summationskonvention
verwendet wurde. Die rechte Seite von (7.1) hat die Darstellung:

E(VE):/ (X1, X2) V¥ (X1, X2)dX1d Xo

Z
=> / (X1, X2) Vi (X1, X2)d X1 d Xy
=15

Z
= [ [t v n, )axax,

T:lw(T)

126



N3
p(X1, X2) ZQ31)<I>(T (X1, X5) | dX1dXo

I
MN

Tle ) I=
Z N3 Z N3 M3 Ms
T T T
Z Q )B( Z Z Z Qi(’)IJQSJBSI Z QY BY. (7.16)
T=11=1 T=11=1.J=1 —

Damit resultiert fiir beliebige Q% ;7 auch beim Finite-Element-Verfahren ein
nichtlineares algebraisches System der Gestalt (7.2).

Charakteristisch fiir die Finite-Element-Methode ist es, dass zur element-
weisen Konstruktion der Ansatzfunktionen nur Polynome und polynoméihn-
liche Funktionen verwendet werden. Der iiberwiegende Teil der Polynome
sind Interpolationspolynome. Die elementweisen Stiitzstellen der Interpola-
tionspolynome werden Elementknoten genannt.

Um moglichst einfach aufgebaute elementweise Polynome und polynom-
ghnliche Funktionen zur Konstruktion von Ansatzfunktionen mit kleinen
Tragern verwenden zu konnen, werden in der Methode der Finiten Elemente
die zulédssigen Triangulierungen geméifl (7.9) weiter eingeschrinkt. Es wird
gefordert:

Jede Kante eines Dreiecks ist auch Kante eines anderen Dreiecks
oder Teil des Randes Ow.

Auf diese Weise wird verhindert, dass ein Dreieck iiber das Innere einer
Kante mit mehr als einem Dreieck benachbart ist.

Zur numerischen Approximation des Biegetests verwenden wir hier nur
Ansatzfunktionen, die aus Interpolationspolynomen bestehen. Da wir hier
nur konforme Elementansiitze verwenden, woraus folgt, dass UY € H'(w)
und UF € H?(w) gelten muss, iibertragen sich die Forderungen auch auf die
Ansatzfunktionen. Die Forderung UL € H'(w) impliziert, dass UF € CO(@)
und UEF € Cl(@) gelten muss?. Daraus resultiert, dass die Ansatzfunktio-
nen diese Stetigkeitsforderungen nicht nur im Elementinneren, sondern auch
iiber dem Elementrand hinaus fortsetzbar erfiillen miissen. Nur so kénnen
die Ansatzfunktionen einen C-stetigen bzw. C'-stetigen Ubergang fiir UF
und VE bzw. UF und V¥ zum Nachbarelement gewihrleisten. In der FE-
Literatur werden Elemente, welche die entsprechenden Stetigkeitsforderun-
gen erfiillen, C’-Elemente und C'-Elemente genannt.

Das C%-Element, das wir zur Approximation des von Kdrmdn’schen Plat-
tenproblems fiir die Darstellung von UZ und V,F benstigen, nennen wir im
Weiteren Scheibenelement, und das C'-Element, das wir fiir die Darstellung
von U;J und V3E bendtigen, nennen wir Plattenelement.

’Die Riaume C°(w) und C'(@) sind im Anhang C.1 definiert. Fiir detaillierte Betrach-
tungen siehe [23].
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Zur Konstruktion der Formfunktionen aus Interpolationspolynomen klé-
ren wir im folgenden Abschnitt, welche Anforderungen an diese Polynome
aus der Erfiillung der geforderten Stetigkeitseigenschaften resultieren.

7.3.2 Interpolationspolynome mit Stetigkeitsanforderungen
am Elementrand

Als Interpolationspolynome werden in der FEM iiblicherweise Lagrange-
oder Hermite-Polynome verwendet. Wahrend Lagrange-Polynome in den
Stiitzstellen mit der zu interpolierenden Funktion nur in den Funktions-
werten iibereinstimmen, stimmen Hermite-Polynome an mindestens einer
Stiitzstelle in einer Ableitung mit der zu interpolierenden Funktion iiberein.
Werden die Interpolationspolynome elementweise angesetzt, ergeben sich aus
den Stetigkeitsforderungen zusétzliche Restriktionen an die Interpolations-
polynome.

Zur Veranschaulichung betrachten wir ein 1D-Intervall [0,2L], welches
wir in zwei Teilintervalle unterteilen. Jedes dieser Teilintervalle betrachten
wir als Finites Element. Die Elementgrenze soll bei L liegen. Wir nehmen
nun zunéchst eine beliebige Anzahl von Stiitzstellen in jedem Element an.
In jedem Element sind in jeder Stiitzstelle mindestens ein Funktionswert
einer Funktion f oder ein Wert ihrer Ableitungen bekannt, so dass fiir je-
des Element das Interpolationspolynom festliegt. Die aus der Interpolation
resultierende Funktion bezeichnen wir mit f*. Eine Cp-Stetigkeit der Funk-
tion f* kann iiber das gesamte Intervall [0, 2L] nur realisiert werden, wenn
die Elementgrenzen zugleich Stiitzstellen, sprich Knoten, sind und in diesen
Knoten der Funktionswert von f* mit f iibereinstimmt.

Waéhrend Cy-Stetigkeit mit Lagrange-Polynomen und Hermite-Polyno-
men zu erreichen ist, gelingt dies zur Realisierung der Ci-Stetigkeit nur mit
Hermite-Polynomen. Fiir Ci-Stetigkeit muss an den Elementgrenzen nicht
nur der Funktionswert, sondern auch die erste Ableitung der Funktion zur
Interpolation vorgegeben werden. Die einfachste Cy-stetige Interpolation ist
demnach die lineare Interpolation der Funktionswerte auf den Elementgren-
zen. Entsprechend ist die einfachste Ci-stetige Interpolation die kubische
Hermite-Interpolation zwischen den Funktionswerten und den Werten der
ersten Ableitung auf den Elementgrenzen.

Im 2D-Fall lassen sich unter Voraussetzung einer Triangulierung, welche
die im vorigen Abschnitt beschrieben Eigenschaften hat, die Stetigkeitsfor-
derung wie folgt erfiillen:

Zur Realisierung der Cp-Stetigkeit iiber den Rand der Dreieckselemente
hinaus, miissen die Funktionswerte in den Ecken vorgegeben werden. Zur
Realisierung von Ci-Stetigkeit miissen auflerdem in den Ecken noch die ers-
ten beiden Ableitungen vorgeben werden. Dies sind pro Knoten sechs Werte,
so dass das Element 18 Freiheitsgrade hat. Das resultierende 2D-Polynom
ist 5. Ordnung.
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In den Ecken ist ein solches Element sogar iiberkompatibel, da es we-
gen der Vorgabe der zweiten Ableitungen in der Umgebung der Ecken so-
gar Cy-stetig ist. Die Uberkompatibilitit lidsst sich durch Polynomansitze
nicht verhindern. Zu ihrer Vermeidung wurden Ci-stetige Elemente entwi-
ckelt, die in den Knoten nur nullte und erste Ableitungen zur Interpolation
verwenden und auflerdem rationale Zusatzterme in den Ansatzfunktionen
beriicksichtigen. Ein vollig anderer Weg ist die Konstruktion von konver-
gierenden nichtkonformen Plattenelementen. Fiir ndhere Ausfiihrungen zu
beiden Alternativen und zusétzlichen Literaturhinweisen sei hier auf Kno-
the und Wessels [65] sowie auf Ciarlet [23] verwiesen. Wir verwenden hier
trotzdem ein {iberkompatibeles C;-stetiges Element und geben dafiir folgen-
de Griinde an.

e Als Hauptgrund zur Vermeidung von iiberkompatiblen Elementen wird
in [65] angegeben, dass Losungen im Falle von Unstetigkeiten in den
elastischen Parametern an den Unstetigkeitsstellen nicht Co-stetig sind.
Uberkompatible Elemente erzwingen so eine zu hohe Glattheit der
Losung. Dieser Fall tritt im betrachteten Test nicht auf.

e Im hier vorliegendem Fall von konstanten elastischen Parametern er-
warten wir mit diesem Element eine schnellere Konvergenz als mit
den nichtkonformen oder nicht iiberkompatiblen Elementen [65], da
die Losung elementweise genauer approximiert wird.

e Dem Autor ist nicht bekannt, dass im Falle von Unstetigkeiten in
den elastischen Parametern, iiberkompatible Elemente nicht gegen die
Losung konvergieren.

e Alle Polynomausdriicke sind exakt integrierbar.

Unter Beachtung dieser vier Punkte verwenden wir als Scheibenelement
ebenfalls ein {iberkompatibeles Hermite’sches Element. Es handelt sich hier-
bei um ein Cy-stetiges Element, welches in den drei Eckknoten nicht nur den
Wert der Funktion, sondern auch ihre ersten Ableitungen interpoliert. Damit
hat ein solches Element insgesamt 9 Freiheitsgrade.

Auf diese Weise benétigen wir fiir beide Elemente nur drei Knoten. Die
Interpolation von U geschieht mit insgesamt 94-9+18=36 Freiheitsgra-
den.

Zur Konstruktion der beiden Elemente fiihren wir im nichsten Abschnitt
die Dreieckskoordinaten ein. Sie erlauben Elemente mit verschiedenen Gro-
Ben und an verschiedenen Orten einheitlich zu beschreiben, wenn sie die
gleiche Struktur der Formfunktionen haben. Danach erldutern wir zuerst
die Konstruktion des verwendeten C'-Plattenelements und danach die Kon-
struktion des C°-Scheibenelements.
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7.3.3 Einheitsdreieck und Dreieckskoordinaten

Wir betrachten jetzt gemii Abbildung 7.3 ein Dreieck w(™) C w* aus einer
konkreten Triangulierung und bezeichnen die drei Eckknoten mit Py, Py und
Pg. Es gilt Pr, Py, Pk € 0w C w* und P; # Py, Py # Pk und Px # P;.
Die Koordinaten dieser Knoten bezeichnen wir mit X7, X j, und Xg,. Die
Indizes I, J und K nennen wir globale Knotennummern.

X2 A
Xio Pe
(D(T)
Xp
P
Xn \ P;
0 Xn Xii X5 X

Abbildung 7.3: Globale Knotennummern und -koordinaten des Dreiecks w(™)

in einer konkreten Triangulierung.

Jetzt fithren wir auflerdem lokale Element-Knotenindizes i € {1, 2, 3} ein,

die iiber eine Knotenzuordnungstabelle EEIT) den globalen Knotennummern
zugeordnet sind. In gleicher Weise fithren wir lokale Element-Koordinaten

xD ein, so dass gilt

[1eY

PZ(T) = EZ(?)PI und XZ(OI;) = ZEZ(?)XIO‘ (717)
1 1

Bezeichnen wir mit A) den Flicheninhalt von w™), lisst sich dieser durch

T T

o _| X%T; X%
AV =11 X%lT) X%%) (7.18)

1 X31 X32

beschreiben, wobei | | hier der Determinantenoperator ist. Fithren wir jetzt
in analoger Schreibweise die folgenden Hilfsgroflen ein:

1 X1 X 1 xD xD
AD 1 xD xD AD =11 X X, (7.19)

T T T T

1 oxy) Xy 1 oxy) Xy
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T T
Ca kg
und Ag): 1 Xg) x|,

22
1 x® XD

X32

konnen wir durch

G =A"/AD (7.20)

die Dreieckskoordinaten (; definieren, die auch baryzentrische Koordinaten
genannt werden. Sie haben die Eigenschaft

G+Ge+@G=1 (7.21)

Mit den Abkiirzungen

T T T T T T
S e R e IR s A
X317 Xg X117 X Xo1' Xgo
T T T T T T T T T
bg):ngl)_X§1)v bg)zxfl)_Xigl)? bi(%):Xél)_X&)?

T T T T T T T r T
R R O I e

(7.22)
erhalten wir die Transformationen
G=d +d7x +00x, wmd X, =6x7. (7.23)
Die eingefiihrten Abkiirzungen haben die Eigenschaften
bgT) + béT) + béT) =0, ch) + ch) + céT) =0 und
T T T T T T
S I R I =24, (7.24)
C;(gT) b;(gT) CET) bgT) CgT) bgT)

Damit lassen sich die folgenden Differentiationsregeln fiir Monome aufstel-
len:

GGG pardl G +goolP TG + resPG
00X, 2A ’
OCTCHG) _ phiGl GG+ abo GG+ rhsREG T o
0Xo 2A ’ '

wobei wir zur besseren Ubersichtlichkeit den Elementindex (T) weggelassen
haben. Die Integrationsvorschrift fiir Monome iiber die Dreiecksfléiche lautet

2 ADpl g 7l

(p+qg+r+1) (7.26)

/ ¢t (3¢5 dXy dXy =

w(T)
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Die Verschiebungen iiber einem Element haben die Darstellung

U (X1, X2) = UP(G1, G2, G3). (7.27)

Insbesondere gilt in den lokalen Eckknoten:

U (X1, X12) = UP(1,0,0), U™ (Xa1, Xa2) = UP(0,1,0)
und U (X1, X30) = UP(0,0,1). (7.28)

Die Ansatzfunktionen der beiden hier verwendenden Elemente sind Polyno-
me vom héchsten Grade 5. Vollstindige Polynome 5. Grades haben im R?
eine Monombasis von 21 Basiselementen. Entsprechend haben vollstandige
Polynome 4. bis 1. Grades Monombasen von 15, 10, 6 bzw. 3 Basiselemen-
ten. Ein Monombasiselement eines Polynoms n-ten Grades lésst sich in Drei-
eckskoordinaten durch ¢¥ ¢ ¢§ darstellen, wobei jeweils p + ¢ +r = n gilt.
Die Anzahl der Basismonome in Dreieckskoordinaten zur Darstellung eines
vollstandigen Polynoms n-ten Grades stimmt selbstverstdndlich mit der An-
zahl der Monome fiir eine Darstellung in Kartesi’schen Koordinaten iiberein.
Jede spiter bendtigte Monombasis wird in die folgende Vektordarstellung
gebracht:

€3 = (€1, C3) = (§311-€312: §[33)
Lo = (C7,63,63,¢23, (3¢, 01G2) == (§ajs Eoj2- €loj3» El6j4» 65> Slele)
€y = (61,63, G3,¢¢2, 3¢, G5, G5C1, G3Ca, €2, C1Gala)
= (§nojts &10j2: §1013» §110)45 €[10)55 €[10)6)
Ens) = (¢G5 G5, PG, 633, G5, G3C1, G3Ga, G, (73, G363, GRGH

(723, Q1G5C3, C162C3)

= (s §usj2: €1)3s §[15)40 1515 §[15)60 -+ §[15]15)
6[21] = (C15a<25’C??aC%C25<§<37Célgl’C%Cl?gélCZaCfC%C%C%vCSCP?aC??ClQa
(3. GG G G0G,086 063, 3G, G6E. . GEG)
= (15 €225 21135 €21145 € 21155 € 21165 -+ §21]21)5 (7.29)

wobei wir die Zahl der jeweiligen Basiselemente zur Unterscheidung in eckige
Klammern setzen.

Zu FE-Approximation des von Kdrmdn’schen Plattenproblems bendoti-

gen wir wir auflerdem noch die folgenden Darstellungen der Ableitungen
verschiedener Basismonome. Unter Verwendung von (7.25) erhalten wir

65 H 85[15}1 B 10 H(T)
0X Z [21 15)To 5[15]J, X, Z (510700 5[10]J
J=1
0ol o (7)
und 0Xe Jz::lH[lO,ﬁ}IaJ §[6]7 (7.30)
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sowie

325[21}1 _ = g 01517 o 2 g _ 7@
0X,0X5 > RL15)lad THX, > [21,15)Ta] > 15,1078k S[10]K
Al = B J=1 K=1
1

T
- Z TE21),10]10¢/6K f[lo]K- (7.31)
K=1

[e=]

Dabei héngen die Elementmatrizen H und T wegen (7.25) nur von den
Werten der Element-Knotenkoordinaten ab.
Schliefilich benétigen wir noch

(T) (T)
0f(G: ¢, G) | _ 0f(G G G)| G Of(G G G)| b
on X, 1) 9Xo 1)
k=0 k=0 "k =0 "k
(7.32)
mit
1T = oD 1 DefT), (7.33)
und
[ (E7) - (47)°
AT = 2 +1 (7.34)

2 (ng)) i |
(T)

wobei wir Ay~ und )\gT) entsprechend (7.34) durch zyklische Vertauschung
von 1, 2 und 3 erhalten.

Mit diesen Groflien konnen wir nun das Platten- und das Scheibenele-
ment generieren sowie das globale nichtlineare Gleichungssystem fiir die un-
bekannten Knotenfreiheitsgrade aufstellen.

7.3.4 Zur Konstruktion des Plattenelements

Ziel ist es, ein C-stetiges Plattenelement mit 18 Knotenfreiheitsgraden zu
konstruieren. Der Interpolationsansatz der Verschiebung W = Us lautet in
der Gestalt von (7.12)

18] 18 18

= (1) @) _ (T) 4D
WXy, Xo) = ZG[18]3;I(I>[18]I(X1’X2) - 20[18}3;1®[18][(Cla (2, C3)
I=1 =1
- (T) = (T)
- Z G[18]3;I Z Z[18,21]1J§[21]J (7.35)
I=1 J=1

133



mit

(T)
G[18]3;6(i—1)+1 W (X1, Xa)
o e
G[1Ts]3;6(z—1)+2 %ﬁ)@)
’ X
GPTS)]&M%UM - WLXZJQ) ' (7.36)
o oX
A
G[18]3;6(i—1)+5 2 e
on R
[18]3;61 152 (X1,X2)=(Xi1,Xi2)

Ausgangspunkt fiir die Bestimmung von Z[(Q?l} ;1 ist die Ci-stetige Her-

mite-Interpolation mit dem vollstdndigem Polynomansatz 5. Grades geméf
Abbildune 7.4.

y
(U3, Upe3 Uiya,
Upxx3 :Ulyy.?:ulxya)
(Uine)

(Uns)

(U191 Wiy,

Upnxt, Utyy1,Uixyr) () Luz.ubzlz.uryz, )

1xx2 1 Ylyy2,Yixy2

X

Abbildung 7.4: Knoten und Stiitzwerte im Cj-quintischen Dreieck nach
Kdmmel und Franeck [60]. Links: z = X; und y = X». Rechts: Dreiecksko-
ordinaten.

Dieses Element hat 21 linear unabhingige Basisfunktionen, die sich als
Linearkombination der Monombasis &3] darstellen lassen, d.h. es gilt

[21] 21 21
W(Xlu X2) = Z GE;)BI(P[(;)]I(X]" X2) = Z Gngl)]'g[(I)[gl][(Cl) <25 C3)
I=1 I=1

21 21

_ (T) (T)

= Z G[21]31 Z Z[21,21]IJ€[21]J (7.37)
I=1 J=1

mit G[21]3;I == G[18]3;I fir 1 é I S 18 und

(7) OW(X1,X5)
GEIS)]3;19 8W(f{n o) (¢1,¢2,¢3)=(5,3,0)
T _ | 9W(X1Xs)
G[17§5]3;20 = on (1o =(0,2,1) (7.38)
Gliags IW (X1, X2)
[18]3;21 s o
(€1:62:¢3)=(5,0,3)




Die drei zusétzlichen Stiitzwerte sind demnach die Ableitungen in Rich-
tung der Seitennormalen in den Seitenhalbierenden des Dreiecks. Die Ma-
trix Zjg1 91) ist durch 441 Gleichungen bestimmt und zwar in der Weise, dass

jeder der 21 Funktionen @(21) ; nur einen von Null verschiedenen Stiitzwert
hat. Der von Null verschiedene Wert ist gleich Eins. Dabei wird die Numme-
rierung so gewihlt, dass die Funktion @EZTI)] ;nur fiir 6(i —1) +1 < I < 6i im
i-ten Knoten von Null verschiedene Werte hat, wobei fiir I = 6(¢—1)+1 nur
der Wert selbst von Null verschieden ist und fiir I = 6(i — 1) + 1 4+ « nur der
Wert der ersten Ableitung in Richtung X, gleich Eins ist. Fiir [ = 6(i—1)+4
ist die 2. Ableitung in Richtung X gleich Eins , fir I = 6(i — 1) + 5 ist die
2. Ableitung in Richtung X5 gleich Eins und fiir I = 6: ist die gemischte
2. Ableitung gleich Eins. Auflerdem ist fiir / = 18+ ¢ die Normalenableitung
der dem Punkt PZ-(T) gegeniiberliegenden Seitenhalbierenden gleich Eins.

Um zu dem 18-Freiheitsgrad-Element zu gelangen, werden die Werte der
Normalenableitungen auf den Seitenhalbierenden eliminiert.

Dies lésst sich unter Zuhilfenahme des 15-Freiheitsgrad-Dreieckselements
realisieren, mit dem ein Polynom 4. Grades vollstindig dargestellt werden
kann. Die Stiitzstellen dieses Element sind die drei Eckknoten, der Knoten
im Flichenmittelpunkt ((1,¢2,(3) = (3, %, é) und die Seitenhalbierenden.
In jedem Knoten sind die Funktionswerte selbst Stiitzwert. Zusétzlich sind
in den Eck- und dem Mittelpunktknoten die ersten Ableitungen Stiitzwerte

und wir schreiben:

[15] 15 21
W(X1,Xo) = > G0l (X1, X) = Y Gl @R5(G, G, Ga)-
I=1 I=1

Die folgenden 18 Gleichungen sind die Bestimmungsgleichungen fiir die 18

Unbekannten G\%)  fiir 1 < I <15 und a deren Darstellung durch

[15]1 [21]18+47
GEQI)] ; fiir I <18 gesucht ist:
(T) S (T) 11
T T D
G[21]3;19 o Z G[15]3;1(I)[15]1(§a 2 0)=0
I=1
(T) S 11
D
Glof)3i20 — Z G153, 1 P15 (0, > 5) =0
I=1
(1) > (T) 1 1
T T D
G[21]3;21 o Z G[15]3;31(I’[15]1(§: 0, 5) =0
I=1

(T)
[15 Z A[15 21]IJG[21]3 =0
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[15] [21]
wobei Af15)21] I dadurch festgelegt ist, dass die Stiitzwerte von W durch W

vollsténdig durch G\ bis

ausgedriickt werden. Da wir nun GE ) 21]3:1

21]3;18+i
Ggl)]?)-ls ausdriicken konnen, folgt aus (7.37) unmittelbar (7.35).

Die Interpolationsfunktionen in (7.35) haben dann die in [60] angegebene
Gestalt:

Pl = CP 45 (G +C3) + 1065 (Co +C3)2+ 308G (A G+ (1= AT ()2,

‘I’ﬁs]z = 36" ¢2¢3(¢o — C3) +¢ (b3 )¢y — b )Cs)(Cl +4C + 4¢3)
156G 05N 6 - b7 (1 - AT 6)2,

q’ﬁg]:s 301 C1 (3(Ca —G3) — ¢F (03 )C2 (T)C?))(Cl +4¢ + 4¢3)
~15GE GG (e A - 7 - 26,

ORy, = <1<<b<T>>2¢§ (b57)2¢3) /2
+C3CaCa (B b(T<+b W0 ¢ — b5 ¢y)
+5<1<2<3<<b”’> <+<b;T>>< A§T>>< )/2

Oy = U123 + (57)2¢3) /2
+¢i C2C3(03 ClT)C2 + CST)CgT)C:a - CgT)CéT)Q)
526G G + (5721 = A7) /2

(I)[D18]6 = )Cl CZC?’(CI + Gt Ga) + 05 s(Gals — 3Gt — GG — ¢F)
+bg P CZ(C2C3 — C3C1 Gl — )
—5¢2¢C (0 DA G + b5 P21 - A7) G).
(7.39)

Die Funktionen <I>[ 18]7 bis (I>[18]18 gehen aus @ bis
Vertauschung hervor.

Auch hier gilt, dass jede Funktion CIJ[%] ; nur einen von Null verschiede-
nen Stiitzwert in den Knoten hat, wihrend der von Null verschiedene Wert
gleich Eins ist. Mit Hilfe von (7.35) und (7.30) konnen wir nun sémtliche
Ableitungen durch die Monombasen &[;5 bzw. £y darstellen.

Die beiden hier vorgestellten C;-stetigen Elemente wurde 1966 erstmalig
von Filippa [37] vorgestellt. Das 21-Freiheitsgrad-Dreieck ist auch unter den
Namen Ci-quintisches Dreieck oder Argyris-Dreieck bekannt. Letzter Na-
me geht auf die 1968 erschienene Arbeit von Argyris, Fried und Scharf [3]
zuriick. Fiir das hier verwendete 18-Freiheitsgrad-Dreieck werden in der Li-
teratur auch die Namen reduziertes Ci-quintisches Dreieck oder Bell-Dreieck

D1 bis ®Ryq durch zyklische
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verwendet, wobei letzterer Name auf den 1969 erschienenen Artikel von Bell
[9] zuriick geht.

7.3.5 Zur Konstruktion des Scheibenelements

Ziel ist es hier, ein Cy-stetiges Plattenelement mit 9 Knotenfreiheitsgraden
zu konstruieren. Der Interpolationsansatz der Verschiebungen U, lautet in
der Gestalt von (7.12)

[9} 9 9
o(X1, Xo) = 3 Glg) @01(X1, Xo) = Y Gl @F(Gr o, )
=1 I=1

10

9
Z G[9]a I Z Z9 10]1J§[10]J (7.40)

I=1 J=1
mit
(T)
Glgjass(i—1)+1 Ua(X1, X2)
(1) _ U (X1,X2) 741
Oa3i-1)+2 | = — X (7.41)
G(T) 8UQ(X1,X2)
9]a;3(i—1)+3 0X2

(X1,X2)=(X;1,Xi2)

[9,10]7J
zeigte Hermite-Dreieck, welches aus einer vollstédndigen Polynombasis drit-

ten Grades besteht.

Ausgangspunkt fiir die Bestimmung von Z (7) ]1 ist das in Abbildung 7.5 ge-

(u3xulx3:uly3)

(U, Upx1, Uy }

{Uz,Uxz i1y}

X

Abbildung 7.5: Knoten und Stiitzwerte im Cy-kubischen Dreieck nach
Kimmel und Franeck [60]. Links: = X; und y = Xs. Rechts: Dreiecksko-
ordinaten.

Die Vorgehensweise ist die Gleiche wie beim Plattenelement. Die Elimi-

[10]
nierung des Stiitzwertes im Fldchenmittelpunkt von U, (X7, X3) erfolgt un-
ter Zuhilfenahme des vollsténdig quadratischen Lagrange-Elements, welches

Stiitzstellen in den Ecken und auf den Seitenhalbierenden hat. Wir konnen
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fiir beide Werte von « jeweils 7 Bestimmungsgleichungen fiir die jeweils 7

Unbekannten GElTo)]a;lo und G%l bis G%{LG
(

;1
vollstandig durch GE‘FO)]O[,I bis G [1T0)a-9 darstellbar sind. Die ausfiihrliche Rech-

nung ist in [60] abgedruckt.
Die Interpolationsfunktionen in (7.40) haben dann die Gestalt:

angeben, so dass die Ausdriicke

oy = = 43 G+ )+ 201G
o, = GO —b5G) + ety — by /2 (7.42)
oy = G- dG) - aaaEd” - )2

Auch hier gehen die Funktionen @fg] 4 bis @5}9 aus @@11 bis CIJ[gB durch
zyklische Vertauschung hervor. In der Literatur wird dieses Dreieck auch als
Zienkiewicz-Dreieck nach [8] oder als reduziertes kubisches Hermite-Dreieck
bezeichnet.

Damit kénnen wir jetzt das globale nichtlineare System berechnen, wel-
ches fiir N Knoten unter Beriicksichtigung von (7.14) die Losungen G

[BN]a;I
fiir 1 <I <3N und G[EGNB;I fiir 1 < I < 6N hat.
7.4 Formulierung des diskretisierten nichtlinearen
Problems ohne Verschiebungsrandbedingungen
An dieser Stelle verlassen wir wieder die in (7.1) eingefiihrte Operator-
schreibweise und schreiben zuerst (B.4) und dann (B.6) ausfiihrlich un-

ter Verwendung der Elementansatzfunktionen (7.40) und (7.35) sowie der
Element-Freiheitsgradtabelle gemafl (7.14) auf.

7.4.1 Die diskretisierten Scheibengleichungen
Wir entwickeln (B.4) unter Verwendung von (7.40), (7.35) und (7.14):

OVE(Xy, X
0= // Nfﬁ(X17X2)éX;2) dX1d X

(T) X X
ZZ//N(T)(Xl,Xz>8V‘“ (0% 4x,ax,
= of 0X g

w(T)

9 001 (X1, X»)
= ZZ// Né?(Xl,Xz)—[Q]I dX1d X QEQT}()X;[
T

0X
=15 ’
3N 9 aq)(T) (Xl XZ)
T o7\ 1 T
=203 || N (i Xa) [ ]aX dX1dX; Qfg;;,N]ngfA-
A=1 T I=1%7) B
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Daraus erhalten wir die 6N nichtlinearen Gleichungen

OBl ) (X1, Xs)

_ (T) (T)
0= ZZ//N (X1, X2) 8—XﬂdX1dXQQ[93N] A

TIl

ol (X1, Xo)

10 9
- ;ZZ/ Nc(y?(Xl,Xz)WaXﬁ dX1dXo

J=11=1"7)

(T) (T)
Z[9 10]IJQ[9 :3N]alA

6
3 ] 8 e xagan i

J=11=1K=1"7)

(T)
[10,6].78K

6
=>.0 . / No(ég)(XlaX2)§[6}K dX;d X,
T

I=1 K=1")

(T) (T)
By 6115k 9:3Njar4

T T
- Z Z Z Gfg]i, B[(g é}]nLhcaﬁ’Yﬁ/ §i61.8 6k dX1d X2
T I,J=1K,L=1 L

(T) (T)

H 9,10)1J°“[9;3N]al A

Z

(1) (1)
B [9, 6}151(9[9 3N]alA

18 15 ) h

6
(T)
Z Z G 18]3 P [18 15]PHRG[18]~/ QB[18715]Q,€55604675
I=1 P,Q=1 K=1R,5=

(1) (1)
/f[15]R§[15}S§[6]K dX1dXs By 61155 29.3N]a1 4

w(T)
. : (T) (T) (1) (T) (1)
- Z Z Z Glopysr Bro.sr MCasraligg L Biogrsndosnara
T I,J=1K,L=1
1 15

9 8 6
(1) p(D (T) (T) h
+ZZ Z Z G[18]3P [18, 15}PnRG[18}3;QB[18,15]Q755004[5%
T

BT oM

[15;15;6] RSK [9,6]IB8K " “[9;3N]al A

9 9
_ (1) (1) (1)
o Z Z (Z G[9]7;JK[9;9]7J0J Q[g;sN]glA
T
LS~ o) A1) @ (T)
2 Gy pCrgselususopoar Yoanjara | - (743)
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Dabei haben wir die Matrixabkiirzung B:=Z H verwendet und die Matrix
der Integrale tiiber die Monombasen mit I abgekiirzt. Die Groflen

K (9T, 3}7 Joy Sind die Komponenten der linearen Element-Steifigkeitsmatrix des

Sc[heibenproblems.

7.4.2 Die diskretisierten Plattengleichungen
Wir entwickeln (B.6) unter Verwendung von (7.40), (7.35) und (7.14):

OWE (X1, X9) OVE (X1, Xo)
= (X1, X5)
0= ‘[/< 1 X2) X4 X,

Vi (X1, Xo)

— MI5(X1, X2) 9X.0X 5
6%

—pP (X1, Xo)VE (X1, X2)> dX;d X,

18 o . L
_ZZ// ND(x,, ) V20, X2) 0P (X, Xa)
rop X X,

w(T)

P15 p(X1, Xa)
0X.0X

— Moﬂ? (X17 XZ)
—p!"(X1, X2) g p(X1, X2)> XmdXQQ[(lTS)]?’;P

oW (D (X1, Xs) 0Pp1gp(X1, X
S [ (W, e P X PR )
X X,
B T P

*Ppgp(X1, X2)
0X,0X;

-Af””uxhgxg

—ﬁTNXhXﬁéuwﬂXhXﬂ>dXﬂMbQ&&wﬁpBQ“} (7.44)

Daraus erhalten wir die 6N nichtlinearen Gleichungen

oW (X1, Xq) 0Ppgp(X1, X2)

w(T)

&5 p(X1, Xa)

(T)
- M (xy, X
ag (X1, X2) 0X,0Xg

—p@MXHHXQQU&pC&JXﬂ>dXﬁngQﬁgwwng.(74@
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Die weitere Entwicklung dieser Gleichungen fiihrt auf

18 21

_ oW T (X1, Xz) 0p21)6(X1, X2)
0= ZZZ//( (X1, X2) X5 X,

T P G i

O*Ep116(X1, Xo)

—M( )(X1,X2) 0X.0X;

T (T) (T)
' )(X17X2)§[21]G(X17X2)> dX1dXs Zpyg011p¢ Hisenisips

18
= ZZZ//N (X1, X2)&p5158 15 R dX1d X2

T PQ RS i

BO )

(T) (T)
[18 151085 C gz B Q

[18,15]PaR ““[18;6N]|3;PB
18 21

h?
+ Z Z Z Z Gl 18]3 Q [18 21]QHTE21)10]7H/<E 12 Cafyk

T PQG,HE,F

(T) (T) (T)
/ €n0e€opd X1d Xz Z[18,21]PGT[21,1o]aG,@F Q[IS;GN]EI;PB

w(T)

Z Z [18]P [18 6N]3;PB
18 15
- ZZZZZB[g 6]JvK [9]HJ heapyw

T PQRS J K

// &15)5€15]RE[6] K dX1d X2
(™)
(1) (1) (1) (1)
By, 15]QBSG[18}3 .0 Busisipar Yisensipe

) (T) ) h
+ Z Z Z By 18 15]0~Y [18}3;0 B[18,15]V;~;ZG[18]3 Vo Cabyr
T PQO,V R,SY,Z
// §ns)sénsr sy €is)z dX1dXo
w(T)

(T) (T) (T) (T)
B[18 15]QﬁSG[18}3 :Q B[18,15]PaR Q[18 :6N]3;PB

h? (T
+ Z Z Z G 18 3; Q [18 10]7QKE 12%%&[[10,10}15}7’ F[lS,lO]aPﬁF
T PQE,F

(T)
Q[IS :6N|3;PB

(T) (1)
- Z Z P[18]P [18;6N]3;PB
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und

18 15 9 6 )
- Z Z Z Z Z By, [9 6]Jf-cK 9]7 7 MCapyrl] [15,15,6]SRK
T PQRS J K
(T) (T) (T) (1)
Bis5108sC813:0 Bsasipar Qhisons:ps
18 15

(T) (T) (T) a h
+Z Z Z B[18,15}0WG[18}3;0 B[18,15]V5ZG[18]3;V560‘5’75
T PQ,0,V R,S)Y,Z

(T) (T) (T) (T) (T)
1[15 15,15,15|SRY Z B[18 15}QﬂSG[18]3 Q B[18 15]PaR Q[18 6N]3;PB

+ZZG183Q [1818}QP [186N]3PB ZZP18PQ186N3PB
T PQ

(T) (T) (T) (T)
- Z Z Z G [18]3; QD 18,18,9]QPxJ G[g]n J Q[18;6N}3;PB
T PQ J

18
(T) (T) (T) (T) (T)
+ Z Z G[18}3;0 G[18}3 V2D[18 18,18,18|Q POV G[18]3;Q Q[18 :6N|3;PB
T PQ,0,V

18
(T) (T) (T) (T)
+ Z Z G[18]3;QK[18,18}QP Q[18 6N13;PB Z Z PIS]P Q[18 :6N13;PB
T PQ

(7.46)

Neben den bereits fiir das Scheibenproblem verwendeten Abkiirzungen be-
nutzten wir hier zusétzlich I''=2 Y. Die Groflen K [(1T8318 p sind die Kom-
ponenten der linearen Element-Steifigkeitsmatrix der Kirchhoff’schen Plat-
tentheorie. Die Grofien P[(ljf;])Q werden generalisierte Element-Knotenlasten
genannt. Thr Wert kann nur numerisch berechnet werden. Wir schreiben
P:=Z7 L und berechnen die Komponenten von L durch die folgende Qua-
draturformel:

[21 // (X1, X2)€p216 (X1, X2) dX1 dXo

=247 // (X1(C2, C3), X2(C2, C3))€[ar)cr (€2, G3) G dG3
7

%Z D gip™( X1 (Corv Go1)s Xo(Cot, Ga.1)) 116 (Cours Gayr)- - (7.47)

I=1

wp ist das Einheitsdreieck, was in den kartesischen Koordinaten ((2,(3) die
Ecken (0,0), (0,1) und (1,0) hat. Die Werte der Gewichte g; und die Koor-
dinaten der Integrationspunkte sind in Tabelle 7.1 zusammengefasst.
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[ 1] Co1 \ Co,1 \ g1 |

1 1/3 1/3 9/80

2| (6—-+/15)/21 | (6 —+/15)/21 | (155 —+/15)/2400
3 (94+2v15)/21 | (6 —+/15)/21 | (155 — +/15)/2400
4| (6—+/15)/21 | (94 2V15)/21 | (155 — +/15)/2400
51 (6++15)/21 | (9 —2v/15)/21 | (155 + /15)/2400
6 || (6-++15)/21 | (6++/15)/21 | (155 + +/15)/2400
71 (9-2v15)/21 | (6+ +/15)/21 | (155 ++/15)/2400

Tabelle 7.1: Stiitzstellen und Gewichte zur exakten numerischen Integration
von Polynomen 5. Ordnung iiber dem Einheitsdreieck.

Auf diese Weise wird jedes Polynom 5. Grades exakt interpoliert, was hier
der exakten Erfassung einer konstanten Fléchenlast p entspricht, da {pa1jq
ein Polynom 5. Grades ist. Eine derartige Erweiterung der Gauf$’schen Qua-
draturformeln auf Dreieckselemente wurde erstmalig von Hammer, Marlow
und Stroud in [52] sowie von Filippa in [37] vorgestellt.

Eine Vernetzung der Kontaktfliche, in der P # 0 gilt, ist in Abbil-
dung 7.6 auf Seite 147 dargestellt.

Die Gleichungen (7.43) und (7.46) bilden zusammen mit den Verschie-
bungsrandbedingungen das vollstéindige System zur Bestimmung der FE-
Losung G[3 N A und G[6 NJ3B> Wenn N die Zahl der Knoten ist. Deshalb for-
mulieren wir im néichsten Abschnitt die Verschiebungsrandbedingungen und
geben eine konsistente Stiitzrandbedingung an, bei der das bereits erwéhnte
Plattenparadox nicht auftritt.

7.5 Verschiebungsrandbedingungen — das Plat-
tenparadox der frei drehbar gestiitzten Platte

Die drei Starrkorperfesseln gemaf (5.48) lassen sich sehr einfach als Knoten-
randbedingungen realisieren. Dazu muss w so vernetzt werden, dass die Fes-
selpunkte in einem Knoten liegen. Wenn wir das Problem als Vollkreis rech-
nen, erweist es sich als giinstig, den Fesselknoten unabhéngig von der Fein-
heit des Netzes feste Knotennummern zu geben. Wir haben hier den Knoten
im Plattenmittelpunkt mit PlE bezeichnet, weil wir uns hauptséchlich fiir die
Werte in diesem Knoten interessieren. Da aus Symmetriegriinden dort kei-
ne Horizontalverschiebungen vorliegen, formulieren wir in Abé&nderung von
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(5.48)
G%N]a;l =0, was Uy(0,0) = 0 entspricht. (7.48)

Damit ist der Korper vollstindig gegen horizontale Starrkorpertranslation
gefesselt, so dass wir im Gegensatz zur urspriinglichen Formulierung des
Randwertproblems nur noch einen weiteren Fesselpunkt benttigen, um ihn
gegen horizontale Starrkorperrotation zu fesseln. Wir geben diesem zweiten
Knoten die globale Knotennummer 2. Seine Koordinaten sollen bei (R4, 0)
liegen. Als Knotenrandbedingung formulieren wir

G[b;)N]M =0, was Uz(Ry4,0) =0 entspricht, (7.49)

an. Wir fassen die drei Bedingungen durch

3N
Z S[3N,3N]aABBG[E3N]gB =0 (7.50)
B=1
mit
(@ABB) = (LLL1)
1 fiir (€ABB) = (2;1;2;1)
S[3N,3N]aABB = (@ABB) = (2;4;2:4) (7.51)

0 fiir alle anderen Indexkombinationen

zusammen. In dieser Form kann die Randbedingung in der im nichsten Ab-
schnitt beschriebenen Weise mit den nichtlinearen FE-diskretisierten Gleich-
gewichtsbedingungen zusammen gefiihrt werden®. Von 6 N Gleichungen
(7.50) sind nur 3 nichttrivial.

Die Stiitzrandbedingung lautet gemafl (5.52) W = 0 fiir (X;,X2) € ©.
Dies impliziert auch, dass sdmtliche tangentiale Ableitungen von W auf
© verschwinden. Wihlen wir eine Triangulierung so, dass moglichst viele
Knoten auf © liegen, generieren die Elementkanten ein Polygon mit dem
Rand ©*.

Wenn wir nun fordern, dass W (X1, X2) = 0 fiir (X1, X2) € ©* gelten
soll, wobei ©* insgesamt M Ecken hat, ldsst sich fiir dieses Ersatzproblem
eine Losung W* berechnen. Als Plattenparadox? wird bezeichnet, dass W*
fir M — oo nicht gegen W konvergiert [95, 6, 5]. Demzufolge kann auch

3Wenn wir die Symmetriebedingungen ausnutzen, wie sie im Anhang B.3.1 beschrieben
sind, und nur mit einem Achtelkreis rechnen, miissen entsprechend der dort vorgegebenen
Symmetrierandbedingungen fiir mehr als zwei Knoten Horizontalverschiebungen vorgege-
ben werden.

4Das Phinomen wird gemiB der Ausfithrungen auf Seite 125 auch als Sapondjan-
Babuska-Plattenparadox bezeichnet.
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eine FE-Approximation W¥* fiir immer feinere Triangulierungen nur gegen
W*, nicht aber gegen W, konvergieren. In [6] wird berichtet, dass die Fehler
beim Kirchhoff’schen Plattenproblem einer am Rand gestiitzten Kreisplatte
fiir die maximale Durchbiegung bei 40% liegen.

Wir geben nachfolgend an, wie die Randbedingungen formuliert werden
miissen, damit dieses Phinomen nicht auftritt, und geben eine anschau-
liche Begriindung des Phénomens durch Vergleich der verbleibenden FE-
Freiheitsgrade fiir verschieden formulierte FE-Randbedingungen an.

Zur knotenweisen Formulierung der Randbedingungen betrachten wir
jetzt einen Knoten Pf auf ©, mit den Koordinaten Xp,. Seine Freiheits-
grade, die zur Generierung von W¥ benétigt werden, fassen wir zu dem
Knotenvektor gfg] 7 zusammen und es soll gelten

GE W(Xla X2)

LEQN]3 6(J—1)+1 OW(X1,X2)

J[gN]s i6(J—1)+2 8W?))(i1,X2)

E G 6N]3;6(J—1)+3 2‘97)(2

o Gg =| WX
J[SN]?, 6(J—1)+4 X3

e w
[6N13;6(J—1)+5 X2

Glénia6. PW (X1, X3)

0X10X2
(X1,X2)=(X71,X72)

Fiithren wir jetzt ein lokales Koordinatensystem ein, dessen Ursprung
geméfl Abbildung 7.7 im Knoten liegt, dessen eine Koordinate s im Knoten
tangential an © liegt und dessen andere Koordinate n im Knoten normal
auf © steht, konnen wir einen Randknotenvektor g{é] ; einfiihren, fiir den gilt

G%N]?) 6(J—1)+1

GBgN]?) 6(J—1)+2

: W (X1, Xo)
)
GB%N]Z& 6(J—1)+3
)
)

OW (X1,X3)
on

OW (X1,X2)

. ds

T BQW(Xl ,XQ)

EN]S 6(J—1)+4 on2
W (X1,X2)

(
G[ﬁN]}% 6(J—1)+5 e
Glon3:6. T

(X1,X2)=(X71,X12)

Dabei schreiben wir formal G%N]g;G(J_l)JrK statt Gng}S;G(J—l)JrK’ falls es ge-
nau M Randknoten gibt, um den Schreibaufwand durch die dann zusétzlich
einzufithrenden Transformationen, nicht unnotig zu erhéhen.

Die zu W =0 fiir (X1, X2) € O konsistente Bedingung an den Rand-

145



knotenvektor lautet

GEN}S;ﬁ(Jfl)Jrl W (X1, Xo) 0

G — OW(X1,X3) | o
N6/ -1)+3 oo

Gli6N]3:6(J-1)+5 e 0

(X1,X2)=(Xy1,X72)
(7.52)
Die Komponenten des Randknotenvektors, lassen sich durch folgende Trans-
formation in die Elemente des Knotenvektors iiberfiihren:

gfg]J - t{é,(s]]gféw bzw.

6
R R E
G[GN]3;6(J—1)+K = ZT[GN,GN]G(J—I)-‘,—K;G(J—l)+LG[6N]3;6(J—1)+L7 (7.53)
L=1
wobel wir auch hier aus Griinden des Schreibaufwandes T[gNﬁ NIP:Q statt
T[]gM 6N|P:Q schreiben. Es gilt

T[?N,GN]G(J—1)+K;6(J—1)+L = t[}é}J;KL orJ (7.54)
mit
1 0 0
0 cos(’yf”) — sm(fyf)
B 0 sin('y?) cos(v?)
[6,6]J 0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
. ) 7.55
cos? (’y?) sin? (75‘) -2 cos('yf;”) sm(’y?) ( )
sin?(y}) cos® (v) 2 cos(v}f) sin(v})
cos(’yff) sin(’yf,%) — cos ’yff) sin('yff) cosQ(’yff) — sin2(’y§%)

fir 2 < J < M + 3 und tng]J,KL:(sKL fir J < 3 oder J > M + 2. Dabei

ist 'yff gemifl Abbildung 7.7 der Winkel zwischen X7 und n in Pf .

Wir erkennen, dass ein Knoten bei Erfiillung der Bedingung (7.52) nur
noch 3 unabhéingige Freiheitsgrade beziiglich W hat, d.h. 9 Freiheitsgrade
beziiglich W und U, die den FE-diskretisierten Gleichgewichtsbedingungen
geniigen miissen.

Betrachten wir nun die Situation W =0 fiir (X7, X2) € ©* und bezeichnen
die beiden mit P}E verbundenen Elementkanten, die auf ©* liegen, entspre-
chend Abbildung 7.7 mit (4) und (—).
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Abbildung 7.6: Vollkreisvernetzung fiir das 2D-Plattenproblem des Wa-
ferbiegetests mit besonders markiertem Auswertungsbereich. Oben: Obere
Hélfte der Vollkreisvernetzung. Unten: Netz der Kontaktfliche bei 350-facher
Vergroflerung des oberen Bildes.

Abbildung 7.7: Lokale Koordinatensysteme. Ohne Index: Entlang des Stiitz-
kreises ©. Mit Index: Entlang des Polygons ©* sind (—) und (+) die jewei-
ligen Randkantenindizes.
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Fiir jede Elementkante kénnen wir nun knotenweise Randknotenvektoren
einfiihren. Im Knoten Pf gilt damit

(-) (+)
G[(GJ\)I]3;6(J—1)+1 0 G[GN]3;6(J—1)+1 0
- +
Gionze-n+s | = © und Gl6N13:6(J—1)+3 0
- 0 G(JF) 0

G

[6N1]3;6(J—1)+5 [6N1]3;6(J—1)+5

Analog zu tfg‘ﬁ] ; definieren wir t&; f)i} ; und t[(g é] ;- Da jedoch fy}“ =+ ’y}f) gilt,
folgen mit
Ay = tomu9is d gy = 4,96
aus den obigen Kantenrandbedingungen insgesamt 5 unabhéngige Bedin-
gungen. Im Gegensatz zum Originalproblem hat der Knoten P}E beziiglich
W¥ nur noch einen Freiheitsgrad. Damit ist das Verschiebungsfeld W*F
viel mehr eingeschréinkt, als durch das urspriingliche Problem vorgegeben.
Da insbesondere der Gradient in den Knoten komplett verschwindet, er-
halten wir viel kleinere Durchbiegungen. Dies dndert sich auch fiir immer
feiner werdende Netze nicht, die gemif} (7.9) aus Elementen bestehen, deren
Inneres nicht leer ist.
Wir bringen jetzt die Bedingungen (7.52) auf eine dhnliche Form wie

(7.50):

6N

Z S[](?N,GN]ABGSN]S;B =0. (7.56)

B=1
Wenn wir © mit insgesamt M Knoten abtasten und die Knoten von 3 bis
M + 2 durchnummerieren, hat S[@N,(ﬁ NJAB die Gestalt

1 fir I=J 2<I<M+3,K=1L,
L ungerade,
S[6N,6N13;6(1—1)+K;6(J+1)+L =

0 fiir alle anderen Indexkombinationen.
(7.57)

Um (7.56), wie ndchsten Abschnitt gezeigt, mit den FE-diskretisierten
Gleichgewichtsbedingungen in Beziehung zu bringen, fithren wir jetzt die
Matrix S[g N.6N]Ap €in, die unter Verwendung von (7.54) durch die folgende
Transformation definiert ist:

6N
S[%N,GN]CD: Z T[?N,ﬁN]AcS[JgN,ﬁN]ABT[Ié%N,ﬁN]BD' (7.58)
A,B=1

Multiplizieren wir (7.58) von links mit der Transponierten der Matrix
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T[Iz N.6N] ergibt sich

6N 6N
Z TGN GN}ACS[GSN 6N]ABG[6N 3B = Z S[6N 6N]CDG[E6N]3;D =0. (7.59)
AB=1 D=1

Von diesen 6N Gleichung sind bei M Knoten auf © genau 3M nichttrivial.
Sie bilden zusammen mit den 3 nichttrivialen Gleichungen aus (7.50) die
3(M + 1) Knotenverschiebungsrandbedingungen der hier vorgestellten FE-
Diskretisierung des von Kdrmdn’schen Plattenproblems.

7.6 Das vollstindige Newton-Schema des Gesamt-
problems

Um abschlieflend das vollstdndige algebraische Gesamtproblem aufzustellen,
fiir das dann das zugehorige Newton-Schema berechnet wird, sei hier noch
einmal daran erinnert, dass die beiden resultierenden nichtlinearen Gleichun-
gen (7.43) und (7.46) nicht fir UF, V¥ € VF sondern fir UF, VE ¢ VE
aufgestellt wurden. Dabei haben wir im Abschnitt 7.3.1 den Raum V¥ C
V als endlichdimensionalen Unterraum von V definiert, wobei wir mit V
gemédf (7.3) den Raum der Funktionen beschreiben, die alle notwendigen
Differenzierbarkeits- und Integrierbarkeitseigenschaften der schwache For-
mulierung erfiillen. V(’)E C V¥ NV, hingegen ist als endlichdimensionaler
Unterraum von Vy geméf (7.2) definiert, in dem neben den Anforderungen
von VE auch noch die Verschiebungsrandbedingungen erfiillt sind.

Insbesondere folgt, wie im Weiteren ausgefiihrt, aus V¥ ¢ V(‘]E , dass
3(M + 1) der 12N Gleichungen von (7.43) und (7.46) nicht zur Verfiigung
stehen. Dabei haben wir wie im letzten Abschnitt angenommen, dass das
betrachtete Netz aus insgesamt N Knoten besteht, von denen M auf der
Kurve O liegen.

Bei Verwendung der gleichen Knotennummerierung wie im letzten Ab-
schnitt, gelten fiir V¥ VéE analog zu den Knotenverschiebungsrandbedin-
gungen (7.48) und (7.49) die Bedingungen Q[ESN]a;1 = 0 und Q5N12;4 = 0.
Damit gilt die Gleichung (7.43)

(T)  7(T) (T)
Z Z Z G[g 18; JK9 9]B8Jal Q[g :3N]alA
T I=1 \J=

(T) (T) _
"’ 9 Z G[18]3 P [18 18;9]PQal Q[Q;SN]QIA =0
PQ 1

nicht fiir A = 1 und nicht fiir das Indexpaar (a, A) = (2,4), da die Glei-
chungen aus der diskretisierten schwachen Formulierung fiir den Fall gewon-
nen wurden, dass Q[EB NwA = 0 beliebige Werte annehmen kénnen. Die drei
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fehlenden Gleichungen sind gerade die drei Verschiebungsrandbedingungen
(7.48) und (7.49).

Fiir V¥ ¢ Véﬂ gelten analog zu den diskretisierten Stiitzrandbedingun-
gen (7.58) die Bedingungen Q%N]B;A;A =0mit A=6(J/—-1)+2(K—1)+1 fiir
2<I<M+3und 1 < K < 3. Da dies eine Formulierung in Randknoten-
grofen ist, extrahieren wir aus der diskretisierten schwachen Formulierung
(7.44) unter Verwendung der Transformation (7.54) statt der Gleichungen
(7.46) die transformierten Gleichungen

Z > Z Z Z GllgsoPlisassiarss Glojhs

B T P

) 1) (1) (1)
+ Z G[IS]SO [18]3; VD[18,18,18,18]QPOV G[18]3;Q
Q o,V

18
(T) (T) (T) (T) -1 _
+ Z G[18]3;QK[18,18]QP - P[18]P Q[18;6N}3;PB(TR)[6N,6N]BD =0.
Q

Diese Gleichungen gelten nicht fir D = 6(1 — 1) +2(K — 1) + 1, falls 2 <
I <M+3und 1< K <3 gilt, da fiir diesen Wert von D in der schwachen
Formulierung Q%N]g; p = 0 gilt. Stattdessen gelten die 3M diskretisierten

Stiitzrandbedingungen G%N]B;D ZﬁN T[GN 6N]3; DCG[%N]&C =0.

Hatte das urspriingliche Teilsystem (7.46) die Gestalt fp( G[G nj3) = 0, haben
wir jetzt ein System der Gestalt

6N
Z fE(Gng]?,)) (TR)[_azlv,eN]BD =0,
B=1

was dquivalent ist zum modifizierten System fg(G[% N]S) = 0. Dabei unter-
scheiden sich beide Systeme dadurch, dass die Losungen des urspriinglichen
Systems die diskretisierten Verschiebungsrandbedingungen im allgemeinen
nicht erfiillen, wiahrend die Lésungen des modifizierten Systems die Rand-
bedingungen erfiillen.

Aus programmiertechnischer Sicht lasst sich eine solche Vorgehensweise
nur sehr aufwéndig realisieren. Deshalb werden hier die Randbedingungen
unter Verwendung der so genannten Penalty-Technik beriicksichtigt. Fiir
detaillierte Ausfithrung zu dieser Vorgehensweise sei hier auf Zienkiewicz
[116] und die dort aufgefiihrte weitere Literatur verwiesen.

Bei der Penalty-Methode multiplizieren wir die Gleichungen der Ver-
schiebungsrandbedingungen in der Gestalt von (7.50) und (7.59) mit einer
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geeignet groflen Straf-Funktion ¢, so dass wir

3N 6NN
¢ SpnanaassGlines =0 und ¢ ) SEyevenClonsn =0
B=1 D=1

(7.60)
erhalten. Die linke Gleichung von (7.60) addieren wir zur urspriinglichen
Scheibengleichung (7.43) und die rechte Gleichung von (7.60) zur urspriing-
lichen Plattengleichung (7.46).

Eine anschauliche Interpretation dieser Vorgehensweise ist die folgende:
Wir betrachten die urspriinglichen Verschiebungsrandbedingungen als kno-
tenweise starre Fesseln. Die starren Fesseln werden jetzt durch elastische
Fesseln hoher Steifigkeit ersetzt. Dabei muss der Wert der Federsteifigkeit
so hoch sein, dass er viel grofler ist als die Werte der diskretisierten Steifig-
keiten des elastischen Plattenmaterials.

Das Newton-Schema des Gesamtsystems lautet

E(K)
K [gN,:SN]aABB +cS [gN,SN]aAﬁB Ki3N 6N]aaD
B(K) B(K)
Kisnonipae Kisnonep T 65 ng,GN]CD
E(K+1) E(K) B(K)
AG[IBN]BB —Fl3Njaa — CS[%N,?)N]aA,BBGBN]ﬁB
X - )
E(K+1) E(K) E(K)
AG[GN]?);D B []é;N]c — Fignie — CS[]gN,6N]CDG[6N]3;D

(7.61)

wobei wir speziell hier die Summationskonvention nicht nur fiir griechische
Indizes von 1 bis 2 verwendet haben, sondern zusétzlich auch fiir die Grof3-
buchstaben A und B von 1 bis 3N und fiir die Grofibuchstaben C und D
von 1 bis 6/N. Der kalligraphische Buchstabe I sei hier der Iterationsindex
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des Newton-Verfahrens. Dabei wurden folgende Abkiirzungen verwendet:

E(K+1) __ ~E(K+1) E(K) E(K+1) . ~E(K+1) E(K)
AG[?)N]BB a G[SN],@B - G[3N]6B’ AG[ﬁz\/]s D - G[GN]B;D - G[6N]3;D’

Py = ZZP P ff, 18 6N]3;PC

9

)(K) (T)(K)
Z Z 18 18]QP [18 Q + Z G[18]3 iQ [18 18,91QPBJ G[Q]ﬁ;J
T PQ J

1 (T)(K) (T) (T)(K) (T)
§ Z [18]30 G[18]3 V'[18,18,18,18]Q POV G[18}3;Q Q[18;6N]3;PC )
o,V

T I=1

9 9
FEK) T)(K) 7-(T) (T)
[3N]aA Z Z (Z G [9)8;J K9 :9]8Jad Q[g :3N]alA

(T)(K) (iC) (1) (T)
+35 Z G[18]3P 8]3;Q D[18 18;9]PQal Q[Q;L%N]QIA )
PQ 1

E KD (T)
K[3N73N]aAﬁB Z Z Q[g 3N]alA [9 9)alBJ 9[9;31\/}@37

T I,J=1
(1) (T)(’C) (1) (T)
N|BBC = Z Z Qusenyzre Chspselhsasoerss Poanisss
T PQ J
9
(1) (7) (T)(K)
6N 6N Z Z aff; 18 :6N)3:QD K[18,18]QP + Z D[lS,lS,Q]QPﬁJ G[Q]ﬁ,
T PQ J
(7) (TY(K) ~(T)(K) (T)
+5 Z Dpsisisasiorov Cligso Cruspy | Qusengspe

Das System (7.61), einschlielich der vorgestellten Elemente, wurde vom Au-
tor in die WIAS-Toolbox pdelib [47] implementiert, so dass jetzt die Span-
nungsberechnung, und der experimentelle Vergleich erfolgen kann. Bevor wir
die eigentlichen Berechnungen zum Biegetest im néichsten Abschnitt grafisch
oder tabellarisch vorstellen, vergleichen wir noch einige numerische Ergeb-
nisse mit analytischen Losungen der Kirchhoff’schen Plattentheorie.
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7.7 Numerische Ergebnisse

7.7.1 Kirchhoff-Test zum Plattenparadox

Die erste numerische Untersuchung befasst sich mit der Genauigkeit des 18-
Freiheitsgrad-Plattenelements in Verbindung mit den vorgeschlagenen FE-
Randbedingungen. Dazu vergleichen wir in Abbildung 7.8 die analytische
Losung des betrachteten Biegeversuchs bei isotroper Materialannahme, Ver-
wendung der linearen Kirchhoff-Theorie und der Lastaufbringung in Form
einer Punktlast.

Druckkraft f=1N
0.08 i...\'\
0.06 AN

™~

0.04
N
0.02 \

\

Duchbiegung w in mm

0
‘ N
0 10 20 30 40 50 60 70
Radius »in mm

Abbildung 7.8: Verschiebungsverlauf bei isotroper Voigt-Mittelung mit den
in Tabelle A.4 angegebenen isotropen Konstanten fiir f = 1 N. Blaue Linie:
analytische Losung. Rote Punkte: FE-L6sung in den Knoten.

Die Platte wird unter einer Kraft von 1 N gebogen. Als isotropes Ma-
terialgesetz wurde zunéchst die 3D-Mittelung der kubisch anisotropen Da-
ten nach Voigt gemafl Tabelle A.4 auf Seite 199 gewihlt. Die analytische
Losung ist im Anhang (B.19) angegeben. Wir erkennen in Abbildung 7.8,
dass die Werte der Knotenverschiebungen genau auf der Linie der analyti-
schen Losung liegen. Der Fehler liegt bei etwa 1%o0. Das heif3t, das Platten-
paradox tritt nicht auf. Fiir den analytischen Wert im Mittelpunkt erhalten
wir mit den hier angegebenen Zahlenwerten Wy, 4, = 0,078533 mm, fiir die
FE-Rechnung W, = 0,078561 mm. Fiir die numerische Lésung wurde
mit einem FE-Netz des Vollkreises gerechnet, das aus ca. 1700 Knoten be-
steht. Dabei ist anzumerken, dass die hohe Knotenzahl nur der fiir spétere
Rechnungen benétigten genauen Darstellung der Kontaktfliche geschuldet
ist.

Wenn wir das gleiche Netz fiir eine Rechnung benutzen, die das Polygon
als Stiitzrand verwendet, so dass in den Knoten keine Durchbiegungsgradi-
enten auftreten konnen, liegt die maximale Durchbiegung bei 0,0413 mm,
was einem relativen Fehler von 47% entspricht.
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| kubisch | 3D-Voigt | 3D-Eisenbg. | 3D-Reuss | 3D-Hill

W in mm 0,09660 | 0,07853 0,08056 0,08284 | 0,08284
Fehler in % 0 18,7 16,6 14,2 14,2

| (7.62) | 2D-Voigt | 2D-Eisenbg. | 2D-Reuss | 2D-Hill

W in mm 0,09659 | 0,07878 0,08167 0,08462 | 0,08161
Fehler in % 0,008 18,4 15,5 12,3 15,5

Tabelle 7.2: Maximale Durchbiegungen nach der linearen Theorie fiir einen
Waferdurchmesser von 150 mm, Stiitzradius 142 mm, Druckkraft 1 N. Iso-
trope Néherung nach Voigt, Eisenberg, Reuss und Hill fiir GaAs, berechnet
aus den Voigt'schen Konstanten geméf (3.1). Die eigene Néherung wurde
aus Formel (7.62) berechnet.

7.7.2 Vergleich der isotropen Mittelungsformeln beziiglich
der maximalen Durchbiegung

Da das Problem geometrisch rotationssymmetrisch ist, sind wir an einer
geeigneten isotropen Approximation interessiert. Deshalb vergleichen wir
die maximale Durchbiegung der kubisch anisotropen FE-Kirchhoff-Losung
mit den acht gemifl der Tabellen A.4 und B.1 zur Verfiigung stehenden
Mittelungsformeln. Das Resultat ist in Tabelle 7.2 zusammengefasst.

Wir erhalten, dass alle Mittelungsformeln zur Berechnung der Durchbie-
gung im Grunde unbrauchbare Ergebnisse liefern, da sie alle Fehler zwischen
12 und 19 Prozent erzeugen, wobei alle Mittelungen zu steif sind. Auflerdem
fallt auf, dass bis auf die Hill-Mittelung die 2D-Mittelungsformeln das ku-
bische Verhalten besser ndhern als die 3D-Mittelungen. Schlielich erkennen
wir, dass das 2D-Reuss-Mittel, wie bei der isotropen Mittelung der Kon-
taktfliche im Kapitel 6, die besten Resultate liefert.

Konstruieren wir jetzt eine isotrope Mittelung, die der Bedingung (A.14)
geniigt und einen minimalen Fehler aufweist, erhalten wir

EPT=91,76 GPa und " =0,2975. (7.62)

Berechnen wir mit diesen Konstanten die Kontaktfliche der Hertz’schen
Pressung, ergibt sich die in Abbildung 7.9 gezeigte Kurve.

Im Vergleich zu den Abbildungen 6.2 und 6.3 ist erkennbar, dass die Kon-
taktfliche besser gendhert wird als durch die theoretisch abgeleiteten isotro-
pen Mittel. Die Kontaktfliche ist hier etwas grofler als im anisotropen Fall.
Der entsprechende Wert fiir I gemiB Tabelle 6.3 lautet I = 3.69599 107Pa~2/3.
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Kontaktflidche fiir f =100 N

1 N

/N
o \
\ /

in mm

-0.05

W N

N—————

-0.1  -0.05 0 0.05 0.1

X] in mn

Abbildung 7.9: Kontaktfliche zwischen einem (100)-orientierten GaAs-
Halbraum und einer Stahlkugel mit dem Radius Rg bei einer Druckkraft

= 100 N fiir rein elastisches Materialverhalten. Rot: Druckfliche in der
(100)-Ebene. Die Kreisfliche resultiert aus der isotropen Néherungen gemés
Formel (7.62).

7.7.3 Nichtlineare anisotrope Rechnung im Vergleich zum
Experiment

Die einzigen vorliegenden experimentellen Daten sind die maximalen Durch-
biegewerte in Abhéngigkeit von der Kraft f. In Abbildung 7.10 erkennen
wir, dass die experimentellen Werte sehr gut mit den numerischen Daten
iibereinstimmen. Wir erkennen jedoch an den berechneten Durchbiegungen
auch, dass sich die numerisch berechnete Modellplatte leicht steifer als die
Platte im Experiment verhilt, sofern Messfehler auszuschliefen sind. Die
Abweichungen zum Fit liegen bei maximal 4%. Die Werte der berechneten
Daten sind in Tabelle 7.3 angegeben.

Anhand dieser Experimente konnte sofort die im Abschnitt 4.3.4 gestell-
te Modellierungsfrage geklart werden, ob es tatséchlich zum Abgleiten der
Platte auf dem Stiitzrand kommt. Abbildung 7.11 zeigt die Gleitlgsung im
Vergleich zur Haftlosung, die resultiert, wenn der Wafer frei drehbar hori-
zontal auf dem Stiitzrand haften wiirde. Die Annahme der Randbedingung
Haften widerspricht dem experimentellen Befund. Auflerdem wird in Abbil-
dung 7.11 noch einmal die voéllige Unzulénglichkeit der linearen Theorie fiir
den hier betrachteten Lastbereich gezeigt, fiir die es gar nicht moglich ist,
zwischen Haften und Gleiten zu unterscheiden.
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Experiment, Stahl
v Experiment, PTFE
Fit

A WIAS-Theorie

max. Durchbiegung in mm
n
1

0 100 200 300 400 500

Kraft bis zum Bruch in N
Abbildung 7.10: Vergleich der maximalen Durchbiegungen in Theorie und
Experiment fiir einen Waferdurchmesser von 150 mm nach [35]. Die Expe-

rimente wurden zum einen Teil mit Stahldruckkugeln zum anderen Teil mit
Teflondruckkugeln durchgefiihrt.

Violett: Haften, Griin: Gleiten, Rot: lin. Theorie

(9,

~

w

S}

,_.
[

max. Durchbiegung wy,x in mm
°

0 100 200 300 400 500
Druckkraft f in N

Abbildung 7.11: Vergleich der maximalen Durchbiegung fiir die beiden Kon-
taktbedingungen reibungsfreies Gleiten (mittlere Punktkurve) und Haften
(unter Punktkurve). Die roten Punkte resultieren aus der Kirchhoff-Losung
(obere Punktgerade)
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Schliefflich sei hier noch bemerkt, dass es auf diese Weise moglich war, an-
hand der berechneten Daten einen schwer wiegenden systematischen Mess-
fehler in der Lastdurchbiegungskurve fiir den Wafer mit 100 mm Durchmes-
ser aufzudecken.

7.7.4 Spannungsverliaufe mit anisotropen Effekten fiir Wafer
mit 150 mm Durchmesser

Im Folgenden sind die Verldufe der Radialspannung o,.., der Torsions-Schub-
spannung o0, und der Tangentialspannung o, beispielhaft fiir die Kraft
f =100 N fiir die drei Winkel ¢ = 0°,22.5°,45° darstellt. Die Definition des
Winkels entspricht der von Abbildung 6.1. Die Tangential- und Radialspan-

Druckkraft f=100 N, Rot: 0°, Blau: 22,5°, Griin: 45°

700

600
500
400
300
200
100 -

0 | ° [] L] L Y L Gl
0 10 20 30 40 50 60 70

Radius r in mm

o |nenoomess o|ae o

Radialspannung ¢,, in MPa

Abbildung 7.12: Radialspannungen auf der Seite X3 = h/2 fiir verschiedene
Orientierungswinkel, aufgetragen iiber den gesamten Waferradius bei einer
Druckkraft von f = 100 N.

nungen steigen zur Mitte hin sehr steil an. Ihre anisotropen Anteile werden
durch die Absténde der verschiedenen Kurven sichtbar. Die anisotropen Ab-
weichungen sind vernachléssigbar klein. Betrachten wir die Radialspannung
in der Umgebung des Plattenmittelpunktes, so kénnen wir in Abbildung
7.14 erkennen, dass der Spannungsverlauf in der Néhe des Kontaktradius
0,113 mm < r < 0,122 mm einen Wendepunkt besitzt und von dort aus
immer flacher auf sein Maximum ansteigt. Die winkelabhéingigen Werte des
Kontaktradius sind in Tabelle 6.1 auf Seite 111 angegeben.

Die Torsions-Schubspannungen 0., sind rein anisotroper Natur, da sie im
isotropen Fall identisch Null sind. In diesem Sinne verhélt sich die Torsions-
Schubspannung auf der (100)-Achse , d.h. bei ¢ = 0°, wie im isotropen Fall.
Die Werte der maximalen Torsions-Schubspannungen erreichen héchstens
4% Prozent der groBten Werte der Radial- und Tangentialspannung und
bauen sich am Rand der Kontaktfliche zu lokalen Maxima auf.
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Druckkraft f=100 N, Rot: 0°, Blau: 22,5°, Griin: 45°
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Abbildung 7.13: Tangentialspannungen auf der Seite X3 = h/2 fiir verschie-
dene Orientierungswinkel, aufgetragen iiber den gesamten Waferradius bei
einer Druckkraft von f = 100 N.

Druckkraft: =100 N, Rot: 0°, Blau: 22,5°, Griin: 45°
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Abbildung 7.14: Radialspannungen auf der Seite X3 = h/2 fiir verschie-
dene Orientierungswinkel, aufgetragen bis zu einem Radius, der etwa dem

zehnfachen des Kontaktradius entspricht, bei einer Druckkraft von f = 100
N.
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Druckkraft: f=100 N, Rot: 0°, Blau: 22,5°, Griin: 45°
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Abbildung 7.15: Torsions-Schubspannungen auf der Seite X3 = h/2 fiir ver-
schiedene Orientierungswinkel, aufgetragen iiber den gesamten Waferradius
bei einer Druckkraft von f = 100 N.

Die vollstandigen Berechnungen iiber dem gesamten Lastbereich von 50
N bis 450 N wurden auftragsgeméa$ fiir die Firma FCM erstellt und gingen in
deren Eigentum iiber. Sie zeigen immer einen &hnlichen Verlauf, wie die hier
fiir die Druckkraft 100 N dargestellten Kurven, so dass auf ihre Présentation
hier verzichtet werden kann.

7.7.5 Beurteilung der Maximalspannungen im Lichte der
Plattentheorie

Waéhrend wir die Giite der hier vorgestellten Verschiebungsberechnungen
durch direkten Vergleich mit dem Experiment beurteilen kénnen, haben wir
ein solches Werkzeug zur Beurteilung der berechneten Spannungen nicht.
Wir erinnern daran, dass die verwendete Plattentheorie eigentlich nur das
Verhalten der fithrenden Terme asymptotisch entwickelter Verschiebungen
exakt beschreiben. Es stellt sich daher die Frage, ob das Problem in ausrei-
chender Genauigkeit nur durch seine fithrenden Terme beschrieben werden
kann. Ist dies der Fall, miissen alle Annahmen, die fiir die klassische Herlei-
tung im Abschnitt 5.3.1 gemacht wurden, zutreffen.

Die Bedingungen an die Verschiebungen |uo| < |us| < Ry sind fiir alle
Rechnungen in ausreichendem Mafle erfiillt. Dagegen sind die Bedingungen
lo33| < |03a| < ||oap|l nur fiir Bereiche erfiillt, in denen X7 + X3 > (ph)?
gilt. Im hier vorliegenden Fall erwies sich p = 5 als brauchbarer Wert. Fiir
X2+ X3 < (ph)? ist die Bedingung nur fiir X3 = h/2 und in den unmittelbar
dariiberliegenden Schichten erfiillt. Die grofite Verletzung dieser Bedingung
liegt im Punkt (X, X2, X3) = (0,0, —h/2) vor. Die entsprechenden Werte
sind in Tabelle 7.3 aufgelistet. Die Spannung o,3 ist dort Null.

Wir erkennen, dass in diesem Punkt die Voraussetzungen zur Giiltigkeit
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] w(0,0,X3) | 0:(0,0,%) | 0,-(0,0,=2) | 035(0,0,-5)
in N in mm in MPa in MPa in MPa
50 1,670 383,3 -328,6 -2719
100 2,584 691,6 -580,5 -3426
150 2,668 972,5 -805,6 -3921
200 2,994 1237 -1014 -4316
250 3,269 1488 -1209 -4649
300 3,510 1729 -1395 -4940
350 3,725 1962 -1572 -5201
400 3,920 2188 -1742 -5438
450 4,100 2406 -1904 -5655

Tabelle 7.3: Maximalspannungen und -verschiebungen in Abhéngigkeit
von der Druckkraft f bei (X3, X2, X3) = (0,0,%+h/2). Fiir jedes f gilt
033(0,0,4) = 7,5(0,0, £%) = 0.

der Plattentheorie verletzt sind. Damit sind die dort berechneten Spannungs-
werte in einem viel groflerem Mafle fehlerbehaftet als die Spannungswerte
in den Gebieten, in denen die Beziehung nicht verletzt ist. Dass die Span-
nungen nur in dem eng begrenzten Bereich einen gréfieren Fehler aufweisen,
lasst sich wegen der Kleinheit der Kontaktflache, deren Durchmesser in der
Groflenordnung der Plattendicke liegt, mit dem Prinzip von Saint-Venant
begriinden. Aulerdem erkennen wir, dass die Verletzung fiir kleinere Kréfte
grofler ist als fiir grofere Krifte, da die Kontaktfliche iiberproportional mit
der Druckkraft wéchst.

Um die tatsdchlichen Spannungen zu ermitteln, miisste jetzt das so ge-
nannte Kernstiick der Platte® nach einer 3D-Theorie berechnet werden. Als
Kernstiick einer Platte unter einer lokal begrenzten Last wollen wir einen
zylindrischen Ausschnitt der Platte iiber der gesamten Dicke verstehen, an
dessen Radius wir zwei Forderungen stellen. (1.) Er muss grof3 genug sein, so
dass an seinem Rand die von der lokal begrenzten Flichenlast herriihrenden
Fehler entsprechend dem Prinzip von Saint-Venant bereits abgeklungen
sind, so dass dort die Plattentheorie gilt. (2.) Der Radius sollte nicht so
grof} sein, dass der so beschriebene Kernzylinder selbst wieder eine diinne
Platte ist, so dass wir wieder numerische Probleme mit der Genauigkeit be-
kommen, die typischerweise bei 3D-Berechnungen von diinnen, auf Biegung
beanspruchten, Strukturen auftreten.

Die Berechnung des Kernzylinders kann in drei Schritten erfolgen. (i)
Berechnung des Gesamtproblems mit der von Kdrmdn’schen Plattentheo-
rie. (i) Auswertung der berechneten Spannungen bzw. Schnittgrofien auf
der Mantelfliche des Kernzylinders. (ii7) Berechnung des 3D-Problems fiir

®Diese Bezeichnung wird z.B. von Féppl in [42] gewihlt.
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den Kernzylinder mit den aus der 2D-Plattentheorie gewonnenen Randspan-
nungen. (i) Vergleich der nach beiden Theorien berechneten Verschiebungs-
und Spannungswerte im Punkt (X1, X2, X3) = (0,0, h/2).

p

Grrs Qr

latte

Pl

Grr, Qr Qr, GCrr

Abbildung 7.16: Kernzylinder der Platte unter der lokal begrenzten Last p
mit den Randspannungen aus der 2D-Plattentheorie. Die axiale Schubspan-
nung o,, in der Mantelfliche ist als resultierende Querkraft @), dargestellt.

Unterliegt der Kernzylinder fiir sich auch wieder moderaten Durchbie-
gungen, d.h. liegen die mit der Plattentheorie berechneten Durchbiegungen,
gemessen vom Rand der Kernzylinders, in der Gréflenordnung der Platten-
dicke, muss auch fiir den 3D-Fall nach der nichtlinearen Theorie gerechnet
werden. Zur Losung dieses Problems bietet sich letztlich wieder die Methode
der Finiten Elemente an.

Sind die Durchbiegungen im Kernzylinder hingegen klein gegeniiber der
Plattendicke, bietet sich die Verwendung der linearen Theorie an. Da fiir
kubische Materialsymmetrie im Allgemeinen keine analytischen Losungen
zur Verfiigung stehen, muss auch dieses Problem letztlich numerisch gelost
werden.

Haben wir jedoch ein brauchbares isotropes Ersatzmodell zur Hand,
konnen auch analytische Losungen verwenden. Als Werkzeug stehen uns hier
die Losungsansétze von Papkowitsch [88] und Neuber [79] zur Verfugung. Ei-
ne spezielle Variante der linearen 3D-Theorie ist die Theorie dicker Platten,
deren wesentliche Grundziige schon 1925 von Nddai in [77] vorgestellt wur-
den.

Im néchsten Kapitel stellen wir diese Theorie vor und rechnen einfa-
che Testbeispiele, um die hier berechnete Maximalspannung an Hand dieser
Theorie beurteilen zu kénnen.

Um festzustellen, ob der Kernzylinder in guter Ndherung mit der li-
nearen Elastizitatstheorie berechnet werden kann, tragen wir die Durchbie-
gungsdifferenz w(r,0, X3) — w(0,0, X3) = W(r,0) — W(0,0) fir f = 100
N und f = 450 N im Intervall 0 < r < 5h auf und vergleichen sie mit A
und h?/(2R;) < h. Wir erkennen in Abbildung 7.17, dass im Kernzylinder
tatséchlich [W(X1,0)—W(0,0)| < h erfiillt ist, was fiir die Verwendung der
linearen Theorie spricht.
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Rot: Druckkraft f=100 N, Blau: Druckkraft f=450 N
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Abbildung 7.17: Durchbiegungsdifferenz w(r) — w(0) im Kernzylinder der
Platte fir die Druckkrifte f = 100 N (rot) und f = 450 N (blau). Fiir
lw(r) —w(0)| ~ ﬁ liegen kleine Durchbiegungen vor, fiir |w(r) —w(0)| = h
wiirden moderate Durchbiegungen vorliegen.
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Kapitel 8

Analytische Losungen fiir
isotrope dicke Kreisplatten
kleiner Durchbiegung

8.1 Die Biegung des Kernzylinders als isotropes
rotationssymmetrisches 3D-Problem

Im letzten Abschnitt des Kapitels 7 ergab sich, dass eine genaue Untersu-
chung der Verhéltnisse unter der Druckkugel nétig ist. Dies resultiert daraus,
dass in der Umgebung des Kontaktbereiches die mit Hilfe der Plattentheorie
berechneten Spannungen den Annahmen fiir die Giiltigkeit der Plattentheo-
rie widersprechen.

In diesem Kapitel betrachten wir das Kernzylinderproblem als ein linea-
res rotationssymmetrisches Biegeproblem einer dicken isotropen Kreisplatte.
Wir sprechen von Kreisplatten, wenn die Zylinderhohe kleiner als der Zylin-
derdurchmesser ist, so dass der Mantel des Zylinders gegeniiber den Zylin-
derdeckflachen als schmal bezeichnet werden kann. Die lineare Theorie der
dicken Platte unterscheidet sich von der vollstdndigen linearen 3D-Theorie
dadurch, dass die gesuchten Losungen am schmalen Plattenrand die Rand-
bedingungen nur statisch dquivalent erfiillen miissen. Diese Vorgehensweise
ist bereits aus der 2D-Theorie diinner Platten bekannt und wird auch in der
2D-Theorie moderat dicker Platten angewandt.

Einige spezielle Randwertprobleme kénnen mit der Theorie der dicken
Platte auch exakt gelost werden. Im hier vorliegenden Fall wird das Problem
in verschiedene Teilprobleme zerlegt, die exakt l6sbar sind. In ihrer Super-
position erfiillen die Teillosungen die Randbedingungen des urspriinglichen
Problems auf den breiten Plattenrdndern exakt und auf den schmalen nur
statisch dquivalent.

Die Losung des Problems der dicken Platte erfolgt mit Hilfe von Verschie-
bungsanséitzen, die aus harmonischen Funktionen bestehen. Diese Ansétze
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wurden von Papkowitsch 1932 [88] und Neuber 1934 [79] voneinander un-
abhéngig gefundenen. Da diese Ansitze unabhéngig von den konkreten Rand-
bedingungen sehr allgemein formuliert werden, ist es mit ihrer Hilfe moglich,
zahlreiche 3D-Randwertaufgaben analytisch zu l6sen. Diverse Beispiele hier-
fiir lassen sich z.B. in Neuber [80], Lurje [72] oder Vocke [109] finden. Die
Theorie dicker Platten verwendet nur ein Teil dieser Ansétze, indem der
andere Teil der Ansétze Null gesetzt wird. Das Fehlen dieser Ansétze fiihrt
auf etwas weniger komplexe Rechnungen, um den bereits erwédhnten Preis,
beliebige Randbedingungen auf dem schmalen Plattenrand nur statisch dqui-
valent erfiillen zu kénnen.

Wir leiten im néchsten Abschnitt die Verschiebungsansitze von Papko-
witsch und Neuber in Kartesi’schen Koordinaten her und iibertragen sie
im {ibernichsten Abschnitt auf den rotationssymmetrischen Fall in Zylin-
derkoordinaten, um einen Teil der so gefundenen Ansétze zur Losung des
Problems fiir dicke Platten zu benutzen. In der Darstellung folgen wir hierbei
den Biichern von Neuber [80], Lurje [72], Vocke [109] und Nadai [77].

Danach stellen wir einige wichtige Klassen harmonischer Lésungen vor,
mit denen sich die oben genannten Teilaufgaben exakt 16sen lassen. Schlief3-
lich geben wir den vollstéindigen Losungsweg an, wie aus den mittels FEM
errechneten Schnittgroffen das Kernzylinderproblem als 3D-Problem einer
dicken Platte gelost werden kann. Mit dieser Losung konnen dann die ge-
suchten maximalen Zugspannungen angegeben werden.

Um den Umfang dieser Arbeit nicht noch weiter zu erhthen, verzichten
wir auf die zahlenmiflige Auswertung der SchnittgroBlen des Kernzylinders
fiir die aus der FE-Rechnung am Ende des Kapitels 7 berechneten Daten.
Stattdessen nehmen wir eine Parameterstudie fiir das Problem einer am Au-
Benrand R4 frei drehbar gestiitzten isotropen Kreisplatte vor. Wir halten die
Druckkraft f konstant und nehmen eine kreisféormige Kontaktfliche an, in
derem Inneren eine konstante Druckspannung p vorliegt. Der verénderliche
Parameter ist der Lastradius R¢, fiir den sich dann bei kleinen Werten hohe
Druckspannungen p und bei grofieren Werten kleinere Druckspannungen p
ergeben. Fiir h < 2Rc < 2R 4 erhalten wir auf diese Weise ein Problem, fiir
das die Bedingungen |o33| < |034] < ||oag|| bis auf den Stiitzrand erfiillt
sind, so dass die Resultate der 3D-Theorie praktisch nicht von den Resulta-
ten einer 2D-Theorie fiir diinne Platten unterscheidbar sind. Wir betrachten
hier jedoch die Situation Rog < R4 und h < 2R 4, wobei wir fiir die Lastra-
dien R¢ diejenigen Kontaktradien verwenden, die sich fiir den Lastbereich
des Biegetests nach der Hertz’schen Theorie gemifl Kapitel 6 ergeben. Au-
Berdem betrachten wir das Problem fiir die im Abschnitt 3.4 angegebenen
Zahlenwerte der Dickenverhéltnisse beider Wafer.

Da das Kernzylinderproblem bei kleinen Lastradien und unverénderlicher
Plattengeometrie auch bei so kleinen Werten von f auftritt, die nur kleine
Durchbiegungen w zur Folge haben, kénnen wir die Wirkung von lokal be-
grenzen Lasten auch wie folgt studieren. Wir begrenzen f so, dass nur klei-
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ne Durchbiegungen resultieren und berechnen die gesamte Platte, und nicht
nur den Kernzylinder, nach der linearen Kirchhoff-Theorie und nach der li-
nearen 3D—Theorie fiir dicke Platten. Die Verwendung der Kirchhoff’schen
Plattentheorie hat den Vorteil, dass wir fiir das oben beschriebene Rand-
wertproblem jeweils analytische Losungen vergleichen kénnen.

Als wichtigstes Resultat ergibt sich, dass die Betrige der Radialspannun-
gen mit der 2D—Theorie fiir 7 = 0 bei X3 = h/2 zu hoch und bei X5 = —h/2
zu niedrig berechnet werden. Fiir den Wafer mit 150 mm Durchmesser er-
halten wir fiir Lastradien, die aus einer Kugelpressung mit der Druckkraft
von f = 450 bis 500 N resultieren, um 4% zu hohe Radialspannungen. Fiir
Lastradien, die aus einer Druckkraft von 50 N resultieren, liegen die Abwei-
chungen bei 20%. Fiir Rc — 0 ergibt sich nach der 3D-Theorie bei r = 0
und X3 = h/2 im Gegensatz zur 2D-Theorie ein endlicher Grenzwert, der
praktisch immer dann verwendet werden kann, wenn 2Rc < h gilt. Eine
umfangreiche Literaturliste zu dieser Problematik wird in dem Buch von
Lukasiewicz [71] angegeben.

8.2 Der 3D-Verschiebungsansatz nach
Papkowitsch-Neuber

8.2.1 Formulierung in kartesischen Koordinaten

Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden Betrachtungen sind die Grundglei-
chungen der linearisierten isotropen Elastizitdtstheorie. Dies sind die linea-
risierte quasistatische Impulsbilanz (A.37), das Hooke’sche Gesetz (A.35)
und die Definition der linearen Verzerrung (A.34) als symmetrischer An-
teil des Verschiebungsgradienten. Wir lassen in diesem Kapitel den Linea-
risierungsindex L weg. Trotzdem sei noch einmal bemerkt, dass wir diese
Gleichungen gewonnen haben, indem wir das urspriinglich nichtlineare Pro-
blem um die Bezugsplatzierung linearisiert haben. Deshalb ist o hier als
linearisierte 2. Piola-Kirchhoff-Spannung aufzufassen.

Als isotrope elastische Konstanten verwenden wir den Schubmodul g und
die Querkontraktionszahl v. In diesen Groflen hat (A.35) die Darstellung

V .
Oij = 2M <€Z] + m e 51]) mit e := egg. (81)

Setzen wir diese Gleichung in die linearisierte Impulsbilanz (A.37) ein, er-
halten wir die drei alternativen Darstellungen

(98@' v Oe .
2 (an Y E)XZ) =0 (82)
0%u; n 1 Ode | 0 und (8.3)
a anan 1—2v BXz N b '
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0? 0?

—1)d;; i = it =2(1—v). 4

((a ) I OX DX +8X2-8Xj>u 0 mit « (1-v) (8.4)
Die Divergenz von (8.3) fiihrt fir v # 1 und v # 0,5 sowie p # 0 auf

0%e B
0X,0X;

0 bzw. Ae=0, (8.5)
wobei A der Laplace-Operator ist.
Funktionen g : 2 — R, fiir die Ag = 0 gilt, werden harmonische Funk-

tionen genannt.

Fiir die Verschiebungen wihlen wir nun den allgemeinen Ansatz

v :
2,uuz~——aXi+2a<Di mit (8.6)
A®D; = 0. (8.7)

Die Funktion ¥ muss so gewihlt werden, dass die Bedingungen (8.3) bzw.
(8.4) identisch erfiillt werden. Die harmonischen Funktionen ®; sind zunéchst
beliebig. Thre konkrete Gestalt wird spéater durch jeweiligen Randbedingun-
gen festgelegt.

Zur Bestimmung von ¥ gehen wir wie folgt vor. Wir bilden vom Ansatz
(8.6) die Divergenz und anschliefend den Gradienten. Damit erhalten wir

2P,
Setzen wir (8.8) und (8.6) in (8.3) ein, ergibt sich
1 OAT 1 O0AV a 0%®;
2 (‘ oxX; 1-wox, 1 —2anian> =0
was nach Multiplikation mit 1 — 2v auf die Form
;‘aan (22% - A@) =0 (8.9)

gebracht werden kann. Dies sind drei Gleichungen, die ¥ mit den drei har-
monischen Funktionen ®; verkniipfen. Fiir bekannte Funktionen ®; bildet
(8.9) ein inhomogenes Differentialgleichungssystem mit der Funktion ¥ als
Unbekannte. Jede spezielle Losung der Gleichung

0P;
0X;

AU =2 +k mit & = konstant
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erfiillt das System (8.9) und damit auch (8.3) oder (8.4). Um zu dem Ver-
schiebungsansatz von Papkowitsch und Neuber zu gelangen, setzen wir k = 0
und suchen spezielle Losungen ¥, von

0P,
ATV =2 . 8.10
e (8.10)
Diese konnen wir mit dem speziellen Ansatz
\I]sp(le X27 X3) = gi(Xla X27 X3) (pi(Xla X27 X3) (811)
finden. Dazu nehmen wir zunichst nur an, dass die drei Funktionen
9i(X1, X2, X3) hinreichend oft differenzierbar sind. Wir erhalten
dg; 09;
ALIJsp = Ag;®; + 28)(:; 8X; + giAD;
2 0g; 09; 0g; 1 Ogy
= Agi®; + = ] 42 T
9T 30X 0x; (an 30X, "

Der Koeffizientenvergleich dieser Gleichung mit der rechten Seite von (8.10)
liefert die drei Gleichungen

i 1
ag - = agk 6ij =0 und

209k 5
9X, 30X, ‘

30X,

Agl = 07

Setzen wir die letzte dieser drei Gleichungen in die mittlere ein, erhalten wir

g—)ggj = 0,5, woraus sofort g;(X1, X2, X3) = X; folgt. Damit lautet (8.11)

U (X1, X0, X3) = X; (X1, Xo, X3). (8.12)

Nach dem Einsetzen von (8.12) in den Verschiebungsansatz (8.6) sehen wir,
dass die drei unbekannten Verschiebungen jetzt durch die drei harmonischen
Funktionen ®; ausgedriickt werden. Neuber bezeichnet in [79] und [80] den
Ansatz deshalb auch als Dreifunktionenansatz. Zur endgiiltigen Form des
Verschiebungsansatzes von Papkowitsch und Neuber gelangen wir, wenn wir
zur speziellen Losung von (8.10) die homogene Losung Wy, := ®¢ addieren:

U(X1, Xo, X3) := Po(X1, X2, X3) + X; (X1, X2, X3)
mit Ady = Ad; =0, (8.13)

so dass wir schlieilich

0 _ 8(<I)ij)

9%, ~ ox,. Til-ve (8.14)

2 pu; = —

erhalten.
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8.2.2 TUbergang zum rotationssymmetrischen Fall in Zylin-
derkoordinaten, dicke Kreiszylinderplatten und -stéibe

Zur Losung des rotationssymmetrischen Kreiszylinderproblems gehen wir
auf Zylinderkoordinaten iiber. Wir definieren r und ¢ geméf (B.14). Aufler-
dem definieren wir

z = X3. (8.15)

Die Zylinderkoordinaten r, ¢ und z sind demnach hier Koordinaten der
Bezugsplatzierung. Die Verschiebungen sind wie folgt verkniipft:

Uy = uycos(p) + ugsin(p), up = urcos(p) — u,sin(p),
up, = ugcos(p) —ursin(p) bzw. wuz = wuy,cos(p) + upsin(yp),
w = us.
(8.16)
In gleicher Weise transformieren wir jetzt die Funktionen ®;:
O, = Dgcos(p)+ Posin(yp), ¢, = ®,cos(p) — Py sin(p),
P, = DPycos(p) — Pisin(p) bzw. Py = P cos(p)+ D, sin(y),
P, = Ps.
(8.17)

Im Gegensatz zu ®, sind jetzt ®, und ®, keine harmonischen Funktionen
mehr.

Mit diesen Groflen kénnen wir nun die Darstellung der Verzerrungen,
der Spannungen, des Hooke’schen Gesetzes und der Verschiebungsansétze
in Zylinderkoordinaten berechnen. Darauf wollen wir hier verzichten und
gleich zum rotationssymmetrischen Fall {ibergehen. In diesem Fall sind alle
Groflen von ¢ unabhéngig. Da wir uns hier nicht fiir rotationssymmetri-
sche Schubtorsion interessieren, betrachten wir hier nur solche Fille, fiir die
aulerdem

up(r,2) =0 (8.18)

gilt. Damit kénnen wir jetzt den Index an der Verschiebung u, weglassen
und wir definieren

u(r, z) == urp(r, 2). (8.19)

Die linearen rotationssymmetrischen Verzerrungen lauten jetzt in Zylinder-
koordinaten

ou U ow 1 /0u, Ou,
Errzavgcpcp:;vgzzzaagrz:i 0z + or yE€rp = Ezp =
(8.20)
und e =¢epp +Epp + €2z, (8.21)
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das Hooke’sche Gesetz lautet

v 1%
0-7‘7‘:2:“(87‘7‘—’_1_2]/6)7 U¢¢:2M<€4‘p4‘p+1_21/6>,

v
e
1-2v

Opy = 21 <z~:zz + > , Oz =2 &, und oy, =0.,=0. (8.22)

Als Impulsbilanz verbleiben die beiden Gleichungen

0oy 00,y n Orp — O 0oy, 0o, Orz

2 =0 und =0. (823
or 0z r o or 0z * r ( )
Desweiteren erhalten wir statt (8.13)
U(r,z) = ®o(r, z) + Oy (r, 2)r + (1, 2)2 (8.24)
sowie statt (8.14) die Verschiebungsansitze
0 Pg(r, z 0 (r®,(r,z) + 29,(r, z
2pu(r,z) = — gi ) (e )87" ( ))-1—204(137«(7’,2’)
und (8.25)
(P a (I)T ) (PZ )
2 pw(rz) = —° g(;’ D) _ Z)ajz 2 {9 0 @r2).
(8.26)
Insbesondere gilt jetzt
AD, = ®, /12, (8.27)
wobei der Laplace-Operator nun die Darstellung
2 1 2
A= 100 (8.28)

o2 ror 022
hat.

Es gibt unendlich viele harmonische Funktionen und auch unendlich vie-
le Funktionen, die der Gleichung (8.27) geniigen. Die Aufgabe bei einem
konkreten Randwertproblem besteht nun darin, diejenigen Linearkombina-
tionen dieser Losungen zu finden, fiir die ®g, ¢, und ¢, die gegebenen
Randbedingungen erfiillen. Wir werden deshalb im néchsten Abschnitt zwei
wichtige Klassen von Lésungen der Laplace-Gleichung vorstellen, die wir zur
Losung unseres Plattenproblem bendétigen.

Die Beschaffung von geeigneten Funktionen ®g, ¢, und ®, ist im All-
gemeinen sehr aufwindig. Detaillierte Losungswege hierzu koénnen z.B. bei
Lurje studiert werden. Zu weiteren Vereinfachungen kénnen wir gelangen,
wenn wir den speziellen Geometrieverhéltnissen der betrachteten Kreiszy-

linder Rechnung tragen. Gilt ndmlich ﬁ Z 5, liegt ein so genannter di-

cker Kreiszylinderstab vor, gilt hingegen ﬁ = %, liegt eine so genannte
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dicke Kreisplatte vor. Wobei der Wert 5 eher den Charakter eines techni-
schen Orientierungswertes hat, der zur Abgrenzung von diinnen oder mo-
derat dicken Platten dienen soll. Wir haben diinne Platte bisher nur durch
ﬁ < 1 charakterisiert und fiir diesen Fall empfohlen, eine schubstarre
2D-Plattentheorie zu verwenden. Fiir moderat dicke Platten wird meist eine
schubweiche 2D-Plattentheorie verwendet.

Die Theorie dicker Platten vereinfacht das urspriingliche 3D-Problem
insoweit, dass die Losungsansétze die Randbedingungen auf der Mantelfliche
nicht mehr exakt erfiillen miissen, sondern nur noch statisch dquivalent.
Dieses Vorgehen kann wie die Randbedingungen bei den 2D-Plattentheorien
mit dem Prinzip von Saint-Venant begriindet werden. Bei der Theorie fiir
dicke Kreiszylinderstébe brauchen hingegen die Randbedingungen auf den
Zylinderdeckflichen nur statisch dquivalent erfiillt werden.

Der Geometrie des Kernzylinders entsprechend, wollen wir das hier be-
trachtete Biegeproblem als Problem einer dicken Platte betrachten. Die Ver-
einfachung besteht nun darin, dass in (8.24) bis (8.26)

3, =0 (8.29)
gesetzt wird, so dass

U(r,z) = ®o(r,z) + z P,(r, 2), (8.30)
> pulr) = 2 @gff’ 2) _ zé‘;z und (8.31)

0 (2@ (r,

2 pw(r,z) = 9 (bg(;’ ?) — (Z 83 Z)) +2a ®,(rz2)

8@0(7’, Z) 8(132(7’, Z)

95 5 + (3 —4v)®,(r,z) (8.32)

verbleibt. Der gesamte Ansatz besteht jetzt nur noch aus harmonischen
Funktionen. Wir erhalten weiter

00, (r, 2)

2ue(r,z) =2(1 —2v) P (8.33)
sowie
_ P(rz)  Pu(rz) , IP.(rz)
Opr(ry2) = — PR > +2v 9% (8.34)
0?®g(r, 2) 0?®,(r, 2) 0, (r, 2)
022(12) = == g — 2 + 2(1 —v)—5—— (8.35)
und
B 0?®¢(r, 2) 0?®,(r, 2) 0D, (r, 2)
ora(r,2) = = oroz - 0ro- +(1- 21/)7' (8.36)
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Wie wir in den néchsten Abschnitten sehen werden, konnen mit diesem
Ansatz die drei folgenden Probleme I, II und III gelost werden. Die Pro-
bleme II und III stellen vollstéindig formulierte Randwertprobleme dar, die
mit dem Ansatz exakt gelost werden kénnen. Im Problem I wird nur eine
Randbedingung auf dem Mantelrand formuliert. Die sich einstellende Ra-
dialspannung auf dem Mantelrand kann dann durch Superposition mit den
Losungen II und III statisch dquivalent kompensiert werden. Durch geeig-
nete Linearkombination der Losungen I bis IIT ist es dann letztlich moglich,
das Randwertproblem des Kernzylinders oder das einer am Rand frei dreh-
bar gestiitzten Platte in der Weise zu l6sen, dass die Randbedingungen auf
den Stirnflichen exakt und auf der Mantelfliche statisch dquivalent erfiillt
werden:

Problem 1I: Inhomogene Biegung beit Verhinderung der
Vertikalverschiebung der Mantelfldiche

wD(Rp,2) =0, (8.37)
oW+ =0, o0 By =0, oWty = p).  (839)

Problem II: Homogener radialer Zug

oW (Rp,z) =0, olD(Rp,z2)= O‘((]H)h mit a(()H) = konstant, (8.39)

h h
o (r£5) =0, oD(r+5)=0. (8.40)

Problem III: Homogene radiale Biegung

(1) 22 (111)

oM (Rp,2) =0, oM (Rp,2) = o} 3 mit o, ' = konstant,
(8.41)
h h
aﬁIZII) (r, i§) =0, UEIZII) (r, i§) =0. (8.42)

Da in vertikaler Richtung fiir die Probleme II und III nur Spannungsrandbe-
dingungen gegeben sind, muss in einem Punkt noch ein Verschiebungswert
als Starrkorperfessel vorgegeben werden, um die vertikale Lage der Platte
im Raum festzulegen. Wir fordern fiir beide Probleme zusétzlich, dass die
Durchbiegung w auf dem Mantel im Mittel Null ist:

h/2 h/2
/ w(H)(RB, 2)dz = / w(HI)(R& z)dz = 0. (8.43)
—h/2 —h/2
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8.3 Zwei wichtige Klassen rotationssymmetrischer
Losungen der Laplace-Gleichung in Zylinder-
koordinaten

Da die Funktionen ®y und ®, der Laplace-Gleichung A® = 0 in Zylinderko-
ordinaten im rotationssymmetrischen Fall geniigen, lassen sich die Ansétze
fir &9 und @, aus Linearkombinationen der verschiedenen Losungen der
Laplace-Gleichung konstruieren. Wir untersuchen hier die Klasse der Poly-
nomldsungen und die Klasse der Losungen, die sich durch einen Separations-
ansatz konstruieren lassen, da wir mit ihrer Hilfe die Losungen der Probleme
I bis III finden wollen.

8.3.1 Polynomldsungen
Die Gleichung A®,,) = 0 ist erfiillt, wenn gilt
Py = 0"Pp(¥) mit o= +22+7r2 und ¥ =z/g, (8.44)

wobei P,(¢) das Legendre’sche Polynom n-ter Ordnung ist. Das Legend-
re’sche Polynom n-ter Ordnung ist definiert durch

Pa(9) = 5= (ﬁ - 1) . (8.45)

Fir n=0,1,...,4 erhalten wir
q)((]) (T) Z) =1, (I)(l) (T7 Z) =z, (p(Q) (Ta Z) = Z2 - I2/2,
D3)(r, 2) = 23— 327?/2 und Q) (r, 2) = 2 — 3222 £ 3r1 /8. (8.46)

Mit Hilfe der Polynomlosungen lassen die Probleme IT und IIT vom Ende
des Abschnitts 8.2.2 exakt l9sen.

Problem II

Harmonische Ansitze:

#(2) = Cy (o () = Cogy(=* =1%/2) wmd (8.47)

II II II II
P.(r, 2) = Y @0 (1, 2) + CL ) @y (r,2) = OO + Yz (8.48)

Auswertung der Randbedingungen:

1—
o _1-v

02 " 14 0 7 Clgy =0 wd C) = : .
4

2(0) 2(1) 1+V00

(8.49)
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Lésung:

1y J(()H) n (11)
=15, 24 . r und w“Y(r,z) = —z (8.50)

u®(r, z)

Spannungen:
c W 2)=cW(r2)=0 uwd oW(rz2) = Jgg (ryz) = a(()H). (8.51)

Problem III
Harmonische Ansdtze:

111 111 111
<I>é )(r,z) - ¢! )é(l)(r,z)+C(()(3))<I>(3)(r,z)

0(1)
111 111
- Cém)z + Cé<3>)(22 —3r%/2)z und (8.52)
11T 111
010 (r,2) = Oy Bia) (1, 2) = Oy (2% = r*/2). (8.53)

Auswertung der Randbedingungen:

2 2
I _ _Vh + 2(1 _ V)RB (I11) () § 1—2v (IIT)
00(1) N 2h(1+v) 91 5 00(3) T hl+v 01
(I11) 1 agm
und Oy = T R (8.54)
Lésung:
(I11)
1—
WM (r,2) = 1 +Z01,u %7“ und (8.55)
SIID
(I11) - 9 _ 2 _ 2 2 10,2
Wiz = s (61— v)(RY — %) + v(h? — 12:%))
Spannungen:
(I1T) _ o Ir _m2z
und Orr (T, Z) = UQ(DQD )(T’, Z) =04 W

8.3.2 Lo6sung durch Separationsansitze

Mit dem Ansatz ®(r, z) = R(r)Z(z) erhalten wir aus der Laplace-Gleichung
A® = 0 unter Verwendung des A-Operators geméif (8.28)

4*Z  ZdR , _d’R

R =t

— Z——=0.
dz2 r dr dr2
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Diese Differentialgleichung ist separabel:

1d%Z 1 dR 1d°R ~
il el R ¢ 8.57
7 dz? rRdr R dr? ( )

Speziell fiir A = 0 erhalten wir Z(z) = A+ Bz und R(r) = C+D In(r/Rp).
Da wir hier nur Vollkreiszylinder betrachten, muss D = 0 gelten. Die ver-
bleibende Losung ®(r, z) = Ag + Boz ist bereits in (8.46) enthalten.

Fiir A # 0 erhalten wir Z(z) = A cosh(\z) + B sinh(\z) und R(r) =
C Jo(A2)+D Yo(Az) . Wobei Jg die Besselfunktion erster Art O-ter Ordnung
und Yy die Besselfunktion zweiter Art O-ter Ordnung ist. Y wird auch We-

berfunktion oder Neumannfunktion genannt. Wegen des Vollkreiszylinders
muss wieder D = 0 gelten. Die verbleibende Losung lautet mit A = 2\/h

®(r,z) = (Acosh(2zA/h) + Bsinh(2zA/h)) Jo(2rA/h). (8.58)

Mit diesen harmonischen Funktionen kann das Problem I exakt gelost wer-
den. Zu den Rechenregeln mit Besselfunktionen verweisen wir auf die aus-
fithrlichen Darstellungen im Lehrbuch von Sieber und Sebastian [101] bzw.
auf die im Anhang C.2 angegebenen Formeln.

Problem 1

Harmonische Ansitze:

(13(()1) (r,z) = <A0 cosh (22 ) + By smh((Q;;Z ) Jo (227‘

_ <A0 cosh (22 ) + By smh((222)> Jo (227)

und (8.59)

oU(r,2) = (A Cosh<22 >+B smh(<222>> Jo (227'>

Darstellung der Durchbiegung in Ansatzfunktionen gemdf (8.32):

| >

2r

op w(r, 2) = =\ (Ao smh()\ W ) + By cosh(A— " )) Jo(A\— W )
- )\QEZ <A smh()\ - ) + B, cosh(A— . )) Jg()\Qhr)
+(3—4v) (Az cosh()\2h ) + B, smh()\2h )) Jo()\2}:). (8.60)
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Auswertung der Verschiebungsrandbedingung (8.37) auf dem Mantel:

2z 2z 2
O——AG%meh)+BM%MAhOJMAiB)

2z ) 2z 2Rp
- )\F (AZ sinh(A\— . ) + B cosh(A— . )> JO(AT)

2Rp

+ B sinh(A 7 )> Jo(AZE) (8.61)

+(3—4v) <A cosh()\ ;

. )
Diese Gleichung hat fiir A # 0 nichttriviale Losungen, falls
2ARp/h = ko; mit Jo(ko;)) =0 fir ¢=1,2,3,4,... (8.62)

gilt. Damit geht (8.59) in die folgende Reihendarstellung iiber:

o h
oV = 3" (Ao cosh(koi o) + Bos sinh(ko; -
o (1, 2) 2 < 0i cosh (ko RB)+ 0: sinh (ko RB) Jo(ko RB)2
und (8.63)
@ — S . _F e _F T
O (r, 2) E (AZZ cosh(ko; RB) + B,; sinh(ko; RB)> Jo(ko; RB).

i=1
Die Schubspannung ag) hat jetzt die Gestalt

o0, 2) =
h

)
ii k2. ( Agi sinh(koi——) -+ Bog cosh(koi ——) | J1 (koi—— ) —o
RB < 03 07 07 RB 07 07 RB 1 OzR 2RB

z

k2. ( A sinh (kg ——
+07,< sm(gR Rn

z
B cosh(koi——) | J1(ko:
) Buscoshlbor ) ) (ko)

z . z r
—(1 — 21/)]{301' (Azz COSh(kIOiRiB) + Bzi Slnh(k‘ol'qu)) Jl(kOZRB)> . (8.64)

Auswertung der Schubspannungsrandbedingungen (8.38)1 auf den
Stirnflichen:

_ 2Rp(1 — 2v) h
By, = Ay ( koih tanh(k:ol SRy ))
und (8.65)
_ 2Rp(1 — 2v) h
Ay = By < korh COth(kjol SRp )) .
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Die Axialspannung aﬁ? hat jetzt die Gestalt

Z Jo( k‘Oz ka

h z
1 7 h % Bzi - z'Azi h =
<< + koi=——— T coth (ko; RB)> ko ) cosh (kg RB)
+ [ (14 ko—2— tanh(k )) Aui — koiB.; | sinh(koi—) | . (8.66)
Oz R 0l 2R 2% 0P zs 01 RB . .

Auswertung der Azialspannungsrandbedingung (8.38)2 auf der unteren
Deckfliche:

koih koih
=+ smh ( > kn:h
A = iRi 2 - Bh coth <2% > B.i. (8.67)
2%3 5 L ginh ( 0; > B

(1)

Fiir die Axialspannung o;, auf der oberen Deckfliche erhalten wir nun

b i + smh(km o)

Slnh(kol m )

h r
D(r,—= § B.; Jo(k i 1B
O,y (T‘, 2 RB 21 J0 O’LR ) 01

(8.68)

Auswertung der Azialspannungsrandbedingung (8.38)s auf der oberen
Deckfliche:

Die Bestimmungsgleichung zur letzten verbleibenden Unbekannten lau-
tet

RB ko; + sinh (ko; RL;)

sinh(ko; ﬁ)

—p(’l“ RB Zle J0 kaR )k/'()z (8.69)

Zur Berechnung der Koeffizienten B,; nutzen wir die Orthogonalitéitsre-
lation (C.7) fiir Besselfunktionen aus. Multiplizieren wir (8.69) mit
rJo(koj%), substituieren RLB durch x und integrieren iiber x von 0 bis
1, folgt

A=koi + sinh(k:ol )

Sil’lh(k‘ol 2Rp )

1
B.; / xJ3 (kosr)da

1
/RBP(xRB)IL"Jo(koﬂ)d!E = ko;
0 0

/~c i + sinh(kg;
= hgy T2 o RB)J2(k0i)B
2 sinh (ko; 51— 5hy)
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Wir erhalten
1
sinh <k01h> Rp [ p(zRp)  Jo(koiz) da

0
. (8.70)
]2"’9%2 + 3 L sinh (k();h) J%(koi)km

Bzi:_

Existiert das Integral in Formel (8.70), konvergiert die Reihe auf der
rechten Seite von (8.69) fiir alle r € [0, Rp| gegen p(r), wenn p(r) stetig
ist. Allgemein gilt fiir stiickweise stetige Funktionen p(r) und w > 0

1

> Jo(koiz=)
2 Rp)zJo(koiz)dx 8
Zl/px )l (ko) =
=0

~ lm P ((T + w)RB) +p ((T‘ — w)RB)
w—0+ 2 '

(8.71)

Damit ist das Problem I vollstindig gelost. Auf der Mantelfliche kénnen
jetzt aga)(RB,z) und die resultierenden Schnittgrofen berechnet werden.
Die Losung von Problem I kann durch Losungen von Problem IT und IIT
derart iiberlagert werden, dass die daraus resultierenden Schnittgréfien vor-
geschriebene Werte annehmen. Die Durchbiegung w ist dann dort entspre-
chend (8.43) nur noch im Mittel Null.

Wir kénnen nun die vollstéandige Berechnungsvorschrift fiir die maximale
Zugspannung im Kernzylinder bei bekannten Schnittlasten, die z.B. aus einer
FE-Rechnung folgen, angeben.

8.4 Vorschlag zur Losung des isotropen Kernzylin-
derproblems aus den Schnittlasten einer Finite
Element-Plattenlésung

Im folgenden geben wir zusammenfassend noch einmal die Reihenfolge der
einzelnen Teilschritte an, wie wir von der FE-Plattenlésung zur maximalen
Zugspannung gelangen.

1. Berechne das anisotrope nichtlineare Biegeproblem fiir lokale begrenz-
te Lasten mit der Finite-Element-Methode.

2. Finde ein brauchbares isotropes Ersatzmodell, dass auf die gleiche ma-
ximale Durchbiegung wie das anisotrope Modell fiihrt.

3. Berechne die Spannungen GI. und G, fiir X3 = —h/4 aus der FE-
Losung und suche einen kleinsten Kernzylinderradius r = Rp, fiir den
|G (Rp,—h/4)| < |GE (R, —h/4)| erfiillt ist. Lisst sich ein solcher
Radius nicht finden, ist die gesamte Plattenlosung unbrauchbar. In
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10.

11.

12.

diesem Falle liegt offenbar keine diinne Platte vor, so dass die gesam-
te Platte als nichtlineares 3D-Problem behandelt werden muss. Lésst
sich ein solcher Radius finden, kann der nichsten Schritt ausgefiihrt
werden.

Uberpriife, ob fiir den gefundenen Wert Rp die Durchbiegungsdiffe-
renz der Bedingung |w” (Rp) — w?(0)| < h geniigt. Falls die Bedin-
gung nicht erfiillt ist, muss das Kernzylinderproblem als nichtlineares
3D-Problem behandelt werden. Ist die Bedingung erfiillt, ist die Ver-
wendung einer linearen Theorie sinnvoll, so dass zum néchsten Schritt
iibergangen werden kann.

Berechne M} (Rg) und N (Rp) aus der FE-Losung.

Berechne das Problem I fiir den aus der FE-Rechnung ermittelten Wert
Rp und berechne ausreichend viele Koeffizienten B.; mit der Vorschrift
(8.70) durch numerische Integration fiir den Spannungsverlauf von p,
der sich aus der isotropen Formel fiir die Hertz’sche Pressung ergibt.

Berechne M;TI)(RB) und Ng)(RB) aus der Losung des vorherigen
Schrittes.

Lése das Problem T fiir N\ (Rg) = —N?(Rp) und das Problem III

fir M (Rp) = —MD (Rp).

Addiere die Loésung vom vorherigen Schritt zur bereits gefundenen
Losung vom Problem 1.

Lése das Problem 1T fiir N4 (Rp) = NE(Rp) und das Problem IIT

fir M (Rp) = ME(Rp).

Addiere zur Losung des Schrittes 9 die Losung des vorherigen Schrittes.

Berechne aus dem vorherigen Schritt w®?)(0, h/2) und aﬁ‘:’,D)(o, h/2)
und vergleiche die Werte mit w?(0) — w”(Rg) und of.(0, h/2).

Um die Funktionsweise der Methode zu demonstrieren, verwenden wir, wie
bereits in der Einleitung dieses Kapitels angekiindigt, nicht die FE-Daten aus
dem Kapitel 7, sondern vergleichen die Resultate einer Kirchhoff-Losung fiir
eine frei drehbar gestiitzten Platte unter konstanter, lokal begrenzter Last
mit der 3D-Losung fiir dicke Platten. Dies entspricht einem Kernzylinder
von R = R4 in einem Biegetest fiir den Ry = R4 gilt, d.h bei dem der
Stiitzring ohne Ausdehnung ist.
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8.5 Die 3D-Losung einer frei drehbar gestiitzten
Platte unter konstanter, lokal begrenzter Last
nach der Theorie fiir dicke Platten

8.5.1 Randbedingungen

Die exakt erfiillbaren Randbedingungen auf den Stirnflichen des Zylinders
lauten analog zur Situation in Problem I:

h h h
O'rz(ra :tf) =0, UZZ(T7 *) =0, O-ZZ(rv _7) = —p(r), (872)
2 2 2
die jetzt durch
_J pc>0 fir r<Rc . _f
p(r) = { 0 fir > R¢ mit pe = TRZ (8.73)

konkretisiert werden.
Die nur statisch dquivalent erfiillbaren Randbedingungen auf der Mantel-
fliche lauten

w(Ra,z) =wo(z) und op(Ra,z) = 0o(z) (8.74)
h/2 h/2 h/2
mit / wo(z)dz =0, / 0o(z)dz=0 wund / 00(z)zdz = 0.
—h/2 —h/2 —h/2
(8.75)

Die entsprechende Formulierung dieser Randbedingung fiir die 2D-Platten-
theorie lautet

h/2 h/2

/ wo(z)dz = W(Rx)h =0, / orr(Ra,2)dz = Ny (Rg) =0 und
“h/2 “hy2
h/2

/ orr(Ra,2)2zdz = M, (Rg) = 0. (8.76)
“h/2

Wir bezeichnen die Bedingungen (8.75) als die statisch dquivalente Form der
strengen Randbedingungen

wo(z) =0 und og(z) =0. (8.77)
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8.5.2 Teillosung aus dem Problem I

Die gesuchte Teillosung erfiillt die strengen Randbedingungen (8.72) und
(8.77)1 exakt. Wir erhalten fiir B,; nach (8.70)

. koih
2sinh (222,4) Jl(kOiRc/RA)
J

B,, = —
koih : koih 2 (ko k2.
o + sinh ( RA) 1(koi) 0i

(8.78)

und aus (8.68)

R [ee)

ol (r,—h/2) = —2]731?02
=1

r Re
Ra’ Ra

Ji(koiRc/Ra)
————=Jo(koir/Ra
T3 (koi) ko, (kosr/ Ba)

= —H( ) pc (8.79)

mit
1, fir 0<t<s<1

H(t,s) = li_1)n Hy(t,s) == 1/2, fir 0<t=s<1 (8.80)
> 0, fir 0<s<t<1

und N
Jl (kios)Jo(kiot)

Hy(t,s) =2s
kioJi (Kio)

(8.81)
i=1
Anmerkung

Bei einer Approximation von H(t,s) durch Hy (¢, s) tritt fiir je-
des N < oo das Gibbs-Phéanomen auf, siehe Abbildung 8.1. Dies
ist durch folgenden Eigenschaften charakterisiert: Ist ¢ty < s
die zur Sprungstelle t; = s am néchsten liegende positive Ex-
tremstelle der Abweichung Hy (¢) — H(t), d.h. es gilt Hy(tn) —
H(ty) > 0, d(Hy(t) — H(t))/dt = 0 fiir t = ¢ty und d*(Hy(t) —
H(t))/dt* < 0, gibt es eine positive Zahl 0 < v < oo, so dass
Jim (Hn(tn) — H(tn)) = > 0 gilt.

Mit B,; kénnen wir nun auch A,;, By; und A,; gemif (8.67) und (8.65)

berechnen, so dass wir fiir die Radialspannung bei z = h/2

o ) . 2 )
oW (r,1/2) = —dpoReh Y —— 21 koific/ Ra) sinh(koih/ Ra)
S k2,32 (ko) (h%%i - R sinh2(ko,~h/RA))

(inJQ(]COZ‘T/RA) - (1- V)}iAJl(kOir/RA)> . (8.82)
erhalten.
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Abbildung 8.1: Gibbs-Phdnomen bei der Approximation des Sprunges von
p bei R fiir einen stiickweise konstanten Verlauf von p auf der oberen
Deckfldche durch Besselreihen mit 1000 Gliedern.

Fiir die untere Deckfliche folgt

J1(ko;Rc /R 4) sinh? (kg;h/RA)
{ k2.2 (ko) (thgi ~ R sinhQ(kOih/RA)>

o\ (r,h/2) = —4poRoh Z

(kgiJg(kgir/RA) (- u)]”if“Jl(kmr/RA)) . (8.83)

Bei der Untersuchung diinner Platten unter lokal begrenzter Last sind zwei
Grenzfille von Bedeutung. Der eine Grenzfall ergibt sich beim Ubergang
von der Fliachenlast zur Punktlast. Ein weiterer Grenzfall ergibt sich beim
Ubergang auf die unendlich diinne Platte. Fiir den Ubergang zur Punktlast
driicken wir p¢ iiber (8.73) durch die Druckkraft f auf einer Kreisfliche mit
dem Radius R¢ aus und bilden den Limes fiir Rc — 0. Bei einer Punktlast
wichst die Axialspannung o, und Radialspannung auf der oberen Deck-
fliche, d.h. in der Ebene z = —h/2, im Nullpunkt r» = 0 unbeschrénkt auf
eine unendlich hohe Druckspannung an. Dieses Verhalten zeigt sich auch
nach der Kirchhoff’schen Plattentheorie. Unser Interesse gilt jedoch der Ra-
dialspannung auf der unteren Deckfldche, d.h. in der Ebene z = h/2. Dort
gilt tiberall 0,(r, h/2) = 0. Fiir die Radialspannung auf der unteren Deck-
fliche ergibt sich aus (8.83)

li 2
Rémoa D(r,n/2)

_ 2fh Z kaJO k‘oﬂ“/RA) (1 — U)RA/’I‘Jl(/{Qi’I“/RA) sinh <k01h>
TRAS 530k0) (2R3, R — (sinb(koih/Ra))?) Ra

(8.84)
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Die Spannungswerte bleiben auf der gesamten unteren Deckfléche beschréankt.
Speziell fiir r = 0 gilt

lim o0 (0, h/2
am opy (0,h/2)

(8.85)

_ fh(+4v) i ko; sinh(ko;h/RA)
TRY S Bk ((sinh(hoih/Ra))? — W23 /RS )

Dies stellt einen wesentlichen Unterschied zur Kirchhoff’schen Plattentheo-
rie dar, wo wir auf der unteren Stirnseite bei r = 0 eine unendlich hohe
Zugspannung haben. Daraus ergibt sich, dass wir bei einer Spannungsberech-
nung mit Hilfe der Kirchhoff’schen Plattentheorie, fiir lokal begrenzte Las-
ten mit sehr kleinen Lastradien R¢ diesen Grenzwert beliebig iiberschreiten
kénnen. Demnach gibt es einen kleinsten Radius Rgpmin mit Rgmin > Ro
flir den gilt fiir alle » > Ry min in ausreichender Genauigkeit die Beziehung
o3P (r,h/2) =~ oX(r,h/2) gilt, wobei o (r) die nach der Kirchhoff’schen
Plattentheorie berechnete Radialspannung ist. Andererseits gibt es einen
grofiten Lastradius Reoypmar mit Romaee < h fir den gilt bei Ro < Romaq fur

alle r in ausreichender Genauigkeit die Beziehung o3P (r) ~ RlimO o3P (r),
C—)

so dass wir fiir Radien r < rgmn die Radialspannungen, statt mit der ge-
nauen vom Lastradius abhéngigen Formel (8.83) mit der vom Lastradius
unabhéngigen Grenzwertformel (8.85) berechnen kénnen.

Auf den Nachweis, dass fiir h — 0 aus den 3D-Losung tatséichlich die
Kirchhoff-Losungen folgen, sei hier verzichtet. Wichtig fiir die Berechnung
dieses Grenziibergangs ist lediglich, dass vor dem Grenziibergang die glei-
chen Skalierungsvorschriften wie in Abschnitt 5.4.2 vorgenommen werden,
was hier auf f = h* f* fithrt, wobei f* unabhiingig von h angenommen wird.
Nach dem Grenziibergang muss dann wieder reskaliert werden.

8.5.3 Teill6sungen aus Problem II und III

Zur Kompensation der mittleren Radialspannungen auf der Mantelfliche
addieren wir zur Teillosung aus Problem I eine Losung von Problem II, fiir
die
h/2
1
oD (Rp ) =~ / oM (R, 2)d (8.86)
—h/2
gilt. Fiir die aus der Teillésung von Problem I resultierende Radialspannung
folgt
Ro = Ji(koiRa/R 1 — cosh(ko;h/R
o (R, 2) = —awpo 10y Alborlta/lie) ot/ Te)
] Jl(kOi)kOi koih/RA 4+ sin (ko@h/RA)
(8.87)
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In gleicher Weise bestimmen wir uns die Teillosung von Problem III. Fiir sie
muss gelten
h/2
oI (Ry, 2) = 122 o D(Ry, 2)zdz (8.88)
rr As=2) = h3 rr LA, .
—h/2

Wir erhalten damit unter Verwendung der Teillosung des Problems I

Re ~= Ji(koiRa/Re)

=, SAINMRT AT O

13 z; J1 (koo ki

(1 + QV)RA Sinh(inh/RA) - koz‘h(l + V(l + COSh(inh/RA))
]{ZOih/RA — Sinh(k()ih/RA) '

oM (R, z) = 24pc

(8.89)

Die Superposition aller drei Teillosungen erfiillt jetzt alle Randbedingungen
im Sinne der Theorie fiir dicke Platten.

8.5.4 2D-3D-Vergleich unter Verwendung von Material- und
Geometriedaten aus dem GaAs-Biegetest

Wir untersuchen das Plattenproblem fiir die folgenden Daten:

Querkontraktionszahl : v=20,244
dimensionslose Dicke i h*=h/(2R,)
dimensionsloser Lastradius : 7= Rc/Ra

Platte 1: A} = 0,0045 kleiner Lastradius : nx = 0,0004
Platte 2:  h] = 0,0065 grofler Lastradius : ng = 0,0027.

Die Abweichungen in den Durchbiegungen unterscheiden sich nur unwesent-
lich dadurch, wie grof3 der Lastradius ist und nach welcher Theorie gerechnet
wurde. Deshalb vergleichen wir hier stellvertretend fiir die iibrigen Wer-
te nur die Verschiebungen im Mittelpunkt auf der unteren Deckfliche. Zur
besseren Vergleichbarkeit fithren wir die dimensionslose Kraft f* und die
lastbezogenen dimensionslosen Durchbiegungen w” und W ein, wobei w’
die GroBe aus der 3D-Theorie und W' die entsprechende GréSe aus der
Kirchhoff’schen Plattentheorie ist:

75 = MR?J:W’ wh = hzjs, Wk — f?f/ (8.90)
Wir erhalten
W) = 24 =¥ (507 + 8+ 9% m(n) +2 (2 ) - ”) (8.91)
o127 14+v
und . 5 1,
7171£)%W (0):%1_’_”(3—1/). (8.92)
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Stellen wir die Gesamtlosung jeweils als Summe der drei Teillésungen
ergeben sich die Werte in den folgenden Tabellen:

dar,

wh(0, %) hi h W*(0) h M
nG 0,014711 | 0,014711 ne | 0,014708 | 0,014708
Nic 0,014711 | 0,014711 nk | 0,014708 | 0,014708
0 0,014711 | 0,014711 0 |0,014708 | 0,014708

Tabelle 8.8: Maximale Durchbiegung des Gesamtproblems. Links: 3D-Lo-
sung. Rechts: 2D-Losung.

w®(0, ) hi hi wh(0) hi hi
nG 0,011284 | 0,011284 ne | 0,011280 | 0,011280
nK 0,011284 | 0,011284 nk | 0,011280 | 0,011280
0 0,011284 | 0,011284 0 0,011280 | 0,011280

Tabelle 8.9: Maximale Durchbiegung von Teilproblem I. Links: 3D-Losung.
Rechts: 2D-Lésung.

w0, %) hi hi W) | hi | b
na 7,81 10713 | 3,40 1012 naG 0,0 | 0,0
K 7,81 10713 | 3,40 1012 K 0,0 | 0,0
0 7,81 1071 | 3,4010~'2 0 0,0 | 0,0

Tabelle 8.10: Maximale Durchbiegung von Teilproblem II. Links: 3D-Losung.
Rechts: 2D-Lésung.

o KL
GroBe o,

w5 [ n h} TAORNE 5
e 0,003427 | 0,003427 na 0,003428 | 0,003428
NK 0,003427 | 0,003427 NK 0,003428 | 0,003428
0 0,003427 | 0,003427 0 0,003428 | 0,003428
Tabelle 8.11: Maximale Durchbiegung von Teilproblem III. Links: 3D-

Losung. Rechts: 2D-Losung.
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Als néchstes dokumentieren wir, dass es hier sehr gut gerechtfertigt ist, sta-
tisch #quivalente Randbedingungen zu verwenden. Ist o% die Radialspan-
nung nach der Kirchhoff’schen Theorie, definieren wir die dimensionslose
o& /(nf*h*?). Die entsprechende Grofie in der 3D-Theorie
wird wie folgt definiert: o = o,/ (uf*h*2).

Ein Blick auf die Gréflenordnung der in Abbildung 8.2 dargestellte Rest-
spannung, zeigt mit Blick auf die entlang des Radius auf der unteren Deck-
fliche aufgetragene Radialspannung in Abbildung 8.3, dass die nicht kom-
pensierte Restspannung tatséchlich vernachldssigbhar ist.



Restspannung auf dem Mantel fiir 4° = 0,0065

04 _\
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£ 0
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04 \
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Abbildung 8.2: Dimensionslose Darstellung der radialen Restspannung auf
der Mantelfliche nach statisch dquivalenter Kompensation der mittleren
Spannungen und Momente.

1" =0,0065, 1= 0,0027
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Abbildung 8.3: Dimensionslose Darstellung der Radialspannung auf der un-
teren Deckfliche, d.h. fiir z = h/2.
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Die Spannungen o, und o, sind auf der oberen Deckfliche bei r =
Rc unstetig. Die GroBe ok (r, —h/2) macht einen Sprung um den Betrag
(h* )2 f*. Die Kirchhoff-Losung weist einen solchen Sprung nicht auf. Dem
Buch von Lukasiewicz [71] entnehmen wir, dass bei Rechnungen nach der
linearen schubweichen 2D-Plattentheorie auch ein solcher Sprung zu ver-
zeichnen ist.

Der Spannungsverlauf nach der 3D-Theorie und nach der Kirchhoff-
Theorie ist Abbildung 8.4 dargestellt. Wir erkennen, dass die Spannungs-
verldaufe nach der Kirchhoff-Theorie fiir r > 2h kaum von der 3D-Losung
unterscheidbar sind, und dass die Kirchhoff-Theorie bei r = 0 fiir die
Radialspannung um 40% zu niedrige Werte liefert. Zu Vergleichszwecken
enthélt Abbildung 8.4 aulerdem den Verlauf der fiir beide Probleme gleich
vorgegebenen Axialspannung an der oberen Stirnfliche, dargestellt durch

UZLZ (T7 _h/z) = azzi?s_hg/m .

h" =0,0045, 1= 10,0027

0 e e e
g 02 |
s 04l
qri :
© .06 [ ]
B
s 08 f ]
8 4 |—
D
E 12t
.qk
o} 14 |
0 0,005 0,01 0,015 0,02

r/RA

Abbildung 8.4: Dimensionslose skalierte Darstellung der Spannungen auf der
oberen Deckfliiche, d.h. fiir z = —h/2. Fett durchgezogen: o nach der 3D-
Theorie, diinn durchgezogen: % nach der Kirchhoff -Theorie, gestrichelt:

L nach beiden Theorien.

UZZ

Die fiir uns wichtigste Grofle ist jedoch die maximale Zugspannung. Sie
liegt an der unteren Stirnseite im Punkt (r,z) = (0,h/2). Der direkte Ver-
gleich einer 3D-Losung und einer Kirchhoff-Losung ist in Abbildung 8.5
dargestellt. Wir erkennen, dass im Gegensatz zur oberen Deckfliche die Ra-
dialspannungen auf der unteren Deckflache fiir r < R¢ nach der 3D-Losung
betragsméfig kleiner als nach der Kirchhoff’schen Losung sind. Fiir » > 2h
sind beide Losungen wieder kaum unterscheidbar.

Vergleichen wir den Verlauf der Radialspannung fiir verschiedene Lastra-
dien bei gleicher Plattendicke und bei gleicher resultierender Kraft, ergeben
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Abbildung 8.5: Dimensionslose skalierte Darstellung der Spannungen auf
der unteren Deckfliiche, d.h. fiir z = h/2. Fett durchgezogen: o% nach der
3D-Theorie, diinn durchgezogen: o~ nach der Kirchhoff -Theorie.

sich die in Abbildung 8.6 dargestellten Verldufe. Wir erkennen, je kleiner der
Lastradius ist, desto grofler sind die Abweichungen der Kirchoff-Theorie von
der 3D-Theorie. Aufierdem liegen die Abweichungen nur in einem kleinen Be-
reich um den Nullpunkt vor. Fiir Radien r > 0,01 R 4 sind die Abweichungen
praktisch vernachléssigbar. Fiir den grofien Lastradius liegt der Fehler im
Nullpunkt bei 5%, fiir den kleinen Radius bei 24%. Auflerdem konstatieren
wir, dass sich der Spannungsverlauf fiir den kleinen Lastradius praktisch
nicht vom Grenzfall Rc — 0 unterscheidet, d.h. die Kurve fiir den Grenzfall
Rc — 0 verlduft entlang der dicken gestrichelten Linie.

Wir schlieflen daraus, dass bei Rc < h fiir die Berechnung der Radial-
spannung der konkrete Lastradius nicht beriicksichtigt werden muss, so dass
wir mit der radiusunabhéngigen Formel (8.84) rechnen konnen.

Als néchstes untersuchen wir den Einfluss der Plattendicken bei kon-
stantem Lastradius. Fiir eine dimensionslose Dicke h* = 0, 0045 entnehmen
wir aus Abbildung 8.7, dass der Fehler der skalierten Radialspannung, die
nach der Kirchhoff’schen Theorie berechnet wurde, im Nullpunkt bei rund 4
% liegt. Bei einer Verringerung der Plattendicke um das 0,8-Fache liegt der
Fehler nur noch bei 2%. Eine Verringerung um das 0,7-Fache fiihrt nur auf
einen Fehler von 1%. Die Verringerung auf das 0,6-Fache, d.h. bei einer di-
mensionslosen Dicke von h* = 0,0027, sind die Werte der Maximalspannung
nach der Kirchhoff’schen Theorie praktisch nicht mehr unterscheidbar.

Nachdem wir die Spannungsverldufe in radialer Richtung diskutiert ha-
ben, geben wir zum Schluss die Spannungsverldufe in axialer Richtung iiber
die Plattendicke bei r = 0 an. Abbildung 8.8 zeigt den Vergleich der 3D-
Losung mit der Kirchhoff-Losung. Wir sehen, dass die Abweichung bei
z = —h/2 deutlich groler ist als bei z = h/2. Da wir uns fiir die Zug-
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Abbildung 8.6: Radialspannungen oZ auf der unteren Deckfliche. Fett
durchgezogen: n = 0,0027 nach 3D-Theorie. Diinn durchgezogen: n =
0,0027 nach Kirchhoff’scher Theorie. Fett gestrichelt: n = 0,0004 nach 3D-
Theorie. Diinn gestrichelt: n = 0,0004 nach Kirchhoff’scher Theorie.

1 =0,0027

0,65

0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012
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Abbildung 8.7: Einfluss der Plattendicke auf die skalierte Radialspannung.
Fett: skalierte Radialspannungen fiir verschiedene Plattendicken. Fett durch-
gezogen: h* = 0,0045. Fett lang gestrichelt: h* = 0,0036. Fett kurz gestri-
chelt: h* = 0,00315. Diinn durchgezogen: skalierte Radialspannung nach der
Kirchhoff-Losung fiir alle Dicken.
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r=0; n=0,0027; h" =0,0045
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Abbildung 8.8: Radialspannung entlang der Achse r = 0. Fett: 3D-Theorie.
Diinn: Kirchhoff-Theorie.

spannungen bei z = h/2 interessieren, haben wir es mit dem giinstigeren
Fall zu tun.

8.5.5 Folgerungen aus dem 2D-3D-Vergleich

Die Berechnung der Durchbiegung bei lokal begrenzten Lasten kann in aus-
reichender Genauigkeit durch eine 2D-Plattentheorie erfolgen. Die Berech-
nung der Radialspannung ist aufler in der Umgebung der konzentrierten Last
ebenfalls ausreichend genau. Im Nullpunkt sind die Werte der Radialspan-
nung auf der unteren Stirnseite nach der Kirchhoff’schen Theorie immer
zu hoch. Dabei sind die Abweichungen fiir kleine Lastradien immer grofler
als fiir groffe Lastradien. In der Praxis héngen jedoch die Lastradien von
der Druckkraft ab, da sie sich aus einer Hertz’schen Pressung ergeben. Wir
folgern, dass kleine Lasten die Verwendung der genaueren 3D-Theorie eher
erfordern, als grofle Lasten. Die Beispielrechnung wurde anhand der realen
Dickenverhéltnisse der untersuchten Platten vorgenommen. Das Verhéltnis
h* = 0.0027 ergibt sich fiir die Hertz’sche Pressung der tatséchlich im Ex-
periment verwendeten Kugel bei f = 500 N. Dies ist gerade der Bereich, bei
dem die Platte bricht. Fiir diesen Wert liefert die Kirchhoff’sche Theorie
Abweichungen von 4%.
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Kapitel 9

Schlussbemerkungen und
Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde ein spezieller Biegetest fiir Gallium-Arsenid-
Wafer modelliert. Es wurde gezeigt, dass der gesamte Wafer als eine diinne

Platte zu betrachten ist. Das Plattenproblem wurde zunéchst mit der von

Kdarmdn’schen Theorie gelost. Der Grenzwertcharakter dieser Theorie fiir

Platten, deren Dicke gegen Null geht, wurde fiir das vorliegende nichtlineare

Randwertproblem durch asymptotische Entwicklung seiner schwachen For-

mulierung gezeigt. Dabei wurden sowohl die Anisotropie als auch die beson-

deren Randbedingungen des Biegetests in der Asymptotik beriicksichtigt.

Zur Modellierung des Kontaktproblems wurde die Theorie der Hertz’-
schen Pressung vom isotropen Fall auf den anisotropen Fall iibertragen.

Nach Auswahl geeigneter Finite-Element-Anséitze wurde die FE-Diskre-
tisierung des von Kdrmdn’schen Problems mittels reduzierter Hermite’scher
kubischer und quintischer Dreieckselemente formuliert. Die Randbedingun-
gen wurden am Kreisrand so formuliert, dass das Plattenparadox nicht auf-
tritt. Dies konnte durch die hohe Genauigkeit in der Ubereinstimmung mit
einer analytischen Kirchhoff-Losung dokumentiert werden. Auflerdem zeig-
ten die berechneten nichtlinearen Last-Durchbiegungskurven eine sehr gute
Ubereinstimmung mit den vom Wafer-Hersteller angegebenen experimentel-
len Daten.

Die berechneten Spannungsverldufe weisen eine nur schwache Anisotro-
pie auf. Es konnte gezeigt werden, dass durch keine der bekannten isotro-
pen Mittelungsformeln eine brauchbare Approximation der Durchbiegung
erreicht werden kann. Deshalb wurde ein isotroper Datensatz numerisch aus
dem Biegetest berechnet, fiir den eine sehr gute Ubereinstimmung von iso-
troper und anisotroper Durchbiegung erreicht werden konnte. Uberraschen-
derweise konnte mit diesem Datensatz eine deutlich bessere isotrope Ap-
proximation der anisotropen Kontaktfliche des anisotropen Problems der
Hertz’schen Pressung realisiert werden, als es mit den bekannten Mitte-
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lungsformeln moglich ist.

Die konkreten FE-Rechnungen zeigten, dass in der Umgebung der Kon-
taktfliche zwischen Druckkugel und Wafer die Bedingungen der Platten-
theorie verletzt sind. Deshalb wurde das Kernzylinderproblem mit der 3D-
Theorie fiir dicke Platten hergeleitet und eine Vorschrift erarbeitet, wie die
Resultate einer FE-Rechnung weiter verarbeitet werden miissen, um die ge-
nauen Zugspannungsverldufe berechnen zu kénnen. Fiir Parameterstudien
wurde ein leicht modifiziertes Testproblem einem 2D-3D-Vergleich unterzo-
gen, mit dem Resultat, dass die mit der 2D-Plattentheorie berechneten Zug-
spannungen zu hoch approximiert werden. Da bei hohen Lasten die Kon-
taktfliche durch Pressung grofier wird, sind die Abweichungen bei hohen
Lasten kleiner als bei niedrigen Lasten.

Aufgrund der hier vorgestellten Analyse kann somit dem Wafer-Hersteller
eine sehr genaue Spannungsanalyse des Biegetest geliefert werden. In glei-
cher Weise konnte gezeigt werden, dass kommerzielle FE-Rechenergebnisse,
die zu kleine Durchbiegungen liefern, offensichtlich das Plattenparadox nicht
beriicksichtigen, und dass die Ergebnisse einer 2D-Plattentheorie durch einen
nachgeschalteten Prozess zur Ermittlung brauchbarer Zugspannungswerte
aufbereitet werden miissen.

Als offenes Problem ergibt sich die Beantwortung der Frage, warum die
Verwendung der bekannten isotropen Mittelungsformeln bei schwacher Ani-
sotropie zu resultierenden maximalen Durchbiegungen fiihrt, die grundséatz-
lich um 10% zu klein sind.
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Anhang A

Erginzende Ausfiihrungen
zum 3D-Problem

A.1 Deformation und Lageinderung

Im gewohnlichen Sprachgebrauch, und bis Anfang der 60er Jahre des vori-
gen Jahrhunderts auch in den meisten Verdffentlichungen auf dem Gebiet der
Mechanik, wird unter Deformation eines Kérpers eine Verformung, sprich ei-
ne Forménderung, verstanden, so z.B. bei Voigt 1889 in [110], Lagally 1928
n [70], Sommerfeld 1954 in [102] oder Macke 1962 in [73]. Wihrend im
Handbuch der Physik Band VI alle Autoren ebenfalls diese Definition von
Deformation verwenden [40], ist in einigen anderen, viel zitierten Béanden
dieses Handbuchs Deformation ein Synonym fiir Lagednderung. Siehe hierzu
die Bénde I11/1, ITI/3 und VIa/2, angegeben unter [106, 105] und [51]. Diese
unanschauliche Bezeichnung ist Quelle fiir so manches Missverstidndnis, ins-
besondere im Zusammenhang mit den so genannten ,,groflen Deformationen*
und den Starrkorperdrehungen.

Im hier beschriebenen Fall, des auf dem Stiitzring aufliegenden Wafers,
betrachten wir zur Illustration zwei verschiedene Lage&dnderungen beziiglich
der im Bild 3.1 auf Seite 18 angegebenen Referenzlage. Links im Bild A.1 auf
der néchsten Seite heben wir den Wafer so an, dass er den Stiitzring nur noch
in einem Punkt seiner oberen Auflenkante beriihrt. Auf der rechten Seite
des Bildes A.1 zeigen wir die Draufsicht eines auf dem Stiitzring liegenden
Walfers, der um den selben Punkt wie im linken Bild verdreht ist. In beiden
Fallen bleibt der Wafer unverformt, d.h. es handelt sich keineswegs um grofle
Verformungen. Nach Lesart des Handbuchs der Physik handelt es sich jedoch
in beiden Fillen um grofie Deformationen.

Dem Anliegen des Handbuchs entsprechend, iibernahmen die meisten
Autoren nach seinem Erscheinen diese Begriffe, obwohl Noll, einer der Mit-
autoren des Bandes des III/3 schon 1972 in [81] neue Bezeichnungen vor-
schlug, und Truesdell und Noll im Vorwort zur 1992 erschienenen 2. Auf-
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Stiitzring

Abbildung A.1: Starrkérperdrehungen des Wafers um einen Punkt auf der
oberen Auflenkante des Stiitzringes. Links: Der Wafer wird auf einer Sei-
te vom Stiitzring angehoben. Rechts: Der Wafer wird, auf dem Stiitzring
liegend, durch eine Drehung verschoben.

lage dieses Handbuchartikels [105] ausdriicklich darauf hinwiesen, dass die
in der ersten Auflage des Handbuchs verwendeten Begriffe ,,configuration*
und ,,deformation“ von ihnen schlecht gew#hlt wurden. Stattdessen schla-
gen sie die Verwendung von ,,placement® und ,,transplacement* vor, da die
Klassifizierung von Translation und Rotation als Deformation, der in einem
gewodhnlichen Worterbuch oder Lexikon erkldrten Bedeutung von Deforma-
tion widerspricht.

So wie Noll in [81] den Begriff ,,placement” zur Beschreibung der La-
ge eines materiellen Korpers benutzt, verwendet Krawietz 1986 in [67] den
deutschen Begriff , Platzierung“!. Die Lageéinderung x wird bei Krawietz
nicht, wie im Handbuch der Physik, ,,Deformation®, sondern , Platzierungs-
wechsel“ genannt. Bertram schliagt in [11] vor, die Grole x ,,Deplatzierung*
zu nennen. Noll nennt in [81] diese Grofle ,,displacement tensor, wihrend
Krawietz dafiir die Bezeichnung , lokaler Platzierungswechsel“ einfiihrt.

Es sei hier noch angemerkt, dass bei Noll in [81] verschiedene Platzierun-
gen des Korpers zu einer , Konfiguration“ gehtren, wenn sich die Platzierun-
gen nur durch Starrkérpermodifikationen unterscheiden. Demnach gehoren
beide im Bild A.1 starr gedrehten Wafer zur gleichen Konfiguration.

Zum Schluss sei noch darauf hingewiesen, dass die oben erwihnten Au-
toren, wie Voigt, Lagally, Sommerfeld oder Macke, die Gréfe u nicht ,, Ver-
schiebung® nennen, sondern ,,Verriickung®. ,, Verschiebungen“ beschreiben
bei Voigt und Macke reine Starrkorpertranslationen. Wahrend bei Voigt

Tm Original [67] wird nach alter Rechtschreibung , Plazierung® geschrieben.
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und Lagally der symmetrische Anteil des Gradienten von u(X) beziiglich
der Referenzkoordinaten X; als ,, Deformation® bezeichnet wird, heif3t diese
Grofe bei Sommerfeld und Macke ,,Verzerrung*.

A.2 Zur Darstellung der elastischen Konstanten

A.2.1 Voigt’sche Notation — modulare Darstellung

Der Steifigkeitstensor im Saint- Venant—Kirchhoff’schen Materialgesetz geméif
(4.31) kann als lineare Abbildung ¢ : R3*3 — R3*3 betrachtet werden. Durch
Umordnung lésst sich eine 3 x 3-Matrix auch als 9 x 1-Matrix anordnen,
so dass wir die Komponenten von ¢ auch als 9 x 9-Matrix ¢ : RY — R?
schreiben kénnen. Wegen der Symmetriebedingungen (4.32) ist ¢ nicht in-
vertierbar. Da symmetrische 3 x 3-Matrizen nur 6 voneinander unabhiingige
Komponenten haben, lassen sich die unabhéngigen Komponenten einer sol-
chen Matrix durch Umordnung als 6 x 1-Matrix darstellen. Die Komponenten
von ¢ kénnen entsprechend als invertierbare 6 x 6-Matrix dargestellt werden.

Die Umschrift der Komponenten von symmetrischen 3 x 3-Matrizen in
6 x 1-Matrizen kann auf verschiedene Weisen erfolgen. Olschewski benutzt
in [85, 86] und [87] eine Zuordnung, fiir die

GijGij = |GOP wnd  y0i; = [0
gilt, mit

O = (G11,G2,G33,V2Ga3,V2G31,V2G13) und
QO = (011,022,0337\@0237\6031,\/5012)7

so dass mit ¢© = QOQO und GO = §OQO auch

IR

O O
ciq = C2323/2 und  syy = S2323/2

gilt?. Die so genannte Voigt’sche Notation, wie sie von z.B. von Voigt in
[110] und von Gurtin in [51] verwendet wird, geht dagegen aus den folgenden
Zuordnungen hervor:

GY G11 UY 011
Gg Goo O'%‘j 099
G G o o
5 | = 33 und yol= 5 (A.1)
GJ 2G19 oy 012
G%ﬁ 2Gla3 O'%i 023
G¢ 2G'31 g 031

Oft werden die Gréflen G}/ fir I = 1,2,3 auch Dehnungen genannt. Fiir
I =4,5,6 nennt man sie auch Gleitungen.

2Siehe auch Fedorov [36] und Cowin [31].
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Es folgt
GijGij #|GYV[* und  yj0i; # |V

v 1% v V. vV .V
C%} C%/z C%/?, C%/4 C%/5 C%/G C1111 €C1122 C€1133 C1123 C1131 C1112
C1g ng Co3 Coy4 Co5 Coq C1132 02222 C2233 (2231 C€2231 C2212
2 ’ cyyocy o cyocy | - - C3333 C3312 C3331 C3312
. VoV v = . . .
o ! 04‘1/5 61‘1/6 o : 1 C2323 (2331 (2312
V sym. .° . 0%5 C?/@ - sym. .0 - C3131 3112
clg .t A .t Css Ceg C1112 . - o C3112 C1212
(A.2)
und
5%1 ng Sgg 8%‘; 8%‘; Sgﬁ S1111 S1122  S1133 251123 281131 251112
512 S22 5%/3 3%/4 5%/5 S%/G S1122  S2222  S2233 289231 252231 2892212
Lo % tw S Sk | 0 s3333 283312 283331 283312
a TSy 31‘1/5 34‘1/@ - - - 4s9zo3 452331 482312
v sym. s{)/5 S%P . sym. - o sz dszin
Sig S S35 Seg 281112 - . - 483112 451212
(A.3)
Insbesondere gilt
| Vv _
Cyy = 2323 und sy, = 452323. (A4)
Die Groflen E;, die durch
1
v
= = Siiii = S (A.5)
E; — "

definiert sind, werden Elastitizitdtsmodule bzw. kurz E-Module genannt. Sie
bilden die Proportionalitdtsfaktoren zwischen Spannung und Dehnungen in
Richtung der X;-Achse, fiir diejenigen einachsigen Spannungszustéinde fiir
die gerade oy; # 0 gilt. Entsprechend werden die Groflen v;;, die durch

Sid jj SXj . . .
vij=——==—— mit i#j (A.6)
Sigig sig‘
definiert sind, Querkontraktionszahlen genannt. Der negative Wert der Quer-
kontraktionszahl v;; gibt im einachsigen Spannungszustand das Verhiltnis
zwischen den Dehnungen in i-Richtung und j-Richtung an. Im allgemeinen

gilt v;; # vy, da % = % gilt. Die Groflen p;, definiert durch

1 1 1
— = 489393 = 5X4, — = 483131 = 5¥5 und — = 451919 = sé% (A7)
241 2 u3

werden Schub- oder Schermodule genannt. Sie bilden den Proportionalitéts-
faktor zwischen gleichindizierten Schubspannungen und Gleitungen.
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A.2.2 Elastische Konstanten bei Isotropie oder kubischer
Materialsymmetrie

Bei kubischer Materialsymmetrie gibt es gem#fl Abschnitt 4.2.5 nur drei
voneinander unabhéngige Komponenten c¢;;;. Damit gibt es auch nur drei
voneinander unabhéngige Komponenten c}g mit I, J = 1,...,6. Die Kompo-
nenten c}{] héngen im allgemeinen von der Orientierung ab und die von ihnen
generierte Matrix ist voll besetzt. In der (100)-Orientierung lassen sich die

Komponenten zu einer diinn besetzten Matrix ¢¥ (1% anordnen:

\%4

ch c{a c‘1/2 0 0 0
052 C%‘; 052 0 0 0
c c c 0 0 0
V(100) __ 12 12 11
=1 T 0 0 o (A-8)
: : 1%
. 044 0
0o -~ 0 0 ¢y

Dies ist die Standardnotation der Werkstofftechniker, Metallkundler und
Kristallphysiker. Wann immer in der Literatur elastische Konstanten durch
Komponenten cpy angegeben werden, ist Voigt’sche Notation in der (100)-
Orientierung gemeint. Deshalb lassen wir den Index V und die Miller’schen
Indizes bei dieser Notation weg.

Im isotropen Fall gilt der Zusammenhang
Cq4 = (011 — 612)/2, (A9)

so dass die Matrix-Darstellung geméf (A.8) fiir diesen Fall unabhingig von
der Orientierung ist.

Bei Verwendung der normalen Tensornotation ist im isotropen Fall die
folgende Darstellung des St-Venant—Kirchhoff ’schen Materialgesetz gemaf
(4.31) tiblich:

0ij = NGk 51']' +2p Giyj. (A.10)

Dabei heiflen A und g Lamé-Konstanten und es gelten zu den isotropen
Voigt’schen Konstanten die Beziehungen

2u=rci1 —c12 und A\ = cpo. (A.11)

Eine solche kompakte Darstellung ist bei kubischer Materialsymmetrie im
allgemeinen nicht moglich. Eine Ausnahme bildet auch hier die Darstellung
in der (100)-Orientierung. Dort erhalten wir statt der isotropen Darstellung
geméB Formel (A.10) die Formel (4.35): 0;; = )\<100>Gkk57;j + 2,u<100>G2-j +
1199 Gyi6,5. Die GroBen A1) 1, (100) und /199 sind die Lamé-Konstanten
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des kubischen Materials in der (100)-Orientierung und es gelten fiir die ku-
bischen Voigt’schen Konstanten in der (100)-Orientierung die Beziehungen

/(100)

,u<100> = C44, A0 — o0 und 1 = c11 — C12 — 2Cu44. (A.12)

Die Gréfle p ist zugleich der Schubmodul in der (100)-Orientierung, da in
dieser Orientierung alle durch (A.7) definierten Schubmoduli zusammenfal-
len, d. h. es gilt Aloo) = M§100> = ,uémo) = 1109 Tm weiteren lassen wir die
Miller’schen Indizes auch an den Lamé-Konstanten weg, da wir diese Groflen
in der vorliegenden Arbeit nur in der (100)-Orientierung verwenden.

Die E-Moduli E; und die Querkontraktionszahlen v;; fallen in der (100)-
Orientierung ebenfalls zusammen, da entsprechend Abbildung 3.3 auf Sei-

te 19 alle Kristallhauptachsen gleichwertig sind. Es gilt E§100> = E§100> =

E<<110(;(;> — E00) ynd Vé;)oo) _ V:goo) _ V:ﬁoo) _ V%oo) _ V%oo) _ V:goo) _
v mit
paooy — Lo oyt g o Sz G2
S11 c11 +ci2 811 C11 + c12
(A.13)

Da wir im Kapitel 6 auch orientierungsabhingige E-Moduli und Querkon-
traktionszahlen einfithren, die wir im Zusammenhang mit der Hertz’schen
Pressung kubisch anisotroper Materialien benétigen, lassen wir die Mil-
ler’schen Indizes bei E(1g, und v(jggy nicht weg.

A.2.3 Isotrope Mittelung kubisch elastischer Materialien

Zur weiteren Vereinfachung des Modell interessieren wir uns fiir isotrope
Niherungen. Eine umfassende Ubersicht zu den verschieden Moglichkeiten
der Mittelwertbildung wird von Béhlke in [12] angegeben. Insgesamt werden
vier Mittelungsformeln angegeben, die mit den Namen Voigt [111], Reuss
[91], Hill [57] und Eisenberg [1] verbunden sind. Die Vorschrift von Voigt
wird auch arithmetisches, die von Fisenberg geometrisches und die von Reuss
harmonisches Mittel genannt, wobei das Voigt’sche und das Reuss’sche den
Charakter von oberen und unteren Schranken haben, deren arithmetisches
Mittel die Vorschrift von Hill ist.

Im Folgenden sind die Formeln fiir den Kompressionsmodul K, den
Schubmodul p, den E-Modul E und die Querkontraktionszahl v tabella-
risch angegeben. Auflerdem geben wir noch die Kontaktsteifigkeit & an,
die in dieser Form nicht nur bei der Hertz’schen Pressung, sondern auch
als Plattensteifigkeit in der isotropen Plattentheorie auftaucht. Speziell fiir
GaAs geben wir die entsprechen Werte an, die sich aus den drei Voigt’schen
Konstanten geméf (3.1) ergeben.
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| (100) \

K K(lOO) — 2012;011

po|f o pt00 =y

E o0y — 1
S11

v (100) _ _ s12
S11

100) _
k| k(100) — S%lsils%Q

(110) |
K(110) _ p(100)
M<110> _ %
BN = shrraron
) =
K0 =

Tabelle A.1: Elastische Konstanten von Einkristallen in der (100)-Orientie-
rung und in der (110)-Orientierung, dargestellt durch die Voigt’schen Kon-

stanten.
’ H Voigt Eisenberg
K KVI) — f(100) (AT — e(100)
|| VD = Len —ero + 3cas) | pA) = L(ey — c12)% (2ca4)3
Bl pvno st | g o g
v AR %33[[2((‘1/[12;2&%/1? Al = %331224[1));2#“(7:‘1?
k BV — % L(AT) — %

Tabelle A.2: Isotrope Naherung nach Voigt und FEisenberg, dargestellt durch

die Voigt’schen Konstanten des Einkristalls.

Reuss

| Hill H

KRD — f(100)

(RI) _ _Scaa(cui—ciz)
H 4cqa+3(c11—c12)
(RI) _ 9K(RD y(RD)
E = 3K (RD 4, (RD)
(I _ 13K o (D)

= 2 3KRD 4, (AD)
(RIy _ __E(EBD
k = - ((ED)2

KD — f(100)

HI) _ 9K (HI) (HI)
E< > - 3K(HI>fM<HI)

2 3K(HI) 4, (HI)
(HIy _ _ BHD
k — I-((HD)2

Tabelle A.3: Isotrope Niherung nach Reuss und Hill, dargestellt durch die

Voigt’schen Konstanten des Einkristalls.
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’ | (100) | (110) | Voigt | Eisenberg | Reuss | Hill |

K in GPa || 75,53 | 75,53 | 75,53 75,53 75,53 | 75,53
i in GPa 99,5 32,6 48,74 46,77 44,73 | 46,74
E in GPa 85,6 | 121,52 | 120,34 116,31 112,08 | 116,24

v 0,3113 | 0,0212 | 0,2345 0,2434 0,2527 | 0,2435

kin GPa || 94,68 | 121,58 | 127,34 | 123,63 | 119,73 | 123,57

Tabelle A.4: Isotrope Néherung nach Voigt, Fisenberg, Reuss und Hill fiir
GaAs, berechnet aus den Voigt’schen Konstanten geméfl (3.1).

Wir erkennen, in allen Mittelungsformeln ist der Kompressionsmodul
gleich dem des kubischen Materials. Damit gilt der Zusammenhang

B = 3K 100) (1 — 9p1%), (A.14)

Zu einer kompakten Darstellung der verschieden Mittelungsformeln ge-
langen wir mit Hilfe der Projektorschreibweise. Danach werden die Steifig-
keitstensoren als Linearkombinationen von Tensoren 4. Stufe mit besonderen
Figenschaften darstellt. Ein Projektor P hat die gleichen Symmetrieei-
genschaften, wie die der Steifigkeitstensor selbst, d.h. es gilt entsprechend
(4.32)

P = Pl = P (A.15)
Auflerdem gilt
PLid Piipa = Pijpg (A.16)
PZ%I)P,E;;)(] =0, falls n#m (A.17)
und .
> Pz(jnzzl) = (0ikdj1 + 0adj) /2. (A.18)
m=1

Fiir kubische Materialien gibt es im Kristallachsensystem fiir die Steifigkeits-
und Nachgiebigkeitstensoren die Darstellung

. 1 .
c=~PY und s=—P¥ (A.19)
und fiir isotrope Materialien gilt

' =4lP® und s = — Pl (A.20)
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wobei auch hier fiir kleine lateinischen Buchstaben die Einstein’sche Summa-
tionskonvention von 1 bis 3 gelten soll und fiir kleine griechische Buchstaben
von 1 bis 2.

Die Projektoren im kubischen Fall sind wie folgt definiert:

P = 0ydu/3. PU) = dyu — Pl und
3 2
P = i+ 8ad0)/2 — P — P (A21)

Pl = Pl =06i6u/3 und
I 1
Pz.j(kzl) = P(Jk) + P(]k)l (0ikdj1 + 6adjn) /2 — Pij(kll)’ (A.22)

Die Koeffizienten vor den Projektoren stehen zu den Voigt’schen Konstanten
in folgender Beziehung:

Y1 =ci1+2c2, Y2=cn—cz2 und 3= 2c. (A.23)
Fiir den isotropen Fall gilt
M =ci+2dy, und v =cly —cly. (A.24)

Fiir die isotrope Mittelung werden nun die v/ durch die 7; ausgedriickt.
Definieren wir entsprechend Bohlke [12] die folgende Gewichtsmatrix

(@) p(9)
e Lokts Dikts (A.25)
Posia Prisia.
deren Zeilensummen stets 1 sind, gilt fiir die Mittelungen nach Voigt, Fi-
senberg und Reuss

; (al) (a2) (@3) 1 a1
o F = Wby, Ay 2l = AV VN =W = (A26)
Yo Vi
sowie nach Hill
Vi = (v + 45 /2. (A.27)
1 0 0
Wegen W = ( 0 2/5 2/5 > folgt daraus
W=l =yl =4l = (A.28)
und
VI _ AT _ 2/5 3/5 RI 97273
= 27v9/5 + 3v3/5, , =" A.29
o0 Y2/5 +373/5, 73 Yy 57+ 375 (A.29)
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A.3 Kleine Verzerrungen — kleine Verschiebungs-
gradienten

Liegen kleine Verzerrungen vor, geniigt der Green’sche Verzerrungstensor
G, gemif (4.12), der Bedingung

0< |G| « 1. (A.30)

Damit lassen sich Tensorfunktionen von G durch Tensorfunktionen appro-
ximieren, die nur noch linear in G sind.

Als erstes Beispiel betrachten wir das allgemeine elastische Gesetz fiir
einfache Materialien

~

oij = Hii(C) = Hii(G) mit H;;(0) = 0. (A.31)

Die Taylor-Reihenentwicklung um G=0 liefert

IH;;(G) *Hij(G)
G (G) =0+ — L=~ G+ —— GriGma + O(|G|?).
H J( ) + 8le kl + 28le8qu kl q + (H H )
G=0 G=0
Das heifit, es gilt
o1 = O(| G|). (A.32)

Die Vernachliissigung der Terme héherer Ordnung liefert das bekannte Saint-
Venant-Kirchhoff 'sche Materialgesetz geméfi Formel (4.31).

Als zweites linearisieren wir die Normal-Komponente des wahren Span-
nungsvektors t. Wir benutzen dabei die Formeln:

nn ,__ _ _
T = tmi = TL]T‘jan = anjmi.

Bei kleinen Verschiebungsgradienten H, definiert durch (4.12), gilt
0<|H| <« 1. (A.33)

Jetzt lassen sich Tensorfunktionen von H durch Tensorfunktionen approxi-
mieren, die nur noch linear in H sind.
So gilt fiir den Green’schen Verzerrungstensor

Gy = (Hy + Hji) /2 + O(||H]).
Wir nennen den linearen Anteil von G linearen Verzerrungstensor &, mit
€ij = (HZ‘]‘ + Hji)/Q bzw. e:=(H+ HT)/Q (A.34)

Im Gegensatz zu G verschwindet € bei einer reinen Starrkérperrotation
nicht.
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Die Linearisierung des St-Venant—Kirchhoff’schen Materialgesetzes be-
ziiglich H fiithrt auf das Hooke’sche Gesetz

L . . L
Jij ‘= CijkIEKL bzw. €ij ‘= SijklO- (A.35)

Wir nennen o’ linearisierte Spannung, denn es folgt fiir alle drei Spannungs-
mafle

oij = oi; + O(HI?), Sij =of+O(|HI*) und Ty =oj;+O(|H|?).

(A.36)
Die linearisierte Version der Impulsbilanz (4.30) lautet
ook
ik _ A.37
0X, (A.37)

und die der Randbedingung (4.51)

oB(X)=05(X) =0 und oh(X)=—p/(X)<0 V Xeco.
(A.38)

A.4 Eine schwache Formulierung des
3D-Randwertproblems

Zur Rechtfertigung der von Kdrmdn’schen Plattentheorie durch eine asym-
ptotische Entwicklung des 3D-Problems benétigen wir eine schwache For-
mulierung des im Kapitel 4 beschriebenen 3D-Randwertproblems. Dieses
Problem umfasst die Impulsbilanz (4.30), das Materialgesetz (4.35), die Ver-
schiebungs-Verzerrungsrelation in Form des Green’schen Verzerrungstensors
(4.14), die Spannungsrandbedingungen (4.62) bis (4.68) und die Verschie-
bungsrandbedingungen (4.55) und (4.61). Setzen wir nun die Verschiebungs-
Verzerrungsrelation (4.14) in das Materialgesetz (4.35) und das ganze in die
Impulsbilanz (4.30) ein, erhalten wir drei gekoppelte partielle Differential-
gleichungen fiir die drei unbekannten Verschiebungskomponenten u;, die die
Randbedingungen (4.62) bis (4.68) sowie (4.55) und (4.61) erfiillen sollen.
Zur schwachen Formulierung dieses nur von den Verschiebungen abhéngigen
Differentialgleichungsystems wéhlen wir drei Testfunktionen

v O — R mit v3 =0 auf s =0 in X9, XV, XV
(A.39)

mit hinreichenden Differenzierbarkeits- und Integrierbarkeitseigenschaften
und multiplizieren die i-te Komponente von v mit der i-ten Gleichung der
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Impulsbilanz. Anschlieend integrieren wir das ganze iiber das vom Wafer
in der Bezugsplatzierung eingenommene Gebiet:

/// wvi(X)Xmddexg —0.
R

Daraus folgt mit dem Gauj’schen Satz

JJ] 85 (wx0) B axiaxass = [[ 5 () u(0m,; axiax
o

ONR

Nach Auswertung der Randbedingungen (4.62) bis (4.68) sowie (4.55) und
(4.61) verbleibt

[0 22 o

= //Fig(Xl,Xg)p(Xl,XQ)UZ-_(Xl,XQ) XmdXQ (A40)

0ui (X1, X2, X3)
0X3

mit Fig(Xl,Xg) = 03 +
X3=—h/2

und  v; (X1, Xo) := vi(X1, Xo, —h/2).

Die drei Funktionen w; sind dann die schwache Losung des Randwertpro-
blems, wenn die Gleichung (A.40) fiir alle v;, die der Bedingung (A.39)
geniigen, erfiillt ist, und u; den Verschiebungsrandbedingungen (4.55) und
(4.61) geniigt.

Bemerkung

Es ist naheliegend von dieser schwachen Formulierung gleich
auf eine 3D-Finite-Element-Approximation {iberzugehen. Nume-
rische Untersuchungen von Vidrascu in [108] zeigten jedoch, dass
3D-FE-Losungen fiir diinne Platten schlecht konvergieren. Je
diinner die Platte ist, desto schlechter ist das Konvergenzver-
halten. Bei Vidrascu werden 3D-Losungen nach der vollkommen
linearen Theorie mit Losungen nach der Kirchhoff’schen Plat-
tentheorie verglichen. In den Arbeiten von Babuska und Suri [7]
sowie von Chenais und Paumier [20] wird ein solches Verhal-
ten durch das so genannte Locking-Phénomen erklért, dass bei
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FE-Ansétzen niedriger Ordnung auftritt. Im Falle der Platten-
biegung locken Elemente, die 2. Ableitungen nicht mehr korrekt
erfassen konnen, da man sich fiir immer diinner werdende Plat-
ten immer mehr dem Grenzfall ndhert, in dem eine der partiel-
len Differentialgleichungen 2. Ordnung des 3D-Problems in eine
partielle Differentialgleichung 4. Ordnung iibergeht. Das Glei-
che tritt bei schubweichen Plattenmodellen auf, die im Grenzfall
der unendlich diinnen Platte ebenfalls auf das schubstarre Mo-
dell iibergehen. Den Grenzwertcharakter der Plattengleichungen
zum urspriinglichen 3D-Problem zeigen wir mit Hilfe einer asym-
ptotischen Entwicklung im Abschnitt 5.4.

Die entsprechende schwache Formulierung fiir das linearisierte Problem
(A.37), (A.38) und (A.35) lautet:

[[f # (w0) 242 axaax,
g

= //p(Xl,XQ) ’1)3_(X1,X2) Xmng (A41)
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Anhang B

Erginzende Ausfiihrungen
zur 2D-Theorie fiir diinne
Platten

B.1 Schwache Formulierungen

B.1.1 Alternative schwache Formulierungen der von Kadr-
mdn’schen Plattentheorie

Durch Einsetzen der Materialgleichungen (5.41) und (5.42) in die Gleich-
gewichtsbedingungen (5.32) und (5.36) erhalten wir ein System von drei
partiellen Differentialgleichungen, die nur noch von den Plattenmittelfla-
chenverschiebungen U, und W abhéngen. Testen wir diese Gleichungen
mit beliebigen ,, Testverschiebungen® oder ,,virtuellen Verriickungen*, die die
Verschiebungsrandbedingungen erfiillen, erhalten wir eine schwache Formu-
lierung des Problems. Wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden, miissen
wir fiir U, in w nicht mehr, wie in der starken Formulierung, die zweima-
lige Differenzierbarkeit fordern, sondern es geniigt die abgeschwichte For-
derung, nach einmaliger Differenzierbarkeit. In gleicher Weise muss fiir W
in w\ © nicht mehr die viermalige, sondern nur noch die zweimalige Diffe-
renzierbarkeit gefordert werden. In jedem Fall sind die gesuchten Losungen
Verschiebungen. Die Losungsmethode ist in diesem Sinne eine reine Ver-
schiebungsmethode. Da es sich bei Finite-Element-Formulierungen um Ap-
proximationen von schwachen Formulierungen handelt, werden Verfahren,
fiir die die Verschiebungen mit FE-Ansétzen approximiert werden, ebenfalls
Verschiebungsmethoden genannt.

Es ist auch moglich, andere Sétze von Unbekannten einzufiihren. Die
unterschiedlichen Loésungszugénge fithren letztlich zu anderen Differential-
gleichungen und anderen zugehérigen schwachen Formulierungen.

Von Kdrmdn betrachtete urspriinglich nur isotrope Platten. Dadurch
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war es ihm moglich, die Membrankrifte (5.29) als zweite Ableitungen einer
Airy’schen Spannungsfunktion darzustellen. Er bendttigte auf diese Weise
nur zwei Unbekannte, die Durchbiegung W und die Airy’sche Spannungs-
funktion. In der Literatur werden die beiden Differentialgleichungen, die nur
diese zwei Unbekannten enthalten, als die ,,von Kdrmdn’schen Gleichungen®
bezeichnet. Derartige Funktionen lassen sich fiir die hier betrachteten Ma-
terialien mit kubischer Symmetrie nicht finden.

Zu einer anderen alternativen Formulierung der von Kdrmdn’schen Plat-
tentheorie, die auch im kubischen Fall anwendbar ist, gelangt man durch die
so genannte gemischte Formulierung. Diese Formulierung erhélt man, wenn
in der schwachen Formulierung nicht nur die Verschiebungen, sondern auch
die Membrankréfte und die Biegemomente als Unbekannte eingefiihrt wer-
den. In dieser Version miissen nicht nur die Membrangleichungen (5.32) und
Biegegleichung (5.36) geeignet getestet werden, sondern auch die zweidi-
mensionalen Materialgesetze (5.32) und (5.36). Die Testfunktionen werden
oft auch ,virtuelle Kriafte und Momente“ genannt. Um eventuell auftreten-
de Schwierigkeiten bei dem dadurch entstehenden Sattelpunktproblem zu
umgehen, wird hier der reinen Verschiebungsmethode der Vorzug gegeben.

B.1.2 Die schwache Formulierung des von Kdrmadn’schen
Problems in Verschiebungsgrofien

Wir fithren als néchstes die hinreichend glatten Testfunktionen V;(X1, X2)
ein. Wegen der Verschiebungsrandbedingungen (4.61) muss fiir die Funktio-
nen V, gefordert werden, dass sie in den horizontalen Fesselpunkten mit den
Koordinaten (0, R4), (R4,0) und (—R4,0) verschwinden:

V S (Xl,Xg) = O falls (Xl,XQ) = (O,RA), (Xl,XQ) = (RA,O) oder
(X1, Xg) = (R4, 0). (B.1)

Wegen der Verschiebungsrandbedingungen (5.52) muss V3 auf der Stiitzlinie
verschwinden, d. h. es gilt

V3 =0 auf ©. (B.2)

Werden die Membrangleichungen (5.32) mit V,, multipliziert und iiber die
Plattenmittelfliche w integriert, ergibt sich

// e Xl’Xz)V (X1, X2) dX1dXs = 0. (B-3)
X 5

Nach partieller Integration erhalten wir
oV,
// Naﬁﬁ dX1dX, = /Naﬁ Vo nff ds
w Ow

= /Ng V, ds = /(N"” V™ N V) ds,
ow ow
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wobei wir hier die Argumente weggelassen haben. Unter Beachtung der
Randbedingungen (5.47) und (5.46) fiir die Normal- und Tangentialkom-
ponenten der Membrankraft auf dw, sowie von (B.1) folgt die Beziehung

X1, X
//Naﬁ X1, X,) av (axl 2) dXdX, = 0. (B.4)
8

Setzen wir in diese Gleichung die Materialgleichung (5.41) ein, treten in der
resultierenden Gleichung nur erste Ableitungen der Verschiebungsfunktionen
U, und W auf.

Als néchstes multiplizieren wir die Gleichung (5.36) mit V3 und integrie-
ren sie {iber w. Dann ergibt sich

0 oW (X1, X
// X, <Qa(X1,X2) +Naﬁ(X17X2)59X1ﬂQ)> + p(X1, X2)

Va(X1, X3) dX1dX, =0. (B.5)

Nach partieller Integration dieser Gleichung erhalten wir mit (5.35)

// <8Maﬁ X1, X5) Nag(Xl,XQ)aW(Xl’X2)> V3 (X1, Xo) AX,dX,

90X 0Xq
:/ (Qa(s,n) + Nag(s,n)(am(;g;m> V3(s,n) naR ds

Ow

+ / p(X1, X3) Va(X1, X) dX1dXo.

Nach nochmaliger partieller Integration wird daraus

oW oVs 0%Vy
/ / ( POX50Xq Maﬁaxaaxﬁ> dX:d X

ow oV:
= / (Qa + Naﬁ%) Vi — aﬁaXS ng ds + /p V3 dX1dXo

w

oW V-
:/ (Q"+N56X>V3 673 ds+/pV3dX1dX2

ow w

oW Vs Vs /
_ n,N - MY — - MM —= X1dX
/ <Q+ ﬁaX>V3 o o, | dst [ p Vs dX1dXo,

ow w
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wobei zur besseren Ubersichtlichkeit die Argumente weggelassen wurden.
Die ersten Terme der rechten Seite formen wir weiter um, so dass

n ow nsa‘/3 nnavz’)
/(Q —i—NﬁaX)Vg M 95 - M on ds

=/ Qo np W OMT )y OTVS) g OY5 ) g
9X5

0s Os on
Ow
_ n nn ow ns ow oM™ nn%
_/<<Q N on N 83+ 0s >V3_M 8n>d8

ow

folgt.

Im folgenden miissen wir unterscheiden, ob wir tatséchlich das Platten-
problem fiir ein Gebiet mit Kreisrand l6sen wollen, oder das Ersatzproblem
16sen, das sich ergibt, wenn wir die Kreisfliche durch ein geradlinig beran-
detes Polygon mit n Ecken und Kanten approximieren. Letzteres Problem
entsteht dadurch, wenn wir zur numerischen Losung mittels der FEM, wie
im Kapitel 7, zur Approximation von w nur geradlinige Dreieckselemente
benutzen.

B.1.3 Echter Kreisrand

Das Integral f Mds verschwindet bei glatten geschlossen Randkur-

ven, wie hier im Fall der Kreisplatte. Die Grofie Q™ + N9V + N7s W —1—
‘91‘845 ® wird Ersatzquerkraft genannt. Sie ist im hier betrachten Fall Wegen

der spannungsfreien Mantelfliche Null. Damit verbleibt von Gleichung (B.5)

// (Naﬁ(XhXQ)@W(Xl,Xg) OVa (X1, X»)

0Xp3 00X,
0?V3(X1, X»)
aﬂ(XhXQ)—aXaaXﬁ XmdXQ

:/p(Xl,Xg)Vg(Xl,Xg)Xmng. (B.6)

Die Gleichungen (B.4) und (B.6) bilden zusammen mit den Verschiebungs-
randbedingungen (4.61) und (5.52) ein gekoppeltes System, fiir das die Funk-
tionen U, und W genau dann eine schwache Losung des urspriinglichen
Randwertproblems darstellen, wenn es fiir alle zuléssigen Testfunktionen V;
identisch erfiillt ist. Ndherungslosungen durch Finite-Element-Diskretisie-
rung sind letztlich dadurch charakterisiert, dass die schwachen Formulie-
rungen nicht mehr fiir alle zuléssigen Testfunktionen aus einem unendlich
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dimensionalen Raum identisch erfiillt sein sollen, sondern nur noch fiir eine
endliche geeignet gewéhlte Teilmenge dieses Raumes.

B.1.4 Kreisapproximation durch ein Polygon

Der Rand OJw sein ein N-Eck. Wir bezeichnen das Innere der i-ten Kante
fir 1 < I < N mit 7(7) und die Randpunkte von () mit 9y und 97711y,
so dass Oy(n41) = Oy und yv41) = V(1) gilt, sowie

N

ow=J 30 wd o103 =0 (B.7)
I=1

Das Integral [ wds verschwindet hier nicht, denn es gilt
Ow

/a(Mnsés) Z / Wal(s )))dsm

88 I
o =1, (1)

N
= Iz; (M"S(S(I))Vs(s I ))%(m) - MHS(S(I))Vs(S(I))‘ 7(1))
N
= 2 (MG Valsy) = M™ (s Vals )
1;1
= 2 (M s{ra) = M) Voo,
N
= ZK(S)\WU v?,(s)\am. (B.8)
=1

Die Grofle K wird Eckkraft genannt. Sind die Plattenréinder im urspriing-
lichen 3D-Problem spannungsfrei, muss demnach im resultierenden 2D-Prob-
lem in jeder Ecke K = 0 gelten.

B.2 Die Kirchhoff’sche Plattentheorie

Die Kirchhoff’sche Plattentheorie kann unter Verwendung der im Abschnitt
5.3.1 angegebenen a priori Annahmen in zweierlei Weisen hergeleitet werden.
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Erste Moglichkeit:

Linearisierung des nichtlinearen 3D-Problems um H = 0, Aus-
wertung der Annahmen (5.7), (5.8), (5.9), (5.15), (5.16) und
Ubergang zum 2D-Problem durch Integration iiber Plattendicke

gemifl Abschnitt 5.3.3.

Zweite Méglichkeit:

Ubergang vom nichtlinearen 3D-Problem zum nichtlinearen 2D-

Problem entsprechend Abschnitt 5.3, Linearisierung um

0.

Der linearisierte 2D-Verzerrungstensor lautet:

1 (0oU, 0Ug oW
8a5"2(ax¢'%8x;'_2xgéxdxb>'

Das Materialgesetz lautet

2p+

Oap = 2:U'+IU/+>‘

00BEry + 2uEnp + u’éaf;s@

und die Impulsbilanz vereinfacht sich zu

J0ij

—0.
X,

Es resultieren die Kirchhoff’sche Plattengleichungen

N (U1 (X1, X2), Un(X1, X))
20X 5

0% M, (W(Xl,X2)>
0X.0X 5

=0 V(X1,X2) €w und

= —p(X1,X2) Y(X1,X2)ew)\O,

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

wobei (B.12) und (B.13) entkoppelt sind. Wegen der horizontalen Starrkor-

perfesseln folgt fiir den Biegetest des Wafers sofort U, = 0.

B.3 Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften

B.3.1 Kubische Symmetrie in rotationssymmetrischen Bau-

teilen

Der in Abbildung 4.2 auf Seite 38 dargestellte Wafer hat in seiner Mittel-
fldche insgesamt vier Symmetrielinien. Dies resultiert einerseits aus der roti-
onssymmetrischen Geometrie und der konzentrischen Belastung des Wafers
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und andererseits aus der Orientierung des kubisch symmetrischen Kristallits.
Wir erinnern, die Lastrichtung liegt parallel zur [100]-Richtung des Wafers.
Da der Wafer auf Grund dieser Symmetrien in tangentialer Richtung mit
einer Periode von 7/2 das gleiche Verformungsverhalten aufweist geniigt
es, bei einer 2D-Rechnung statt des Vollkreises die Berechnungen auf einen
Achtelkreis zu beschrinken. Dies ist insbesondere fiir eine Finite-Element-
Rechnung in Hinblick auf Rechenzeit und Speicherplatz von Vorteil. Eine
ausfiihrliche Erlauterung dieser Problematik kann man unter anderem bei
Gasch und Knothe in [49] und [65] finden.

Das betrachtete Gebiet der Wafermittelfliche wit ist wie folgt definiert
wlt = {(Xl,xg) | X1 >0, Xo>0, X2+ X2 < RY, Xo < Xl}.

Die Randbedingungen fiir dieses Gebiet lauten bei Verwendung der wvon
Kdrmdn’schen Theorie :

e Aufenrand X? + X3 = R%:

N™ =0, N™=0, M™=0 und Q" =0.

e Stiitzrand X12 + X22 = R%:

W =20
e [100]-Symmetrierand X5 = 0:
ow .
No=0. Up=0. Z5-=0 ud Q=0.
e [110]-Symmetrierand X; = Xo:
ow oW
Nij = N Uy, =20 und Q=0
11 =Nz, Up=Us, o, ax, ™ QM=0

B.3.2 Isotropie — der vollstindig rotationssymmetrische Fall

Fiir den Fall das isotropes Materialverhalten vorliegt, ist jede durch den
Mittelpunkt gehende Linie der Wafermittelfliche eine Symmetrielinie, so
dass jetzt der vollstdndig rotationssymmetrische Fall vorliegt.

Bei einer 2D-Rechnung braucht vom Vollkreis nur eine einzige Linie
beriicksichtigt werden, z.B. 0 < X7 < R4. Zweckmifiger Weise sollten in
diesem Fall sdmtliche Gleichungen in Zylinderkoordinaten formuliert wer-
den. Alle Groflen sind dann nur vom Radius r abhéngig. Entsprechende
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Formulierungen fiir die von Kdrmdn’schen Theorie werden z.B. von Raack
in [89] angegeben. Die Gleichungen lauten’:

dNyr  Npp— Ny
_|_
dr r

=0

und
d?M,, L 2dMy 1My, *w L NepdW

dr? r dr ror " dr2 r dr
RE [(dU, U, 1 [/dW\?

Nrr: — — — | — d
1—y2<dr+yr+2<dr>> o

N, = hE %erdU’”JrZ diw ’
w12\ dr 2\ dr ’
hE W vdw
120 —=v2) \ dr2  r dr

—-D,

mit

M,, = ), M,, =0 und

hE 1dwW W
MW = < ) .

20— \ra T
Die Randbedingungen lauten:
aw
U;(0) =0, W(O) =0 und Q,(0)=0

sowie

NTT(RA) = 07 MTT(RA) =0 und QT(RA) =0.
Auflerdem gilt

W(Rr) = 0.
Wegen
X1 =rcos(p) und Xy =rsin(yp), (B.14)
gilt auch
Ni1 = Ny cos®(p) + Ny sin®(p),  Noz = Ny sin®(p) + Ny, cos*(p)  und
(B.15)
Nig = (N — Ny sin(p) cos(p)  sowie (B.16)

My, = M,, cosQ(g0)+MW, sin2(g0), Moy = M,, sin2(cp)—|—MW, cos2(g0) und
(B.17)

Moy = (M, — My,,) sin(p) cos(p). (B.18)

!Da wir hier nicht das Problem der rotationssymmetrischen Torsion einer Kreisring-
scheibe mit festgehaltenem Innenring betrachten, gilt hier U, =0 und N, =0

212



Spezielle Losungen des linearisierten vollstindig rotationssymme-
trischen Falls

Die Losungen des linearisierten vollstéindig rotationssymmetrischen Biege-
tests unter der Einzellast f lautet:

wi() = LI (Sv
CAr ER3(1+ k)2 \1+v

+26(2 + m) (B.19)

fir r =0 und R4 = R;(1+ k),

3f(1—v?)R?
U e e

(e ) (- () ) 2 () w ()

fir 0 <r < Ry und Rgq = Ry(1 + k) und

Loy 3fQA—v)R} [1-v 1 2 r
W == Emw (1503 a2 1_<R1> _21n<R1>

fiir0<7"§R1.

B.3.3 Isotrope Mittelung fiir die 2D-Plattentheorie

Diinne Platten geniigen einem 2D-Materialgesetz, dass dem des ebenen
Spannungszustandes entspricht. Die Spannungen in einer 2D-Plattentheorie
Ug sind nicht mehr iiber ein Materialgesetz durch die Verzerrungen fest-
gelegt. Um ein 2D-Materialgesetz isotrop zu mitteln, gibt es neben den
im Abschnitt A.2.3 beschriebenen Methoden auch die Moglichkeit, direkt
das 2D-Materialgesetz zu mitteln. Um dies zu erreichen, geben wir die 2D-
Steifigkeitstensoren in der 2D-Projektordarstellung an. Die benétigten For-
meln haben die gleiche Gestalt wie die Formeln (A.15) bis (A.22) mit dem
Unterschied, dass die unteren lateinischen Indizes durch griechische zu er-
setzen sind und der erste Projektor die Darstellung

Pl _ p()

oy = Py o = 0aphe /2 (B.20)

hat.

Auch die Formeln (A.25) bis (A.28) kénnen wir auf diese Weise komplett
iitbernehmen. Zur Unterscheidung gegeniiber den 3D-Gréflen kennzeichnen
wir die 2D-Groflen wieder mit dem zusétzlichen Index P. Die Gewichtsma-

trix lautet jetzt
1 0 0
P _
W= ( 0 1/2 1/2 ) : (B.21)
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’ | (100) | (110) | Voigt | Eisenberg | Reuss | Hill ||

i in GPa 59,5 32,6 46,05 44,04 42,12 | 44,09
Ein GPa | 85,5 | 121,52 | 101,18 98,11 95,18 | 98,18

v 0,3113 | 0,0212 | 0,3870 0,3830 0,3790 | 0,3831
kin GPa || 94,68 | 121,58 | 119,0 114,98 111,14 | 115,07

Tabelle B.1: Isotrope 2D-Naherung nach Voigt, Fisenberg, Reuss und Hill
fiir GaAs, berechnet aus den Voigt’schen Konstanten geméf (3.1).

Damit erhalten wir

VYT =T =R = AP <o (522
und
PVI P, P PAI PRI 20878
Y =1 +13)/2, wm =AML, wM=—=—5 (B23)
Y2 T3
AuBlerdem gelten die Zusammenhénge
37172
P P P
_ ’ — vy, und = B.24
5 299 + 71 V2 Y Y3 Y. ( )
sowie
e’ =12+ wd 5 =42, (B.25)

wobei das *-Symbol ein Platzhalter fiir die jeweilige Mittelungsmethode ist.
Weiter folgt mit k7*! = [/

P« 0{32*1 P« Px] P« PxI (Cﬁ*l)z - (0{32*1)2
v = —CSJ, =(c1;" —c9)/2 und FE = cﬁ*l
(B.26)

Damit kénnen wir analog zur Tabelle A.4 fiir die verschiedenen Mittelungs-
formeln die isotropisierten elastischen Konstanten angeben:

Wir erkennen beim Vergleich mit Tabelle A.4, dass die Werte fiir die
verschiedenen Mittelungsformeln fiir die 2D-N#herung dichter bei einander
liegen, als die Werte fiir die 3D-Néherung. Qualitativ unterscheiden sich die
Werte noch dadurch, dass in der 3D-Ndherung die Werte fiir £ zum Teil
auflerhalb des vom Einkristall aufgespannten Bereiches liegen und in der
2D-Néherung die Werte fiir v auflerhalb des vom Einkristall aufgespannten
Bereiches liegen.
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Anhang C

Funktionenridume und
spezielle Funktionen

C.1 Raumdefinitionen

Fiir die Herleitung der Finite-Element-Methode benttigen wir noch folgende
Definitionen:

Durch £3(w) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen W : w — R mit

Wz := \// W (X1, X2)|? dX1 dX2 < 00 (C.1)

Auflerdem definieren wir

HY (W) = {W € Ly(w); 7%, © Lo(w)} (C.2)
und 227
H (w) == {W € H' (w); 9X.0%, € La(w)}. (C.3)

Wir definieren auBerdem: C%(w) als Menge aller Funktionen, die in w stetig
sind; C%(@) als Menge aller Funktionen aus C°(w), die auf dem Rand von w
stetig fortsetzbar sind; C!(w) als Menge aller Funktionen aus C°(w), deren
partielle Ableitungen jeweils ebenfalls aus C°(w) sind; C! (@) als Menge aller
Funktionen aus C!(w), deren partielle Ableitungen jeweils aus C°(@) sind.

C.2 Einige Eigenschaften von Besselfunktionen

Im Kapitel 8 werden folgenden Formeln mit Besselfunktionen 1. Art ver-

wendet:
2n Jy(x)

" =Jn_1(z) + Iy (), (C.4)
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D) — (10 @) S (@) /2.

Sind k,; die Nullstellen von J,(z) mit n > —1, dann gilt

1
) | | )0 fir i#£j
> /x Jn(kni ©)JIn(knj z)dz = { 1 fiir

dy y:kni
Speziell fiir n = 0 erhalten wir
2 1 .. . .
— /m Jo(koi z)Jo(koj z) doz = ? iur Zf]
(Jl(kOi)) ur 2 = 3.

AuBlerdem gilt
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