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Sanlenvatting 

Markov-modellen, zoals deze bij de personeelsplanning worden gebruikt, leveren 

geen exacte voorspellingen voor de toekomstige bezetting van de rangen binnen 

een te beschouwen organisatie. 

Een reden hiervoor is, dat bijvoorbeeld schommelingen in het personeelsverloop 

nooit exact kunnen worden voorspeld uit beschikbare historische gegevens over 

het personeelssysteem. 

In dit rapport zullen de statistische aspecten van de toepassing van Markov­

modellen in de personeelsplanning worden belicht. 

Fouten tengevolge onnauwkeurige schattingen van overgangswaarschijnlijk­

heden zullen worden beschouwd en worden vergeleken met de variantie in de 

schattingen tengevolge van het stochastische karakter van het model. 

Daarnaast zullen schattingen voor de verwachte kwadratische fout in de voor­

spellingen worden gegeven. 

Voorts zullen de gevolgen voor de kwaliteit van de voorspellingen van het 

clusteren van toestanden in het Markov-model, waarbij binnen een cluster his­

torische promotie- en verloopgegevens worden geaggregeerd, worden besproken. 



1. Inleiding 

In de literatuur over personeelsplanning treft men veel modellen met een 

Markov-keten-struktuur aan. Dit rapport is gebaseerd op een gegeneraliseerd 

Markov-model voor het dynamische gedrag van een individuele werknemer. Ret 

betrsft een systeem, FORMASY geheten, ten behoeve van voorspellingen en re­

crutering in personeelssystemen, ontwikkeld aan de T.H. Eindhoven. 

In FORMASY [5J worden de individuele personeeldleden naar een aantal kenmerken 

ingedeeld in categorieen of toestanden. Als kenmerken zijn in FORMASY onder­

scheiden: rang, leeftijdsgroep, opleidingsniveau en rangsancienniteit. De 

mogelijkheid bestaat om ook andere kenmerken op te nemen. Alle personeeldleden 

die het systeem verlaten worden in een speciale categorie ingedeeld. Deze 

categorie zal het verloop worden genoemd. 

In dit rapport zal worden verondersteld, dat de individuele personeelsleden 

een onderling onafhankelijk promotie- en verloopgedrag kennen. Waar deze aan­

name niet noodzakelijk is,zal dit ter plaatse worden vermeld. Verder wordt 

aangenomen, dat overgangen tussen twee categorieen geschieden volgens vaste 

overgangswaarschijnlijkheden, die slechts afhangen van deze categorieen en 

niet van het overgangstijdstip of het betreffende personeelslid. 

Eenvoudigheidshalve zal worden aangenomen, dat gedurende de periode waarin 

de bezetting wordt voorspeld geen recruteringen plaatsvinden. 

In §2 zullen een aantal notationele zaken aan de orde komen en aanvullende 

veronderstellingen worden gemaakt. 

Vervolgens zal in §3 het effect op de verwachte bezetting van een variatie 

van de overgangswaarschijnlijkheden worden besproken. De diverse fouten­

bronnen zullen in §4 worden behandeld. Van deze foutenbronnen wordt in §5 

de statistische fout nader beschouwd. Daarbij zullen zowel de frequentistische 

methoden ala de Bayesiaanse benadering ter sprake komen. 

Tenslotte zal in §7 worden nagegaan wat de effecten zijn van het clusteren 

van categorie'en voor de kwaliteit van de voorspellingen. 
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2. Vooronderstellingen en notaties 

Laat S:= {1,2, ••• ,k+l} de verzameling van aIle categorieen zijn, waartoe de 

personeelsleden kunnen behoren. Hierbij wordt categorie k+l gevormd door het 

verloop en is S*:= {1,2, ••• ,k} de verzameling doorgangstoes.tanden. Laat nu 

n.(t) het aantal personeelsleden zijn, dat op tijdstip t behoort tot categorie i. 
-1 

Laat verder n .. Ct) het aantal leden zijn, dat tussen de tijdstippen t en t+l 
-lJ 

overgaat van categorie i naar categorie j. Aangenomen wordt, dat de organisatie 

een hierarchische struktuur heeft,zodat n .. Ct) = 0 als j ~ i Ci,j E S*). 
-lJ 

In FORMASY is aan deze aanname voldaan. De kenmerken rang en rangsancienniteit 

bewerkstellingen dit. 

Tussen de bezetting op tijdstip t+l en de personeelsstromen tussen de tijdstippen 

t en t+l bestaat de volgende relatie: 

k+l 
n.(t+l) = \' n .. (t) 
-J i: 1 -l.J 

(j E S). 

Laat voor ieder lid de kans op promotie van categorie i naar categorie j ge­

geven worden door p ..• 

Hierbij is veronder~~eld dat Osp .. s 1, ~tll p .. = 1, (i,j E S) en tevens dat 
1J J= 1J 

p .. '" 0 (j s 1, i, j E S ). 
1J 

Laat P '" {p .. } de overgangsmatrix zijn en laat de bezettingsvector gegeven 
1J 

worden door ~(t) '" (~l(t)""'~+I(t», dangeldt voor de verwachte bezetting 

op tijdstip t+l, gegeven dat ~(t) '" net): 

lE [~(t+l) I net) ... net)] ... n(t)P 

In het algemeen is het juist deze grootheid, die men als voorspelling voor 

de bezetting gebruikt. 

Nemen we nu aan dat de bezetting op tijdstip 0 bekend is en gegeven wordt 

door n(O), dan geldt voor de verwachte bezetting na t perioden: 

( J ) 

(2) 

P is zelden een bekende matrix. Een schatting voor P kan worden verkregen door 

te inventariseren welke overgangen tijdens een waarnemingsperiode zijn gemaakt • .... 
De aldus verkregen schatting P levert, gesubstitueerd j,n (2), de gevolgen 

van een in de toekomst ongewijzigd promotiebeleid voor de personeelsbezetting. 

Met (2) kan eveneens worden nagegaan, wat het effect is van een nieuw te 

hanteren promotiestrategie. Opgemerkt kan nog worden, dat in deze paragraaf de 

aanname van een onafhankelijk promotiegedrag niet is gebruikt. 
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3. Variatie vanovergangspercentages 

3.0. Inleiding 

In deze paragraaf zal steeds worden aangenomen, dat de overgangsmatrix P 

bekend is. 

Ret doel is na te gaan, wat het effect is op de verwachte bezetting van variatie 

van overgangswaarschijnlijkheden d.w.z. van het hanteren van een gewijzigde 

pramotiestrategie. 

In 93.1 zal een overzicht worden gegeven van het noodzakelijke gereedschap 

uit de matrixtheorie. Vervolgens zal in §3.2 het verschil tussen twee promo­

tiestrategieen, gerepresenteerd door Markov-matrices PI en P
2

, worden beschouwd. 

De resultaten uit deze deelparagraaf zijn bruikbaar bij de analyse van het 

clusteren van toestanden. Binnen een cluster worden voor iedere categorie 

dezelfde overgangspercentages gehanteerd, welke door weging uit de afzonderlijke 

overgangspercentages worden berekend. 

Ret clusteren kan daarom worden beschouwd als het op een gerichte wijze 

varieren van overgangspercentages. 

3.1. Normen en matrices 

De lezer, die vertrouwd is met de matrixrekening zij direct verwezen naar §3.2. 

De lemma's welke worden vermeld zullen niet bewezen worden. De bewijzen zijn 

echter steeds elementair. 

Laat A .. {a .. } € M zijn, d.w.z. laat A een matrix zijn met m rijen en n 
1.J m,n 

kolommen. 

Voor deze matrix worden de volgende normen gedefinieerd: 

Definitie 3.1.: 
m m 

II All 1 ;= I I 
i==l j=l 

I a .. 1 
1.J 

n 
II All 

"" 
:= max L 

i= 1, ••• ,m j-j 
I a .. 1 

1.J 

Nu is gemakkelijk na te gaan, dat II ·11 1 en II '11"" inderdaad matrix-nomen zijn. 

Lemma 3.1: Zowel II-Ill als IloU"" zijn submultiplicatief, d.w.z. als A == {a .. } E M k 
lJ m, 

en B ... {b .. } E ~ dan geIdt: 
lJ -1<.,n 
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i) It ABII 1 :s; 1/ All 111 El1co ~ II All III Ell 1 

ii) II ABII co :s; II A11(Xl II Ell 00' 

Definitie 3.2: D = {d .. } € M heet diagonaalmatrix ala geldt, dat d .. D 0 
l.J n,n 1J 

(i :f j) 

Een diagonaalmatrix D € M wordt ala D = diag(d1, ••• ,dn) genoteerd. n,n 

Definitie 3.3: A € M heet poaitief wanneer: m,n 

a .. ;?; 0 
1J 

We noteren dit ala A ;?; 0 en noemen A ;?; B wanneer A - B ;?; 0 

Definitie 3.4: A € M heet strikt positief wanneer: 
m,n 

We noteren dit ala A > O. 

Opmerking: A < 0, A s 0 worden op analoge wijze gedefinieerd. 

Lemma 3.2: <?:, s, >, < zijn partiele ordeningsrelaties op M m,n 

Definitie 3.5: Voor A,B € M worden het maximum van A en B en het minimum 
m,n 

van A en B gedefinieerd door: 

Lemma 3.3: 

max (A,B) 

min (A,B) 

:= {max (a .. ,b .. )} 
l.J l.J 

: .. { min ( a. . , b . . ) } 
lJ lJ 

Voor A,B E M m,n geIdt: 

i) max (A,B) ;?; A, max (A,B) 

ii) min (At B) S A, min (A,B) 

;?; B 

s B 

iii) max (A,B) + min (A,B) .. A + B 

Lemma 3.4: V~~r A,B € M ,A;?; 0, B;?; 0, A ;?; B geIdt: m,n 

II AlII" II 1311 1 + II A- 1311 1 

II All s II Ell + II A-Ell co (Xl co 
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Lemma 3.5: Als A, B, C E M B ~ 0, C ~ 0 en C ~ A ~ B, dan geIdt: 
m,n 

II B-CII 1 - II Bill + II CII 1 

II B-CII 0) ~ II Bli 0) + II ell ex> 

Laat P E M een Markov-matrix d.w.z. n,n 

dan is Ii PI! 1 =: n, II Pli 00 = 

n 

I 
j-l 

p ..... 1 
1J 

Lemma 3.6: Voor A EM, B E M k P EMmet Peen Markov-matrix geIdt: 
m,n n, n,n 

II APIi 1 $ II All 1 II Pil 0) ... II All 1 

II APII s II All 
Q:) 0) 

II PBlI 0) $ II Bli 0) 

Opmerking: Het is i.h.a. niet zo dat geIdt: 

II PIlIl 1 ~ II Ell 1 

3.2. Bovengrenzen voor de variatie in de bezettinssvector net) ten sevoise 

van variatie van deovergangswaarschijnlijkheden. 

Laat PI en Pz € Mn,n zijn, me't PI en P2 beide Markov-matrices. Laat ill en 62 

gedefinieerd worden, door: 

dan geldt: 

Verder is: 

ill :- PI - min (Pl'PZ) 

il2 := Pz - min (Pl,P2) 

i) Al ~ 0, 

ii) 'v'1$isn : 

il2 ~ 0 

¥ {AI},' ... f
1

{A
2
}.· =: O. 

j-l 1J J= 1J 1 
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8. 
1 

We kunnen nu de volgende stelling formuleren: 

Stelling 3.1: II P~ -P~! 1 
n 

~ 2 ( I (1-(1-8.)(1-o)k-I» 
. I 1. 
1."" 

Bewijs: Uit lemma 3.3 volgt: 

We definieren (onder de veronderstelling dat c < 1) 

Daar O. ~ a (i=I •••• ,n) voIgt, dat D ~ I. 
1. 

Voor 

geldt: 

i) Q :- { q .. } ~ 0 
1J 

n 1-6 
ii) V I q .. ... -(1-0.) 

1-0. 1 
l~i~n j=1 1J 

1. 

Nu gelden de volgende ongelijkheden: 

p ~ _ P:::; p ~ - (DQ) k ~ p ~ _ DQ k 

P: _ P ~ ::; P ~ _ (DQ) k ~ P ~ _ DQ k 

... 1-6 

k k k k 
Daar PI ~ D.Q en P2 ~ D.Q volgt uit lemma 3.5: 

IIP~ - P~ll ::; IIP~ + P~ - 2DQ~ll ... 

n )-0 . 
... 2n - 2 ~ 1. (l-c)k ... ,I .. t=T" 

1.-1 

'n : 

... 2( I (l-(l-o.)(l-o)k-l». 
i-I 1. 
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en ook: 

II P~ - P~I 00 ::; II P~ P~ - 2DQ~1 00 

= 2 - 2 (1-0) k = 

Laat nl(k) := nCO) 

Voor v(k) :- nl(k) 

Stelling 3.2: 

Bewij s: II v(k)1I 1 

= 2(1-(I-o)k) 

k k 
p} en n2(k) := n(O)P 2 zijn. 

- n2(k) kan de volgende afschatting worden gegeven: 

II v(k)1I
1 

::; II n(O)lI
l 

2(1-(1-o)k) 

.. II nCO) (P~ - P~)II 1 = 

::; lin(O)lI l IIP~ - P~loo 
k 

== IIn(O)1I 1 2(1-(1-0) ) 

Opmerking: Uit stelling 3.2 volgt dat in eerste orde benadering geldt: 

o 
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4. Foutenbronnen 

... 
Laat Peen overgangsmatrix zijn, die geschat is uit historische gegevens 

A 

over een waarnemingsperiode. Dit betekent, dat P vastgelegd is doo~ het 

stochastische karakter van het model in deze waarnemingsperiode. 

De voorspelde bezetting op tijdstip t gebaseerd op deze schatting wordt nu: 

At 
net) = n(O)P 

Bij de voorspelling van ~(t) wordtdaarmee een fout gemaakt, gelijk aan; 

... t 
~(t) - net) • ~(t) - n(O)P • 

Deze fout kan als voIgt worden gesplitst: 

(3) 

De verschilvector n(t)-nCO)p t treedt op ten gevolge van de statistische fout. 

Deze fout wordt gemaakt bij het voorspellen, wanneer P bekend is. De tweede 

fout welke wardt gemaakt en die wardt gegeven door nCO) (pt_pt) wardt de 
.... 

schattingsfout genaemd. Deze schattingsfout ligt door de bepaling van P 

op tijdstip 0 weliswaar vast, doch is anbekend omdat P onbekend is. Om de 

verwachte kwadratische schattingsfout te schatten zullen in §6 een tweetal 

methoden worden gehanteerd nl. de Bayesiaanse schattingsmethode en een fre­

quentische methode. Een derde foutenbron, die kan worden onderscheiden is 

de specificatiefout. Deze fout treedt op als niet exact aan de modelaannamen 

is voldaan. 
~ 

Een oorzaak hiervan kan zijn, dat geen goede indeling in categorieen is gekozen. 

Als door een verdere verfijning van de indeling in categorieen beter aan de 

modelveronderstellingen kan worden voldaan,wordt gesproken van de z.g. 

aggregatiefout. 

Het kan echter ook noodzakelijk zijn, dat het model zo wordt aangepast, dat 

de overgangswaarschijnlijkheden worden opgevat als stochastische variabelen 

met verschillende realisaties op de diverse tijdstippen. 

Bartholomew [3J bespreekt deze laatste vorm van de specificatiefout in samen­

hang met de statistische fout en de schattingsfaut. In dit rapport zullen 

statistische fout en aggregatiefout in hun onderlinge samenhang worden 

besproken. 
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5. De statistische fout 

Aangenomen wordt in deze paragraaf, dat de overgangsmatrix P bekend is. Ret 
t 

doel is inzicht te krijgen in de statistische fout, gegeven door net) - n(O)P • 

Voor de verwachte kwadratische fout MST(t) in de geschatte bezetting op tijd­

tip t, voIgt m.b.v. (2): 

(4) 

Nu blijkt, dat MST(t), de te hanteren maat voor de kwaliteit van de voorspelling 

op tijdstip, juist de variantie-covariantie . matrix is van de componenten 

van ~(t), wanneer P bekend is. 

Bartolomew [2] heeft de volgende recurrente betrekkingen afgeleid tussen de 

elementen van MST(t+l) en MST(t): 

k+J k+l 
cov(n.(t+l), n.(t+l» ... 

-~ -J 
t \ Pn'P' COy (nn(t), n (t» + 
L L ~~ rJ -k -r 

R, ... 1 r""l 

k+l 
+ L (o .. -Pt.)PR,.:IE (t). 

R,= 1 lJ J 1 E.,t 

Omdal de bezettingsvector nCO) bekend is, kan (5) voor t = 0 als voIgt 

worden vereenvoudigd: 

De covarianties voor de tijdstippen t = 1,2, ••• kunnen nu iteratief worden 

berekend. 

(5) 

(6) 
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6. De schattingsfout 

Zoals reeds is opgemerkt, kan de schattingsfout vanuit ean tweetal gezichts­

punten worden benaderd nl. volgens frequentistische methoden, zie §6.1 

m.b.v. een Bayesiaanse aanpak, zie §6.3. In §6.2 wordt de frequentistische methode 

ook toegepast bij de voorspelling over in meerdere perioden. 

6.1. De frequentistische methode 

Vaak wordt P geschat op grond van promotiestromen uit het verleden. Stel nu, 

dat gedurende de perioden [-T, -T+IJ, [-T+l, -T+2J, ••• , 1,0J het systeem 

wordt waargenomen. 

Laat ~i(-') (.-l, ••• ,T) de bezetting zijn van categorie i op tijdstip -. 

en laat verder N .. (-T) de fractie van de bezetting van categorie i zijn, welke 
-lJ 

naar categorie j overgaat gedurende het tijdsinterval (-T,-' +1) ( t=l, •.• ,T). 

Geaggregeerd stelt N.:- I N.(-T) de totale bezetting van categorie i ge-
-1 tal -1 T 

durende de waarnemingsperiode voor en is verder N .. := E N .. (-T) de fractie 
-lJ p= 1 -lJ 

van deze bezetting, die gedurende de waarnemingsperiode overgaat naar categorie J. 

Er geldt nUl 

N. == 
-1 

k+l 
LN .. 

-lJ j=l 
(7) 

Eenvoudig is na te gaan, dat de maximum-likelihoodschatter E.' voor p .. gegeven 
1J 1J 

wordt door: 

N .. 
.... = 1J 
.E.ij N. 

-1 

(8) 

Verondersteid wordt, dat p:- {P .. } geschat wordt uit een stochastisch proces 
-.LJ 

onafhankelijk van het stochastische proces, dat de personeelsstromen in de 

toekomst beschrijft. 

M.a.w. de stochastische processen {N.(-1)lt €:IN} en {n.(t) I t E :lNu{O}} 
-1 -J 

(i,j E S) worden onafhankelijk verondersteld • ... 
In de praktijk zullen ~(O) en! i.h.a. niet onafhankelijk zijn. Aan het slot 

van deze deelparagraaf zal de consequentie van deze aanname voer de kwaliteit 

van de voorspellingen aan de orde komen. 

Onze aandacht richt zich op de invloed van de schattingsfout op de kwaliteit 

van de voorspellingen. 
a Volgens (2 ) geldt voer de geschatte bezetting op tijdstip 1 wanneer nCO) 

is gegeven: 
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.... 
fi(l) = nCO) P (9) 

Voor de verwachte kwadratische fout M(l) van de voorspelde bezetting na een 

periode wordt de volgende uitdrukking gevonden: 

waarbij ME(t) :- lE [(lE E.(1)-fi(l) I (lE E.(1)-E,(1)J een maat is voor de ge­

lntroduceerde onzuiverheid. 

Er geldt: 

.... 
ME (1)- lE [(n(O)(P-E» I (n(O)(P-P»] 

"" lE [(P-P)' nCO) 'nCO) (i-p) ] 

Componentsgewijze is: 

~l ~l A A 

{ME 1) }J' D "" I \' n. (O)n. (0) cov( P . ., P. ) 
IV L 1. 1. ''"''1.J """:l. N i 1=1 i 2=1 1 2 2 

Vanwege de aanname dat het promotiegedrag voor verschil1ende individuen on­

afhankelijk is en omdat ieder individu maximaal een bezoek brengt aan een 

(ii :f i 2)· bepaalde categorie vinden we, dat cov(P .. ,p. ) "" 0 
-1. t J -12.2-

Daardoor geIdt: 

k+l 2 
{M(I)}J',Q, = I n.(O) cov<'E.'·'~·n) 
-"E i= I 1. 1.J 1. IV 

In het vervoig van deze deelparagraa£ worden eerst uitdrukkingen afgeleid 

( 10) 

(11 ) 

(12) 

om cov(~ij'~t) te kunnen schatten. Vervolgens zullen de relatieve bijdragen 

van statistische- en schattingsfout tot de verwachte kwadratische voorspel­

fout vergeleken worden. Tensiotte voIgt nog een opmerking over de afhankelijk-
A 

heid van E.(O) en P. 
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Lemma 6.1: 

N .. (-1:) -lot Voor i· . (-1:) t'" N .-1:) 
lJ -1. 

(i,j, ~ € S, J ~ t) 

geldt: 

( 13) 

(14) 

ii) var(i .. (-T» "':IE N.(-r5 p .. (l-p .. ) 
l.J 1. l.J lJ 

( 13a) 

( 14a) 

bewijs: Als geldt, dat N.(-1:) = N.(-.) wordt in categorie i a.h.w. een mul-
-l, 1. 

tinoruiaal experiment uitgevoerd met parameters Ni (-1:) en Pil, ••• ,Pi,k+l' 

Ret bewijs van i) voIgt nu uit: 

var(i .. (-1:) I N.(-1:) - N.(-1:»-
l.J -1. 1. 

Analoog voIgt, dat: 

cov(iij(-·)' ~t(-1:» I Ni (-.» = 

1 2 
... (N.(-.» • cov(~i/-·)' NU (-·» '" 

1 

'" 

Voorts geldt, dat: 

lE [.E, .. (-.) I N.(-.) II: N.(-.)J = p .. 
l.J -1. 1 1J 

zodat nu met behulp van de volgende eigenschap: 
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uit i) voIgt, dat: 

.. lE I 
N ( ) p.. (l-p . , ) 

• -1' lJ l.J 
-l 

Uit het feit, dat: 

0(.!5.1,.!5.2) - lE 0 «x1,x2) 11) + 0 lEx (x
2IX) y xl ,x2 - - y 2 

voIgt verder uit i) 

2 
~ De correctheid van de formules voor 0 (~) en 0(~I,x2) is gemakkelijk 

in te zien. 

Immers: 

En tevens: 

2 2 
lE (j (xlv) + 0 (lE (xlv» ;:; 

y x- L Y x- L 

2 I 2 ,. [lE (lE (x Iv» - lE (lE (x v» ] 
y x- L Y x- L 

2 
- (lE (lE (xlv») -y x- L 

2 I 2 .,. lE (lE (x Iv» - (lE lE (x v» ,. 
y x- L Y x-L. 

2 2 2 
,. lE x - C lE .!5.) .. (j Co!) 

, 2 
+ E (E (xlv» y x- L 

lE (0 ( x
1
,x2 Iv» + 0

2 
(lE (Xl tv), lE (x2iy»;:; 

y x ,x - - L Y X - "'- x - -1 2 1-2 

= E (If: (x
1
,x2 !v» - :IE. (E . (x1lv)E. (x2iv» 

y xl x 2 - - L Y xl - L x 2 - L 

+ :IE (:IE (xl I v) • E (x21 v» - E E (xl I v) • E E (x21 v) = Y x- L x- L yx- L yx- L 
1 2 1 2 

c 
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... lEy(lEx x (~1~2Iz» - ::IE (lE (~llz»·E (~Iz» 
1 2 y xl x 2 

De conclusies uit lemma 6.1 kunnen worden gegeneraliseerd voor schattingen 

over gegevens uit meerdere perioden. 

Er geldt: 

Lenma 6.2: 

N .. 
v .... 1J .... 

oor .£ .. = N. en.E{R, 
lJ -1 

N. n 
-].x, ... --
!iR, 

(t.,. j), (i,j,t E S), 

T 
waarbij N .• := \' N .. (-r) en N. :-

-1J t~ 1 -lJ -1 

geldt: 

i) var (n.. IN. ... N.) - -N
1 p .. (l-p .. ) 

"'lJ -l 1 . lJ lJ 
1 

1 
ii) var (~J') = E N p .. ( I-p .. ) 

-i 1J lJ 

T 
IN. (-r), 

. 1--1 
l" 

Bewijs: In tegenstelling tot de bewijsvoering bij lemma 6.1 is het nu nood­

zakelijk om de struktuur van P te gebruiken. Aangezien p. . ... 0 wanneer 
1112 

(15) 

(16) 

(15a) 

(l6a) 

i2 $ il hangt N .. (j > i) slechts af van N .• Daardoor mag ook in deze situatie -J.J -l 

N .. worden opgevat als de stochastische uitkomst van een multinomiaal experiment -lJ 
met parameters N. en p. , ••• ,p. , waarbij door de realisatie van N. de grootte 

-l. l. 1 -1 
1 2 

N. van het experiment wordt vastgelegd. Het bewijs verloopt verder analoog 
1 

alsinlemma6.1. 0 

a a 1 
In de formules (13 , ••• ,16 ) zijn E N' p .. en P'2 aIle onbekend. Op tijdstip 0 

-i lJ 1 

echter zijn N., N .. en N. n (i,j,R. E S) bekend doordat de realisaties in het 
1 lJ ].x, 

historische proces {N. (-.) I t € :N} (i E S) reeds hebben plaatsgehad. 
-1. 

Voor var(l .. ) kan de volgende schatting worden gegeven: 
1J 
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2 I
N.. N .. 

( '" ).' == - ...1l.( 1 -...1l.) s,E. •• NN N 1.J •• • 
1. 1. 1. 

Analoog, voor cov(i· . ,i. n) 
1.J 1.N 

....... 1 Ni · Nit 
S ( n D.)''''' - _...2:.J._ 

"i j '-it' N. N iN. 
1. 1. 1. 

(17) 

(J 8) 

Als schatting voor lE [(n.(l)-fi.(I)2] 
-J -J 

kan met behulp van (6), (10) en (12)N .. 

de volgende uitdrukking worden gevonden, waarbij p .. wordt geschat door 
1.J 

k+l 2 2 k+l n.(O) N .. N .. 
In. (0).1 (i .. ) + L ~ (l - N 1J) N 1J ... 

i-I 1. 1.J i= 1 r iii 

k+l 

== L 
i-I 

n~(O) 
( 1. 

N. 
1. 

N.. N .. 
+ ni(O» N~J(l - N~J) 

1. 1. 

...2:..L.. 
N. • 

1. 

(19) 

Het quotient van de bijdrage v~n categorie i tot de verwachte kwadratische 

fout in de voorspelde bezetting voor categorie 

fout en de bijdrage van categorie i tengevolge 
N· 

volgens formule (19) gelijk aan n~(O)' 
1. 

J tengevolge van de statistische 

van de schattingsfout is 

Hieruit voIgt, dat de schattingscomponent van de verwachte kwadratische fout 
N· 

kan worden verwaarloosd als b.v. n~'(O) > 10 (i E S). Dit wil zeggen, dat 
1. 

bij een waargenomen historie van 10 of meer perioden de foutenanalyse kan 

worden beperkt tot een beschouwing van de statistische fout. In een dergelijke 

situatie resulteert het verzamelen van historische gegevens over een extra 

periode in een slechts geringe afname van de kwadratische fout. 

We hebben steeds verondersteld dat P onafhankelijk is van het huidige proces. 
A 

Is f een stochastische grootheid die afhangt van het historische proces dan ... 
zijn f en ~(O) echter i.h.a. afhankelijk. 

Voor de situatie waarbij het proces slechts wordt waargenomen gedurende de 

periode [-1,0], is deze afhankelijkheid als voIgt vast te leggen: 

of 

k+l 
n.(O) "" I N .. 
-J i"" 1 -1.J 

(j=l, ..• ,k+l) 
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k+l 
LN. p .. -N.(O) 

i=1 -~ "'"'l.J -J 
(j=l, ••• ,k+l) 

Voor de methode is het op zich niet van belang of de startbezetting op tijd­

stip stochastisch dan weI deterministisch is. Wanneer ~(O) echter stochastisch 

ondersteld wordt, is de gegeven afieiding voor ~(l) moeilijk te generaliseren. 

Wordt P geschat over een grote historische tijdsperiode dan zal de afhan­

kelijkheid tussen ~(O) en i gering zijn, zodat in dat geval (19) een goede 

benadering is voor de verwachte kwadratische fout. Uit de formules van §6.3 

zullen geIijksoortige conciusies volgen voor het geval waarin voorspeld wordt 

over een grotere periode. 

6.2 Voorspellen over meerdere perioden 

Wanneer voorspeld wordt over meerdere tijdsperioden geldt: 

"'() "(..... -t n t ... n t-l)P ... n(O)P - - - -
Nu is de verwachte kwadratische fout voor de voorspellingen onder de aannamen 

van § 6. 1 : 

Ook is nu: 

waarbij 

en 

Omdat verschillende rijen van it niet meer ongecorreleerd zijn kan de afieiding 

van §6.1 hier niet worden gevolgd. 

WeI geldt vanwege de struktuur van P, dat 

De historische gegevens over de periode -T, -T+l, ••• ,-l,O leveren echter, 

wanneer t ~ T, de mogelijkheid om pt rechtstreeks te schatten. 
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Laat nu N .. (t) het aantal personen zijn, dat gedurende een van de volgende 
-J.J 

perioden [-T,-T+tJ, ••• ,[-t,O] overging van categorie i naar categorie j. 
k+l 

Laat verder N.(t) := .L I N .. (t) zijn, dan geldt voor de maximum likelihoodschatter 
-1 J= -J.J 

.E.. . ( t) van p. . ( t) : 
1J 1J 

'" '" t ,.., "" De matrix !(t) ... {~i~(t)} is een zuivere schatter voor P • (~: P(l)"'!), 

In plaats van met (2 ) kan de bezetting ook worden voorspeld met: 

.!i(t) == nCO) pet) (20) 

Bij schatting volgens (20) geldt voor de componenten van M(t): 

,.., 2 
E (n. (t)-n. (t» == 

-J -J 

k+1 
L 

i=1 
n. (0) p .. (t) (l-p .. ( t» + 

1 1J 1J 

k+l 
+ l n:(O) var(,E. .. (t» 

i-I 1 1J 

Op analoge wijze als in §6.1 kan bovenstaande uitdrukking geschat worden door: 

k+l N .. (t) N .. (t) k+J 

.L niCO) N~~t) (1 - ~) + L 
1=1 1 1 i=1 

2 
n.(O) N. ,(t) Ni(~) 
N ~ ( t) '''''"N;;;''~~''""t'''')- (1 - N, t ) 
111 

Deze formule levert, ook wanneer volgens (2
a ) wordt geschat, een goede 

benadering voor de kwadratische fout, daar let) en pt beide zuivere schatters 

voor p zijn. 

Hierbij dienen natuurlijk weI de slotopmerkingen van §6.1 t.a.v. de afhanke­

lijkheid van pet) en ~(O) te worden betrokken. 

6.3 De Bayesiaanse schattingsmethode 

In deze deelparagraaf zal worden aangenomen, dat! stochastisch is. 

Verondersteld wordt, dat rij ivan! een apriori verde ling heeft, gegeven 

door de volgende multivariate beta-kansdichtheid: 

k+l 
r (L b .• ) k+ 1 

f( P J'=1 1J 
p. 1 ' ••• ,. )- ---~--- 'II 

1 1 k + 1 - k+l 
j""l 'II r(b .. ) 

j-l 1J 

p .. 
1J 

b .. -1 
1J (22) 
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1J 

k+l 
en I 

j=l 
p" .. 1 

1J 
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(i E S) 

Als in een historische waarnemingsperiode N., overgangen van categorie ~ 
1J 

naar categorie j plaatsgevonden hebben (i,j E S), geldt voor de likelihood 

functie van p p' i,I"'" i,k+l' 

Volgens het theorema van Bayes geldt voor de ap.osteriori kansdichtheid 

n(Pil" •• ,Pi,k+i INil ,··· ,Ni,k+l): 

zodat we vinden: 

k+J 
0: n 

j=l 

k+l 

p .. 
1J 

b .. +N. ,-I 
1J 1J 

r (I b •. +N .• ) k 1 b N 1 . 1J 1J + •. + .. -
... (p P IN N ) iii _.o::.J_=_I ____ ....- n p .. 1J 1J . 
.. . 1 ' • •• . k 11 . 1 • •• 'k 1 1 1., + 1 ~. :+ k+ 1 j= 1 1J 

n 
j=1 

r(b .. +N .• ) 
1J 1J 

(23) 

De aposteriori-verdeling is weer een multivariate beta-verde ling, welke wordt 

gekarakteriseerd door: 

b .. +N .. 
lE ~1.J~.1.J __ __ 

l?ij .. k+ 1 
I b .. +N .• 

jllll 1J 1J 

lE .E... (l-lE .E.") 
1J 1.J var .E.ij ... -k!!""+"';;;'l "----......;;;~ 

L (b .. +N .. )+1 
j=l 1J 1J 

- lE l?i j E .E.iR, 
k+l 
I (b .. +N •• )+1 

j-l 1J 1J 

(24) 

(25) 

(t .; j) 
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We generaliseren nu de recurrente uitdrukkinQ (5) voor cov (n.(t+l),n.(t+l» ... -~-J 

tot de situatie waarin P onbekend is. We formuleren daartoe het volgende lemma. 

Lemma 6.3: 

Wanneer een Markov-proces beschouwd wordt met daarbij gegeven de oneigenlijke 

multivariate-beta-apriori-verdeling (b .. =O, i,j = 1, .•• ,k+l) voor P en 
~J -

wanneer gegevens over de bezetting N. in categorie i en personeelsstromen 
~ 

N .. beschikbaar zijn, dan geIdt: 
~J 

k+l k+l 
cov(n.(t+l),n.(t+l» .. 

--]. -J I L E.E.,H lE .E.rj cov('::'Q, (t) ''::'r (t) ) 
t= 1 r==l 

Bewij s: 

A posteriori geldt volgens het Bayesiaanse standpunt, 

beta-kansdichtheid heeft met verwachting lE .E. ..• 
1J 

Daarui t voIgt: 

dat .E..' een multivariate 
~J 

i) JE en .. (t) I n.(t) == n.(t)] = n.(t) E n. ,(t) 
-~J -~ ~ ~ ·lJ 

ii) lE [nn,(t) n .(t) I nn(t) .. nn(t), n (t) = n (t)] .. 
-hl -rJ -h h -r r 

(t ., r) 

Impliciet is hier aangenomen dat .E.ti en.E.rj (t . ., r) onafhankelijk zijn. 

Tevena geldt (zie [2J en [6J voor het analogon in de situatie waar! ... P): 

iii) JE [nn,(t)nn.(t) I nn(t) .. nn(t)J .. 
-N1 -hJ -h X, 

Hieruit voIgt voor de onvoorwaardelijke verwachtingen 

il) JE n . . (t) ... JE n.(t) E n •.• 
-lJ -1 ·lJ 
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.. ') 11. :IE E.R,i (t) E.r/ t) ... :IE E.Q, (t) E.r (t) :IE .l?,H E .l?rj 

ii i ') :IE E.U (t) E.Q, j (t) .. lE E.; ( t) lE .l?H.l?R, j + 

(Q, :f r) 

+ lE no (t) (0 .. :IE lJ •• - E .l?o . .l? •. ) -N 1J ~1 N1. NJ 

k+J 
Vanwege de relatie n.(t+l)· L nn.(t) voIgt nu: 

-1. Q,= 1 N1 

cov (n.(t+l), n.(t+l» =:IE n.(t+l)n.(t+l) - E n.(t+l) En.(t+l) 
-1 -J -1. -J -1 -J 

k+l k+J 
.. L L DE nR, .(t)n . (t) - E nQ,' (t) :IE n . (t) ] 

Q,= 1 r- 1 - 1 -r J - 1 -r J 

+ 

k+l k+l 

"" I L :IE .l?Q, i :IE .E.r j cov (nQ,(t)~(t» + 
i-I r-I 

k+J var<!!Q, (t» 
+ L (0 .. - E .l?H) lE .l?i j 1J N +1 R.-l Q, 

k+l 2 
(lE !:oQ, (t» 

+ L ( 0 i j - E .l?i) :IE .l?Q, j N +1 Q,=l i 
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N .• 
Beschouwen we de situatie voor t - 1 nader. Wanneer we in (24) N~J voor 

~ 

E ,E. .. substitueren geldt: 
l.J 

var (n. (I» = 
-J 

LJ 

(27) 

De introductie van de stochastiek in het model heeft 
NR.+ nR,(O) 

tot gevolg dat var (n.(I» 
-J 

met een factor N +1 wordt vermenigvuldigd. 
R, 

n9,(O) 
Bij de frequentistische aanpak werd als vermenigvuldigingsfactor (1 + ) 

NR, 
gevonden. 

Daar de orde grootte van deze factoren dezelfde is, leveren beide methoden 

dezelfde conclusies. Voor de frequentistische methode werden in 96.1 deze 

conclusies reeds vermeld. 

Beide methoden hebben als nadeel, dat generalisatie van (19) resp. (27) tot 

het geval t > 1 heel bewerkelijk is. Bij de Bayesiaanse methode is de reden 

hiervan, dat hogere-orde momenten van Peen rol gaan spelen in de uitdrukkingen. 
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7. Statistische aspecten van het aggre~eren van categorieen 

7.1. Inleiding 

Laat W.c Seen verzameling categorieen Z~jn. Aangenomen wordt nu, dat voor 

een willekeurige categorie i € W de overgangskans naar een willekeurige vaste 

categorie j € S\W weinig varieert met de keuze van i € W. 

Tevens wordt aangenomen, dat de categorieen i € Ween geringe bezetting hebben. 

In deze paragraaf wordt bestudeerd, wat het effect is van het samenvoegen 

van aIle categorieen in W tot een enkele categorie terwijl daarbij ook de 

historische gegevens over de overgangen geaggregeerd worden. 

In §3 is reeds nagegaan wat het effect is van een variatie van bepaalde over­

gangspercentages. Dp de verwachte bezetting, wanneer de overgangspercentages 

bekend zijn. De daar geformuleerde resultaten geven bovengrenzen in norm 

voor de voorspelfout bij variatie van overgangspercentages. 

In deze paragraaf wordt voor aIle overgangen vanuit categorieen ~ € W naar 

een categorie j E S\W een overgangspercentage berekend, gebaseerd op de ge­

aggregeerde historische gegevens. In §7.2 wordt de verwachte kwadratische fout 

in de voorspellingen op tijdstip 1 beschouwd in deze situatie. Voorts wordt 

in §7.3 nagegaan onder welke voorwaarden de fout die door te aggregeren wordt 

gelntroduceerd, van dezelfde grootte orde is als de schattingsfout. De 

statistische benaderingswijze in deze paragraaf is gebaseerd op Bayesiaanse 

methoden. 

7.2. De verwachte kwadratische fout 

Voor categorieen i € S\W geIdt, dat de aposteriori kansdichtheid van de 

vector (,E.'1''£'2'''''P. k 1) (zie (22) met b .. = 0, i,j € S) gelijk is aan: 
~ ~ ~, + ~J 

k+l 
r( 1: N •• ) k+l N, .-1 

j=l 1.J 
~(Pil""'Pi,k+l) ... n p .. 1.J 

k+l j=l ~J 

n r(N .. ) 
j .. ] ~J 

Aangenomen wordt, dat voor het aggregaat van categorieen W overgangswaar­

schijnlijkheden ~l, ••• ,~,k+l bestaan, met a posteriori verdeling: 

k+l 
reI LN .. ) E 

• W • 1 ~J k+ 1 (. W N, .)-] 
( * *) _~1.€~_J.-___________ n * 1.€ 1.J 

~ Pwl"",Pw,k+l .. k+l Pwj 
( \' j-l fi r L N .• ) 

j-t iEW 1.J 
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Worden N . en N als volgt gedefinieerd 
WJ W 

N wj := L N •• 
ie:W lJ 

k+l k+l 
N :- I I N ..... L N wj w ieW j=l lJ j-l 

dan geldt: 

r(N ) k+l 
w * 

k+l n pWJ' 

1'1 .-1 
WJ 

j-l 
n r(N .) 

j-l WJ 

Voor de aposteriori verwachting en variantie volgt hieruit: 

N . 
* =~ E Rwj N 

W 

o 
* * * E Rw/ 1 - E Rw,) 

var Rwj ... - 1'1 +1 J 
w 

j t. VI 

j € VI 

(9. rf j) 

(28) 

Voor de verwachte kwadratische fout op tijdstip 1 in positie j volgt, wanneer 

N . het aantal overgangen vanuit VI wordt genoemd bij apriori verde ling (28) 
-'WJ * 
voor PW1 '.",P;,k+l' de volgende uitdrukking. 

* 2 E [L (!!.n' (0) -n n (0) E l?n.) + n . (0) - n (0) E p • ] + tiw ~J ~ ~J -'WJ w ~J 

* r 2 + (n (0) E p • - L n. (0) E p .. ) 
w ~J. VI l ~J 

1.E 

(j E VI) 

* 
N +1'1 (0) 

( * ) (w w ) (0) + 1 - E Rwj E.Ewj Nw+l nw + 
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+ (n ( 0 ) :IE P *J' - In. (0) :IE .Eo") 2 
w ~ iEW ~ 1J 

(j 1. W) (29) 

De term (n (0) :IE P • - \' n. (0) :IE \9 .)2 is hier de kwadratische systematische 
w ~J ~ -1 ~J 

l€W 

fout, gelntroduceerd vanwege het feit~ dat n .(0) en r n .. (0) niet dezelfde 
-wJ iEW -tJ 

verwachtingswaarde hebben. 

Wanneer :IE .£ .... :IE P *. (i E w, j , W) verval t deze systematische fout. 
1J ~J 

7.3. De grootte van de agregatiefout 

De verwachte kwadratische fout A. in de voorspelde bezetting van categorie 
J 

j op tijdstip 1, wanneer de categorieen binnen W E S worden geaggregeerd, 

wordt in deze deelparagraaf vergeleken met de verwachte kwadratische fout 

B. in de voorspelde bezetting van categorie j op tijdstip I wanneer de 
J 

categorieen binnen W niet geaggregeerd worden. 

Volgena (29) geldt: 

k+l 
t * 2 A. - :IE [ t.. (E.£ • (O)-nR, (0) :IE '£R.') + n . (O)-n (0) :IE .Ew

J
' ] + 

J t=l,£EW J J -wJ w 

+ (n (0) E P*J' - l n.(O) :IE .p. .. )2 
w ~ iEW l. 1.J 

* 2 == :IE [ n .(O)-n (0) :IE P
J
,] + 

-'WJ w ~ 

+ (n (0) :IE P*J' - l n. (0) :IE .Eo' .)2 
w ~ ieW 1 1.J 

(j , w) 

en voor B. voIgt nu: 
J 

k+l 2 
B. == E [ 2 E.R.J' (0) i - nR, (0) :IE .P.R.J' ] 

J £"1 

(j I. W) 
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Ret verschil van A. en B. is gelijk aan: 
J J 

A.-B. ,.. 
J J 

* \ * 2 - (n (0) lE 'P
J
• - L n.(O) lE R.") 

w .....,. iEW 1. l.J 

- n (0) 
w 

- (n (0) lE 'P *J' - In. (0) lE .Eo.,) 
2 

• 
w .....,.. W ~ l.J 

~E 

(j t W) 

Opgemerkt kan worden dat A.-B. slechta afhangt van de verwachte kwadratische 
J J •• 

fout, gemaakt bij de voorspelling van personeelsstromen van categorieen 

i E W naar categorie j. (j t W). 

Eigenlijk valt A.-B. in drie termen uiteen, t.w. 
J J 

met 

A. - B. 
J J 

c .. : ... 
l.J 

de verwachte kwadratische fout tengevolge van de overgangen van de ver­
schillende categorieen uit W naar categorie j, als geen aggregatie plaats 

heeft, verder met 

N + n (0) w w 
N +1 

w 

de verwachte kwadratische fout tengevolge van overgangen vanuit W naar 

categorie j, wanneer wordt geaggregeerd. 

tens lotte met 
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de systematische kwadratische fout, die bij voorspelling wordt gemaakt als 

aggregatie van categorieen plaatsheeft. 

In het volgende lemma wordt een voorwaarde gegeven, waaronder geIdt, dat 

n (0) 
C < w C 

3j N +n (0) 2j w w 
(j ;. W) 

Lemma 7.1. 

Onder de voorwaarde, dat: 

geldt: 

bewijs: 

n~(O) N~ 2 * 2 
(n (0) - r) elE .Eo~j - lE R.w

J
,) < 

w w 

* * lE p • (I - lE p ,) 
"'"WJ WJ 

(#W) '2 (N + 1) 
w 

(t € W,j f. W) 

n2 
(0) 

C . < w lE * (I - lE * (j , W) 
3J N +1 R.wj R.wj) 

w 

* 
N. 

Daar lE R.wj ... I.2:. lE .Eo •• voIgt, dat: .w N l.J l€ w 

C 3J' ... [L n. (0) lE .E:' - n E P *J' J 2 
... 

i€W 1 l.J W "'"W 

... [I n,(O) (lE .Eo" - lE p*,)J2 ... 
i€W 1 lJ "'"WJ 

2 n,(O) * 2 
... nw(O) [) n\O) (lE R.w

J
' - E ~J.)J ., 

2 
< nw (w) 

lEW w 

[:IE ~' (I I [ J 

iEW rft/-W' 

Verder geidt voor lE ~j (1 - E ~j) de volgende eigenschap: 

o 
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Lemma 7.3: 

N. 
* * t' 1. ) E l!,wJ' (1 - E .Ew .)~ I.. - E £:. (l - E .E. .. 

J . W N 1.J 1.J 
1.E W 

Bewij s: 

N. 
Omdat E ~j = L 

h:w 
..2:.JE 1 N ~j vo gt 

w 

N. N. 2 
= I ..2:. E .E... - (L N1. E .E:') . 

iEW Nw 1.J iEW W 1.J 

Nu is op grond van de convexiteitseigenschap: 

zodat 

* * N. 2 
E (1 E ) > \' ..2:. E (JE) .Ewj - .2wj - ,L,W N ~j - .E.ij 

1.E W 

N. 
= \' ..2:. E (1 E ) L N .E... - q' 

iEW W 1.J J 

Als voldaan is aan de volgende condities: 

2n (0)-1 

I w I < S, 
N +1 

w 

np" (0)-1 

I n +1 I < s 
R, 

o 

voor zekere 0 < S < 1, met S voldoende klein, dan mag de fountenanalyse worden 

beperkt tot de statistische fout. Er geldt dan bij benadering: 

IA. - B.I ~ [ 
J J 
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* * ) , 
= I z: , no (0)[ E .en. (1 - lE .e,.) - E .Ew j (1 - E .E... j J I 

t€W N NJ x.J 

~ n (0) 
w 

Als nu voor zekere e: > 0: 

geldt voor de aggregatiefout: 

IA. - B.t ~ e' C.' 
'J J ~J 

< e: 
I 
'-E #w 

Samenvattend kan worden geconcludeerd dat als: 

i) 

(j , W) 

(j t W) 

de systematische kwadratische fout kan worden verwaarloosd t.o.v. de bijdrage 

van de verwachte kwadratische fout in de voorspelde bezetting van categorie J 

op tijdstip 1 tengevolge van Overgangen vanuit W naar j, wanneer aggregatie 

plaatsvindt. 

Als bovendien voor zekere 0 < S « I: 

2n (0)-1 

ii) I ~ +1 1< s 
w 

nR,(O)-l 

en I N +1 I < S 
£ 

kan ook de agrregatiefout worden verwaarloosd t.o.v. genoemde hijdrage van 

de verwachte kwadratische fout. 

Of aggregatie, wanneer aan i) en ii) is voldaan, de verwachte kwadratische 

fout vergroot, hangt verder af van de minimale waarde van e: > 0 waarvoor 

voldaan is aan: 
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