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Resumo

Nesse trabalho, foi feito um estudo sobre a nao-comutatividade do espago-tempo apli-
cada ao buraco negro de Schwarzschild. Essa teoria supoe que o espaco-tempo possui
um dimensao minima na ordem do comprimento de Planck. Uma consequéncia direta na
Mecanica Quantica é a troca do produto entre duas func¢des por um produto Moyal que
mantém o isomorfismo, mas traz problemas ao tentar expandir os termos desse produto,
de forma que a adocdo de estados coerentes se torna uma ferramenta conveniente para
ser utilizada dentro do estudo de buracos negros, uma vez que podemos substituir uma
massa pontual por um distribuicao gaussiana, resolvendo o problema da singularidade a
partir dos valores de posicao média.

Essa distribuicao gaussiana, aplicada ao buraco negro de Schwarzschild, traz outras
consequéncias como limites minimos de massa e raio de horizonte de eventos necessa-
rios para a formacao de um buraco negro, assim como um valor maximo de temperatura
Hawking durante sua evaporacao. Tais consequéncia nao trazem inconsisténcias para o
modelo ja conhecido, pois é desprezivel no nivel macroscépico.

Palavras-chave: Espaco-tempo, Nao-comutatividade, Buraco Negro de Schwarzschild,
Relatividade Geral.



Abstract

In this work, a study was done about the space-time non-commutativity applied in
the Schwarzschild black hole. This theory supposes a space-time with a minimal length in
the Planck’s length order. A straight consequence in Quantum Mechanics is the exchange
of two function product by a Moyal product, that keeps the isomorphism but brings
problems when try to expand terms of this product in a way that coherent states become
a convenient tool to be used in the study of black holes, since we can replace a pontual
mass for a gaussian distribuction, resolving the singularity problem starting from mean
values positions.

This gaussian distribuction, aplied to Schwarzschild black hole, brings others conse-
quences, like minimum limit to massa and horizon event radius necessary to a black hole
formation, as a Hawking temperature maximum value during its evaporation. Such con-
sequences do not bring inconsistencies to the already known model, because is negligible
in the macroscopic level.

Key words: Space-time, Non-commutativity, Schwarzschild Black Hole, General Relati-
vity.
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Capitulo 1

Introducao

A Fisica que temos hoje é bastante diferente daquela de 400 anos atras. O avanco tec-
nologico possibilita o acesso a novas informagoes que antes eram desconhecidas ou mesmo
inacessiveis. E essas novas informacoes descartam paradigmas antigos em preferéncia aos
novos mais genéricos [1]. Mas ha aqueles que se tornam casos limites, determinado por
um certo conjunto de restricoes. Veé-se de exemplo a mecanica newtoniana, formulada
no século XVII [2], que até hoje é ensinada em escolas e Universidades. Embora nao
inclua efeitos quanticos ou relativisticos é ideal para explicar o mundo macroscopico a
baixas velocidades (velocidades muito menores que a da luz, entende-se). Mas nem toda
informacao é realmente nova. Hé ocasides em que resultados ja sdo esperadas por algum
paradigma que o previu. Mas mesmo nos casos em que nao ha novidades, a simples cor-
roboragao para um paradigma em disputa pode ocasionar numa revolugao cientifica [1].
Revolucgao essa que ira abrir portas para mais uma etapa de ciéncia normal onde podera
explorar novos caminhos e fendmenos, reiniciando o ciclo existente entre avanco tecnolé-
gico e conhecimento cientifico.

Um dos grandes problemas que temos hoje ¢ a dificuldade em conciliar a Teoria Quan-
tica com a Relatividade Geral quanto a natureza da gravidade. Enquanto a primeira
explica que a forga gravitacional é regida por uma particula, o gravitron [3], a segunda
traz a gravidade apenas como uma consequéncia geométrica do espago-tempo deformado
na presenca de matéria [4]. E o desafio atual é conseguir observar os efeitos da gravitagao
a nivel quantico, uma observacao que envolveria energias muito altas. Enquanto os acele-
radores atuais chegam a aproximadamente menos que 1 TeV, a previsao para a formagao
de um "mini” buraco negro (escala subatomica) é de cerca de 101 GeV [5]. Esses objetos
sao previstos pela Relatividade Geral, mas sua evaporagao é um fendmeno quéntico [6],
por isso a importancia de seu estudo. Com isso, nos resta contribuir com novas hipéte-
ses que nos permitam descobrir novos fendmenos fisicos que sejam energeticamente mais
acessiveis.

A formulagao de um espago-tempo nao comutativo foi proposto em 1947, por Snyder
[7], mas j& havia sido sugerida por Heisenberg para introduzir uma cutoff ultravioleta.
Porém perdeu espago para as melhorias das técnicas de renormalizacao. Atualmente a
hipétese do espago-tempo nao comutativo vem ressurgindo devido a conexdes que essa
tem com a teoria das cordas [8-10]. Nesse trabalho veremos como um espago-tempo nao
comutativo pode resolver o problema da singularidade e da divergéncia da temperatura
Hawking encontrada para os buracos negros, assim como outras consequéncias desse no
espaco-tempo. A aplicagao da ndo comutatividade sera feita unicamente para o caso de
buracos negros estéticos e sem carga (Buraco Negro de Schwarzschild), mas que pode ser



estendido para casos mais gerais em trabalhos futuros.

No capitulo 2 é feito uma revisdo dos conceitos necessarios a respeito da Teoria da
Relatividade Geral, iniciando com a defini¢ao da métrica de Minkowski e finalizando com
a equacao de Einstein. No capitulo 3 é apresentado o caminho a obtencao da métrica
de Schwarzchild, uma discussao a respeito da singularidade e da alternativa proposta por
Kruskal para simplificar esse problema. O capitulo 4 traz um dos pontos principais desse
trabalho que é o estudo da obtencao da nao comutatividade do espaco-tempo e de suas
consequéncias dentro do ambito da mecanica quantica como, por exemplo, a substituicao
do produto de operadores pelo produto estrela. No capitulo 5 é feito um estudo dos
efeitos da nao comutatividade no buraco negro de Schwarzschild, baseado nos trabalhos
de Nicolini [3,11-13], em que a singularidade é substituida por uma regiao limitada e as
massas antes consideradas pontuais passam a ser distribuidas nesse espago. E ao final no
capitulo 6 é feito o fechamento com as conclusdes obtidas e os planos para um projeto
futuro na area da Mecanica Quantica Nao Comutativa.



Capitulo 2

Uma Revisao da Relatividade Geral

2.1 Conceitos Iniciais

2.1.1 Principio da Equivaléncia

O Principio da Equivaléncia de Einstein se baseia na igualdade entre massa gravita-
cional e massa inercial e explica como um sistema fisico arbitrario ird responder a um
campo gravitacional externo [14]. Newton ja havia demonstrado essa igualdade, porém
adotando um espago euclidiano e um tempo absoluto. Nisso, todos relégios mediriam o
mesmo intervalo de tempo se sincronizados e acionados simultaneamente, independente
da localizacao e do referencial desses relogios. Da mesma forma, dois pontos do espaco te-
riam a mesma distancia um do outro independente da régua utilizada. Consequentemente,
na teoria de Newton espacgo e tempo nao poderiam ser combinados afim de definir uma
grandeza invariante num espago-tempo curvo [15]. Mas essa defini¢ao de espago e tempo
desconexos e absolutos é radicalmente modificada quando Einstein assume a invariancia
da velocidade da luz e espaco e tempo passam a se relacionar através da relagao

Adt? — do* — dy? — d2* = Adt”? — da* — dy* — d2” (2.1)

em que as coordenadas sem linha representam um referencial S e as coordenadas com
linha um referencial em S’. Essa relagdo também define o espago de Minkowski [16].
As consequéncias diretas sao a dilatagdo temporal e a contragao espacial. Adotando o
instante de tempo préprio 7, medido no referencial S” que se movimenta com velocidade
constante de médulo v no sentido do eixo x temos

cdr? = Adt* — da? (2.2)

como v é constante podemos fazer df — Af e sendo Az = vAt chegamos em

cAT = VAL — v2Ax? (2.3)
e portanto
A
At=—20 (2.4)
02
==

que é a conhecida relagdo da dilatagdo temporal da Relatividade Restrita. A contracao
do comprimento L se acha fazendo L' = vAr, em que L' é o comprimento medido no
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oot (2.5)
c2 '

Mesmo assim, ainda nao ha nenhuma interagao com campo gravitacional. Porém com a
igualdade entre massa gravitacional e inercial podemos invocar o Principio da Equivalén-
cia que afirma que toda particula acelerada é equivalente a essa particula num referencial
em queda livre [15]. De forma que, a partir da segunda lei de Newton, podemos fazer

referencial S’, ficando

d*z =
— P 2.
I v (2.6)
a = g (2.7)

em que ¢ é potencial gravitacional Newtoniano. Com isso, todo referencial nao inercial
pode ser considerado um referencial inercial sob um campo gravitacional. Em um espaco
curvo, suave e submetido a um campo gravitacional podemos adotar um conjunto de
planos, cada um tangente a cada ponto desse espaco. Cada um desses planos pode ser
assumido como um Referencial Local em Queda Livre (LE®, sigla em inglés para Local
Freely Falling Frame) [17]. Cada um desses planos assume um espago plano no espago
de Minkowski. A Figura 2.1 é uma exemplificacdo de um desses planos. Considere que
a esfera é o espago, o plano zy é tangente a esse espago no ponto P, logo esse plano
pode representar o espago de Minkowski nesse ponto e em uma vizinhanca infinitesimal.
E importante enfatizar que é apenas uma consideracdo local, ou seja, em uma regido
infinitesimal.

Figura 2.1: Representacdo de um plano tangente em um espago esférico, o ponto P é o ponto tangente
do plano na esfera. Imagem retirada de [16].

-

E o principio da equivaléncia que induz Einstein a atribuir uma natureza geométrica
para a gravidade. Isso, por que um feixe de luz observado num referencial S” acelerado
teria uma trajetéria obliqua, pensando num caso que a direcao do feixe nao é paralela a
direcdo do movimento do referencial S’. Como o referencial S’ acelerado é equivalente a
um referencial em queda livre, conclui-se que o feixe de luz sofre um desvio de trajetéria
devido ao campo gravitacional local. Mas como Newton atribuiu a forca gravitacional
como uma interacado entre massas, esse desvio nao seria possivel, logo deve haver uma
outra explicagdo para a gravitacdo. E Einstein encontrou essa resposta na geometria [18].
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2.1.2 Equacao de Poisson

Sabendo que o potencial gravitacional numa posicao 7 gerado por uma distribuicao
continua de massa p(7) num volume d7’ é

o

Voo
onde a integral esta sobre o volume que contém a massa e G é a constante da gravitacao
universal. Como fora dessa regiao p(r’) = 0, podemos estender o volume para até o ponto
7 fazendo V' — V. Aplicando o operador Laplaciano V? = V - V em (2.8), ficamos com

V2 = —G/V V.V lp(ﬁ)] dr (2.9)

r

e como os operadores divergentes sdo sobre a variavel r, tiramos p(r’) para fora da lapla-
clano e

Vo — —G /v PV -V C) dr = -G /v (7Y (i) dr (2.10)

1 -
como V? <> = —470(7), em que J(r’) é a funcado delta de Dirac [19], ficamos com
T

V2p = 4 / G (2.11)
%
e por fim, usando [ f(2')0(x)dx’ = f(x)
V20 = 47Gp (2.12)

que é a chamada equacgao de Poisson para gravitacdo. Ela sera relevante quando formos
estudar os efeitos da nao comutatividade no buraco negro de Schwarzschild no capitulo 5.

2.2 Tensores do Espaco-Tempo

2.2.1 Intervalo e Convencao de Einstein

A equagdo (2.1) define uma grandeza que é invariante frente a transformacoes de
Lorentz e também define o espago de Minkowski na Relatividade Restrita. A essa grandeza
damos o nome de intervalo ds* e definimos como

ds* = dt* — da* — dy* — d2* (2.13)

Perceba a falta da constante ¢ no termo temporal. Isso se justifica, pois a partir de
agora usaremos o sistema natural de unidades [15] em que ¢ = 1. Isso ird simplificar as
expressoes e teremos as velocidade em termos de velocidade da luz. Outra simplificacao

que faremos ¢ adotar as igualdades t = 2°, x = 2!, y = 2% e z = 23 e escrever (2.13) como
o seguinte somatoério

3 3
ds* =Y "> gudatds” (2.14)

pn=0rv=0
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em que
1 0 0 O
0O -1 0 0
G = 00 -1 o0 (2.15)
0O 0 0 -1

¢ denominado de tensor métrico que ird depender do sistema de coordenadas utilizados.
Esse tensor também pode ser representado através da sua assinatura, que nesse caso
serd {+, —, —, —}. Como a utilizacdo de somatérios serd bastante presente, é conveniente
usar a notacao de Einstein, em que indices gregos repetidos, um superior e outro inferior
devemos fazer um soma sobre esse indice de 0 & 3. Dessa forma (2.14) fica

ds® = g, dxtdz” (2.16)

2.2.2 Componentes Contravariantes e Covariantes

A posicao dos indices nas varidveis usadas até entao sao para definir a componente
como contravariante, quando o indice for superior, e covariante, quando o indice for

inferior. Essa diferenca se da devido a forma como é feita uma mudanca de base em

cada tipo. Para uma componente contravariante a mudanca de base de z# para z'® é!

Ife%
7' = 88:2“ at (2.17)

enquanto que para uma componente covariante a mudanca da base x, para a base z,

seria
,  Oxt

& ax/a
Além disso, uma componente contravariante pode ser transformada numa componente
covariante através do tensor métrico nas formas

x x, (2.18)

=g, (2.19)

Ty = G’ (2.20)
e o intervalo ds? agora pode ser escrito como
ds* = dz'dz,, (2.21)

demonstrando que o intervalo serd invariante, independente da base.

2.2.3 Tensor Métrico

Como vemos na equagao (2.16) o tensor métrico foi definido em termos do intervalo
ds®. Pela convencao de sinais o termo g¢gy sera positivo, enquanto que os termos restantes
da diagonal gy serao negativos. Podemos mostrar que de fato g,, ¢ um tensor. Para
isso, primeiramente vemos que o tensor métrico ¢ um tensor simétrico, g,, = g, Isso é
necessario, visto que ds? é invariante, entao

ds® = g,2’a" = g atz” (2.22)

'Embora néo esteja explicito, a convencdo de Einstein ainda é valido. Nos casos em que se apresenta
um derivada parcial, consideramos o indice da componente do denominador como indice inferior e o indice
da componente do numerador como indice superior de forma que em (2.17) e (2.18) hd uma soma em p.
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e como ztz” = z"z*, concluimos que g,, = g, . Fazendo uma mudanga de base nas
componentes x* e ¥ obtemos

ds? = @x/a dx" :L,/ﬁ
= G ox'e Ox'b

Oxt Ox” o 1B
= 78.1;/06 481‘/5 g/,u/x x

ds* (2.23)

Adotando a invariancia de ds? entdo podemos ver que a mudanca de base nas componentes
x* e x¥ podemos ser vistas como uma mudancga nd proprio tensor,

, ox* Oxz¥

gaﬁ — 48;[;/0‘ a£,ﬂgpy (224)

que ¢ exatamente a forma como um tensor covariante de ordem 2 ¢ transformado [16].

O tensor métrico apresentado em (2.15) é o chamado tensor de Minkowski, com as
componentes espaciais representadas em coordenadas retangulares. Podemos fazer uma
mudanca de base afim de obter o tensor em coordenadas esféricas, pois serd o sistema
utilizado mais adiante. Com uso da (2.24) com z'*, 2% — (¢,7,0,¢) e 2", 2" — (¥, 2,7, 2)
e das relagoes

t=1t (2.25)
x = rsinf cos ¢ (2.26)
y = rsinfsin ¢ (2.27)
z =rcosf (2.28)
os termos do tensor métrico que contém t serao uma delta de Kronecker
Jot = Jta = 5at (229)
os termos diagonais espaciais serao
_ owt o
Grr = or Or Gy
(o 2 B ox 2 B dy 2 B 02 2
-~ \or or or or
= —1 (2.30)
_ owt o
Jos = 90 90 Guv
(o 2 B ox 2 B dy 2 B 0z 2
—\ow 00 00 00
— 42 (2.31)
oxt Ox”

9o = ?gb@igbg“”

- () - (5) - (3) - ()

= —r?sin®@ (2.32)
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e o restante dos termos serdo iguais a zero e o tensor métrico em coordenadas esféricas
fica

1 0 0 0
0 -1 0 0
Guv = 0 0 _TQ 0 (233)
0 0 0 —r’sin?0
e o correspondente intervalo fica
ds® = dt* — dr? — r*df* — r* sin® 0d¢* (2.34)

Podemos obter um outra relagdo importante. Para isso faremos uma elevacao de indice
de uma componente covariante x*
" =g, (2.35)

Essa componente covariante x, podemos escrever como um rebaixamento de indice
v o
= g" g ax (2.36)

e entdao escrevemos a componente x# como uma soma em alpha usando a fungao delta de
Kronecker
(03 17 o
ooz = g" gpax (2.37)

como agora temos os dois lados da com a componente x® podemos concluir que
g“ygya = 5”04 (238)

e na representacao matricial a funcao delta de Kronecker é uma matriz identidade, e dessa
forma mostramos também que

Ju = (g_1>uy (239)

ou seja, a matriz que representa os valores de g, ¢ a matriz inversa daquela que representa,
os valores de ¢g" [17].

2.2.4 Tensor Energia-momentum

Embora usualmente associamos a massa a curvatura do tempo-espaco, essa ideia nao
é totalmente correta. Sabemos que uma particula com velocidade v para um referencial
S tem sua massa alterada por um fator v = (1 — v?)~1/2 [18] e isso significa entdo dizer
que a curvatura causada por essa particula sera diferente para o observador em S e
para um observador em S’ que acompanha o movimento da particula. Dessa forma o
conceito de energia e momentum tomam um importante papel na formulagdo de uma
teoria relativistica da gravitacao, visto que em um dado referencial podemos ter apenas
densidade de energia (um observador em S’ por exemplo), mas em outro sistema de
referéncia (em S, por exemplo) haver um fluxo de energia [16]. Dessa forma, é importante
definir uma grandeza que considere tanto energia quanto momentum, incluindo a a massa
através da equivaléncia dada por Einstein? E = mc?. Essa grandeza, que é tensorial,
é o que chamamos de Tensor Energia-momentum. Mais adiante, na secao 2.4, iremos
demonstrar a relagao entre o tensor energia-momentum e a curvatura no espago tempo.

2Aqui é conveniente deixar explicito a velocidade da luz, pois é a forma mais conhecida da equivaléncia
massa e energia. No desenvolvimento dos calculos manteremos ¢ = 1.
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De forma resumida, podemos definir os componentes do tensor energia-momentum,
TH, na forma [16]3:
, :

o T9 = densidade de energia;

o TO% — Tk — fluxo de densidade de energia na direcio k;

o TH =T"% = fluxo de densidade de momentum k na direcéo .

e T" = fluxo de momentum, também podendo ser chamado de pressao p

Perceba que o tensor energia-momentum é simétrico, T% = T, Isso se d4 pela
definicado das componentes do tensor. Para uma regiao cuja densidade de particulas é
n, cada uma com massa m cujo quadri-vetor velocidade é u para um referencial S, a

componente T"" ¢
T" = nmufu’v1 — v? (2.40)

em que v é o médulo da velocidade do referencial S” naquela regiao. Como utu” = uu*,
temos que 7" um tensor simétrico [16].

Considerando um fluido sem viscosidade, os termos T* com k # [ serdo nulo, pois ndo
hevera forcas perpendiculares as interfaces. Consideremos também que nao hé trocas de
calor entre as particulas, fazendo com que T% = T* = (. Dessa forma as componentes
do tensor energia-momentum para um referencial que acompanha as particulas sera

T — (2.41)

O OO
OB O
o O O
=)

em que p é a densidade de energia e p é a pressao desse fluido. Notemos que como o
movimento das particulas é aleatério espera-se que a distribuicao das velocidades nao
tenha um eixo de preferéncia de forma que a quantidade de colisoes é igual em todas as
direcoes e logo T = T? = T3 = p. Isso mostra que estamos considerando um fluido
homogéneo e isotropico.

Para a métrica de Minkowski, ou seja, num espago-tempo plano, a conservagao de ener-
gia e momentum se juntam numa tnica lei de conservacao que, nesse caso, € a conservacao
do tensor energia-momentum. Essa lei é escrita da forma [15]

oTs

e uma forma mais compacta de escrever essa soma de derivadas parciais, que adotaremos,

2

(§]
03T*" =0 (2.43)

Essa lei de conservacao sé é valida para um espago-tempo plano. Em 2.3.1 veremos como
essa lei é estendida para um espago-tempo curvo.

3 Aqui utilizamos a convencdo em que indices latino significam uma contagem de 1 & 3. Diferente dos
indices gregos que sao de 0 a 3. Logo para indices latinos estaremos considerando apenas as componentes
espaciais de qualquer quadri-vetor ou tensor.
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2.3 Geometria de Riemann

Um espago-tempo curvo é representado pela geometria de Riemann. Seu espago possui
topologia e estrutura geométrica. E nessa geometria é importante fazermos a distingao
entre geometrias afins e geometrias métricas [16]. Como vimos anteriormente, a métrica é
o que ird determinar de fato a geometria do espago-tempo analisado. A geometria afim é o
que ird definir as mudancas em vetores produzidos por transportes paralelos. Num espaco
plano, todo vetor deslocado se mantém paralelo ao vetor original, diferente de vetores
num espago curvo, em que um transporte paralelo para quem estd nesse espago pode
causar uma mudanga de sua direcao, como esquematizado na Figura 2.2, que representa
um vetor se deslocando em um espago plano e outro em um espago curvo. Ambos os
espacos representado pela linha tracejada. Na formulagao da geometria de Riemann, essa
mudanga do vetor num transporte paralelo sera definido com os Simbolos de Christoffel
que designam as conexoes afins.

e m—
- -
- ""-\
A ~,
~
\\
~,
- e

Figura 2.2: Esquematizacdo de um transporte paralelo de um vetor em um espago plano (a esquerda,
representado pela linha tracejada) e um vetor deslocado num espago curvo (a direita, com a mesma
representacdo que a anterior). Perceba que na primeira situagdo o vetor se mantém na mesma diregao
enquanto que na segunda situagdo hd uma mudanga de direcdo para o observador que se encontra nesse
espago. Imagem do autor.

2.3.1 Simbolos de Christoffel e Derivada Covariante

Embora no espaco Euclidiano um deslocamento infinitesimal de uma componente es-
pacial #¢, em coordenadas cartesianas, seja independente das outras componentes, em
coordenadas polares isso ja nao ocorre. Um deslocamento Af, por exemplo, ird deslocar
uma particula de um ponto A a um ponto B em rA# além da propria mudanca Af, como
pode ser visto na Figura 2.3 [15]. Por essa razdao, podemos dizer que a derivada de um
vetor V ndo consiste apenas na derivadas de suas componentes v*, mas também da deri-
vadas dos vetores de base €,. Entdo segue que para um vetor 1% cujas componentes V#
estao representadas num conjunto de bases ortonormais €, a derivada parcial desse vetor
e dada por

ov. _ove ., 0,

dzv  dav " oxV
O ultimo termo dessa expressao nao surge em coordenadas cartesianas, ja que é composta
por uma base unitaria, mas é de fundamental importancia na geometria de Riemann, onde
0 espago-tempo ¢ apenas localmente plano. Definimos entao o Simbolo de Christoffel, I'*
como

(2.44)

oe,
ox
O indice a entra como uma soma, ja que a derivada de um vetor de base pode gerar
uma combinacao linear dos vetores de base. Embora a derivada parcial "tradicional” e
os simbolos de Christoffel poderem ser escritos como tensores (segunda ordem para a

=T°,,é, (2.45)
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/A
4
///
A
.

Figura 2.3: Deslocamento de rdf de uma particula de um ponto A a um ponto B. Figura retirada de [15].

derivada parcial e terceira ordem para o simbolo de Christoffel), separadamente nao sao,
mas juntos eles obedecem as transformagoes tensoriais, de forma que uma nova defini¢ao
de derivada serd necessario para incorporar as transformagoes tensoriais. Reescrevendo a
derivada parcial utilizando os simbolos de Christoffel temos

ov _ ovw
dxv  Ox¥

e como os indices p e o fazem o papel de indices mudos (servindo apenas como indices
de um somatério) podemos fazer a troca entre ambos ficando com

&, 4+ VI, 8, (2.46)

ov  avn
B . ot o
g~ agr on TVl
v [(ove B
= <8x” +V F“a,,> €, (2.47)

e o termo entre parénteses ¢ nada mais que a derivada covariante da componente V*.
Para diferenciar a derivada parcial da derivada covariante usaremos a seguinte notacao*

V,VF = 9,VF 4+ VoTr,, (2.48)

em que o simbolo V, indica a derivada covariante em x¥ e 0, a derivada parcial em z".
Mas aqui vemos a regra para a derivada covariante para uma componente contravariante.
Para definir a derivada covariante de uma componente covariante lembremos que uma
grandeza escalar ¢ invariante sobre qualquer métrica, logo a derivada covariante de uma
escalar ¢ ¢é idéntica a sua derivada de forma que

V.o =0,9 (2.49)

4Muitos autores [14-18,20] utilizam para a derivada covariante a notagdo V*., que indica a derivada
covariante em x¥ sobre a componente V* e para a derivada parcial V# , que indica a derivada parcial em
x¥ sobre a componente V# de forma que a derivada covariante é escrita como V*#., = V# , + VoT#,,.
Mas por questdes estéticas e de ficil visualizagao foi preferivel utilizar a notagdo em (2.48).
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Supondo entao que ¢ = p,V* aplicamos a derivada covariante e temos
V,,(pMV”) = al/(puvy) (2.50)

Como a derivada covariante é uma generalizacao da derivagdo em qualquer base, ela deve
obedecer as propriedades da derivagao. Dessa forma, podemos aplicar a regra do produto
e obter

VN + NV V= VHO,p, + pu 0, VH (2.51)

utilizando (2.48) para substituir d,V* ficamos com
VN +p VIV =VEO,p, +p, (VL VE=VTH,,)

V“Vl,pu = V“aypu - Vapuruow (252)

como « e p sao indices mudos no ultimo termo da equagao (2.52) podemos fazer a troca
entre eles e obtemos
V'uvupu = V“aup,u - V”para;w

vz/p,u = al/pu - pcxra,uu (253)

que é a regra da derivada covariante sobre um componente covariante. Para um tensor
misto e de ordem maior que 1 os simbolos de Christoffel serao colocados seguindo as regras
de (2.48) e (2.53) para cada indice de forma que, por exemplo

YV, T, = 8,T"y + T, "o, — TF. T, (2.54)

Uma caracteristica importante dos simbolos de Christoffel é a simetria nos indices
inferiores. Para demonstrar isso, faremos duas derivadas sobre uma escalar ¢, sabendo
que a ordem das derivadas nao afeta o resultado

00,0 = 0,0,¢ (2.55)
como a derivada covariante de um escalar ¢ igual a derivada dessa podemos fazer

e usando (2.53)
0,0,0 — 0PI, = 0,0, — 00T 1
re,, =T°, (2.57)

mostrando que os simbolos de Christoffel sdo simétricos em qualquer sistema de coorde-
nadas °.

5 importante destacar que no espaco em que estamos trabalhando nio é considerado a existéncia
de spin, por isso podemos assumir tal simetria. Mas para o caso com spin ha a definicdo do tensao de

tor¢ao, C*,, dados por C%,, = =I'*,, — I'*,,, [21-23]. Como os efeitos quanticos sdo despreziveis no
¢ " p o n

nosso estudo, podemos sem perda de significado considerar C*,,,, = 0.
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2.3.2 Geodésicas

Consideremos que um vetor V' ¢é deslocado infinitesimalmente em um espago curvo.
Se esse vetor se mantém paralelo e de mesmo comprimento podemos dizer que ele realizou
um transporte paralelo nesse espago [15]. Entdo em um referencial local num ponto P
esse vetor é constante em relagao a algum parametro A ao longo da curva. de forma que

dve
= 2.
0 0 (2.58)
no ponto P. Consideremos agora um vetor
dz®
P =— 2.
U 0 (2.59)
tangente a curva em que se encontra V. Com (2.59) reescrevemos (2.58) na forma
dve  dveds”?
0 27 A U’VgV* =0 (2.60)

como a derivada foi feito em um referencial local, foi possivel estender (2.60) para o caso
mais geral e utilizar a forma covariante da derivacdo em V®. No espaco euclidiano, a
menor distancia entre os ponto é um linha reta, diferente de um espago curvo em que
a menor distancia se d4 através de um vetor que é sempre paralelo a curva. Como V¢
seria tangente apenas em um ponto, o mais apropriado ¢é utilizar U®, ja que esse é sempre
tangente a curva. Entao (2.60) fica

UV U =0 (2.61)

que é a equacao que determinar a menor distancia entre dois ponto em um espago curvo,
essa distancia damos o nome de geodésia. Aplicando a derivagdo covariante em (2.61)
temos

UP (05U + UPT®,5) = 0 (2.62)

usando (2.59)
dzf 0 dx“ n dzf dz
d)\ 0xP d\ d\ dA

e vendo que o primeiro termo do lado esquerdo é uma regra da cadeia ficamos com

T, =0 (2.63)

d2z® da? dat

g,————=20 2.64
D2 T D (2.64)
que é a equacao geodésica para o espaco-tempo curvo em funcao de um parametro de
curva A ou qualquer fungao linear dessa [15].

2.3.3 Simbolos de Christoffel e a Métrica

Os simbolos de Christoffel representam conexoes afins e como sdo dependentes do sis-
tema de coordenadas deve possuir alguma relacao com a métrica. Para descobrir essa
relacao, consideremos que as elevagoes de abaixamentos de indice se dao através da mé-
trica. Uma componente covariante V,, pode ser entao escrita na forma

V, = guaV® (2.65)
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e como a derivada covariante é um tensor, ele também pode ser escrito na mesma forma,
entao a derivada covariante de V), pode ser escrito como

vl/V,u = guavuva (266)
porém se fizermos a derivada covariante em v de (2.65) ficamos com
V. VE=VV,0ua + 9ua Vo,V (2.67)

que, por coeréncia, para ficar igual a (2.66) e considerando que V* é uma componente
arbitraria, teremos que

Vug/,La =0 (268)

para qualquer sistema de coordenadas. E analogamente, pelo mesmo procedimento po-
demos também mostrar que

V,g" =0 (2.69)

que o o enunciado do Teorema de Ricci. Com esse resultado faremos o seguinte conjunto
de derivadas covariante sobre um tensor métrico

vﬁguua vug,uﬁ € Vugyﬁ (270)

cujos resultados serao
Vagu = a9 = Jawl" sy = Gual“ 5 = 0 (2.71)
Vigus = 0ugus — Jopl vy — Gual®vp =0 (2.72)
vuguﬁ = auguﬂ - goz,BFa;w - guarauﬂ =0 (273)
somando (2.72) com (2.73), subtraindo com (2.71) e usando da simetria do tensor métrico
9y = Guu, do dos indices inferiores dos simbolos de Christoffel, I'*,,, = I'*,,, chegamos

em

2ga5FaMV = Ovgup + a,ugl/ﬁ - aﬁg,ulz (274)

fazendo uma contracio em 3 em ambos os lados de (2.74) com ¢7”, sabendo por (2.38)
que g7 gas = 87, e fazendo v — «, chegamos em

(0% 1 «
[ = 59 ? (0v9up + Ougus — OpGyw) (2.75)

Dessa forma, conseguimos demonstrar que as conexoes afins estao ligadas unicamente pela
métrica geométrica [16].

2.3.4 Tensor de Curvatura de Riemann

Os stimbolos de Christoffel indicam as mudancas devido aos processos de transporte
paralelo no espaco-tempo curvo. Porém, ainda é necessario quantificar essa curvatura
do espago tempo [20,24]. Podemos determinar a curvatura através de uma sequéncia de
transportes paralelos ao longo de curvas geodésicas. Em um espaco-tempo esférico, por
exemplo, se um vetor arbitrario realizar um transporte paralelo de um ponto A no equador
dessa esfera até um polo no ponto B, do ponto B até um ponto C, também no equador e
retorna ao ponto A, como pode ser visto na Figura 2.4 retirada de [15]. Evidentemente, as
componentes do vetor em uma determinada basa sofrem uma mudanca devido a curvatura
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Figura 2.4: Transporte paralelo de um vetor arbitrario saindo do ponto A no equador dessa esfera até
um polo no ponto B, do ponto B até um ponto C, também no equador e retornando ao ponto A. Figura
retirada de [15].

presente no caminho seguido, mas o vetor permanece inalterado. Como essa mudanca deve
independer do sistema de coordenadas ela deve ser uma grandeza tensorial. Esse tensor
¢ chamado de Tensor de Riemann.

Se considerarmos um caminho infinitesimal, podemos utilizar a derivada covariante
para determinar o tensor de Riemann, ja que aquela esta relacionada com a mudanca
realizada num transporte paralelo. Num espago-tempo plano a ordem de derivacao nao
interfere no resultado final. Para um vetor sendo transportado infinitesimalmente, signi-
fica que nao havera mudancas se houver mudanca na ordem de derivacao. Porém, num
espaco-tempo curvo a mudanca de ordem das derivadas covariantes manifesta-se através
de uma diferenca do estado final de dois vetores iguais, mas que percorrem caminhos
diferentes de um mesmo ponto inicial a um mesmo ponto final. Para determinar essa
diferenca podemos aplicar o comutador das derivadas covariantes V, e V, num vetor
arbitrario V? de forma que

V., V.,V = V,V, V-V, V, V"’
V.,V VP = 0,(V,VF) =V VT, + V, V7,
—0,(V, V) + VYV, Ve, — Vv, VoI*,, (2.76)

Aplicando novamente a derivacao covariante, fazendo as devidas trocas entre os indices
mudos e usando da simetria dos indices inferiores dos simbolos de Christoffel chegamos
em

Vo, VV? = (0,175 — 0,17 15 + TP 0I5 — TP\, )V (2.77)
o termo entre parénteses é o que definimos como o tensor de Riemann
R = 01"y — 0,17 15 + TP 5T, — 7,51, (2.78)

Como num espaco-tempo plano o transporte paralelo independe do caminho teremos
que nesse espaco-tempo R’,,, = 0, enquanto que num espago-tempo curvo R’;,, # 0.
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Conhecendo a métrica g,, ¢ possivel obter o tensor de Riemann. Esse tem um papel
andlogo ao dos campos elétrico e magnético na eletrodinamica [16], pois a presenga de
um campo gravitacional nao nulo se d4 somente se R, tem componente nao nula. Se
tratando de um tensor, o tensor de Riemann pode ser escrito como um tensor unicamente
covariante

R)\O';U/ = g)\pRpauV (279)

e esse tensor satisfaz as seguintes identidades

Ryopw = = Roxpw (2.80)
Ryouw = —Raovp (2.81)
Ryopw = Ruvao (2.82)
Ryouw + Rajwe + Ryvop = 0 (2.83)

vemos entao que o tensor de Riemann é anti-simétrico em relagao ao primeiro e ao segundo
par de indices pelas (2.80) e (2.81) e simétrico em relagdo a permutacao do primeiro par
com o segundo par por (2.82). Devido a essas identidades o tensor de Riemann possui 20
componentes independentes, ao invés de 256 (4 x 4 x 4 X 4).

2.4 Equacao de Einstein

2.4.1 Tensor e Escalar de Ricci

Pelo Principio da Equivaléncia, Einstein encontra uma resposta geométrica para a
interacao gravitacional. Pela teoria de Newton, essa interacao esta diretamente relacio-
nada a massa gravitacional das particulas envolvidas, que mais tarde Einstein postula sua
igualdade com a massa inercial dessas particulas [15]. A massa, por sua vez, pela relativi-
dade geral é alterada por um fator v = (1 — 112)_1/ 2 dependendo do referencial adotado, de
forma que é mais conveniente trabalhar com o tensor energia-momentum 7" pela questao
da invariancia. Consequentemente o tensor T serd associado a caracteristica geométrica
da gravitacao, ou seja, da curvatura do espago-tempo. Curvatura essa que ¢ quantificada
pelo tensor de Riemann R”,,,. Mas enquanto o tensor de Riemann é um tensor de ordem
4 enquanto que o tensor energia-momentum ¢é de ordem 3, sendo necessario fazer uma
contracao no tensor de Riemann para que possamos criar um relagdo entre esses. Essa
contragao s6 pode ser de um tipo, devido as questoes de simetria e anti-simetria de R” 5,
verificadas em (2.80) e (2.81), a essa contragdo damos o nome de Tensor de Ricci definido
por

R, =R, (2.84)

que é simétrico, R,, = R,, se visualizarmos (2.82), o que é uma condi¢do necessaria ja
que T™ é simétrico. Outra contragdo que ¢é possivel fazer é

R=g¢"R, =R", (2.85)
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que é o escalar de Ricci que devemos utilizar para relacionar o tensor métrico g,, a um

novo tensor junto com o tensor de Riemann. Com isso devemos procurar por um tensor
6

G, na forma [14]

G[,LV - OlRuy + CQQWR (286)

com C4 e (5 sendo constantes que serao definidas a seguir.

2.4.2 Identidade de Bianchi e Tensor de Einstein

Retornando a definigdo do tensor de Riemann (2.78) e utilizando a definigdo dos sim-
bolos de Christoffel (2.75), reescrever R,y = gp,\R’\,w,, em termos das componentes da
métrica. Adotando um referencial inercial local, temos I'* w = 0 e entao

1
Rp,um/ = 5 (a,uadgpl/ - aual/gpo' + apal/g/w' - apao'g/“/) (287)

se fizermos uma derivada parcial em z* ficamos com
1
MR ppor = 3 (0701059 — 00040 Gps + 070p0uGuo — Or0pOo Gy (2.88)

e usando da simetria do tensor métrico e sabendo que as derivadas parciais comutam entre
si, chegamos a seguinte identidade

6>\Rpu0'l/ + 8VR9M>\O' + aaRp/u/)\ =0 (289)

e como no sistema de coordenadas adotado I'*,, = 0, podemos estender a derivada parcial
para derivada covariante e obter

V)\Rp;uﬂ/ + VVRp/D\U + VUR,O,U,V)\ =0 (290)

e como se trata de uma equacao tensorial, sera valida para todos os sistemas de coor-
denadas [15]. Essa identidade é chamada de identidade de Bianchi. Como a derivada
covariante do tensor métrico é nulo tanto para a versdo covariante (V,g,, = 0) quanto
para a versao contravariante (V,g"” = 0) podemos utiliza-los para fazer elevagao de indice
e contragao em (2.90) de forma que

gpa(v)\Rpuau + VVRpu)\U + vaRp/u/)\) =0

onde o primeiro termo dentro dos parénteses contrai em p e o, o segundo também, mas
usando da anti-simetria em (2.81) e apenas elevando o primeiro indice do terceiro termo,
ficamos com

VR — VR + VoR y =0 (2.91)

fazendo novamente uma contragao temos

g‘ul/(v)\R,LW - VI/R,U)\ + VG'RG/J,ZI)\) =0 (292)

6 Aqui foi preferivel derivar a equagdo de Einstein usando o processo feito por [14], por estarmos fazendo
uma sec¢ao de revisdo. Para uma derivagdo mais detalhada hd uma sec¢do alternativa no préprio [14], e
mais detalhada em [17] com base nos artigos originais encontrados em [25].
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contraindo o primeiro termo, elevando o indice p do segundo junto com a anti-simetria e
contraindo o terceiro termo chegamos em

VaR—-V,R'\y—=V,R°, =0 (2.93)
como v e o estao atuando como indices mudos podemos fazer uma troca de indices e entao

ViR — V, R\ — V,R*\ =0

V.0 R—2V,R*\ =0

V.2R*\ -6 ,R)=0 (2.94)
aplicando g™
1
v, (R“” _ 29“”R> —0 (2.95)
de forma que definimos o tensor G* como
1
G" = RM — ig’“’R (2.96)

que é o chamado tensor de Einstein e vemos que, além de ser simétrico ele obedece a
relacao
V,.G" =0 (2.97)

da mesma forma que o esperado para o tensor energia-momentum que cuja lei de conser-
vacao na forma covariante é

vV, " =0 (2.98)

agora devemos conseguir estabelecer uma relagao entre esses dois tensores na forma
G" = kT (2.99)

onde k é uma constante que deve ser encontrada. Como se trata de uma equacao tensorial
podemos escrever ela na sua forma covariante

GMV - kTuV (2100)

com k definido teremos a equacao de Einstein.

2.4.3 Limite Newtoniano

Como a equagao (2.100) é uma generalizagao para a gravitagao, ela deve ser capaz de
trazer a equagao (2.12) no limite de baixas velocidade (v < ¢). Sendo assim, usaremos esse
fato para determinar o valor de k. Iniciamos com a equagao geodésica (2.64) utilizando o
tempo préprio 7 como parametro

d2z+ dz® dz?

', g—— = 2.101
d7'2+ A ar dr 0 (2.101)
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considerando uma particula em, ou mesmo no limite newtoniano, com velocidade muito
baixa podemos considerar apenas a componente temporal de x* ja que as restantes serao
muito préximas de zero [14,24], logo

d2zm dt\?
I“ — | = 2.102
dr2 100 (dT) 0 ( )

o simbolo de Christoffel em (2.102) ¢é calculado através de (2.75)

1
oo = 59”'/(30901/ + 9oguo — v goo) (2.103)

como o tensor métrico é simétrico os primeiros dois termos dentro dos parénteses de

(2.103) se anulam, restando

1
Moo = — 59’”8”900 (2-104)

para g"” podemos adicionar um termo de perturbacao pequena, devido a presenca da
particula, na forma
Guv = Nuw + h,u,l/ (2105)

onde 7, € o termo designado para definir o tensor de Minkowski (2.15), h,, é o termo de
perturbacao e sendo |h,,| < 1. Pela definicdo g""g,, = 0"\ e desconsiderando termos de
ordem nao lineares de h,, temos que

W = —h,, (2.106)
e entao
g =t — B (2.107)
Aplicando (2.104) e (2.107) em (2.102) ficamos com
2zt 1, e\’
a2 5(77“ — h*)0, (oo + hoo) (dT) =0 (2.108)

Considerando apenas termos de primeira ordem em h,, e como os componentes de 7,
sao constantes, ficamos com

A2zt 1 dt?
—=n"Ohoo | — | =0 2.109
arz 2" 00 (dT) ( )
como Jphgg = 0 por estarmos tratando de um caso estatico, podemos trabalhar apenas
com as componentes espaciais e nesse caso 7% = —0;; e entao
2z 1 dt\’
= ——0ihoo | — 2.110
dr2 g 0o <d7’> ( )
com uma regra da cadeia obtemos
d2z’ 1
= —=0;h 2.111
d? 9 0 (2.111)
que na sua forma vetorial é
d?z 1

— = _“Vhy (2.112)
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comparando com

L AT
concluimos que
hoo = 2P (2.114)
e
goo = 1+ 2P (2.115)

com ¢ dado por (2.8).

2.4.4 Voltando a Equacao de Einstein

Podemos reescrever (2.100) fazendo uma contragdo com g"”

1
g Ry, — 59’“’QWR = kg"'T""

R- ;MR — kT (2.116)
com 0¥, =4
R=—kT (2.117)
aplicando em (2.100)
R, =k (TW - ;gWT> (2.118)

Considerando o limite newtoniano, temos que Tyy = p e T;; = 0 de forma que faremos
1

agora para encontrar Ry, vemos que R’ = 0 de acordo com (2.87), sendo necesséario
apenas as componentes espaciais, logo

. . 1 ..
Roo = R'pi0 = gURjOiO = 59”(803@'9]'0 - aoaogji + ajaOQOi - 3]'(9@'900) (2-120)

como estamos usando ¢,, = 7, + hy, 0 Unico termo que nao serd nao nulo em (2.120) é
o ultimo dentro dos parénteses, portanto

1 ..
Ry = —59”31‘33‘900

Roo = _5(77U — 1)3,0;(noo + hoo) (2.121)

eliminando os termos de segunda ordem

1 ..
Ry = —iﬁwaiajhoo
1
Roy = §5ijaiajhoo

1
ROO - §V2h00 (2122)
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que, comparando com (2.119) e sabendo que hgy = 2P temos que
9 1
Vb = ik:p (2.123)
e comparando com (2.12) chegamos em k = 87G e entao a equagiao de Einstein fica

1
R, — §9uvR = 81GT,, (2.124)

que demonstra que a curvatura do espaco-tempo reage a presenga de energia-momentum
[24].



Capitulo 3

Buraco Negro de Schwarzschild

3.1 A Meétrica de Schwarzschild

3.1.1 A Derivacao da Métrica

A primeira solugao exata para a equacao de Einstein no vacuo foi apresentada em 1916
Karl Schwarzschild [26]. Essa solugao descreve o campo fora de uma massa esfericamente
simétrica e estatica e mais tarde se reconheceu que a solugao descreve também o interior
dessa massa [18]. Se tratando de um caso em que temos uma simetria esférica, usaremos
a métrica em coordenadas esféricas, de forma que o intervalo ds? fique

ds* = dt* — dr* — r*d6? — r? sin® Od¢* (3.1)

e essa métrica serd modificada pela presenca de uma massa M. Pela simetria esférica
podemos considerar que a parte angular da métrica nao ird se alterar, de forma que
apenas as componentes dt e dr tenham uma modificacio, ou seja’

ds® = fa(r)dt* — fp(r)dr* — r*(df* + sin® 0dp?) (3.2)

com fa(r) e fp(r) sendo os termos de modificacdo da métrica. O fato dessas funcoes
dependerem apenas de r é consequéncia da simetria esférica.
Do limite newtoniano, chegamos na aproximacao para ggy como sendo

goo =1+ 2 (3.3)

e se tratando de um caso limite, a métrica (3.2) deve ser capaz de descrever esse resultado.
Por esse motivo podemos supor que a funcio fa(r) = 2™, com A(r) = 2®, ji que no
caso de um potencial gravitacional pequeno pode-se fazer a aproximacao e?® ~ 1 + 2®,
retornando ao limite newtoniano. Dessa forma ficamos com

ds® = e*Mdt* — fu(r)dr? — r?(d6? + sin® 0dp?) (3.4)

sendo necessério encontrar fz(r). Por convencio de célculo iremos fazer fg(r) = e e

entao
ds? = e at? — B dr? — 12(d? + sin® 9dp?) (3.5)

L Aqui utilizamos a dedugio feita em [18]. Em [26] encontra-se a deducdo original feita por Schwarzs-
child.
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Notamos que a métrica depende apenas dos termos diagonais da métrica e como
estamos atras de uma solugdo para métrica que seja solucao para equacao de Einstein é
necessario determinar os componentes do tensor de Ricci R, que ficam limitados apenas
as componentes R,,,. Por (2.87), podemos determinar essas componentes, obtendo [18]

1 1 1 A
Rﬁ:_JJﬂé@@A—4&A&B+4@Af+a;) (3.6)
1 1 1 2 O.B
= 28,0,A — ~9,A0,B + ~(8,A)* — .
Rey = 50,0,A = 10, A0, B + (0,4)" = = (3.7)
1
R%:53P+2M@A—&Bﬂ—1 (3.8)
R¢¢ = Rgg sin2 0 (39)

e o restante dos termos sao nulos.
Como se trata de uma solugao para o vacuo, é necessario que R, = 0 para todos os
termos. Entdo de (3.6) e (3.7) chegamos em

0,A=—0,B (3.10)

como A e B dependem apenas de r, pois estamos tratando de uma caso estatico e es-
fericamente simétrico, as derivadas parciais podem ser tomadas como derivadas totais,
permitindo que facamos uma integragdo em ambos os lados, obtendo

A=-B+k (3.11)

onde a constante k de integracao pode ser suprimida, ja que, observando (3.5), se trata
apenas de uma mudanca na escala de tempo. Logo

A=-B (3.12)
usando o resultado (3.12) em (3.8) ficamos com

Al +70,A) =1

Op(ret) =1 (3.13)

que, por integragao direta, como feito em (3.10) chegamos em
ret =r—k

k
A_1-2= 3.14
e . (3.14)

com k sendo uma constante de integracio. O sinal negativo é devido ao fato de que e é
decrescente em 7.

Para determinar o valor de k faremos

k
2@:1_7
r

e
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® = ;m (1 - k) (3.15)

In(l—z)~—>)_ T (3.16)
n=1 n
temos N 12
1

R L 3.17
2 <r + 272 + ) ( )

No limite newtoniano oM
b =— (3.18)

r

podemos eliminar os termos nao lineares e comparando (3.17) com (3.18) vemos que
k= 2GM (3.19)
e encontramos para a métrica

_2GM

r

2G M\
ds? = (1 ) dt? — (1 _ ) dr? — r2(d6? + sin® 6d¢?)  (3.20)

,

que é a métrica de Schwarzschild. Para fins de simplificacao, utilizaremos novamente o

sistema de unidades naturais onde G = 1 e entao a métrica de Schwarzschild simplifica-se
na forma .
2M 2MN\ ™

ds* — (1 _ ) ar? — (1 _ ) dr? — (46 + sin® 0dg) (3.21)

T T

3.1.2 O Teorema de Birkhoff

Se considerdssemos as funcdes et = eA®r)

um acréscimo de derivadas em t ficando

B(t,r)

ee os componentes Ry e R, teriam

1 1 1 A B B(0,B — 0;A
Ry = —e* P 28,0,A — -8,48,B + ~(8,A)* + 04\ 908 6805 04) (3.22)
2 4 4 r 2 4
1 1 1 5 OB ga[0O0B 0.B(0;B— 0;A)
R, = 2&@%1 48,A(’“)TB + 4(8TA) " +e < 5 + 1 (3.23)
e a componentes R,; seria
Ry = %5 (3.24)

mas como no vacuo todas as componentes do tensor de Ricci devem ser nulos, temos
que B(r) deve ser uma constante em relacdo ao tempo, de acordo com (3.24), logo B
dependerd apenas de r, como feito anteriormente. Para A(¢,r) chegariamos a uma fungao
do tipo —L+ f(t), em que f(t) substituiria a constante k de (3.12), porém essa constante
foi suprimida por se tratar apenas de uma mudanca na escala de tempo, o que pode ser
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feito igualmente para f(t), de forma que a métrica de Schwarzschild também ¢é valida para
uma distribuicdo de massa nao estatica, desde que se mantenha a simetria esférica. Essa
conclusao é chamada de teorema de Birkhoff

Essa conclusao tem uma importancia pratica, pois demonstra que um objeto massivo,
como uma estrela por exemplo, pode contrair ou expandir sem emitir nenhum tipo de
onda gravitacional desde de que a simetria esférica seja mantida [28]. Outra conclusao é
que em um ponto, a uma distancia r do centro e no interior desse objeto massivo tera uma
métrica idéntica a de Schwarzschild, porém considerando apenas a massa compreendida
no interior de uma esfera de raio r concéntrico ao objeto, enquanto que a massa externa
nao influencia a métrica [16]. Essa ultima previsdo ja se conhecia da teoria cldssica de
Newton, mas generaliza a métrica de Schwarzschild para todos os pontos no exterior e no
interior do objeto massivo, nao sendo somente uma equacao valida para o vacuo.

3.2 A Geometria e o Raio de Schwarzschild

3.2.1 A Curvatura do Espacgo-Tempo de Schwarzschild

Tomemos apenas a parte espacial da métrica de Schwarzschild

di? = (1—2M>
;

se colocarmos uma régua na direcao radial de uma massa central, o comprimento dessa

, . 2M\ '/ . o
régua encolheria por um fator {1 — — . Admitindo a simetria esférica, ao colocar-

1
dr? + r*(df? + sin® 0d¢?) (3.25)

mos réguas idénticas distribuidas ao rgdor da massa central, todas a mesma distancia e
orientadas de forma radial, mediriam o mesmo comprimento. Isso indica que a geometria
em torno da massa ¢ curva e idéntica a de uma superficie de revolugao [18].

Para determinar essa superficie consideremos uma caso em que uma régua esta posi-
cionada em # = 0 de forma que

—1
di? — (1 _ 2M> dr? (3.26)

r

e iremos comparar com o comprimento de arco numa superficie curva qualquer [29]

2
di* = [(ji) +1

onde z é uma funcao de r = v/x? + y*. Para z temos que

z = /U%dr (3.28)

com uma mudancga de variavel u = r — 2M e suprimindo a constante de integracao
chegamos em

dr® (3.27)

2 =2V2M~Nr —2M

2?2 =8M(r — 2M) (3.29)
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que é uma funcao de um paraboloide. Essa funcdo é conhecida como paraboloide de
Flamm [18]. Para determinar a curvatura K desse paraboloide, usaremos a defini¢ao
dada em [18]

Rrgrg
(97”7"905(75 - 93¢)

que determina K para uma superficie bidimensional. Assim consideremos di?> dada em
coordenadas cilindricas

K = (3.30)

di?* = dz* + dr® + r’d¢? (3.31)

como z? = 8M(r — 2M) podemos escrever dz em termos de dr derivando em r dos dois

lados de (3.29) e obtendo
2M

r—2M

dz? =

dr? (3.32)

de forma que di? fica
2 2MNT o o
dl* = (1 — ) dr® 4+ r<d¢ (3.33)
r

A partir de (3.33) obtemos

1 oM\t oM
Rywrs = —— (1 — ") = 3.34
ore 2 < r ) r ( )
oM 1

g =(1-77) (3.35)

T
Gpp =17 (3.36)

e entao M
K = - (3.38)

Percebemos aqui que para massas pequenas (dentro do limite newtoniano) e a largas
distancias a curvatura é praticamente plana.

Dentro da métrica de Schwarzschild observamos que em r = 2M a componente gy
¢ nula enquanto que g, ¢ infinita. Diante disso poderiamos afirmar que nesse ponto hé
uma singularidade, porém como vimos, a curvatura (3.38) é bem definida em r = 2M
de forma que essa singularidade é consequéncia apenas do sistema de coordenadas, logo
nao sendo uma singularidade verdadeira. Percebemos também que para r < 2M ocorre
um inversao de sinais em dt? e dr?, a coordenada tipo tempo passa a ser tipo espaco e
vice-versa. Definimos entao, para fins de estudo, o raio de Schwarzschild ry. como

Tse = 2M (339)

e o problema da pseudo-singularidade em r = r,. resolvemos quando a métrica é traba-
lhada dentro das coordenadas de Kruskal.
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3.2.2 Coordenadas de Kruskal

Em 1960, Martin David Kruskal apresenta uma solugao para a singularidade em r =
2M, o qual chama de singularidade esférica, estendendo a geometria de Schwarzschild a
sua maxima extensao livre de singularidade [30]. Essa solugdo se apresenta como uma
mudanca nas coordenadas temporal e espacial na forma

ds? = f2(dT* — dX?2) + r(d6> + sin® 0d¢?) (3.40)

em que f deve ser uma funcao apenas de 7 e livre de singularidade em r = 2M. As
coordenadas dT e dX sao as novas coordenadas que podem ser escritas em termos de r
e t. Para encontra-las, comegamos com um caso de simetria esférica em que podemos
considerar apenas as componentes ¢ e r da métrica (3.21), de forma que

—1
ds? — (1 - 2?”) di? — (1 - 25}4) dr? (3.41)

considerando agora um intervalo nulo, ds?> = 0 e rearranjando os termos obtemos

dt\? r 2
(i) = (o) e
r
r—2M
integrando ambos os lados de (3.43) fazendo uma mudanca de varidvel u = r — 2M
ficamos com

dt = + dr (3.43)

oM
t:j:/u+ du = +(u+2MInu) + k (3.44)
u
.
— i omm (A= 21 4
¢ {r%— n<2M )]+k (3.45)

com k sendo uma constante de integracao que absorve todas os valores contantes que
surgem na solugao da integral. O termo dentro do colchetes de (3.45) pode definido como

r
= 2MIn— —1 3.46
Te=r n<2M ) (3.46)

e entao
t=24r, +k (3.47)

a coordenada 7, é também chamada de coordenadas de Regge-Wheeler tortoise [31]. De-
rivando r, em relagdo a r encontramos a seguinte relagao

2M
dr = (1 - ) dr. (3.48)
r
que, substituindo na métrica (3.41) fica
2M
ds* = (1 — ) (dt* — dr?) (3.49)
T

Definimos agora duas novas coordenadas u e v como

u=t+r, (3.50)
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v==t—r, (3.51)
de forma que
du = dt + dr, (3.52)
dv = dt — dr, (3.53)
dudv = dt* — dr? (3.54)
Essa ultima relagdo pode ser substituida em (3.49)
2M
ds® — <1 _ > dudy (3.55)
r
como 7, pode ser escrito em termos de u e v faremos
r uU—0v
e 2MIn(— —1) = .
ro=r2Mn (5 —1) = 5 (3.56)
. 2M
chegamos numa relagao para <1 — ) na forma
r
(1 _ 2M> _ 2M ) /an) ry20) (3.57)
r r
que, aplicado a métrica fica
ds® = %e(“’”)/(‘lme’r/(?mdudv (3.58)
r
para retirar as coordenadas u e v da exponencial, definimos
U = ev/4M) (3.59)
V = e7v/4M) (3.60)
e suas derivadas em u e v , respectivamente
AMAU = /M) gy, (3.61)
AMAV = e~V gy (3.62)
e obtemos
32M3 —r/2M
ds? = 220 qudv (3.63)
e, finalmente fazemos a ultima mudanca de coordenada na forma
Uu-Vv
T = (3.64)
2
V+U
X = ; (3.65)
de forma que
dX? — dT? = dUdV (3.66)

e entao temos para a métrica, nas coordenadas de Kruskal
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- 32M36—r/2M
T

ds (—dT? 4+ dX?) — r*(d6? + sin® Odp?) (3.67)

onde, podemos fazer o caminho inverso, aplicando (3.59) e (3.60) em (3.64) e em (3.65) e
utilizando (3.57) chegamos em

XZ—T2:< r

m — 1) €T/2M (368)

e com (3.50) e (3.51) chegamos em

A — [(;ﬂ (3.69)

com o expoente positivo para r > 2M e o expoente negativo para r < 2M.

Aqui vemos que nao ha singularidade em r = 2M, mas em r = 0 ainda se mantém,
pois se trata de uma singularidade verdadeira, ja que nesse ponto a curvatura se torna
infinita. A partir de (3.68), vemos que para r = 2M temos uma equagao do tipo X = £7T,
descrevendo duas retas perpendiculares num plano X — 7', enquanto que para r > 2M e
r < 2M (3.68) temos fungdes hiperbdlicas. Essas fun¢oes podem ser vistas na Figura 3.1,
que serd melhor explorada na secao seguinte. Vé-se que uma particula poderia ultrapassar
a regiao de r > 2M para r < 2M, mas o oposto nao seria possivel, ja que as retas X = £7T
caracterizam um intervalo do tipo luz (desconsiderando os deslocamentos angulares 6 e
¢). Isso traz uma nova definigdo para r,., como sendo a distancia minima que um sinal
pode estar da massa central e ainda poder se afastar desse.

3.3 O Buraco Negro de Schwarzschild

Voltemos a atengao para a Figura 3.1. A linha tracejada (em preto) indica a regiao
r = 2M, a linha continua (em vermelho) representa hipérboles para regides de r < 2M e
a linha de trago e ponto (em azul) representa hipérboles para regides de r > 2M. Para
r # 2M quanto maior o valor de r mais afastada as hipérboles estao da origem, cada uma
representando um valor de r especifico. Essas hipérboles descrevem a linha de mundo

nas coordenadas de Kruskal de forma que fétons apresentam

d1 ] ;
— = nquan
7 enquanto que

) ) drT
particulas massivas |——

dX
arbitrario de uma particula massiva que sai de uma regiao » > 2M e cruza a linha r = 2M.
Pela restricao imposta, apds cruzar essa linha ela nao poderd cruza novamente afim de
retornar para a regiao r > 2M. Com base nisso o raio de Schwarzschild é definido por
rse = 2M. Qualquer sinal que entre na regiao r < 2M nao poderd mais sair dessa regiao
de forma que s6 é possivel determinar a massa de objeto. Porém para que um objeto
consiga chegar em r = 2M a massa central deve estar, no minimo enclausurada dentro
de uma esfera de raio 2M de forma a ter uma densidade p de

> 1. A linha pontilhada (em preto) representa o movimento

3¢

= 3G (3:70)

P

explicitando ¢ e G. Objetos que possuem tal densidade sdo denominado como Buracos
Negros.
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Figura 3.1: Extensao do espago-tempo de Schwarzschild nas coordenadas de Kruskal.As linhas tracejadas
representam a regiao para r = 2M , as linhas continuas representam a regiao para r < 2M e as linhas de
trago e ponto R > 2M. A linha pontilhada representa o movimento de uma particula. Imagem do autor.

Buracos negros sao objetos de grande densidade cuja distor¢ao do espaco é tao grande
que nem mesmo a luz consegue escapar [4]. A massa desses objetos devem estar no minimo
enclausuradas numa esfera de raio r = 2M e o sinal de luz que entrar nessa regiao nao
consegue sair. E a linha que separa o interior do buraco negro (r < 2M) com o exterior
(r > 2M) é chamado de horizonte de eventos. No interior do buraco negro a matéria
colapsa, devido a atracao gravitacional de forma que em r = 0 a curvatura ¢é infinita, como
podemos ver através da métrica (3.21). Embora previsto em 1916, foi apenas de 1960 que
os buracos negro receberam sua denominagao [32], ja que para Einstein e Schwarzchild
se tratava apenas de uma consequéncia matematica sem sentido fisico. Mais tarde foi
determinada a métrica para buracos negros em rotacao e com carga elétrica [20].

Entao definimos aqui que um buraco negro de Schwarzschild é um objeto compacto
cuja massa esta contida dentro de uma raio r < 2M em uma distribuicao esférica e estatica
que segue a métrica (3.21).

3.3.1 A Temperatura do Buraco Negro

Tendo a regiao delimitada por r = 2M como o horizonte de eventos, podemos definir
a area A do horizonte de eventos como

A =167 M? (3.71)
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de forma que conseguimos relacionar a area do horizonte de eventos com a massa do
buraco negro. Consideremos uma buraco negro de massa M; e area de horizonte A; o
outro com massa M, e area de horizonte A,. Sabemos que A; = 16mrM? e Ay = 16w M3.
Caso ele se fundam resultardo em um novo buraco negro de massa M = (M; + M,), pela
conservagao do momentum-energia, porém a area do horizonte de eventos A desse serd
proporcional a (M; + M>)? de forma que

A= 167T(M1 + M2)2
A =16m(M; + M3 + 2M; M) (3.72)

e portanto, A > A; + As. Algo bastante semelhante com o que acontece com a entropia
de um sistema. Em 1973 Stephen W. Hawking [33] relaciona essa lei com a lei de entropia
e logo pressupde que buracos negros tem temperatura. Em 1975 Hawking [34] argumenta,
e deriva, através da mecanica quantica, que essa temperatura, denominada temperatura
Hawking, é dada por
hc?

- 87GkpM
onde h é a contante de Planck dividida por 27 e kg é a constante de Boltzmann. No
sistema de unidades naturais (G = h = kp = c=1) fica

Ty — (3.74)

4mr,,

Ty (3.73)

que, para a métrica de Schwarzschild podemos definir essa temperatura como [13]

1 dgoo
Ty =——"—
= 4n dr

T=Tsc

(3.75)

Como o buraco negro tem propriedades termodinamicas, ela deve obedecer a lei do
equilibrio térmico e, consequentemente, emitir radiacao para o exterior. Hawking explica
essa emissdao [6,34] com base no principio da incerteza. Sabe-se que as flutuagoes de
energia AE de um sistema e o tempo de duragdo At delas é dado por [35]

AEAt > /2 (3.76)

e por isso é possivel que particulas sejam criadas e destruidas desde que obedegam a (3.76)
nao violando a conservacao de energia e dentro das leis da Mecénica Quéntica. Proximo
a regiao do horizonte de eventos ocorrem criacao de particulas — incluindo fétons —
em pares, pela conservacao de momentum, uma com energia negativa e outra positiva.
As particulas de energia negativa adentram no horizonte de eventos deixando a outras
particulas, de energia positiva, livres. Como a particulas absorvidas tém energia negativa,
o massa do buraco negro diminui, causando sua diminui¢ao. Esse processo é conhecido
como evaporagao do buraco negro. Como Ty é inversamente proporcional a M, significa
que a buracos negros mais massivos sao mais frios e a radiacao emitida é menos intensa,
aumentando o tempo de vida desses. Para buracos negros menores ocorre o oposto, a
emissao é mais intensa por conta da maior temperatura de forma que seu tempo de vida
seja mais curto.

Um problema que surge nessa teoria ¢ na etapa final de evaporacao dos buracos negro,
pois a medida que r — 0, Ty — o0 0 que corresponderia a divergéncia ultravioleta. Como
hé a previsao tedrica de buracos negros subatomico [36], deveria ser possivel identificar
essas emissoes. Uma das possiveis explicagoes para a nao deteccao é a nao-comutatividade
do espago-tempo, que resolve o problema da divergéncia ultravioleta na emissao de buracos
negros.
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Mecanica Quantica Nao Comutativa

4.1 Espaco-Tempo Nao Comutativo

A formulagdo de uma Mecéanica Quantica Nao-Comutativa se inspira na propria Me-
canica Quantica, a partir do principio da incerteza que descreve grandezas fisicas que nao
comutam através da relagao [35]' 2

[Q", Pj] = Q'P; — P,Q" = idy (4.1)

onde Q' e P; sao operadores hermitianos de posi¢do e momentum?®, respectivamente, que
substituem as vardveis candnicas de posi¢ao ¢' e momentum p; da fisica classica. Dirac
mostra que a regra de comutagao classica, envolvendo os parénteses de Poisson [37] entre
duas variaveis quaisquer f e g

frglp = 2L 09 0T 09

B dq' Op; - Op; Oq'
sdao, na verdade, um caso dentro do limite quantica para grandes escalas. Sendo assim,

para sairmos do tratamento classico e ir para o quantico segue-se a regra de quantizacao
de Dirac [38,39]

(4.2)

[f,9lp = —ilF, G] (4.3)

com f e g sendo as varidveis e F' e GG seus respectivos operadores. Porém, vemos que a me-
canica quantica trabalha com a incerteza dentro do espaco de fase, espaco 2N dimensional
formado pelas varidveis canonicas de posi¢do ¢' e momentum p;.

Baseando-se no trabalho de Girotti [40,41] faremos uma revisao sobre a formulagao
de um principio de incerteza aplicado ao espaco-tempo. Essa formulagao foi proposta
pela primeira vez em 1947 pelo Snyder [7] como uma forma de resolver o problema da
divergéncia do ultravioleta presente na teoria quantica como, por exemplo, nas integrais
de caminho de Feynman a curtas distancias. Principio esse que seria relacionado a um
valor extremamente pequeno — na ordem do comprimento de Planck de 1072*m — que
explicaria a nao deteccao dessa propriedade e ao mesmo tempo resolveria problemas de
divergéncias quando tendemos a distancias proximas de zero, r — (0, como no caso da
singularidade do buraco negro de Schwarzschild. Isso, pois terfamos a substituicao de um
ponto material por uma distribuicao de matéria em torno de uma célula de Planck.

IEstamos utilizando o sistema natural de unidades, onde A = 1.

2j = /=1 quando i ndo for indice.

3Nesse capitulo os indices i e j irdo se referir ao nimero de graus de liberdade presentes no sistema,
logo i, =1,2,...N com N sendo o nimero de graus de liberdade.
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4.1.1 Condicao de Quantizacao de Dirac

Para encontrarmos uma relacao de espaco-tempo nao-comutativo, iniciaremos com
a quantizacdo de um sistema dindmico candnico que possui vinculos de segunda classe.
Esses vinculos sao importantes, pois a nao-comutatividade do espago-tempo surge das
relacoes de comutacao nao nulas desses vinculos.

Comecamos com a definicao da Lagrangiana comutativa Lo em termos de variaveis
candnicas ¢' e p; ¢ do Hamiltoniano [37]

Le(d',pi) = pid' — H(d', ps) (4.4)

onde o ponto em ¢’ representa a derivada temporal de ¢*. Mas como a descricio de um
sistema dindmico nao é tnico [42], pode-se aumentar o espaco de fase acrescentando uma
nova coordenada v; e redefine o Lagrangiano como

Li(¢',v;) = vig — H(q', v;) (4.5)

cujas equagoes candnicas sao dadas por

OL¢c
D= e =V (4.6)
. JL¢
t= — = 4,
vt 0 (4.7)

com 7' e v; sendo as conjugadas candnicas de ¢' e p;, respectivamente. Dessa forma, a
partir de (4.6) e (4.7) obtemos os vinculos

T'=7"=0 (4.9)
e, aplicando os parénteses de Poisson a esses vinculos temos

0G;0G; 0G;0G;

(G, Gyle = onk ov,  Ov, Ok 0 (4.10)
o ort o1’ 9T 9T7
t J = — =
7] ork Qv Ovy, Ok 0 (4.11)
) . J . J
G T p = 0G; 0T’  0G,; 0T vy (4.12)

on k 8% 81% on k
que constitui um vinculo de segunda classe, porém nao com a relacdo de comutacao

que desejamos. Por outro lado, para obter tais vinculos faremos uma modificacdo na
Lagrangiana adicionando um termo como feito em [40]

LN = Uqu — H(ql, Ui) + @iQijvj (413)

Esse termo extra nao altera os graus de liberdade nem mesmo as equagoes de movimento
de Hamilton [37] ' '
¢ =I[¢ Hlp (4.14)
pi = [pi, Hp (4.15)

além disso, 6% deve representa os elementos de uma matriz anti-simétrica N x N.
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Nessa nova Lagrangiana os vinculos passam a ter as seguintes relagoes
T'=7' — 6, (4.17)
e os parénteses de Poisson agora sao

0G; 0G;  0G;0G;

G = — = 4.1
G, Gyl ork Ov,  Ovy, Ok 0 (4.18)
i ort o1’ 9T 9TY y
7 J — _ — 2]
T otk Qup vy Ok 26 (4.19)
, . OT7 . OT7
G, T p 0G0 930 (4.20)

= —_— — 17
ork Ov;  Ovy, Onk J
onde para obter (4.19) foi necessdrio usar a anti-simetria de 6%, caso contririo, retor-

narfamos as relagoes anteriores. Através do algoritmo de Dirac [43,44], encontramos os
parénteses de Dirac para ¢* e ¢/

[qi7 qj]D = [ql7 qj]P - 2[(]17 Gi]Peij[ij qj}P - [ql7 GZ]P[Tla qj]P + [qlaTZ]P[GU qj]P (421)
e portanto o -
[, ¢’']p = 20" (4.22)

além disso se mantém
[pi,pj]D = 0 (423)

Aplicando a regra de quantizagao de Dirac, encontramos as rela¢bes para um o espago-
tempo nao-comutativo.

Q" Q7] = 2i67 (4.24)
[P, Pl =0 (4.25)
@', Py = id"; (4.26)

Porém, como o espago-tempo classico é comutativo, é necessario formular uma relacao
entre as coordenadas nao-comutativas e as comutativas. Podemos entao definir um espaco-
tempo comutativo cujos operadores de posicao e momentum sao Qz e ]Sj, respectivamente
que obedecem as relagoes

Q. Q'] =0 (4.27)
[P, Pl =0 (4.28)
(@', Bj) = id'; (4.29)

e escrever os operadores ndo comutativos em funcdo dos operadores comutativos. As
fungoes definidas sao [41] o o

Q' = Qi — 0 P, (4.30)

P =P, (4.31)

que podem ser verificados facilmente. Vemos que o comutador entre dois operadores de
posicao é
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aplicando a propriedade dos comutadores [35]
[A—B,C —D]=[A,C]-[A,D]—[B,C]+ B, D] (4.33)
e utilizando (4.27), (4.28) fica
(@, Q7] = —67"(Q", By) — 0™ [Py, Q') (4.34)
usando (4.29) e sabendo que [A, B] = —[B, 4]
[Q, Q] = —it" + 6" (4.35)
e utilizando a anti-simetria de 6% chegamos em
Q" Q"] = 26" (4.36)

e as relagoes (4.25) e (4.26) também se confirmam se utilizarmos os operadores nao-
comutativos em termos dos operadores comutativos. A rela¢ao (4.24) mostra que o espago-
tempo apresenta um limite de tamanho minimo, definido por 6% que, no sistema de
unidades naturais, possui uma dimensao de area. Logo a definicio de ponto deve ser
substituida por uma regido central de incerteza ~ v/#% em relagio a algum eixo. Uma
das implicagdes que isso traz é de que uma massa pontual, na verdade, nao é mais bem
localizada, mas sim distribuida. Devido a isso uma das consequéncias, que sera visto na
proxima secao é a definicdo do produto entre fungoes que dependem da posicao.

4.1.2 Definindo o Produto Moyal

Como dito anteriormente, umas das consequéncias da nao-comutatividade do espago-
tempo é o produto entre fun¢des que dependam das posi¢oes. Como essas estao sujeitas
a incertezas proporcionais a V6%, as posicoes nao podem ser bem localizadas e, em con-
sequéncia, suas func¢des também nao. Para podermos definir uma nova regra para produ-
tos de fungoes no espaco-tempo nao comutativo partiremos do hamiltoniano classico para
uma particula de massa m sujeito a um potencial V(g")

; DiD;i ;
H(q', p;) = V(q* 4.37
(' pi) =5~ +V(d) (4.37)
e trazendo o correspondente quantico
o PP
H(Q' P) =5 =+ V(Q) (4.38)

,aplica-se (4.30) e (4.31) em (4.38) a obtém-se

H(Q' — 0" P, ) = ];ii +V(Q — 6" By) (4.39)

A equagao de Schroedinger [35] no plano nao-comutativo, em que os operadores Q= §
e B, =—ih 8/0q, fica

2 ~
G _ ;9%

o (4.40)

~ ~i .3 ik ~

2m
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Vé-se que o segundo termo do lado esquerdo de (4.40) é o que caracteriza a nao-
comutatividade do espago. Esse termo, de acordo com [41], pode escrito como

5.3
G O

V(q) exp{ih }\I/(q, t) (4.41)

< .
em que a notagdo 0 /9¢" signﬁca que a derivada parcial é aplicada na funcao a sua
esquerda, V(§), enquanto que d /0G" é aplicada na funcio a sua direita, ¥(g,t). Para

demonstrar que (4.41) é igual ao segundo termo da direita de (4.40), expandi-se a expo-
nencial, ficando

— =
=G0 0 .
V(q) go(n') {agieik% W(g,t) (4.42)

e aplicando as derivagoes devidas, lembrando que dentro dos colchetes ha uma soma em
¢t e uma em k, chega-se em

0 0

1 0 9 5 11k1 inkn CI\T 5
ngonlléqn &?nv(q)}e 0 [(zh) Ja aqkn\lf(q,t) (4.43)

O termo dentro do primeiro colchetes de (4.43), pode ser escrito adotando a transformada,
de Fourier [27] de V(G) e obtém-se

S\ N NT.
k) — (L / AL S

Aplicando (4.44) em (4.43), usando P, = —ih 8/8(}’“ e que a integral da soma é a soma
das integrais, tem-se

S|
e

o / (CM V(R (444)

o5 agr ] @mNe©

Nk S gk ("1 7 opi i n s A ~
/ WV(/ﬂ)eﬁq k Z (h) Ekil ook 0 k1.0 nkn(_l) Py - Py (G, t)  (4.45)
n=0 .

. 14 s . , . ~ ~ . _iL. .pikp
cujo ltimo somatério é nada mais que uma expansao da funcdo exponencial e~ w0

Com isso, demonstra-se entao que

9 .9

{/ (ngrﬁmv <%>e%’é'[@-9ikﬁﬂv<%>} W(G,t) = V() exp{maqieik 5o }m f)  (4.46)

e como o lado esquerdo é uma transformagao de Fourier, vé-se que

9 9 .0
5 ik SN (A : ik ~
Vv (q + tho (9(]’“) V(g t)=V(q) exp{zhaqzﬂ G }\I/(q, t) (4.47)

que é definido como produto de Greenwald-Moyal V() *W(q,t). Esse produto é isomérfico
em relagdo ao produto de fungoes no espaco comutativo [41], ou seja

/V(q) « U(G,1)da = /V(g)\lf(cj, t)dz (4.48)

Como a integral reduz o produto Moyal para um produto simples, para que seja
possivel estudar o comportamento nao-comutativo é necessario expandir a funcao V(q)
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em 0% através da teoria de perturbagoes. Porém segundo [45] essa expansao sé daria
origem a termos que representam um fator de fase, nao trazendo novas informagoes. Veé-
se também que se V(q) for uma fungao polinomial, a expansao do produto Moyal é finita.
Girotti [40,41] demonstra que a nao comutatividade aplicada ao oscilador harménico
quantico se assemelha a uma particula carregada sobre acdo de um campo magnético
constante, modificando a termodinamica de um sistema no limite da ndo-comutatividade.

Pelas dificuldades impostas na tentativa de obter uma expansao dos termos de 6%
numa modelo relativistico, o conceito de estados coerentes sera usado para que se possa
obter uma formulagdo da mecanica quantica nao-comutativa que possa ser aplicado ao
Buraco Negro de Schwarzschild.

4.2 Sobre Estados Coerentes

4.2.1 Operadore de Criacao e Aniquilacao

Para fins de facilidade e sem perdas de significado iremos reescrever (4.24) suprimindo
a constante para dentro de 6%
(@', Q"] = 16" (4.49)
e considerando um espaco-tempo de dimensao 241, escrevemos as relagoes de comutacao
das coordenadas espaciais na forma

[Q", Q7] = i€ (4.50)
@', Pj] = id", (4.51)
[P, Pj] =0 (4.52)

onde € é o tensor de Levi-Civita de segunda ordem e 7,j = 1, 2.

Uma das diferengas presentes no espago-tempo nao-comutativo é que devido a (4.50)
nao ¢ possivel encontrar um autovetor que seja comum a Q' e Q%. Com isso, é conveniente
trabalharmos com um conjunto de estados em que podemos utilizar para definir valores
médio dos operadores de posi¢ao. Assim, introduziremos [46]

1

A= E(Ql +iQ?) (4.53)
Al = \}E(Ql —iQ?) (4.54)

cujo comutador é
[A,AT] — ;[Ql +ZQ2,Q1 . iQZ]
= ;le Q' —i[QY, Q% +i[Q% Q' + [@*, Q) (4.55)
=0

que pode ser comparado com os operadores de destruicao e criacdo usados para resolver
o oscilador harménico quantico [35] quando # — h. Se definirmos um estado |a) em que
o operador A tenha uma autovalor a associado de forma que

Ala) = a|a) (4.56)
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(a] AT = (a| @ (4.57)

com a representando o complexo conjugado de a. Podemos dizer entao que existe um
conjunto de estados coerentes [47]. Os operadores associados a esses estados devem seguir
a mesma algebra daqueles associados aos estados de um oscilador harménico [48]. Sendo
assim definimos o operador ntimero N como

N=AA
= Qi)@'+ i)

— QU QQ Q@)
= QQ Q0 +0)

(4.58)

e Nt
NT = AAT

- Q' QQ —0) (459)
_N+6

Comutando N com os operadores A e AT obtemos

[N, A] = [ATA, A]
= Al[A, A] + [AT, A)A (4.60)
= —0A

[N, AT] = [ATA, AT]
= AT[A, AT+ [AT, AT]A (4.61)
= A
onde usamos a propriedade dos comutadores [AB,C| = A[B, C] + [A, C|B. Um operador
nimero aplicando em um auto-estado |n) associado resultard em um auto-valor n

N n) =n|n) (4.62)

Nt |n) = (n+0)|n) (4.63)

com n tendo que ser um multiplo inteiro de # como veremos a seguir. Aplicamos agora
os operador NA e NAT sobre o estado |n)

NAln) = ([N, A] + AN) |n)

e A (4.64)

NAT|n) = ([N, AT} + A'N) |n)
=(n+ 6’)AJr |n)
como o operador N indica o nivel que o estado |n) se encontra, podemos concluir que

os operadores A e A’ realmente fazem o papel de operadores de destruicdo e criacio de
forma que

(4.65)

Aln) =c|n—0) (4.66)
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Alln) =d|n +6) (4.67)

onde c e d sao constantes de normalizacao que devem ser definidas. Observamos também
que n deve ser multiplo inteiro de 6, ja que deve existir um nivel fundamental — estado

de vacuo — em que
A0y =0 (4.68)

4.2.2 Relacao de Recursao

Para a determinar ¢ faremos
(n| ATAn) = (n] |c]* |n) (4.69)
como do lado esquerdo temos o operador nimero, temos que

c= i (4.70)
com a convencao de que c é real e positivo. Para determinar d faremos o mesmo processo

(n| AAT[n) = (n]]d]* |n) (4.71)
e assim como anteriormente, aqui temos o operador N

d=Vn+0 (4.72)

e entao

Aln) =+/nin —0) (4.73)
Alln) =vVn+0|n+0) (4.74)

Como existe um estado de vacuo, podemos escrever qualquer estado |n) como uma
sucessdo de operadores AT a partir de |0). Para isso vemos que

) = S0

)2
= \/ﬁ(\f/lﬁ In — 26) (4.75)

(Af)m

:W|O>

onde fizemos n = m#, com m sendo um nimero inteiro que também identifica o nimero
de vezes que o operador A’ foi aplicado. E assim confirmamos que os operadores A e Af
formam um conjunto que segue a algebra dos operadores de destruicao e aniquilacgao.

4.2.3 Estado de Vacuo

Com (4.75) podemos descrever o estado |a) na base |n) em termo de estado de vicuo
|0). Primeiro fazemos
Am

(nfa) = (mlgmyi2 (0a) (4.76)

como A aplicado sobre |a) tem auto-valor a

am

(nla) = (mlgm)i72 (0la) (4.77)
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Sobre um estado |a) aplicamos um operador de projecao para a base de |n) de forma que
= _In) (nla) (4.78)

utilizando (4.77) ficamos com

&Y g em 1) (4.79)

m

precisando determinar (0|a), para isso faremos calculemos quadrado do comprimento de

|a)

‘a’2m

(ala) = | (0]a) IZ g (4.80)

onde foi usado a relagao de ortonormalidade

(niln;) = 03 (4.81)
o somatoério que aparece em (4.80) é uma expansao de uma fungdo exponencial, entao
aa
(ala) = | 0la) [ exp{ %'} (152

e como |a) é normalizado (a|a) = 1, portanto

(Ola) = exp{ -7 (1.8

20
assim 3 "
) :exp{—gg}%ngm)mm (4.84)
Utilizando (4.75)
ja) — eXp{—gg} T (zf;r 0) (4.85)

e vendo novamente que o somatorio se trata da expansao de uma funcao exponencial
aa aAf
a) = eXp{ : e}exp{ } 0) (4.86)

4.2.4 Relacao de Completeza

Se a base |a) é uma base completa, ela deve ter uma relagdo com completeza.

[1a) tal (487)

de forma que (4.87) nao seja divergente e com d?a = d(Rea)d(Ima) é a 4rea infinitesimal
do plano de a [47]. Em coordenadas polares (4.87) fica

[ laXal lald|alds (4:88)
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onde |a| = v/aa e a = |a|e’® é a representagio exponencial do complexo a, cujo complexo
conjugado entdo é a = |ale™* e ¢ representa o angulo que |a| faz com o eixo dos reais. Para
determinar a relacao de completeza faremos com uso de (4.84) e sabendo que |n) = |6m)

ot =en{ -1 S | Sl as

podemos separar o produto dos somatorio entre aqueles em que m; = msy e aqueles que
my # msy deixando (4.89) na forma

B |al|? ama™ a™am?
‘a><a/| - eXp{_e m:ﬂ;:mz 'em |n n‘ +m§m2 ( 1!8m1)1/2(m2!6m2)1/2 ‘n1><n2‘
(4.90)
Fazendo uma troca de variavel a = i, a relagdo de completeza fica

Vo
[ laal VBlajdlaldo (4.91)

e (4.90)
) amam

la)a| = o lol? [ Z (a In)n| + Z )2 (my 1)1/2 |n1)<n2]] (4.92)

m=mi=ma mi#msa

utilizando a forma exponencial de o em (4.92)

foP o]

l 1 2 |
m=mi=ms2 mi ;ﬁmz m / m )

la)a| = el [ > (n|+

1/2€Z(m1_m2)¢|"1><n2|] (4.93)

aplicando (4.91) vemos que o segundo termo dentro dos colchetes de (4.93) sera nulo, pois
2
/0 elmi=m2)9 qg — 2700y mo (4.94)
sobrando apenas o primeiro termo, logo
00 9 ‘a’2m+1
/|a>(a| d*a = 27\/5/ el > — In)Xn|d|a| (4.95)
0 —~  ml!
efetuando mais uma troca de varidvel em || na forma y = |a|* ficamos com
[laXald?a = avo [~ e S L nnl dy (4.96)
0 — m!

como [y e Yy"dy = m! [49], ficamos com

/ la)a| d?a = 78S |n)n
=m0

mostrando que |a) é uma base completa de forma que podemos representar os valores
médios de Q' e Q? a partir dessa base. De (4.53) e (4.54) temos

(4.97)

Q' = T(A + AT (4.98)
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Q* = —E(A — A" (4.99)

portanto.

(aQ'|a) = (alf(A+AT)!a>

_ \}E(a +a) (4.100)
¢' =V2Rea
(a|Q7la) = M—E(A — A")a)
" (a-a) (4.101)
V2
¢ =+v2Ima

De forma que o vetor espacial ¢ = (¢!, ¢*) representa a posigdo média da particula no
espac¢o nao-comutativo. Como sao valores médios eles nao representam auto-valores, po-
dendo ser medidos simultaneamente [50]. Da mesma forma é possivel determinar o valor
esperado de qualquer outro operador F', desde que seja em fungao dos operadores posi¢ao
Q, i = 1,2 e associa-lo & uma funcdo f na forma

(a|F(Q", Q*)a) = f(q", ¢%) (4.102)

4.3 O Espaco-Tempo em uma Distribuicao GGaussiana

Como podemos o valor médio para qualquer fungdo de F(Q', Q?), vamos considerar
uma onda plana na versao nao comutativa

eiPiQ _ i;Ql+ip2Q? (4.103)
onde p; é 0 momentum conjugado de ¢*. Como o valor médio é feito na base |a) é interes-

sante escrever a funcao de onda em termo de operadores de aniquilagao e de destruicao.
Utilizando (4.98) e (4.99) ficamos com

p1tip2 5 P1—Up2 i(pr AT +p_A)
ex AT+ 2 A| ) = "\P+4 TP 4.104
p{ l V2 NG ” (100

onde denotamos p, e p_ para fins de simplificacdo. e como os operadores A e Af nao-
comutam, usaremos a férmula de Backer-Hausdorff [50] para fazer uma decomposigao

eiP+ATp-A) _ gips Al ip- A Z= (A4 (4.105)

reescrevendo py e p_ em termos de p; e pg, usando (4.55), (4.100), (4.101) e sabendo
que um operador no expoente aplicado a uma auto-estado desse operador resulta em
e |a) = € |a), com ¢ sendo uma constante, obtemos

<a‘ei(p1Ql+p2Q2)|a> — exp{( @ +ip q> } (4.106)



4.3. O Espago-Tempo em uma Distribuicdo Gaussiana 49

com j'= (p1,p2) e ¢= (q1, ).

Observamos que (4.106) é uma fungao que representa um pacote gaussiano de ¢ na
representagao de p’ [35] de forma que podemos interpretar como uma fun¢ao de onda de
uma particula livre no espago nao-comutativo [50]

(plg) = exp{ (—0(71)2 +ip- cf) } (4.107)

no espaco comutativo quando dois auto-vetores de base |z) e |y) sdo ortogonais [35]
obedecem a relagao
(zly) = 6(Z —9) (4.108)

porém o espago nao-comutativo podemos ver, através de (4.107), a condigao de ortogo-
nalidade nao ird dar origem a uma funcao delta de Dirac, sendo uma consequéncia da
nao-comutatividade. Comecemos com a defini¢cao dada por [50] que diferencia de [35] por
uma constante de normalizacao

2

le) = [ 5 ) ) (4.109)

onde |z) e |y) serdao as bases dos vetores ¥ e § conjugados de ¢. Aplicando (4.107) e
usando (A|B) = ({(B|A))*, no qual o sinal * serve para representar o complexo conjugado,
obtemos

= cﬂpexp{ﬂg }exp{—iﬁ- @ - ) (4.110)

com ' = (pg, py) temos (p)* = p3 +p; e o diferencial d*p = dp,dp, de forma que podemos
rearranjar os termos de (4.110) na forma

2 2

(ylz) = (2;)2 </_°:o dp, exp{—egm —ipgcx}) (/_O:o dp, exp{—egy —ipyy}> (4.111)

Para resolver as integrais em (4.111) usaremos o resultado tabelado [51]

/ dpe=0%" b = \/?ebQ/‘m (4.112)
—00 a

1 z? 4 1
(y|z) = 27r06Xp{_ 59 (4.113)

obtendo

o expoente em (4.113) pode ser escrito em termos de vetores Z e ¢ na forma (7 — ¥)* =
2?2 + y? — 2xycos ¢, j4 que ¢ é o angulo entre T e § que sdo ortogonais — a escolha foi
feita para que (a|b), entre vetores |a) e |b) ndo ortogonais, também possa ser incluso —

ficando assim ( )2
1 r—1
(ylx) = 59 exp{—} (4.114)

Esse resultado mostra o efeito da nao-comutatividade ao substituir uma fung¢ao delta
de Dirac, relacionada a posigoes pontuais, por uma distribuicao gaussiana de meio com-
primento V0 que corresponderia a um comprimento minimo de uma espaco "borrado".
Vemos também que no limite comutativo, 8 — 0, retornamos a funcao delta de Dirac.



Capitulo 5

Buraco Negro de Schwarzchild na
Geometria Nao-Comutativa

5.1 A Nao-Comutatividade no Momentum-Energia

No espago-tempo comutativo, massas pontuais sao bem localizadas. Porém, como
vimos no capitulo anterior, quando adotamos um espago-tempo nao-comutativo essas
massas pontuais passam a ter sua localizacao distribuida em torno de uma posicao central
com meia largura na ordem de v/8. Isso faz com que as posicoes 2 e ¥ em um plano de
referéncia sejam mediados por um principio da incerteza

Qv
Azt Az? >

(5.1)

como podemos concluir de (4.49). Na se¢do 2.4 deduzimos a equagdo de Einstein ado-
tando argumentos classico e sem considerar efeitos da nao-comutatividade. Embora isso,
nao ha a necessidade de reformular a equagao de Einstein para o espago nao comutativo.
A motivagdo para isso é que a nao-comutatividade é uma propriedade intrinseca de uma
manifold' que afeta a distribui¢do de matéria e energia [11,12] embagando objetos pontu-
ais. Enquanto que a curvatura é uma forma que quantificar a intensidade de uma campo
gravitacional em termos de geometria. Dessa forma a nao-comutatividade deve afetar
apenas o tensor momentum-energia, mantendo inalterada o tensor de Einstein. Dessa
forma podemos assumir uma densidade de massa p(r) para uma particula de massa M
no espago nao-comutativo como uma fungao gaussiana do tipo [12,13,52]

M —r2/49

p(r) = We (5.2)

que representa também uma distribuicdo estatica e simetricamente esférica. Veja que
para V0 < r a exponencial é aproximadamente nula e (5.2) volta a representar uma delta
de Dirac. Uma das consequéncias diretas é que havera uma modificacdo na componente
T% = p(r) do tensor energia-momentum.
Sobre a densidade de massa p é importante destacar algumas propriedades [13]. Se
tomarmos a derivada de p(r) em relagdo a r obtemos
dp

= —Kre "/ (5.3)

'Manifold ¢ o termo utilizado para descrever um espaco topoldgico localmente Euclidiano. [15]
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2M _ .
onde K = W Se observarmos na Figura 5.1 que representa p(r) para diferentes

valores em termos de M, no limite no qual r < v/#, (5.3) tende a zero de forma que
p(r) = p(0), enquanto que no limite r > 4v/0 a derivada também se anula, s6 que p(r) ~
constante < p(0). E no limite assintético com r > 2M, p(r) =~ 0.

Como a massa é dada por uma distribui¢do gaussiana, devemos determinar seu valor
através de uma integral de p(r) sobre um volume de raio 7’

m= | 4mp(r)r'dr’
0

B /7’ A Mr"
o (470)3/2

ey (5.4)

T 2
/26 r /49dT/

M / -
27032 Jo
r'? V40

fazendo uma troca de variavel u = 0 temos que dr’ = 5 du. Fazendo todas as

substitui¢oes de 1’ em (5.4) ficamos com

m = 27 T2/40 U1/26_u
QM /40 '
u3/2—16—u

N
de [49] temos a fungao
I'(n) = / " le™ = (n —1)! (5.6)
0
e se verificarmos em (5.5) temos uma fungao semelhante, com a diferencia que o limite su-

3 2
perior de integracao é finito, logo podemos definir uma fun¢ao gama incompleta (2, 4:9)

3 f,~2 7"2/49 _ —u
e a massa da particula serd dada por
2M (3 r?
=—|=, = 5.8
m=2%(37%) 58)

2
r
notemos que no limite comutativo 0 — 00,7 = /7/2 e m = M. Ainda néo foi possivel

CcOomo

detectar efeitos fenomenolégicos da ndo-comutatividade [13], o que leva a suposicao de que
V0 < 107¥m. Logo para largas distancias, efeitos ndo-comutativos nao devem interferir
na métrica, sendo observével apenas no limite r ~ v/#. E como podemos ver na Figura
5.2, pelo comportamento assintético, para r 2 5v0 os efeitos ndo-comutativos ja sdo
despreziveis, pois na esfera de volume 5v/8 j& temos praticamente toda a massa do objeto
e a métrica obedecendo a métrica comutativa de Schwarzschild. Condicao essa que estd
em acordo com o que vimos também na Figura 5.1, ja que para r = 5v/6 temos p(r) ~ 0.

Mesmo pensando que nessa distribui¢ao de massa tivéssemos um fluido dindmico, pela
simetria esférica, pelo teorema de Birkhoff, estariamos impedidos de detectar quaisquer
manifestacdes dessa dindmica em uma distancia maior que 5v/6.
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Figura 5.1: Densidade de massa p(r) para diferentes valores em termos de M. A linha continua (em azul)
se refere a 1M, a linha tracejada (em vermelho) a 1.5M e a linha pontilhada (em preto) a 2M. Para
r > /0 a densidade e praticamente nula, enquanto que para r < /6 a densidade é constante e préximo
de p(0). Imagem do autor.
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Figura 5.2: Massa do objeto (em termos de M) em fun¢ao do raio r, de acordo com a fungdo de densidade
p(r). A linha continua (em azul) se refere a 1M, a linha tracejada (em vermelho) a 1.5M e a linha
pontilhada (em preto) a 2M. Para r > 5v/6, m é praticamente contante. Imagem do autor.

5.2 A Meétrica de Schwarzschild Nao-Comutativa

Como a nao-comutatividade afeta apenas o tensor momentum-energia, podemos re-
solver a equacao de Einstein no espaco nao-comutativo para uma simetria esférica através
da métrica de Schwarzschild aplicando (5.8) na métrica (3.21) e o resultado ¢

-1
dr? —r?(d6? 4 sin® 0d¢?)

(5.9)
vemos que o horizonte de eventos s ird ser em 5. = 2M no limite comutativo (para valores
de 7?/460 > 1), logo devemos determinar a posi¢do do horizonte de eventos. Vimos na
secdo 3.2 que o horizonte de eventos delimita a regido onde os sinais de dt? e dr? sao
trocados, de forma que uma componente tipo tempo passe a ser tipo espaco e vice-versa.
Na métrica comutativa de Schwarzschild o horizonte de eventos é definida na regido onde
goo = 0 em r,. = 2M. Sendo assim, devemos procurar por valores de r nos quais gy = 0.
Mas como a fungio v(3/2,72/460) é uma funcio crescente com comportamento assint6tico
e a fungao 1/r é decrescente e com comportamento também assintético, espera-se que
possa ser possivel haver dois horizontes? dependendo do valor de M, assim como pode

ds* = <1 - %7(3/2, r2/49)) dt* — (1 - %7(3/2, r2/49)>

2 A partir daqui, quando nos referirmos a horizonte estamos nos referindo ao valor de r em que ggo = 0,
delimitando um horizonte de eventos.
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haver solu¢oes em que nao ha horizonte. Para determinar os limites de M para a existéncia
ou nao de horizonte vemos o minimo local de gy aplicando uma derivagao em r.

dgoo d ] 4M
dr  dr r/m 7
como a derivada deve ser nula no minimo, podemos reduzir para

; (i’y(3/2,r2/49)> =0 (5.11)

(3/2,r2/4<9)> =0 (5.10)

uma conclusao que se tira diretamente de (5.11) é que r onde ggo ¢ minimo independe do
valor de M de forma que sera o mesmo para todo objeto esfericamente simétrico.

Outro ponto é que na derivada temos fungoes inversas e exponenciais de forma que nao
podemos resolver analiticamente. Sendo assim foi desenvolvido uma pequena aplicagao
em Python® para determinar os valores de r minimo e o resultado foi r ~ 3v/6. Agora
podemos determinar se ha um valor de M em que 7 = 3v/0. Vamos agora determinar o
valor de My onde ggo = 0 em 7 = 3v/0. A importancia desse valor de M é devido ao fato
de ser o valor limite entre a situacao que podemos ter dois horizontes e a que podemos
nio ter horizonte. Para encontrar, basta considerar ggo = 0 para r = 3v/0 de forma que

 3Vor
© 49(3/2,9/4)

resolvendo de forma numérica, encontramos My ~ 1.9v/0. Podemos ver na Figura 5.3,
que para 1.9v/6 ha um horizonte degenerado que corresponde a situacio limite que [12]
chama de buraco negro extremo. Para valores M < 1.9v/8 ndo hé horizonte formado,
logo néo é possivel formar um buraco negro. Ja para M > 1.9v/8 ha dois horizontes
formados. Para r = 0, ggg = 1, retomando a geometria de Minkowski ao invés de haver
uma singularidade como no caso comutativo. E seguindo o comportamento de gy para
M > /0 um dos horizontes tender4 a ser formado em r = 0, dando origem a singularidade
no caso comutativo, enquanto que o outro tendera a se formar em r = 2M. Esse resultado
¢ importante, pois mostra que um buraco negro precisaria de uma massa minima para
ser formado no espago-tempo nao-comutativo, sem ficar em desacordo com o ja previsto
pela métrica comutativa de Schwarzschild.

M, (5.12)

5.3 A Termodindmica do Buraco Negro Nao-Comu-
tativo

Na secao 3.3 vimos que a temperatura Ty de uma buraco negro é dado em termos da
componente gopo da métrica

1 (dgoo
oo L 5.13
L < dr > _— ( )
utilizando ggp da métrica (5.9) ficamos com
1 d a4M
=—— |1——~(3/2,r*/40 5.14
=g (- G| (514

30 cédigo encontra-se no Apéndice A.
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Figura 5.3: goo = —g,,- em funcio de r para alguns valores de M. A linha continua (em azul) se refere

a 1M em que nao hé horizonte; a linha tracejada (em vermelho) se a 1.9M e hé apenas um horizonte; e
a linha pontilhada (em preto) a 3M e ha dois horizontes. Imagem do autor, mas inspirado em [12].

aplicando a regra do produto

Ty

14M (1 1d
— < (5.15)

S —57(3/2,7%/40) - v<3/2,r2/49)>

rdr
para podermos realizar a derivagio em r sobre a funcio v(3/2,7?/46) vamos abri-la e
2

T=Tsc

r .
escrever em termos de r, lembrando que u = 0 e a derivada fica

d r 7~2€*T2/49 T2677"2/49
. (/0 g dr) - (5.16)
de forma que
14M (1 re=" /40
Ty = —— | =7(3/2,r%/40) — ———— 5.17
1= g (o - )| (5.17
da métrica (5.9) podemos ver que
4M
Toe = ﬁ7(3/2, r2./46) (5.18)
Utilizando (5.18) em (5.17) ficamos com
1 73 6—r§c/49
T = 1— s¢ 5.19
7 dnr,, ( 493/27(3,2,7"36/49)) (5.19)

que no limite comutativo retornamos para (3.74). Nessa expressao a temperatura cresce a
medida que r,. decresce de forma a ter uma divergéncia em r — 0. Por outro lado, a versao
nao-comutativa pode ter um outro comportamento na regido préxima de v/ [12,13]. Na
Figura 5.4 esta representado a temperatura do buraco negro em funcao de seu raio, as
unidades para Ty estdo em 0-/2 ¢ de r = 1y, em V6. Diferentemente do caso comutativo,
representado pela linha tracejada (em vermelho) que a temperatura diverge para r — 0,
0 caso nao-comutativo apresenta um maximo de temperatura, além de cair para zero
quando 7y, ~ 3v/6. Para r < 3v/0 ndo hi temperatura definida, ja que estd abaixo do
raio minimo para formar um buraco negro. Para o regime de r > 3v/0 os efeitos da
nao-comutatividade ja sao despreziveis.
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Figura 5.4: Ty, em unidade de §~/2 em funcio de r = 7., em unidade de v/# para o caso comutativo

representado pela linha tracejada (em vermelho) e para o caso nado-comutativo representado pela linha
continua (em azul). Percebe-se que no caso ndo comutativo a temperatura chega a um valor maximo e
decresce rapidamente para 0 em r ~ 3V, a medida que r diminui. Para r < 3v/ ndo h4 temperatura
definida, pois é menor que o valor minimo para se ter a formacdo de um buraco negro. O maximo se
encontra em r ~ 4.75v0 e com T ~ 0.015/\/5. A partir de r = 66 as temperaturas j4 coincidem.
Imagem do autor inspirado em [12].

Para determinar a temperatura maxima, foi utilizado novamente uma aplicacdo em
Python cujo co6digo se encontra no Apéndice B. Nele foi determinado que a temperatura
méaxima ¢ de Times ~ 0.015071/2 e ocorre para um raio de r ~ 4.75v/0. Interessante
observar que quando r ~ 3v/6 que corresponde a M que forma um buraco negro sua
temperatura cai para 0 deixando um buraco negro congelado [12].

Como a radiacao Hawking depende proporcionalmente da temperatura, um buraco
negro emitiria radiacao, perdendo massa e, consequentemente diminuindo seu raio. Para
o caso comutativo essa radiacao deveria ser cada vez mais intensa, enquanto que no caso
nao-comutativo essa emissao encontra um ponto maximo e entao passa a diminuir cada
vez mais, aumentando o tempo de evaporacao do buraco negro.

5.4 Energia-Momentum e Curvatura

Como a densidade de massa é dada por uma distribuicao gaussiana espera-se que uma
particula de dimensoes ~ v/# se comporte como um fluido cujo tensor energia-momentum
seja da forma

p 0 0 0
0p. 0 0

=10 b 0 (5.20)
00 0 po

com p, representando uma pressao radial e p; uma pressao tangencial [13] que deve ser
igual para 7% e T%?, pois estamos lidando com uma simetria esférica. Para isso iremos
determinar as componentes do tensor energia-momentum para o caso nao-comutativo.
Partindo da condigao de conservagao covariante temos

v, T =0 (5.21)
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aplicando (2.48)
V,TH = 0,T" + TH T + TV T (5.22)

escrevendo os simbolos de Christoffel em termos da métrica com (2.75)

1 1
VI = 0,1 +5T A G (OrGva+ Oy Gor—Oagur) + §T“A9”“(8Agua+8ugm —0agur) (5.23)

como a métrica possui apenas a diagonais nao-nula, podemos suprimir o somatério em
«. Da mesma forma, podemos suprimir o somatorio em \ ja que T*” também s6 possui
termos diagonais. Dessa forma, aplicando p = r e mantendo o somatério em v ficamos
com

1 1
VVTTV == &JTry + §T>\Vgra(a)\gya + &Jga)\ - aagu)\) + 7Tr/\gya(a)\gua + 81/901)\ - 80191//\)

2
1 1
- arTTT + iTVVgTT(anw + 8ugru - argl/”) + §TTTgVV(aTgVV + anVT‘ - anW’)
1 1
— arTrr + T”g”argw . 5Tw/grrargm/ + 5Trrguuargwj =0
(5.24)

podemos abaixar um indice de 17"
T — graTra _ grrTrr (525)

e aplicar apenas & derivada parcial de T"" de (5.24)

1 1
ar <g7"7‘TT‘T) _"_ TTTgTTaTgTT _ 7Tlll/g7‘7"a7‘gyy + iTTTgl/l/aTgyy — O

: - (5.26)
Trrargrr _"_ grraTTrr _"_ T""T’g’,"rarg,rr _ 57’71/1/'g7”7"8'r'glllj + §Trrgl/1/arguy — O
Pro (2.38) temos que
gragar = gTTgrr =1 (527)
de forma que ¢ = (g,») ! e entdo
1
0.9 = 0,(g,r) ! = ——50rGrr (5.28)

aplicando esse resultado no primeiro termo do lado esquerdo de (5.26)
1 rr T rr _rr 1 vy Tr 1 rr Vv
rTargrr + g arT r + T g argrr — iT g argw/ + §T g argw/ =0 (529)

rr

_Tr

faremos agora com uso de (5.25) e (5.27) uma contragdo multiplicando todos os termos
de (5.29) por g,

1 1
—TTTQM rGrr + 87"TTT + TTTQW rGrr — iTW@«gW + *TTTQW rJuvvy = 0

2 % (5.30)
oT", — iTVUargw + §Trrgw G = 0

Em (5.30) faremos a substitui¢ao do segundo termo do lado esquerdo por

Tl/l/ — gl/aTlla — gljl/Tl/V (531)
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ficando

1 1
arTTr - iTuqu G+ iTTrgVV rQuy = 0 (532)

rearranjando os termos temos

1
arTrr = —ggw rgw/(TTr - TVZ/) (533)

expandindo o somatoério em v, havera um cancelamento para v = r

1 1 1
arTTr - _590087"900<TT7" - TOO) - 59008T909(TT7’ - TQ@) - §g¢¢arg¢d)(Trr - T¢¢) (534)

resolveremos o dltimo termo do lado direito de (5.34). Por (2.38) temos que

9o = 9% 9ps = 1 (5.35)
9" 9o = 9”900 = 1 (5.36)
e
Jop = r°sin? 0 = gggsin® 0 (5.37)
1 990
o _ — 5.38
I r2sin?0  sin®0 (5:38)

de forma que
9°°0,960 = 9”0 goo (5.39)

e aplicando (5.39) em (5.34), e pela simetria esférica T% = T, obtemos

1
0Ty = =59"0ngoo(T"r = T%) — 9" Orgoo(T" = T") (5.40)
Pela condigao da métrica de Schwarzschild ggo = —(g,-) !, de forma que para preserva-
la devemos ter 1", = T% = p, com p sendo dado por (5.2)%. Assim (5.40) fica

Orp=—9"0,g00(p — T%) (5.41)

na métrica de Schwarzschild temos para a componente ggg = r2 e portanto ¢%° = ot ja

que ¢°*gas = g% g9 = 1, de forma que obtemos para T?

r

T = p— iarp =Dy (5.42)

Como p, # p,, temos um fluido anisotrépico. O fato de haver uma pressao nao-nula é

consequéncia da nao-comutatividade, pois a massa nao sendo pontual deve ter a pressao

gravitacional compensado por uma pressao radial de sinal oposto. Dessa forma uma massa
pontual é representada por uma gota auto-gravitante [13]. Porém como

r

pL—pr =50 (5.43)

essa diferenca s6 deve ser significante para r &~ v/ e em largas distancias deve-se retornar
ao comportamento de um fluido perfeito [3]. Como podemos na Figura 5.5 os valores de
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Figura 5.5: Pressdo radial (tracejada em vermelho) e pressao tangencial (continua em azul) em fungéo
de r. Para r > 5v/0 a diferenca entre elas é considerada desprezivel. Imagem do autor.

pr (tracejado em vermelho) e p; (continuo em azul) tem sua maior diferenca v/ e 3v/0 e
para r > 5v/0 a diferenca ja é desprezivel.

Na teoria comutativa a curvatura R é infinita quando » — 0 de forma que obtemos
uma singularidade. D4 equacao de Einstein na forma (2.117), sendo k = 87 (G=1) temos
que

R=—-8xT
= 81(T% + 17, + T +T%) (5.44)
= —8m(p+pr+pL+pL)

como p, = p e p; é dado por (5.42), resolvendo para r = 0, temos

M
= — 2 _—
R 37T(47T9)3/2

AM

03

(5.45)

e dessa forma o modelo nao-comutativo prevé que em r = 0 a curvatura é nao nula e finita
e para a regiao proximo de r = 0 pode ser considerada constante e, dessa forma, corres-
ponder a um espaco localmente de De Sitter [18]°. Devido a curvatura finita, no centro
do buraco negro ocorre indugoes através das flutuagdes quéanticas [3]. Essas flutuagoes
dariam origem a pressao radial prevista anteriormente ficando de acordo com as previsoes
jé feitas e resolvendo o problema da singularidade em r = 0 no caso comutativo. E para
r >0 , como p, e p, tendem a zero nesse limite, R também tenderd a zero, de forma
a descrever um espago sem curvatura retornando a geometria de Minkowski.

4No artigo de base [3] a assinatura adotada foi {-,+,+,+} de forma que T = —p. A consequéncia
disso é apenas a inversdao dos sinais de p, e p;, mas sem perda de significado.

SEspaco de De Sitter é uma espaco em que a curvatura é constante e finita, e se relaciona com a
constante cosmoldgica que nio foi considerado nesse estudo [18].
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Conclusoes

Vemos que a nao-comutatividade do espaco-tempo traz consigo uma necessidade de
reformular a mecAnica quintica nos limites préximos a v/@, uma vez que o produto entre
fungoes é substituido pelo produto Moyal. Embora tal substituicao mantenha a isomorfia,
a obtencao de termos de uma expansao, afim de procurar por efeitos, se torna um processo
trabalhoso, mesmo para o caso nao relativistico e sem spin, como o que foi trabalhado.
Para uma formulagdo mais completa dos efeitos da nao-comutatividade teriamos que fazer
uma formulacao dentro da teoria quantica de campo. Entao a adoc¢ao de estados coerentes
para justificar a distribuicao gaussiana para um buraco negro que substitui a singularidade
se torna bastante conveniente.

Com a simples ideia de um tamanho minimo para o espago-tempo resolvemos o pro-
blema da singularidade presente na teoria de buracos negros, ja que um ponto de volume
zero e densidade infinita é substituido por uma distribuicdo gaussiana de massa. Vemos
que essa substituicdo ndo traz inconsisténcias com o que ja foi estudado até o momento,
j4 que para valores > v/0 seus efeitos ja sdo despreziveis. A nao-comutatividade prevé
uma pressao radial que evitaria o colapso gravitacional, tornando o buraco negro uma
gota liquida auto-gravitante. Essa pressao é originada da curvatura constante do espaco-
tempo no ntcleo do buraco negro responsavel pela radiacdo Hawking. A temperatura do
buraco negro, durante sua evaporacao, deixa de sofrer uma divergéncia no limite de r — 0
e passa a ter um valor maximo em r ~ 4.75v/6. E a condicio para a existéncia de um
buraco negro para a ter a inclusido de uma valor minimo de massa de 1.9v/6.

Dessa forma a teoria de um espago-tempo nao-comutativo se torna um campo de estudo
bastante promissor a ser estudado e desenvolvido até que possamos realizar experimentos
com energia suficientemente grandes para evidenciar sua natureza.
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Apéndice A

Cédigo Python para Obtencao do r
Minimo de g

# Importando as bibliotecas necessarias
import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import scipy.integrate as integrate

#Definindo os valores de theta e M como valores unitéarios
theta = 1

r = np.arange(0,8,0.001) /np.sqrt(theta)

M = 1/np.sqrt(theta)

#Definindo uma fungdo para g_00

def g00(r)
#definindo a fungdo gamma incompleta
global gamma
gamma = lambda r: integrate.quad(lambda u: ux*(1/2)*np.exp(-u)
,0,r*x*x2/4/theta) [0]
G=[1]
#Gerando uma lista para os valores de g 00
for i in range(len(r)):

G.append(1-4*M/i/np.sqrt(np.pi)*gamma(r[i]))

return G

#Definido o valor minimo de g 00 e seu respectivo valor de r
gmin = 1le9 #colcoado um valor muito alto para iniciar o lago for
G = g00(x)
for i in range(len(G)):
if G[i] <= gmin:

gmin = G[i]

rmin = r[i]
print(rmin)
#Calculando o valor de M para r
M = rmin*np.sqrt(np.pi)/4/gamma(rmin)
print (M)



Apéndice B

Cédigo Python para Obtencao do Ty
Maximo

# Importando as bibliotecas necessarias
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import scipy.integrate as integrate

#Definindo os valores de theta e M como valores unitéarios
theta = 1

r = np.arange(0,8,0.001) /np.sqrt(theta)

M = 1/np.sqrt(theta)

#Definindo uma fung¢do para TH
def TH(r)
#definindo a fungdo gamma incompleta
global gamma
gamma = lambda r: integrate.quad(lambda u: ux*(1/2)*np.exp(-u)
,0,r*x*x2/4/theta) [0]
T=[]
#Gerando uma lista para os valores de TH
for i in range(len(r)):
aux = (1/4/np.pi/r[i])*(1-(r[i]**3*np.exp(-r[i]**2/4/theta))/
(4xtheta**(3/2) *gamma (r[1])))
T.append (aux)
return T

#Definido o valor minimo de g_00 e seu respectivo valor de r
Tmax = 1le-9 #colcoado um valor muito baixo para iniciar o lago for
T = TH(r)
for i in range(len(T)):
if T[i] >= Tmax:

Tmax = T[i]

rmax = r[i]
print (rmax)
print (Tmax)



