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小尺度トポロジーと大尺度トボロジーの統一的枠組み

今村拓万 (AAASBRIDGE, INC.) 

概要本稿では，超準解析を用いて小尺度と大尺度のトポロジーを統一的に扱う試みについて，進捗を報告する．

まず，位相空間，一様空間，有界型空間，粗空間といった既存の空間概念を同時に一般化する概念として，空間

的集合及び空間的写像の概念を導入する．次に，超準的な集合のクラス IIitとEitの定義を確認した後，小尺

度構造が IIit—定義可能な空間的集合に，大尺度構造が E閉—定義可能な空間的集合に，それぞれ正確に対応する
ことを示す．位相空間に対する McCordホモロジーのアイデアを借用し，空間的集合に対するホモロジー論を

定義する．そして緩振動写像が大尺度空間のホモロジ一群から小尺度空間のホモロジ一群への準同型を誘導する

ことを示す．

1.導入

小尺度トポロジー (small-scaletopology)はミクロな構造を備えた空間の研究である．空間の連結性（な

いしその高次元版）は一点を取り除いただけで壊れる．また写像の連続性は一点での値をほんの僅かに変

えただけで壊れる．このように微細な性質を考察の対象としているということである．そうした性質につ

いて議論できるミニマルな空間概念として，位相空間 ([17]),Cauchy空間 ([27])，一様空間 ([46])，準

一様空閻 ([7])，半一様空間 ([32]）といったものがあるのであった．所謂「普通のトポロジー」のことで

あるから多くを語る必要は無いだろう．

それとは対照的に大尺度トポロジー (large-scaletopology)はマクロな構造を備えた空間の研究である．

これでは説明になっていないので幾つか例を挙げる．空閻の有界性は一点を取り除いたり追加したりした

程度では変化しない．二つの写像が有界な距離を保っているという性質は一点（さらにいえば有界集合上）

での値を有界な範囲で変えただけでは壊れない．一方で非有界集合上での値を非有界に変えた場合には壊

れるかもしれないわけである．このように粗い性質を考察の対象とするということである．有界集合は無

限に速くから眺めたときに一点に潰れたように映る（が非有界集合はそうではない），という匝観に即して

言えば，空間が有界というのは「遠くから眺めたら一点」ということであるし，二つの写像が有界な距離を

保っているというのは「遠くから眺めたら同じ」ということである．無限遠から眺めたトポロジーというこ

とで漸近トポロジー (asymptology) と呼ばれることもある．利幾何学の一般位相的側面を抽出した理論と

言ってもいいだろう．大尺度の性質について議論できるミニマルな設定には，有界型空間 (cf.[4])，粗空

間（［41,38])，準粗空間 ([47])，半粗空間 (ibid.）などがある．有界型空間を除けば小尺度の対応物と比

べてかなり新しい概念である．

小尺度／大尺度という区別はシャープなものではないことに注意する．他相空間に於ける相対コンパク

ト集合の全体は有界型を成す．すなわち小尺度の概念を用いて定義された大尺度の概念である．これは小

尺度の概念とも言えるし大尺度の概念とも言えるだろう．また，位相空間に於ける点列の極限というのは，

添字を無限に大きくしたとき点列が無限に近付く点のことであるから，小尺度と大尺度が絡み合ったハイ

ブリッドな概念である．本稿でも扱うことになる緩振動写像の概念もハイブリッドである．

小尺度と大尺度のトポロジーの間には色々なアナロジーが成立することが知られている．例えば，位相

空間と有界型空間，一様空間と粗空間，準一様空間と準粗空間，半一様空間と半粗空間は，それぞれ類似の

定義を持っている．それらの間の射の定義についても同様である．一方のスケールの定理が与えられると，

それと類似した他方のスケールの定理を考えることができ，その証明も込めて類似している，ということも

しばしばある．例えば，各々の空間とその間の射が圏を成している（つまり射が合成で閉じている）こと，

連続写像と有界型写像がそれぞれ連結性と粗連結性を順方向に保存すること，などである．もう少し深い

アナロジーは Dranishnikov[11]の“micro-macrotopological diction紅 y"を参照ただし，この dictionary
では全く異なるメカニズムのアナロジーが区別せずに扱われているから，注意が必要である．この点につ

いては後述する．

このアナロジーには限界もある．第一にこのアナロジーはシステマティックなものではない．例えば，一

方のスケールで何らかの定理が得られたとしても，そこから他方のスケールの定理が自動的に得られるよ

うな関係にはない．圏同値のような綺麗な対応になっているわけでもない．例えば，位相空間が一様化可

能であることと完全正則であることは同値であるが，粗空間は無条件に粗空間化可能であるから，アナロ

ジーは壊れている．
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ここに幾つかの問いが生まれてくる．小尺度と大尺度のトポロジーのアナロジーを支配する原理は何か．

アナロジーの正確な限界は何か．こういった問いである．本稿では， Robinson[40]の超準解析の枠組みを
用いることで，これらの問いにひとつの解答を与える．もう少し詳しく言えば，前述した小尺度と大尺度の
空間概念（及びそれらの間の射の概念）を全て含む，より一般的な空間概念（及びそれらの間の射）を導入

し，小尺度／大尺度空間の特徴付けを与える．小尺度と大尺度の空間概念の間には，共通の一般化となる空
閻概念を持つという共通点と，相異なる特徴付けを持つという相違点とがあるわけである．このことが上
の問への解答を与えるというシナリオである．

第 2節では，小尺度の空間の究極の一般化（のひとつ）であるフィルター空間と，大尺度の対応物であ
るイデアル空間の概念を導入した後，超準解析の枠組みを最速で準備する．第 3節では，空間的集合及び
空間的写像の概念を導入する．第 4節ではフィルター空間とイデアル空間が特別な空間的集合であること

を示す．より正確には，フィルター空間は Il?—定義可能な構造を備えた空間的集合，イデアル空間は E『
定義可能な構造を備えた空間的集合，とそれぞれ特徴付けられることを示す．これにより小尺度と大尺度の

アナロジーの原理と限界とが解明される．また，本稿で主に扱うアナロジーと混同されがちな，別種のアナ
ロジーについて触れる．第 5節では空間的集合と空間的写像の成す圏の上のホモロジー論を導入する．こ
れは McCord[30]による位相空間の超準ホモロジー論のアイデアを借用したものである．布閻的集合にホ

モロジー論を与えることは，一様空間や粗空間などの異種の空間に対して一挙にホモロジ一群を与えるこ
とを意味する．このことのひとつの効用として，大尺度のホモロジ一群と小尺度のホモロジ一群の間の準
同型がシステマティックに構成できることを確認する．

2.準備

本節では，先ず既存の小尺度と大尺度の空間概念として代表的なものを挙げ，これらに共通の構造を抽

出することでフィルター空間とイデアル空間の概念を得る．

2.1.フィルター空間とイデアル空間．まず小尺度の空間概念として代表的なものを幾つか思い出す．

定義 2.1([46]）．集合X上の一様性 (uniformity) とは， XxXの部分集合からなる族Uxであって，次
を満たすものである：

FLT: UxはXxX上のフィルターである．すなわち部分集合を取る操作と有限 nで閉じている．

Ul:任意の UEUxに対して△x:= { (x,x) Ix EX}s:;U. 
U2:任意の UEUxに対して u-1:= { (x,y) I (y,x) EU} EUx. 
U3: 任意の UEUx に対し V€Ux が存在して VoVs:;U.

一様性の条件の幾つかを緩和ないし削除して得られる一般化として例えば次のものがある．

定義 2.2([7]）．集合x上の準一様性 (qu邸 i-uniformity) とは X x X上のフィルター Uxであって (Ul)
と(U3)を満たすものである．

定義 2.3([32]）．集合X上の半一様性 (semi-uniformity) とは XxX上のフィルター Uxであって (Ul)
と(U2)を満たすものである．

定義 2.4([29]）．集合X上の近接性 (contiguity)とはXxX上のフィルターUxであって (Ul)を満たす
ものである．

条件 (Ul)を残しておく理由は何もない．ここから次の定義が得られる．

定義 2.5.集合X と直積 XxX上のフィルター互xの組X:=(X，互x)をフィルター空間 (filterspace) 
と呼ぶ．左xの元を Xの近縁 (entourage) と呼ぶ．

定義 2.6.フィルター空間の間の写像 f:X→ Yがフィルター準同型であるとは，任意の EE名Y に対し，

Eのfによる引き戻し

f* E := { (x, y) EX x X I (J (x),f (y)) EE} 

が左xに属すことを言う．

定理 2.7.フィルター空間とフィルター準同型は圏含ltを成す．

注意 2.8.ここでは最も大切な小尺度空間のクラスのひとつである位相空間が出てきていないが，位相空間

の圏は近接性を備えた空間の圏へ充満忠実に埋め込める ([29])．したがってフィルター空間とフィルター
準同型の枠組みの中で扱える．

次に大尺度の空間概念について思い出そう．

定義 2.9([41, 38]）．集合x上の粗構造 (coarsestructure)とは， XxXの部分集合からなる族Cxであっ
て，次を満たすものである：
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IDL: CxはXxX上のイデアルである．すなわち拡大集合を取る操作と有限 uで閉じている．

Cl:△x ECx・

C2:任意の EECxに対して E-1E Cx. 
C3:任意の E,FECxに対し EoFECx・

粗構造の条件の幾つかを緩和ないし削除して得られる一般化として例えば次のものがある．

定義 2.10([47]）．集合X上の準粗構造 (quasi-coarsestructure) とは X x X上のイデアルCxであって
(Cl)と(C3)を満たすものである．

定義 2.11([47]）．集合x上の半粗構造 (semi-coarsestructure) とは X x X上のイデアルCxであって
(Cl)と(C2)を渦たすものである．

ここから次の定義が得られる．

定義 2.12.集合X と直積XxX上のイデアルIxの組X:= (X,Ix)をイデアル空間 (idealspace)と呼
ぶ．なの元を Xの制御集合 (controlledset)ないし粗近縁 (coarseentourage) と呼ぶ．

定義 2.13.イデアル空間の間の写像 f:X→ Yがイデアル準同型であるとは，任意の EEixに対し， E
のfによる像

f*E:= {(J(x),J(y)) I (x,y)EE} 
が石に属すことを言う．

定理 2.14.イデアル空間とイデアル準同型は圏 '.Jdlを成す．

注意 2.15.集合x上の有界型 (bornology) とは， X上のイデアルBxであって， LJBx= Xが成り立つ
ものである (cf.[4, 18])．これは位相とは対応しない．位相と対応するのは前有界型 (prebornology,[22]) 
や有界構造 (boundedstructure, [12|）と呼ばれるものである．集合X上の前有界型とは， Xの部分集合
の族Bxであって，部分集合を取る操作と non-disjointな有限 uを取る操作で閉じており，かつ LJBx= X 
が成り立つものである．前有界型空間の圏から粗空間の圏への自由関手（忘却関手の左随伴）が存在する．
とくに粗空間の圏に充満忠実に埋め込める．したがって前有界型空間や粗空間はイデアル空間とイデアル
準同型の枠組みの中で扱える．詳細は [22,24]を参照．

ここでは二項関係の族が作る構造だけを考えたが，もっと一般に n—項関係の族を備えた空間を考え，そ
れを wフィルター空間や n—イデアル空間として研究することもできるだろう．このとき有界型空間は 1-
イデアル空間と見倣せる．本稿では n=2の場合のみ考えるが，二項関係に特有の性質を用いていない結
果については nENへと一般化できる．もっと正確に述べれば， X上の n―項関係はxn上の単項関係と同

じものであることから， n=lに於ける結果は一般の nENでも成立する，ということである．

2.2.超準解析．超準解析の導人方法には複数のものがある．大別すれば，標準数学の内部で標準数学の標
準モデル（の十分大きな部分）とその超準化を用意するモデル論的アプローチと，超準数学の公理系を用い
る公理論的アプローチとがある．前者については，上部構造とその有界超幕（あるいは超準モデルの有限ラ

ンク部分）を用いるもの (cf.[6])，高階型理論の標準モデルとその超準化を用いるもの ([40])，もっと巨
大な集合論の標準モデルとその無制限の超幕（あるいは無制限の超準モデル）を用いるものなど，色々なバ

リエーションがある．後者については， IST([33, 34]), NST ([26]), HST ([19]), a —理論 ([9, 2]）な
ど， これまた多様な公理系を用いたアプローチがある ([25])．どのアプローチであっても本稿の議論は可
能であるが，ここでは竹内外史に倣って，集合論のモデルとその無制限の超準モデルを公理論的に導入す

る，という折衷案を採用する．
まず通常の数学を展開するに十分な巨大な集合 l[Jを固定する．これは Grothendieck宇宙を取るよう

なものである．ただし， Grothendieck宇宙を取るためには ZFCよりも真に強い公理が必要となること，
Grothendieck宇宙の中で成立することと真の宇宙 V:={xlx=x}で成立することとが必ずしも同値でな
いことなど，幾つかの難点がある．（後者は△。—論理式だけを考えていれば問題にはならない．） Feferman
[14]は， ZFCを本質的に拡大することなしに， l[Jに相当する巨大な宇宙を導入するトリックを与えた．本
稿では Fefermanのトリックを援用する．

標準的な集合論の語彙に l[Jという定数記号を付け加える．理論 ZFC/sは以下の公理からなる．

(1) ZFCの各公理．ただし ZFCの公理図式には ZFCの（新たに加えた定数記号 l[Jを含まない）論理
式のみ代入できる．

(2) （絶対性原理） ZFCの論理式叫五）毎に， v五El[Jゃ（予） ⇔岱（五）の形の論理式．ここで叫＼召）は
叫五）の l[Jへの相対化（量化子を l[Jに制限して得られる論理式）である．

(3)ヨaE On.llJ = Va. ここで， Onは順序数全体のクラス，％は vonNeum皿 n階層の a番目を意味
する．
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最初の公理図式は分かり易い．単に ZFCの上で数学をするためのものである．二番目の公理図式は，標準

的な論理式で定義される U上の概念と，同じ論理式で定義される V上の概念とが， 1[J上では一致すること
を要請するものである．つまり，¢（五）によって定義される概念が， 1[J上か V上かに相対的ではなく，絶対
的に決まるということを述べている最後の公理は 1[Jが「変な形」をしていないことを要請する．絶対性

原理より Vで成立する通常の (Uを含まない）定理は 1[Jでも成立する（逆も然り）．また Vで具体的に
構成されるどんな数学的対象（実数や複素数など）も 1[Jに属する．したがって既存の全数学は1[Jの中で展
開できるものと思ってよい．さらに ZFC/sはZFCの保存的拡大になっている．すなわち ZFC/sで証明可

能な定理のうち定数記号1[Jを含まないものは ZFCで証明可能である．なお，このような基礎理論の拡大
を行いたくないなら，議論に必要な十分多く（ただし有限個）の <p(豆）を固定し，それらが同時に絶対的と
なるような Uを反映原理を用いて取ればよい．実際， Fefermanのトリックは反映原理の糖衣構文であり，

ZFC/s⇒ZFCの保存的拡大性は反映原理を用いて容易に証明できる．

無限基数K>間を固定する．構造 (1lJ,E)の拡大（＊1lJ,*E)とその埋め込み＊： （1lJ, E)→ （＊1lJ, *E)を次の
公狸を満たすものと定める．ここで＊（x)のことを＊mと書く．

(1) （移行原理）全ての ZFCの論理式 <p(豆）に対して vaE u.u r='P (a)⇔ ＊u r='P (*a). 
(2) （ん—級飽和原理） p(x) を自由変数 x を持ち＊1[J の元をパラメータに持つ ZFC の論理式の集合とす

る．ここで |p(x)I<"'と仮定する．もしp(x)のどの有限部分も＊1[Jに解を持つならば， p(x)は＊1[J
に解を持つ．

このような構造（＊1lJ,*E)の存在は実際に証明できるが，その証明も構成方法も我々の議論には不要である

ので， ここでは単に存在だけ認めて先に進めることにする．詳細は [6]を参照．

代—級飽和原理からは次の弱い原理が導かれる．簡単な応用ではこの原理があれば十分である．

(2') （弱飽和原理・広大化原理） p(x)を自由変数xを持ち uの元をパラメータに持つ ZFCの論理式

の集合とする．もし p(x)のどの有限部分も 1[Jに解を持つならば，｛<p(x, *ii) I <p (x, ii) E p (x)}は

*1[Jに解を持つ．

構造 (1lJ,E)を標準宇宙 (standarduniverse)，構造（＊1lJ,*E)を超準宇宙 (nonstandarduniverse) と呼ぶ．

移行原理は超準宇宙に於いても標準宇宙と全く同じ数学が成立することを保証する．（弱）飽和原理は超準
宇宙が十分に多くの理想的な元（後述する無限小や無限大のようなもの）を含むことを保証する．とくに超
準宇宙が標準宇宙の真の拡大であることを保証する．

ここで若干の pedanticな注意をする．標準宇宙U及び真の宇宙 Vに於ける集合の帰属関係 Eと，超準

宇宙＊1[Jの備える二項閲係＊Eは，一般には異なる二項梱係である．それゆえ AE*1[JとA:={xlx*EA}

が同ーである保証はない．しかしながら，（＊1lJ,*E)に於いて AはAであるかのように振る舞うので，混乱

や矛盾のおそれがない限り， AとAを同一視する．また E と＊Eを同一視する．（この同一視を無際限に行
うと矛盾が生じる．例えば，＊eは整礎的関係ではないから， Vに於ける正則性公理と両立し得ない．この

ような矛盾が起こらない範囲で同一視するということである．ある構造のもとで同型な対象を，その構造
に着目している限りでは同一視するが，別の構造に着目しているときには区別する，というのと同じで，普
段の数学で普通に行っていることである．）この種のワークアラウンドを好まない場合は，上部構造と有界

超幕に基づくモデル論的アプローチ， NSTに基づく公理論的アプローチなどを採用すればよい．
数学的対象が標準的 (standard)であるとは 1[Jに属すときを言う．しばしば， Uの元とそれを＊で写し

た元を同一視して， im(*)~ *1[Jの元を標準的と言うこともある．数学的対象が内的 (internal)であると
は＊1[Jに属すときを言う．もっと一般に，ある V上（そして 1[J上）の概念XがZFCの論理式によって定

義されているとき，同じ論理式によって＊1[J上で定義される概念を内的 X,超 X, *-X, *Xなどと呼ぶ
内的でない対象は外的 (external)であると言う．なお，標準的対象 1が，泊目している空間の点であると

きや，数体系の四則演算や順序関係であるときには， しばしば＊ェの上付き添字＊を省略して xと書く．
1[Jに於ける実数の概念に対応する＊1[Jの概念を超実数 (hyperreal)と呼ぶ． 1[Jに於ける実数の定義は色々

とあり得るが，とにかくどれかを使えば「xは実数である」という ZFCの論理式 <p(x)が記述できる．これ
を＊1[Jで解釈したものを「xは超実数である」と読むということである．政を（その固定した構成のもとで
の）実数全体の集合とすれば，＊恥は超実数全体の集合となる．また，良は通常の順序と演算のもとで順序

体を成すが，それらの演算を＊で写したものは＊恥上に順序体の構造を定める（移行原理）．なお，別の実
数の構成法を採用すれば別の論理式 <p'(x)が得られ，そこから別の実数囮と別の超実数＊団が得られる．
しかしながら， 1[J に於いて良~~/であることから，移行原理により＊1[J に於いて＊罠*=＊恥’である．（ここ

で，＊ミはミより強い関係であり，単に同型写像が存在するのみならず，同型写像が＊1[Jの中に存在するこ
とも課す．）したがって超実数の概念は実数の構成法に依らない．

標準的な意味での有限 (finite)に対応する超準的概念が超有限 (hyperfinite)である．有限であるとは

Nのある元（自然数）と一対一対応が付くことであったが，超有限であるとは＊Nのある元（超自然数）と
内的に一対一対応が付くことである．ここで，＊Nには無限大元が含まれるので，超有限には実際には無限

なものも含まれる．それにもかかわらず移行原理により超有限性は有限性と同じように振る舞う．
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超準的手法の小尺度トポロジーヘの応用については [40,44],大尺度トポロジーヘの応用については [22,24] 

を参照

3.空閻的集合と空間的写像

3.1.定義

定義 3.1.次のデータからなる構造X:=(X,Ex)を空間的集合 (spatialset) と呼ぶ．

(1)内的集合AxE *1Uの部分集合X<;;Ax. これを台集合 (underlyingset). 
(2) X上の二項関係 Ex,;;XxX. これを空間的関係 (spatialrelation). 

集合XをXの台集合 (underlyingset), ExをXの空閻的関係 (spatialrelation) と呼ぶ

定義 3.2.X とY を空間的集合とする．写像 f:X→ Yが空間的写像 (spatialmap)であるとは，以下
の条件を満たすときを言う：

(1) fは空間的関係を順方向に保つ．すなわち f*Ex<;; Ey. 
(2) fは内的延長を持つ．すなわち内的写像F:Ax→ AyE *1[Jが存在してX<;; Ax, Y <;; Ay, f <;; F. 

命題 3.3.空間的集合と空間的写像は圏 6pを成す．

証明空間的写像が合成で閉じていることだけは非自明である．（合成可能な空間的写像対の内的延長逹が

合成可能とは限らないため．） f:X→ Y とg:Y→ Zを空間的写像とし， F:Ax→ AyとG:Ay→ Az
を内的延長とする．このとき GoF: p-1 (Ayn A~）→ Az は gof の内的延長である． ロ

見かけ上，布間的集合は単に二項凋係を備えた集合であるし，年閻的写像は二項脚係を備えた構造の間

の（モデル理論の意味での）準同型である．しかしながら，空間的集合の台集合がある内的集合の部分集合
になっていること，空間的写像がある内的写像の部分写像になっていること，という条件から位相的な構造
が密輸入されるのである．このことの背景には＊1[Jの元がある種の極大フィルターや極大イデアルと大雑把

に同一視できるという事実がある．［42,24]などを参照．

3.2.例．空間的集合の例を幾つか確認しておく．次節で示すように，具体的な例の多くは小尺度空聞と大尺

度空閻から自然に得られるから，ここでは抽象的な例のみを列挙する．

例 3.4（部分空間）． Xを空間的集合とする．任意の部分集合Y,;;XはY:= (Y,Ex「Y)によって空間的集
合と見倣せる．包含写像iy:Y <-> Xは空間的である．

例 3.5（対称化）． Xを空間的集合とする． Xの空間的関係Exを対称的にする自然な方法として二つある．

(1)ひとつは Exを含む最小の対称的関係ExuEx1である．空間的集合SuX:= (X, Ex u Ex1)を

カップ対称化 (cupsymmetrisation) と呼ぶ恒等写像idx:X→ SuXは空間的である．カップ

対称化は次の普遍性で特徴付けられる：任意の対称的な空間的集合Y と空間的写像f:X→ Y に

対し，空間的写像g:SuX→ Yが一意的に存在して， X→ SuX→Y=X→ Yが成り立つ．す
なわち，対称的な空閻的集合の成す圏 6Psymは，全ての空間的集合の成す圏 6pの反映的部分圏
である．

(2)いまひとつはExに含まれる最大の対称的関係ExnEx1である．空間的集合ふX:= (X,Ex n Exリ
をキャップ対称化 (capsymmetrisation)と呼ぶ恒等写像idx:SuX→ Xは空間的である．キャッ

プ対称化は次の普遍性で特徴付けられる：任意の対称的な空間的集合Y と空間的写像 f:Y→ X
に対し，空閻的写像g:Y→ SuXが一意的に存在して， Y→瓜X→ X=Y→ Xが成り立つ．
すなわち 6psymは6pの余反映的部分圏である．

例 3.6（推移化）． Xを空間的集合とする． Exを含む最小の推移的関係 (Exの推移的閉包）

腐：＝ LJE文
nEN+ 

を考え，空闘的集合乳X:= (X,E支）を推移化 (transitivisation) と呼ぶ．推移的な空間的集合の成す閥

6Ptranは6pの反映的部分圏である．

定義 3.7（直積）． X とYを空間的集合とする．台集合の直積XxYは， Xの内的拡大AxとYの内的拡
大 Ayの（内的）直積Axx Ayの部分集合になっている．また自然な空間的関係

Exxy:= { ((x, y), (x', y')) E (Xx Y)2 I (x, x') E Ex, (y, y') E Ey} 

を持つ．したがってXxY:=(Xx Y,ExxY)は空間的集合である．射影1Tx:XxY→ Xと1Ty:XxY→ Y 
は空間的写像である．実際，空間的関係を保つことはExxYの定義から明らかであり，射影AxxAy→ Ax
とAxxAy→ Ayが内的延長を与える．したがって XxYはX とYの6pに於ける圏論的積である．
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定義 3.8（余積）． X とY を空間的集合とする．台集合の直和X⑤Yは， Xの内的拡大AxとYの内的拡
大 Ayの（内的）直和Ax④ Ayの部分集合になっている．また自然な空間的関係

Ex⑤y:=Ex④ Ey 

を持つ．したがってX①Y:=(X①Y,Ex①Y)は空間的集合である．標準入射しx:X→ X①Y としy:Y→

X 〶 Y は空間的写像である．実際，空間的関係を保つことは Ex①Y の定義から明らかであり，標準入射
Ax①Ay→ AxとAx①Ay→ Ayが内的延長を与える．したがって X①Y はX とYの6pに於ける
圏論的余積である．

3.3.超鎖連結性・超鎖ホモトピー・近標準点．第5節で用いることになる概念を幾つか導入しておく．

定義 3.9.Xを空間的集合とする． x内の超有限列 {x,｝,N=。（NE*N)が超鎖 (hyperchain)とは，｛x，｝，ど。
が内的 (E*l[J)であり，かつ任意の i< nに対して Ex[xi] n Ex [xH1] ¥-0が成り立つことをいう． Xの
任意の二点が超鎖で結べるとき超鎖連結 (hyperchainconnected)であると言う．

注意 3.10.超鎖の定義を (xi,xi)E Exとしてしまうと良く振る舞わない．というのも，超鎖をそのように
定義してしまうと，「xとyは超鎖で結べる」という二項関係が同値関係とならない（対称性が壊れる）こと
が有り得る．我々の定義では「xとyは超鎖連結で結べる」という二項関係は常に同値関係となる．なお，

Exが推移的かつ対称的ならば， Ex[x] n Ex [y] ¥-0 と(x,y)E Exは同値である．

定義 3.11.X とY を空間的集合， f,g:X→ Y を空間的写像とする．

(1) fとgが近接している (contiguous) とは任意の xEXに対して Ey[f (x)] n Ey [g (x)]ヂ 0が成
り立つことをいう．

(2) fとgが超鎖ホモトピック (hyperchainhomotopic) (f "'gと書く）とは，空間的写像からなる

内的な超有限列 {hi:X→ Y}n が仔在して， ho=f, hn = g, かつ任意の i< nに対して hiとi=0 

hi+lが近接しているときをいう．

注意 3.12.超鎖ホモトピシティは近接性の反射推移閉包ではない．超鎖ホモトピシティは近接性の内的か
つ超有限回の連鎖である．したがって反射推移閉包よりも弱い（包含関係に関してより大きい）関係になっ
ている．例えば， Eyが同値関係である場合，近接性も同値関係となるから，その反射推移閉包は近接性に
一致する．しかし (Eyが同値関係であっても）近接性は超鎖ホモトピシティと一般には一致しない．

注意 3.13. こちらも近接性の定義を (f(x),f (y)) E Eyとしてしまうと良く振る舞わない．

命題 3.14.超鎖ホモトピシティ=は ep上の合同関係である．

証明は容易である（超準解析に固有の議論は全く含まれない）から省略する．

命題 3.15.超鎖連結性は超鎖ホモトピー同値性で不変である．

こちらも超準解析に固有の議論は全く含まれない．

定義 3.16.X を1[Jに属す集合， Exを＊X上の二項関係とし，＊X:= (*X,Ex)の形の空間的集合を考え

る．＊X の点Xが近標準 (nearstand江 d) とは，ある yEXに対して xE Ex [y]（つまり (y,x)E Ex)が
成り立つときを言う．＊Xの点xが対称近標準 (symmetricallyne紅 standard) とは，ある yEXに対して

x E Ex [y]かつ yEEx [x]が成り立つときを言う．

次は明らかであろう．

命題 3.17.*Xと＊Yを空間的集合とし，それぞれの台集合が＊Xと＊Yの形をしているとする． .f:*X→ *Y 
を空間的写像とする． fがX をYに写すならば， fは＊Xの（対称）近標準点を＊Yの（対称）近標準点

に写す．

4. II戸空閻と刃f—空間

4.1.可ー集合と刃ltー集合．

定義 4.1.論理式ゃ（豆）が rr1tとは， ZFCの論理式ゅ(x,Y, z)とパラメータ aE l[Jによってゃ（団） ＝ 
凸．ゅ（広＊y,*ii)と書けるときをいう．叫x)が塁tとは，叫五） ＝ヨl[Jy．ゆ（x,*y, *ii)と書けるときをいう．

注意 4.2.集合 M がある XEl[Jに対して＊X の部分集合になっている場合， M がIIげであることと， X

の部分集合族 {MiliEI}が存在して M = niFT*M，が成り立つこととは同値である．実際， M が 町 のiEl 

ときは， Mi:={xEX I心（五，i,ii) }と僅けば， M = niEI *Miである．逆に， M = niEI *Miのときは，
M:=*Miと置けば， M はvuy.(y E *M→ XE y)という間で定義できる．同様に， Gが＊X の部分集

合である場合， G が ~1t であることと， X の部分集合族{Gi Ii EI}が存在して c= niEI *c，が成り立つ
こととは同値である．
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注意 4.3.これらは細字 (lightface)のIl1t/ ~lt と呼ばれるものである．より広いクラスとして太字 (bold
face)のII『／江がある．入を無限基数とする．このとき，内的集合の部分集合M が入ーII↑とは，内的

集合からなる（外的な）族 M := {Mi Ii＜入｝が存在して M = n，＜入Miが成り立つときをいう．また，

内的集合の部分集合 G が入—工？であるとは，内的集合からなる（外的な）族 g := { Gi Ii＜入｝が存在し

てG=LJi<“らが成り立つときをいう．これらのクラスは入 <k(Kは飽和原理の所に出てきた無限基数）
のときにのみ良く振る舞う．

位相空間 Xに於いて咋 X と無限に近い＊Xの点全体μx(x)をxの単子 (monad)や光景 (halo) と

呼ぶこれは Il化集合になっている．このことから I1?—集合は単子的 (monadic) 集合や光量的 (halic)
集合とも呼ばれる．前有界型空間 Yに於いて yE yと有限の近さにある＊Yの点全体Gx(x)をyの銀河
(galaxy) と呼ぶこれは Eや集合になっている．このことから葛t—集合は銀河的 (galactic) 集合とも呼
ばれる．

定義 4.4.X を1[Jに属す集合とする． x上のフィルターrの単子 (monad)または光畳 (halo) とは

亨）：＝ n*A 
AEF 

で定義される＊XのIl化部分集合である． x上のイデアル1の銀河 (galaxy) とは

G(F) := LJ *A 
AEF 

で定義される＊XのSや部分集合である．

定義 4.5.X を 1[J に属す集合とする．＊X の rr1t—部分集合 M に対して

FM:= {A<;;;X IM<;;; *A} 

をM に随伴するフィルターと呼ぶ．＊XのE応部分集合 Gに対して

な：＝ ｛A<;;;Xl*A<;;;G} 

をGに随伴するイデアルと呼ぶ

これらが実際にフィルター／イデアルになっていることは移行原理から容易に分かる．

定理 4.6.X を1[Jに属す集合とする．このとき F >-> μ(F)とM>->FMは互いに逆写像である．また

1-G(1)とG>->なは互いに逆写像である．

証明．前半の主張と後半の主張は双対的であるから前半だけ示す．

rをX上のフィルターとする．まず AE巧μ（F) と仮定する．すなわちμぴ）<;;;*Aということである．

弱飽和原理より B<;;;μ(F)を満たすBE*Fが存在する．すなわち「ある BE*Fに対して B<;;;*A」が成
り立つ．移行原理より「ある BEFに対して B<;;;A」が成り立つ．フィルターの定義より AEFである．
次に AEFと仮定する．光畳の定義よりμぽ）<;;;*Aである．したがって AE巧μ(F)である．

M を＊X の Il1t—部分集合とする．前述の注意より X の部分集合族 {MiliEJ} が存在して M = niEI*Mi 
が成り立つ．もちろん M<;;;*M，が成り立つ．ゆえに

M 可l{A<;;;XIMこ＊A}(=μ（和））

こ庁Mi
9EI 

=M. 口

可—集合と刃lt—集合は論理的な（量化子に関する）双対の関係にある．このことはフィルターとイデア
ルが順序的な（包含関係に関する）双対であるということと対応している．

4.2. IIや空間と刃！t-空間．今までに述べてきたことからフィルター空間とイデアル空間がどのように特徴

付けられるかは殆ど明らかだろう．

系 4.7.X を1[Jに属す集合とする． X x X上のフィルターと＊X上の rr1t＿二項関係は一対一対応する．

XxX 上のイデアルと＊X 上の均—二項関係は一対一対応する．

すなわち，フィルター空間(X,Fx)は空間的集合(*X,μ(Fx)）と対応し，反対にII化空間的集合(*X,Ex) 

はフィルター空間 (X,J-応）と対応する．同様に，イデアル空間 (X,Ix)はE応空間的集合(*X,G (Ix)) 

と対応し，反対に S茫—空間的集合 (*X,Ex) はイデアル空間 (X,IEx) と対応する．これらの対応は準同型
についても良く振る舞う．
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定理 4.8.X とY を1[Jに属すフィルター空間， f:X→ Y を1[Jに属す写像とする．以下は同値：

(1) fはフィルター準同型である．

(2) * f: (* X, μ（万x))→ （＊Y,μ （巧））は空間的である．

定理 4.9.XとYを1[Jに属すイデアル空間， f:X→ Yを1[Jに属す写像とする．以下は同値：

(1) fはイデアル準同型である．

(2) * f: (* X, G (Ix)）→ (*Y,G(Iy)）は空間的である．

これらは一様連続写像と bornologous写像の超準的特徴付けを一般化したものである．証明にも変更箇

所は全くないから省略する．どちらも弱飽和原理の簡単な応用である．一様空間及び粗空間に於ける証明

は [44,22]を参照

系 4.10.芯ltr1[Jと'.Jdl「Uは6pに忠実に埋め込める．

第 3.2節では空間的集合の構成法を幾つか述べた．対称化，推移化，直積，直和などである．これらは

フィルター空間及びイデアル空間に於ける自然な対応物を持つ．対称化は，（U2)を満たすフィルター空間

の成す部分圏;Jltsym~釦t と，（C2) を満たすイデアル空間の成す部分圏 '.Jdlsym ~'.Jdl が，それぞれ（余）
反映部分圏になっていることを導く． 6pに於ける直積と直和は含Itと'.Jdlに於ける直積と直和に一致する．

6pは祖tや '.Jdlよりも豊富に射を持つ（前述の埋め込みは充満ではない）．このことの恩恵として， ;jlt
や '.Jdlに属す（標準的）射では表現できないような超準的な空間の変形が 6pの射として表現できる，とい

うことが挙げられる．すなわち，含Itや '.Jdlに於ける特異ホモトピーよりも， 6pに於けるそれの方が自由

度が高いということである．例えば，一様空間としての Qと沢はホモトピー同値ではないが，対応する空

間的集合＊Qと＊股は 6pに於いてホモトピー同値となる．この事実の簡単な応用は [23]を参照．

4.3.例．小尺度空間と大尺度空間がどのような空閻的集合に対応するかを幾つか確認しておく．

例 4.11.1[Jに属す位相空間 Xを

Fx := {EこXxXIE [x] is a neighbourhood of x EX for each x EX} 

によってフィルター空間と見倣す ([29])．各xEXに対して

亨 x)[x]= Cox *E) [x] = EDx *E[x] = μx (x) 
EEFx I EEFx 

である．したがって (*X,μぽx)）に於ける近標準点とは通常の意味での近標準点（ある μx(x)に属す点）

と同じものである．

定理 4.12.X とY を1[Jに属す位相空間， f：X→ Y を1[Jに屈す写像とする．以下は同値：

(1) /: X→ Yは連続である．
(2)任意の xEXに対して＊f(μx(x)）こ μy(f (x)）が成り立つ．

(3) f: (Xぷ） → （Y巧）はフィルター準同型である．

(4) */: (*X,μ(Fx)）→ (*X,μ(Fx)）は空間的である．

証明（1)と(2)の同値性は連続写像の超準的特徴付け ([40]）そのものである．（3)と（4)の同値性は定理

4.8である．（4)から（2)が出ることはμ(Fx)とμ(Fy)の形から明らかである．（1)から (3)を導く．いま

FE乃を任意に取る．すると，各xEXに対し，

f*F[x] = { (x',x") EX x XI (f (x'),f (x")) E F} [x] 

={x"EXI (/(x),.f(x"))EF} 

= {x" EX If (x") E F[f (x)]} 

=f―1 (F [f (x)]). 

ここで， F[f(叫］は f(x)の近傍であるから， fの連続性より f*F[x]は xの近傍である．したがって

f*FEFxである． ロ

定義 4.13.1Uに属す前有界型空間 (X,Bx)を

n, 

公：＝ ｛Ec;;XxXIEc;;△x u LJ (Bi x B;), B; E Bx} 
i-1 
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によってイデアル空間と見倣す ([22]も参照）．このとき

G（公）＝ ＊△x u LJ (Gx (x) x Gx (x)) 
xEX 

が成り立つ． とくに xEXに対して

G (Ix)[x] = Gx (x) 

である．したがって (*X,G（な））に於ける近標準点とは有限点（ある Gx(x)に属す点）と同じものである．

定理 4.14.XとYをl[Jに属す前有界型空間， f:X→Yをl[Jに属す写像とする．以下は同値：

(1) fは有界型である．
(2)任意の XEXに対して＊f(Gx (x))こGy(f(X)）が成り立つ．

(3) f: (Xぶ） → （Y，五）はイデアル準同型である．
(4) */: (*X,G(Ix)）→ (*Y,G（五））は空間的である．

証明．（1)と(2)の同値性は有界型写像の超準的特徴付け ([22])そのものである．（3)と(4)の同値性は定

理 4.9である．（2)と（4)の同値性は G(Ix)とG(Iy)の形から明らかである． ロ

注意 4.15.位相空間に随伴するフィルターと，前有界型空間に随伴するイデアルとは，その定義が綺麗な
類似していない．類似性を回復するために位相空間の側の定義を有界型空間のそれに合わせることを考え
てみよう． Xを位相空間として

F~ := {EE互:X-IE [x] = X for all but finitely many x EX} 

と定める．すると定理 4.12のうち (1)から (3)の含意が導かれなくなる．何故なら，証明中， F[y]が有限
個の yを除いて Yであっても， f―1(F[f(x)］）が有限個の xを除いて X とは限らないからである．

反対に有界型空間の側の定義を他相空間のそれに合わせてみよう． Xを有界型空間として

吹：＝ ｛E ~ X x X I E [x] u { x} E Bx} 

と定める．すると定理 4.14 のうち（1) から (3) の含意が導かれなくなる． EEI~ に対して f*E EI~ を示
したい． yEyに対し

f*E [y] = LJ f (E [x]) 
訳Ef→(y)

となる． fが有界型であることから J(E[x])は有界である．しかし f―1(y)は無限集合となる可能性があ

るため f*E[y]は有界とは限らない．
いずれの場合も fの各点での逆像が有限であるという条件のもとで同値性が回復される．このように食

い違い方も含めて見てみればアナロジーが成立している．

注意 4.16.実際にはもっと簡明な扱いもできる． l[Jに属す位相空間 X に対し，＊X 上の二項関係 Exを

Ex:= LJ ({x}xμx(x)) 
XEX 

で定めれば， X>-> (* X, Ex)は充満忠実な埋め込みである．また， 1[Jに属す前有界型空間 Yに対し，＊Y
上の二項関係 Eyを

恥：＝ u({x} Xら (x))
xEY 

で定めれば， Y>-> (*Y,Ey)は充満忠実な埋め込みである．

4.4.小尺度と大尺度のアナロジー．小尺度と大尺度のアナロジーの源泉はこれまで述べてきたことから明
らかであろう．どちらも空閻的集合だというだけのことである．一般の空間的集合について成立する定理

は，当然，特殊な空闘的集合である小尺度空闘 (IIiりと大尺度空佃(~]りでも成立し，その証明は共通の
構造を持つことになる．しかしながら，一方の尺度で成立する定理であっても，その証明が空間的関係の定
義可能性に依存しているならば，他方の尺度で成立するとは限らず，仮に成立するとしても証明が共通の構
造を持つとは限らない．

ここで述べたものとは異なるタイプのアナロジーも存在する．次のような定理に現れるアナロジーである．

(1)ノルム空間上の線形写像が連続であることと有界型であることとは同値である．
(2)局所凸位相線形空間と連続線形写像の成す圏と凸有界型線形空間と有界型線形写像の成す圏は同値

である ([18]を参照）．

次節で述べる開錐を通した対応もこの種のアナロジーの一種である．これらのアナロジーを超準的に眺め

ると，無限小の逆数は無限大であり，無限大の逆数は無限小である，という順序代数的な法則に由来するも
のと考えられる ([22])．これは本稿で扱ってきたアナロジーとは異なるものであることに注意せよ．
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4.5. その他のトポロジー．小尺度空間とは II↑t—空間的関係を持つ集合であり，大尺度空間とは X『—空間的
関係を持つ集合なのであった大胆に換言すれば「小尺度トポロジーは II'jt—集合の幾何的研究」であり「大
尺度トポロジーは刃'it-集合の幾何的研究」ということである．したがって II？でも刃1tでもない集合の幾
何的研究は小尺度でも大尺度でもないトポロジーと呼びうるものになっている．しかし， II'jt でも ~'it でも
ない（が何らかの複雑さの論理式で定義可能な）空間的関係と対応するような，自然な標準的構造は未知で

ある．単に標準的な対応物が望みなら， ni,EUui2EU ・ ・ ・ * Ai,i2・・・ 又は ui,EUni2EU ・ ・ -* Ai,i2…の形の定義を
持つのだから，多軍に添え字付けられた集合族 {A;口2…|i1,i2,...E llJ}をそれと思えばよい．しかしこれ
は扱い難い．

既存の一般位相的な空間概念の多くは 2ーフィルター空間や 2ーイデアル空間になっているのであった．第
2.1節でも述べたように，一般の nENに対して nーフィルター空間や nーイデアル空間を考えることもでき

る．これらは超準的な n—項関係を持つ集合と対応する．このような空閻的集合の幾何学的な様相は十分に
研究されているとは言えない．

5.空間的集合のホモロジ一

McCord [30]は超準解析に基づく位相空間のホモロジーを与えた．アイデアは極めて明快である． x
をl[Jに属す位相空間， Gを＊l[Jに属す（内的）加群とする．＊XP+1の元 (a。,．．．，ap)がp-マイクロ単体

(microsimplex)であるということを，頂点a0,...,apがある μx(x) (μx (x)はXの近傍系の単子）に属す

ことと定める． Gを係数とする p-マイクロ単体の形式的な内的超有限和の全体を Mp(X;G)とし，通常の

方法で境界準同型 op:Mp(X;G)→ Mp-1 (X;G)を定めると， M.(X;G)は鎖複体を成す．この構成は標

準位相空間の圏 ~opn l[J から鎖複体の圏 Ch への関手になっている．これと鎖複体のホモロジー関手 H~
との合成を G―係数McCordホモロジー関手と定める．これは完全性公理を含むホモロジー公理 ([13]）を

全て満たす． McCordの構成法を改変することで完全正則空間 ([28]）や一様空閻 ([21]）の McCordホモ

ロジーを構成することもできる．コホモロジーも同様に構成できる ([39,48]). 
McCordホモロジーは無限に細かい被覆の Vietoris-Cechホモロジー ([45,5, 10]）のようなものであり，

McCordコホモロジーは無限に細かい被覆の Alexander-Spanierコホモロジー ([1,43|）のようなものであ

る．もちろん， McCordホモロジーは有限鎖ではなく超有限鎖をもとに作られるので，これらは正確には異

なるものである．一方， McCord理論と Cech-Vietoris理論及びAlexander-Spanier理論は，適当な条件の

もとで同型となることが知られている ([16,23, 48]). 
本節では，上の構成をさらに一般化して，空間的集合に対するホモロジー論を構成する．これは小尺度

と大尺度の空間のホモロジー論を同時に与えるものになっている．このことを利用して，球面の部分集合の

小尺度空間としてのホモロジーと，開錐の無限遠点全体の大尺度空間としてのホモロジーとの間の準同型
を構成する．

5.1.空間的集合のホモロジ一群．いま Xを空間的集合， Gを＊l[Jに属す（内的）加群とする．各pENに
対し，＊XP+1の元 (ao,...,ap)がp-単体 (simplex)であるということを nf=0Ex[a;] cf. 0 が成り立つこ

とと定める．

注意 5.1.我々の単体の定義は (X,X,Ex)のVietoris複体に於ける単体の定義と等しい．その他にも， Cech
複体に於ける単体の定義 nf=oExl [a;] cf. 0や， Rips複体に於ける単体の定義 Ex[a』nEx [aj] cf. 0 を

用いることもできる．これらは Exが同値関係のときには一致するが，一般の場合には一致しない．どの
定義を採用しても，ある箇所では議論が上手くいくが，代わりに別の箇所では上手くいかない，というト

レードオフがある．この点はすぐ後で述べる．

Gを係数とする p-単体の形式的な内的超有限和の全体をMp(X;G)と定める．境界準同型令： Mp(X;G)→

Mp-1 (X;G)を

箪 (ao,...,ap):=f (-1)'g(ao,-..,ふ，．．．，ap)
i=O 

と定めることでM.(X;G)は鎖複体を成す．ただしM→(X;G)= 0, iJ。=0とする．（代わりにM→(X;G)=
Gかつ 6心 9i!Ti＝こg2と定めれば簡約ホモロジ一群の定義が得られる．）

いま f:X→Y を空間的写像とする．各pENに対して Mp(f;G):Mp(X;G)→島(Y;G)を

MP (f; G) g (ao,..., ap) := g (f (ao),..., f (ap)) 

と定めると， M.(f;G)は鎖写像となっている．

以上より M.(-;G)はepから鎖複体の圏Chへの関手である．これと鎖複体のホモロジー関手Hp:'1:h→

邸の合成を H叫—;G):6p →辺b とする．これが所望のホモロジー関手である．同様にして空間的集合
対の相対ホモロジ一群の定義も得られる．
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定理 5.2（超鎖ホモトピー不変性）． f,g:X → Y を空間的写像とする．空間的関係 Eyが同値関係に
なっていると仮定する．もし f""'gならば， M.(J;G)とM.(g;G)は鎖ホモトピー同値，したがって

H炉f;G)= H{: (g;G)が成り立つ．

証明．概略だけ述べる． fとgが近接しているときにはプリズム準同型がM.(f;G)とM.(g;G)の間の鎖
ホモトピーになっている．一般の場合には， fとgの間の超鎖ホモトピーを取り，プリズム準同型の内的な
超有限列を作り，超有限和を取ることで鎖ホモトピーが得られる． ロ

注意 5.3.超鎖ホモトピー不変性の証明では， fとgが近接しているとき，『単体 (ao,...,ap)に対して
(f (ao),..., f (a;),g (a;),...,g (ap))がp+l-単体になるという性質を用いる． Eyが同値関係とは限らな
い場合にはこの性質が壊れる．単体の定義を他の定義に置き換えてもこのことは変わらない．

5.2.緩振動関数と開錐のホモロジ一群．小尺度空間の圏割tと大尺度空間の圏3d]とでそれぞれ別個に代数
的不変量を構成した場合には，圏を跨ぐような代数的不変量間の射は個別的に構成してやる必要があった．
一方，空間的集合の圏 (5pではJltと3d]を繋ぐような射を含むゆえ，代数的不変量間の射は（関手的であ

る限り）自動的に得られる．ここではそのような例をひとつ挙げる．

定義 5.4.Xを連結な粗空間 Yを一様空間とする．写像f:X→ Yが緩振動 (slowlyoscillating) とは，

任意の EEixとUE巧／に対し，ある BEBx (Bxは1xの誘導する前有界型）が存在して，任意の

(x,y) E E¥(B x B)に対して(/(x),f (y)) EUが成り立つときを言う．

緩振動関数は一種の空間的写像と見倣せる．

事実 5.5([22]). Xを1[Jに属す連結な粗空間， Yを1[Jに属す一様空間， f：X→ Yを1[Jに属す写像とす
る．＊X と＊Yを通常のように空間的集合と見倣す．また＊Xinfを＊Xの近標準的でない点（つまり無限遠

点）全体の成す部分空間的集合とする．以下は同値：

(l) fは緩振動である．
(2) * f: *Xinf→ *Yは空間的である．

したがって次が成り立つ．

定義 5.6.X をノルム空間 Vの単位球面のコンパクト部分空間とする． Xの開錐 (opencone) とは

OX:=｛入xi入＞ O,xEX} 

で定義される Vの部分空間である．以下， X を一様空間， oxを粗空間と見倣す．

次の定理はよく知られた事実である．ここでは超準的証明を与えるが，無限大超実数と無限小超実数は
互いの逆数である，という事実が用いられていることに注意されたい．

定理 5.7.X とoxを上と同様とする．このとき f(x) := x/ llxllで定義される写像f:OX→ Xは緩振動
である．

証明．絶対性より定理に現れる空間は 1[Jに属すと仮定してよい． x,yE *OX;nfについて (x,y)E G(Iox) 
と仮定する．すなわちいと訓は無限であり x-ylは有限である．

11*/(x)-*/(リ)||＝ - --
||叫| ||YII 

したがって(*f (x), * f (y)) E μげx)である．

X X.  X y 
- -—+ - --
llxll IIYII ・ IIYII IIYII 
X X 

<曰―配＋げ―可

IIIYll -llxlll. llx -yll 
= |y| ＋ y| 

y-xll. llx-yll 

IIYII'IIYII 
finite finite 

infinite ・ infinite 
= infinitesimal. 

ロ

系 5.8.X, OX, fを上と同様とする．緩振動写像 f:ox→ Xは準同型 H.(f; G) : H. (*OX;nfi G)→ 

H. (*X;G)を誘導する．
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5.3.今後の展望．本稿で与えたホモロジー論は「同値的」な空間的集合に対してのみ良く振る舞う．既存の
標準的な空間概念の中では一様空間と粗空間に対してのみ良く振る舞うということである．「非同値的」な

空間に対しても良く振る舞うホモロジー論の構成はひとつの課題である．

位相空間の特異（コ）ホモロジ一群に対して特異ホモトピー群（通常のホモトピー群）が存在するよう
に，位相空間の Cech（コ）ホモロジ一群に対しては Cechホモトピー群が考えられる ([35,36, 37])．同様
にして McCordホモロジ一群に対応するものとして McCordホモトピー群を考えることができる．さらに
空間的集合への一般化を考えることもできる．これは位相空間や一様空間等の小尺度空間のホモトピー群

を与えるのみならず，粗空間のような大尺度空間のホモトピー群をも同時に与えるものでもある．それゆ
え，一方の尺度の空間のホモトピー群を計算する為に他方の尺度の空間のホモトピー群の情報を利用する
ことが原理的には可能となる．超準的なホモトピー群と既存の標準的なホモトピー群 ([31]) との関係もま

た興味深い間題である．
多様体あるいはより一般の微分空間 ([20]）のようなリッチな構造を持つ空閻は理論上も実践上も特に重

要かつ興味深い対象である．ところが，我々の枠組みは空間の一般位相的な側面にのみ着目しており，これ

らの興味深い空間（の構造）を扱うことができない．我々の枠組みをこうした空間に適合させることは一
つの研究の方向性であろう．例えば， deRham理論 ([8])や Morse-Floer理論 ([3,15])のような空間の
リッチな構造を利用した理論を，（エンリッチされた）小尺度空間や大尺度空間を含む空間へと一般化する

ことができれば，これは非常に有用であろう．ホモロジ一群やホモトピー群に於けると同様，小尺度空間と
大尺度空間が射を通して関連しているときには，一方の代数的データを他方の代数的データの計算に利用
できるからである．もちろん，これらは思い付きの域を出ていない段階であり，一層の検討を必要とする．
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