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概要

三重周期極小曲面は界面活性剤の膜の数学的モデルであること

が知られており，数学以外の分野でも多く研究されている．この 10

年間，江尻典雄氏との共同研究によって，三重周期極小曲面の幾何的

量，具体的には， Morse指数・退化次数・符号数を計算し，三重周期

極小曲面全体の Moduli空間の分類を試みてきたその成果の一部

として， 1990年代に物理学者たちによって構成された種数3の変形

族に対する幾何的量を数値計算を用いて特定したというものがある．

本講演では，種数4の有名な例である A.SchoenのI-WP曲面に対

する幾何的量を数学的に特定したという最新の結果を報告した本

稿ではその概略を紹介したい．

1 状況設定， Morse指数と退化次数

f：訂→配を配内の三重周期極小曲面とする．この周期性の基本領

域を配内の格子 Aと考え，全空間を平坦トーラス配／Aとすると，平坦

トーラス内の向き付けられた閉極小曲面 f:M→配／Aが得られる．し

たがって，三重周期極小曲面は平坦トーラス内の向き付けられた閉極小曲

＊本内容は，科学研究費（基盤研究 (C)一般，「幾何学的不変鼠による周期的極小曲面
のモジュライ空間の研究」課題番号 20K03616)の援助を受けており，また，江尻典雄
氏との共同研究に基づくものである．
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面に対応するが，後者は閉Riemann面という古典的な状況であるため，変

形理論を始めとした多くの理論が展開される対象であり，こちらの方を主

対象とする． M の種数を 7とすると， Gauss-Bonnetの定理からの帰結に

て，全測地的でない場合は ,~3 となる（［12] を参照のこと）．

一般に，平坦トーラス内の向き付けられた閉曲面f:M→配／Aに対

して，平坦計量の fによる誘導計量による面積関数

A(!)= L dv 
M 

が定義される．｛ft}をJo=fなる， fの任意の変形とすると，

d 
A(fリ＝ 0五t=O 

なる fを極小はめ込みというまた，このときの f(M)を極小曲面という

さらに，単位法線ベクトル場N とM 上の任意の滑らかな関数uを用いて，

変分ベクトル場を dftfdtlt=O = uNと限定しても以降の議論は一般性を失

わないことが知られており，このとき，面積関数の第 2変分は，誘導計量

による Gauss曲率kを用いて，

d2 
而 t=OA(ft) = L (I▽uド＋2Kuりdv=-L（△u -2Ku)udv 

となる．これは 2階の楕円型偏微分作用素△ー 2Kの固有値問題

△u-2Ku十入u=O

と関連しており，入を固有値， uをその固有関数という任意の滑らかな

関数はこの固有関数たちのべき級数で展開できることが知られており，こ

のことから，負の固有値の存在が面積関数の第2変分が負となる方向の存

在に対応する．極小曲面は面精関数の臨界点を与える曲面であるが，負の

固有値がある場合はその固有関数の方向に曲面を変形すれば面積が減少

する．したがって，負の固有値の個数はその極小曲面の面積が減少する独

立な方向の多さを表し，面積最小の状態からの差を表す一つの試金石とな

る．このような視点から，負の固有値の重複度も込めた個数を Morse指

数 0固有値の重複度を退化次数といい，重要な幾何的量を与えるなお，

全空間である平坦トーラス内の平行移動を法方向に制限したものは退化

次数を与えることが知られており，退化次数は 3以上であることが判る．

以上の内容は，例えば，［15]を参照されたい．
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2 Moduli空間

平坦トーラス内の向き付けられた閉極小曲面 f:M→配／Aを記述す

る上で有力な手法は， fによる誘導計量に適合した等温座標系によって M

をRiemann面と考えて議論することであり，このときの fを共形極小は

め込みという実際次の表現公式が知られている．

定理 1(Weierstrassの表現公式）．

向き付けられた閉曲面から平坦トーラスヘの共形極小はめ込みf:M→

訊 Aは次のように表される：

J(p) =況JP(W1,W2叫）．
PO 

ここで， PoEMは定点 W1,W2，四は以下を満たす M 上の正則微分であ

る．

(i) W1, W2, W3は共通零点をもたない．

(ii) Wi +w~ +w~ = 0. 

(iii)｛簡fc(w1,w2,w3)ICE H1(M)} CA. 

(iii)は線積分fのwell-defined性を保証するものであり，次のような書

き換えがある．｛Aj,凡｝］＝1をM上の標準ホモロジ一基底とし，

Q = ([：：二[::::｛二:: : ;二:)
Jふ叫... Jふ吟 fB1 咄•.． JB"IW3

なる 3X 21複素行列を複素周期行列といい，叱Qを実周期行列ということ

にする．実周期行列の各列は配内のベクトルと見なすことができ，これ

らが2,個ある．必要があればAをとり替えることによって，（iii)はこれ

らか個のベクトルたちが配内の格子を定めることと同値である．

Moduli空間の定式化はPirola[13], Arezzo-Pirola [1]によるものと江尻

[4], [5]によるものがあるが，ここでは簡易的な記述を優先させて，前者を

用いる．（i),(ii)を満たす正則微分W1,W2,W3を用いて，

M := {((M, {Aj, Bふ二）， W心 2心）｝

なる集合を考えるこのとき，

Pie: M ぅ((M,{A凸｝J口），W1,W2叫） → Q E C的

p恥： M ぅ((M,{A凸｝い），W1,W2竺） →叩 E罠的
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をそれぞれ複素周期写像，実周期写像というなお，それぞれの行先の空

間であるが， C67は3X 21複素行列全体，股6"(は3x的実行列全体を意図

している．

c的には様々な幾何構造があるが，ここでは複素Symplectic幾何学の視

点を採用する．（Z1,...,Z3"(, W1,..., W3"f)をC的の標準基底とすると， C的

には区戸1dwj八仁なる標準的な複素 Symplectic形式がある． これを

3 X 21複素行列の状況に書き直すと， 3x1複素行列による分割を用いて，

咄 ((Z1,Zか(W1,W2)) = trace（富罰— tz叫）

となる．ここで，いささか天下り的であるが， f/c:= -iwc(＊ぷ玉）とおくと，

これは C67上の符号数 (3,,3,)のエルミート内積を定める ([3]を参照のこ

と）．なお，エルミート行列の符号数とは，正の固有値と負の固有値の重複

度も込めた個数の組のことである．

M の元のうち，退化次数が3のものはpl!!.が可微分同型を与えることが

陰関数定理からの帰結である．このような pl!!.が可微分同型を与えるよう

な点たちによって M が連結成分に分割される． Pcでncを各連結成分上

に引き戻すことにより，その連結成分上に符号数 (p,q)のエルミート内積

が定義される．これを極小曲面の符号数といい， Moduli空間における新

しい不変量となる．以上は [5]の内容に基づく．

前述した通り，種数3は三重周期極小曲面の最小種数の状況であり， 1990

年代に物理学者たちによって，多くの変形族が構成されている ([11],[10], 

rG族． tG族の数学的構成は [2]を参照のこと）．以下はそのような変形族

たちの幾何的量を数値計算を用いて特定したものである．

定理 2([6], [7], [8]). 
種数3の変形族，具体的には， rPD族， tP/tD族， tCLP族， H族， rG族，

tG族， mPCLP/mDCLP族において，各連結成分上の Morse指数，退化次

数符号数の組は，（1,3, (4, 5)), (2, 3, (5, 4)), (3, 3, (6, 3)）である．

3 Morse指数と符号数の関係およびI-WP曲面

の幾何的量

1970年代に Schoen[14]が多くの三重周期極小曲面を構成しており，そ

の中に I-WP曲面がある．なお，［11]によると，これは Stessman曲面とも

いわれているようである前節最後の定理を得るための手順を用いて，既
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に次の結果を得ており，去る 2019年 3月に名城大学で行われた研究集会

にて報告済みであったただし，種数 3の場合では生じない困難があり，

Morse指数の特定には至らず，評価のみに留まっていた

定理 3.

I-WP曲面の退化次数は3,符号数は (10,2)であり， Morse指数は6,7,8 

のいずれかである．

Moduli空間の分類に関しては符号数で十分であり， Morse指数を特定

する必要はないかもしれないが，古典的に由緒正しい幾何的量ということ

で， Morse指数の特定は重要課題であったこれに関しては以下の向きの

概念をM に導入することによって，偶発的かつ奇跡的に特定できたとい

うのが本稿のメインの報告となる．

艮的には標準的な Kahler形式w。があるが，楼w。によって各連結成分上

に誘導される体積要素は，標準座標(x1,...,X砂 Y1,・ ・ ・, Yゎ）および符号数

(p, q)なるエルミート行列 (ha/3)を用いて，

det(h⑮)dx1/¥．．．八 dx3-y八dy1I¥... I¥ dy的

と表される．このことから」信が向きを保つための必要十分条件は，（一l)q> 
0であることである ([5]を参照のこと）．この向きの概念を各連結成分上

に導入し， Morse指数と符号数の関係を解明した次の定理が今回の主結果

になる．

定理 4([9]). 

M の各連結成分上において， Morse指数indと符号数 (p,q)には以下の

関係がある．

(1)種数3の場合（超楕円型になる），（ーl)ind=(-l)qとなる．

(2)非超楕円型の場合，種数が奇数であれば (-l)ind＝（一l)q'種数が偶数

であれば (-l)ind= (-l)q+lとなる．

なお，一般種数の超楕円型Riemann面の場合も似たような結果が成り

立つのであるが，設定が複雑になるのでここでは略す．

この結果から， I-WP曲面の場合 q= 2であり，種数が偶数なので，

(-l)ind = (-1)3 = -1となるため， Morse指数は奇数である．したがって，

6, 7,8のうち，奇数は 7しかないので，次の系を得る．

Corollary 5 ([9]). 

I-WP曲面の Morse指数は 7である．
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