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Notazioni

xeX, xg¢X
AcCB, AcB
AzB

U, N
AxB .
A\B

g‘ﬂ
x20
x20
x>0
9‘4-
R++

BRRS

x>y

X & un elemento di X, x non & un elemento di X
A & un sottoinsieme di B, A & un sottoinsieme proprio di B
A non ¢ un sottoinsieme di B

insieme vuoto

unione, intersezione

prodotto cartesiano tra gli insiemi A e B
insieme degli elementi di A non presenti in B
insieme dei numeri reali

spazio euclideo n-dimensionale

~ vettore non-negativo (x;20 Vi=1,...,n)
vettore semipositivo (x20, x#0)

vettore positivo (x;>0 Vi=l,...,n)

insieme dei numeri reali non-negativi

insieme dei numeri reali positivi

insieme dei numeri reali non-positivi

insieme dei numeri reali negativi

insieme dei vettori n-dimensionali non-negativi
insieme dei vettori n-dimensionali positivi
insieme dei vettori n-dimensionali non-positivi
insieme dei vettori n-dimensionali negativi

x non-minore di y (xi2y; Vi=l,...,n)

x semimaggiore di y (x2y, x2y)

x maggiore di y (xp>y; Vi=l,...,n)
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Introduzione

La concavita generalizzata & uno dei settori di ricerca piu studiati nell’am-
bito della programmazione matematica e della microeconomia, cosi come ¢ testi-
moniato dal considerevole numero di articoli apparsi in questi ultimi anni nella
letteratura nazionale ed internazionale.

L’esigenza di estendere le proprieta delle funzioni concave relative all’ot-
timizzazione, quali ad esempio I’ ottimalita globale di un punto critico o di un
punto che verifica le condizioni di Kuhn-Tucker, ha motivato I’introduzione di
varie classi di funzioni, ciascuna delle quali con un ruolo specifico nell’ambito
della ottimizzazione e nell’ambito di certe teorie economiche.

Difatti, a partire dal pionieristico lavoro di Arrow-Enthowen del 1961, &
stato introdotto un notevole numero di classi di funzioni concave generalizzate;
il proliferarsi di tali classi ha portato ad uno studio sistematico delle relazioni tra
loro intercorrenti, studio che in parte pud considerarsi consolidato dal momento
che sono disponibili oggi testi di riferimento ad hoc.

Nonostante cid, la ricerca non & da considerarsi conclusa, proseguendo in-
fatti in varie direzioni quali ad esempio la caratterizzazione dei punti critici
(invessita) e I’estensione di vari teoremi nell’ambito della teoria della dualita.

Di fronte al grande interesse che tutt’oggi la concavita generalizzata scalare
suscita in molti ricercatori, non vi & particolare attenzione alla concavita genera-
lizzata per funzioni vettoriali, cosi come si evince da un’analisi effettuata nella
letteratura specializzata; non si va infatti, nel caso di problemi paretiani, al di 12
della concavita generalizzata componente per componente e, nel caso di pro-
blemi di estremo rispetto ad un cono, al di 12 di alcune definizioni e proprieta mi-
rate al raggiungimento di specifici obiettivi.



Cap. 1 Concavita generalizzata: caso scalare

Scopo di questa Tesi & quello di costruire, sul modello scalare, una teoria
della concavita generalizzata per funzioni multiobiettivo: a partire da relazioni
d’ordine indotte da coni in spazi di dimensione finita (!) si introducono varie
classi di funzioni concave generalizzate, se ne studiano proprieta e caratterizza-
zioni (sia nel caso differenziabile e non) oltre che le interrelazioni esistenti tra le
stesse. Le classi introdotte vengono successivamente “calate” nell’ambito
dell’ottimizzazione vettoriale e viene evidenziato il loro ruolo nello stabilire
condizioni necessarie €/o sufficienti di ottimalita.

Lo studio della concavita generalizzata vettoriale non poteva prescindere
da un preliminare studio sistematico dei principali risultati relativi alla concavita
generalizzata scalare; tale studio, svolto nel primo capitolo, ha portato ad intro-
durre nuove classi di funzioni ed a determinare vari risultati tendenti a caratte-
rizzare funzioni appartenenti ad una certa classe ma non ad un’altra. Nel primo
capitolo & stata inoltre affrontata 1’estensione del concetto di funzione affine;
tale studio ha portato alla definizione di alcune nuove classi di funzioni, dette
affini generalizzate, per le quali & stata svolta una analisi organica delle proprie-
ta, con particolare riguardo a quelle relative alla monotonia.

Nel secondo capitolo ¢ stata affrontata 1’estensione a livello vettoriale dei ri-
sultati propri del caso scalare; 1’approccio scelto & stato quello di rimanere in
spazi vettoriali n-dimensionali e considerare, nel codominio delle funzioni vetto-
riali, degli ordinamenti parziali indotti da un cono chiuso di vertice 1’origine ed
interno non vuoto. Sono state definite con questo approccio tutta una serie di
classi di funzioni che estendono quelle scalari; per tali classi ¢ stato svolto uno
studio analogo a quello seguito nel caso scalare, tentando di evidenziare le ca-
ratteristiche delle varie classi e verificare quali proprieta del caso scalare sono
verificate anche a livello vettoriale. Tale studio ha portato ad esempio ad osser-
vare che non esiste in generale una caratterizzazione al primo ordine per le classi
di funzioni concave generalizzate vettoriali; sono stati inoltre determinati vari
teoremi di composizione per funzioni concave generalizzate vettoriali che gene-
ralizzano, anche nel particolare caso delle funzioni scalari, i risultati gia noti in
letteratura.

Nel terzo capitolo infine ¢ stato evidenziato il ruolo della concavita genera-
lizzata nell’ottimizzazione conducendo uno studio basato su un approccio che

! Data 1a carenza di studi sulla concavita generalizzata per funzioni vettoriali, in questa Tesi ci siamo
limitati a considerare ordinamenti indotti da coni contenuti in spazi di dimensione finita. Le possibili

generalizzazioni ad ordinamenti in spazi di dimensione infinita saranno oggetto di successivi studi.
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ha permesso di trattare, senza distinzione, sia il caso scalare sia quello vettoriale.
I1 problema delle condizioni di ottimalita & stato affrontato in un modo diverso
da quello usualmente trattato in letteratura; ci si € infatti rivolti verso condizioni
di ottimalita per vertici di insiemi stellati, analizzando I’apporto dato dalla con-
cavita generalizzata nel confronto tra I’ ottimalita locale e I’ottimalita lungo le di-
rezioni ammissibili. Tale approccio ha permesso tra 1’altro di riottenere come
semplici corollari vari risultati della letteratura. Altre condizioni di ottimalita
sono poi state determinate, abbandonando I’ipotesi dell’insieme stellato, stu-
- diando il comportamento della funzione obiettivo lungo le direzioni del cono
tangente di Bouligand.
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1. Concavita generalizzata:
caso scalare

La concavita generalizzata & uno dei settori di ricerca piu ampiamente stu-
diati nell’ambito della microeconomia e della programmazione matematica, cosi
come & testimoniato dal considerevole numero di articoli apparsi nella letteratura
in questi ultimi quindici anni. Con essa si & cercato di estendere il pil possibile
le classi delle funzioni aventi alcune delle piu interessanti proprieta delle fun-
zioni concave, come ad esempio I’ottimalita globale di un massimo locale o di un
punto stazionario. |

Tale estensione pud avvenire secondo diversi approcci; al riguardo genera-
lizzazioni estremamente studiate sono quelle che legano la concavita e le medie
[21, 28, 44, 47, 73]. Una funzione concava difatti & tale che il suo valore
calcolato nella media aritmetica di pili punti non ¢ inferiore alla media aritmetica
(con gli stessi pesi) della funzione nei vari punti; la generalizzazione ¢ quindi
immediata, dal momento che basta sostituire la media aritmetica con un qualsiasi
altro tipo di media. Tale approccio permette di sfruttare le proprieta delle
funzioni concave per classi di funzioni estremamente generali [5, 10].

L’approccio che verra seguito in questo capitolo € invece quello dovuto a
De Finetti [29] che nel 1949 introdusse per la prima volta una classe di funzioni,
contenente propriamente quella delle funzioni concave, caratterizzata dall’avere
gli insiemi di livello superiore convessi; in seguito Fenchel [39] nel 1951 ne
studid nuove importanti caratterizzazioni.

Tale classe, a tutti oggi nota come classe delle funzioni quasi-concave, ebbe
subito una importanza rilevante nella teoria microeconomica del comportamento
del consumatore [6, 63, 87], nella quale si cerca di assiomatizzare il comporta-
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mento di un consumatore che sceglie, in base al proprio reddito ed ai propri
gusti, i beni da acquistare. Anche nell’ambito della ottimizzazione tali studi
iniziali portarono ad importanti risultati, tra tutti il lavoro di Arrow-Enthoven [1].

In seguito, negli anni 1964-1976, furono introdotte e studiate diverse classi
di funzioni concave generalizzate in rapporto sia alle proprieta dei problemi di
ottimo sia alle applicazioni economiche [5, 41-43, 57, 64, 65, 70, 78, 91].
Numerosi sono stati in seguito i contributi di vari autori tesi alla determinazione
di nuove proprieta e caratterizzazioni, il che ha incrementato sempre piu
I’interesse sull’argomento tanto che dal 1980 si svolgono periodici congressi
internazionali sulla Concavita Generalizzata [13, 71, 87, 88].

In questo capitolo vengono introdotte e studiate le piu note classi di funzio-
ni concave generalizzate introdotte in letteratura, unitamente a cinque nuove
classi che sono state recentemente introdotte [19]; tali classi sono dapprima
considerate senza alcuna ipotesi di continuita o derivabilita, al fine di meglio
evidenziarne le pecurialita e rendemne possibile un diretto confronto; di esse
vengono, nel paragrafo 1.1, sistematicamente studiate le principali proprieta, le
relazioni di inclusione, le differenziazioni teoriche.

Nel paragrafo 1.2 vengono studiate, per ogni classe precedentemente intro-
dotta, proprieta e caratterizzazioni sotto ipotesi di semicontinuita superiore e di
continuita e, nel successivo paragrafo 1.3, sotto ipotesi di differenziabilita.

Nel paragrafo 1.4 si mostra in quali casi la trasformazione monotona di una
funzione concava generalizzata & ancora concava generalizzata; viene inoltre
studiata la concavita generalizzata della composizione di pill funzioni scalari
concave generalizzate; viene infine analizzata la struttura algebrica di alcune
delle classi di funzioni concave generalizzate definite.

Nel paragrafo 1.5 si introducono nuove classi di funzioni che estendono il
concetto di affinita di una funzione; esse vengono inizialmente studiate sotto
ipotesi sia di non-continuita che di continuitd, in seguito si dimostra come tali
classi estendano anche il concetto di monotonia proprio delle funzioni ad una
sola variabile.

Nel paragrafo 1.6 viene infine fornita una carrellata di altre classi di funzioni
concave generalizzate che possono essere “trasformate” in funzioni concave;
anche di tali classi sono forniti esempi, proprieta e relazioni di inclusione.
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1.1. Definizioni e principali proprieta

In questo paragrafo saranno fornite le definizioni delle varie funzioni concave
generalizzate e ne saranno evidenziate caratterizzazioni ottenibili senza alcuna
assunzione riguardo alle proprieta di continuita o differenziabilita della funzione
stessa.

Verranno considerate sia le classi di funzioni scalari concave generalizzate note
in letteratura [5, 6, 29, 32, 34, 39, 41, 45, 47, 64, 65, 70, 72, 73, 75, 78, 91], che
delle nuove classi di funzioni concave generalizzate [19] le quali, in assenza di
ipotesi di continuita, risultano pil ampie di quelle note in letteratura mante-
nendone le principali proprieta relative all’ottimizzazione ed alle trasformazioni
monotone crescenti. L

Le varie classi di funzioni concave generalizzate note in letteratura sono, per la
maggior parte, individuate richiedendo un loro determinato comportamento su
un generico segmento di estremi x ed y in corrispondenza del verificarsi 0 meno
delle relazioni f(y)=f(x) oppure f(y)>f(x); partendo da questa semplice osserva-
zione e dal fatto che anche le funzioni concave € strettamente concave possono
essere definite nel modo sopra descritto, si introducono cinque nuove classi di
funzioni concave generalizzate richiedendo loro un diverso e specifico compor-
tamento in corrispondenza del verificarsi delle relazioni f(y)=f(x) ed f(y)>f(x).

Si iniziera lo studio con le funzioni di tipo concavo, per passare poi alle funzioni
di tipo quasi-concavo ed a quelle di tipo pseudo-concavo; successivamente ver-
ranno studiate le varie interrelazioni e differenziazioni esistenti tra le nuove
classi e quelle gia note in letteratura (2).

2 In questo lavoro considereremo principalmente la concavith generalizzata ¢ non la convessita generaliz-
zata, al riguardo si ricorda che una funzione f & detta convessa, strettamente convessa, quasi-convessa, etc.
etc. (*.*cx) se la funzione -f risulta rispettivamente concava, strettamente concava, quasi-concava, etc. etc.
(*.*cv); in seguito saranno esplicitamente messi in evidenza comunque tutti quei casi in cui la dualita tra

convessita e concaviti non segue questa semplice regola.
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1.1.1. Funzioni di tipo concavo

Si inizia ricordando la definizione delle funzioni concave e strettamente conca-
ve; le origini dei concetti relativi a tali classi di funzioni risalgono all’inizio del
secolo, nei lavori di Holder [45], Jensen [47] e Minkowsky [72, 73].

Definizione 1.1.1 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—R. f & detta:

concava [cv] se per ogni x,ye C vale la condizione:

fx+My-x)2AXHME(y)-f(x)) YA(O,1);

strettamente concava [s.cv] se per ogni x,ye C, x#y, vale la condizione:

FxAMy-x))>FMEY)-f(X)) VAe(0,1).

Nel casi in cui I’insieme convesso C sia un intervallo dei feali abbiamo quindi
che una funzione f € concava se e solo se il suo grafico giace non al disotto di
ogni sua corda mentre risulta strettamente concava se e solo se il suo grafico
giace al di sopra di ogni sua corda; ricordiamo inoltre che in questo caso speci-
fico se la funzione f & concava allora ammette in ogni punto interno di C deri-
vata destra e derivata sinistra [5, 39, 80] ed & ivi continua [80]. Quest’ultimo
risultate puo essere esteso anche a funzioni a piu variabili; si dimostra infatti che
una funzione concava definita su un insieme convesso CcR" & continua
nell’interno relativo di C (3) ed in particolare se C & anche aperto allora &
continua in tutto C [39, 81].

Una interessante caratterizzazione delle funzioni concave si pud determinare
[39] utilizzando il concetto di ipografo.

Definizione 1.1.2 Sia f:C—R una funzione definita su un convesso CcR".
L’insieme H(f)={(x,00)e CxR: f(x)2a} & detto ipografo di f ed & composto da
tutti i punti di CxXR giacenti sul grafico di f o al di sotto di esso.

L’insieme P(f)={(x,0)e CxR: f(x)<a} & detto epigrafo di f ed & composto da
tutti i punti di CxXR giacenti sul grafico di f o al di sopra di esso.

3 Un insieme ACR" tale che (x+A(y-x))e A VAe R Vx,ye A & detto insieme affine (chiaramente un
insieme affine & anche convesso). Per un insieme convesso CcR™ Iintersezione di tutti gli insiemi affini
contenenti C & detto involucro convesso di.C. L’interno relativo di C & I'interno di C rispetto al suo

involucro convesso.
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Teorema 1.1.1 Sia f:C—%R una funzione definita su un convesso CcR".

i) f & concava se e solo se il suo ipografo H(f) ¢ un insieme convesso.

ii) f & convessa se e solo se il suo epigrafo P(f) ¢ un insieme convesso.

Dim. Verifichiamo la proposizione solo per le funzioni concave.

Supponiamo che la funzione f sia concava e prendiamo due punti qualsiasi
(x;,0,) € (x,,0,) di H(f) tali quindi che f(x,)20, e f(x,)200,.

Poiché per ogni A€ (0,1) abbiamo f(Ax,+(1-A)x,)2Af(x, H+(1-M)f(x,)2ho, +(1-A)o.,
il punto (x,0)=(Ax +(1-A)x,, Ao, +(1-A)ar,)=A(x,,0, )+(1-A)(X,,0,) appartiene a
H(f) che risulta quindi un insieme convesso.

Supponiamo ora che H(f) sia un insieme convesso e quindi tale che per ogni sua
coppia di punti (x,,at;) ed (x,,0,) € per ogni Ae (0,1) anche il punto
(x,00=(Ax | +(1-A)x,,A0 +(1-A)o, )=A(x ;0 H(1-A)(x,,0.,) appartenga a H(f).

In particolare, presi due elementi qualsiasi x,y di C, considerando la coppia di
punti di H(f) (x,f(x)) ed (y.f(y)) abbiamo (Ay+(1-A)x, Af(y)+(1-A)f(x))e H(f) e
quindi f(Ay+(1-A)x)2Af(yH(1-A)f(x) Vx,yeC VAe(0,1). *

Recentemente ¢ stata introdotta [77] una sottoclasse delle funzioni strettamente
concave detta classe delle funzioni fortemente concave [7, 33, 34, 82, 87, 92,
93], avente molte applicazioni sia in economia (si vedano al riguardo i lavori [33,
41, 49, 60]) sia nell’ottimizzazione (relativamente alla convergenza di alcuni
algoritmi iterativi per la ricerca del massimo di funzioni due volte differenziabili).

Definizione 1.1.3 Sia CcR® un insieme convesso e sia f:C—R. La funzione f &
detta fortemente concava {f.cv] se esiste un reale o>0 tale che per ogni x,ye C
vale la condizione:

B My-X)ZEEHAE)-HOH 5 OA1-Dlly-xi? VA (0,1).

Una utile caratterizzazione di queste funzioni (4) € stata determinata in [82].

4 Si osservi che nella definizione e nel teorema di caratterizzazione successivo il coefficiente reale 1/2 &
superfluo; esso & presente per poter fornire una caratterizzazione priva di coefficienti per le funzioni
fortemente concave di classe (2.
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Teorema 1.1.2 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—R una funzione a
valori reali. La funzione f & fortemente concava se e solo se esiste un reale >0

tale che la funzione g(x)=f(x)+ 15 oxTx & concava.

Dim. Vedasi il corollario 1.7.1. .

Come & stato accennato nell’introduzione, osservando che le funzioni concave
e strettamente concave possono essere definite tramite il loro comportamento su
un generico segmento di estremi x ed y, & possibile definire due nuove classi di
funzioni di tipo concavo [19].

Si premette la seguente proprieta.

Proprieta 1.1.1 Sia CcR® un insieme convesso e sia f:C—NR.
i) fe concava se e solo se per ogni x,ye C & verificata la condizione:
f(y)2f(x) = f(x+My-x)2EEHME(y)-f(x)) VAe(0,1);

ii) f ¢ strettamente concava se e solo se per ogni x,ye C, xzy, ¢ verificata la

condizione: f(y)2f(x) = f(x+A(y-x))>f(xHAMf(y)-f(x)) VAie(0,1).
Dim. La necessita dei punti i) e ii) & banale, verifichiamo quindi la sufficienza.
Siano x,ye C qualsiasi, se x=y si ha banalmente f(x+A(y-x))2f(x)+A(f(y)-f(x)) _
VAe(0,1); si assuma quindi x#y: se f(y)=f(x) le due tesi sono verificate per
ipotesi, se invece f(x)>f(y) si ha per ipotesi f(y+o(x-y))=f(y)+o(f(x)-f(y))
Vae (0,1) [fy+a(x-y))>f(y)+o(f(x)-f(y)) per il punto ii)], ovvero posto A=1-a
f(x+My-x) 2 H+ME(y)-f(x)) YA€ (0,1) [f(x+A(y-x))>Fx)+A(E(y)-f(x))]. 4

Definizione 1.1.4 Sia CcR™ un insieme convesso e sia f:C—NR. fé detta:

semi concava [sm.cv] se per ogni x,ye C vale la condizione:
fy)>f(x) = fx+Ay-x)EE+ME(y)-(x)) VAE(0,1);
Semistrettamente concava [ss.cv] se per ogni x,ye C vale la condizione:

f(y)>f(x) = f(x+My-x))>fZHME(y)-f(x)) VAe(0,1).

Analogamente alle funzioni concave, f & detta semi convessa o semistrettamente
convessa se -f € rispettivamente semi concava o semistrettamente concava; & in-
teressante osservare che, direttamente dalle definizioni segue che una funzione
¢ semistrettamente concava e semistrettamente convessa se € solo se & costante.
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1.1.2. Funzioni di tipo quasi-concavo

Si introduce adesso la classe delle funzioni quasi-concave che € la classe piu
usata in economia ¢ nell’ottimizzazione matematica dal momento che, come
verra mostrato, mantiene alcune importanti proprieta delle funzioni concave.

Definizione 1.1.5 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—R. e detta:

quasi-concava [qcv] se per ogni x,ye C vale la condizione:
f(y)f(x) = f(x+A(y-x))2f(x) VAe(0,1);

strettamente quasi-concava [s.qcv] se Vx,ye C, xzy, vale la condizione:
f(y)2f(x) = f(x+My-x))>f(x) VAe(0,1);

semistrettamente quasi-concava [ss.qcv] se Vx,ye C vale lytancondizione:
f(y)>f(x) = f(x+My-x))>f(x) VAe(0,1).

Per ragioni di simmetria, si introducono (5) le seguenti tre ulteriori classi di fun-
zioni di tipo quasi-concavo [19].

Definizione 1.1.6 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—R. f e detta:

semi q.uasi-concava [sm.qcv] se per ogni x,ye C vale la condizione:
f(y)>f(x) = f(x+M(y-x))2f(x) VAe(0,1);

quasi-concava in senso esteso [e.qcv] se Vx,ye C vale la condizione:
f(y)=f(x) = f(x+My-x))=f(x) VAe(0,1);

strettamente quasi-concava in senso esteso [es.qcv] se Vx,ye C, x2y, si ha:
f(y)=f(x) = f(x+My-x))>f(x) VAe(0,1).

Vale la seguente proprieta di immediata verifica.

Proprieta 1.1.2 Sia f una funzione a valori reali definita su un convesso CcR™.
i) la funzione f & qcv se e solo se & sia sm.qcv sia e.qcv;
ii) la funzione f & s.qcv se e solo se & sia ss.qcv sia es.qev.

5 Si osservi che le definizioni di funzione quasi-concava e strettamente quasi-concava possono rispettiva-
mente essere espresse come f(x+A(y-x))2min{f(x),f(y)} VA€ (0,1) Vx,yeC ed f(x+A(y-x))>min{f(x),f(y)}
VAe(0,1) Vx,ye C, xay.
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Storicamente una funzione quasi-concava ¢ stata definita [29], generalizzando
una proprieta delle funzioni concave, come funzione avente tutti gli insiemi di
livello superiore convessi; per poter stabilire tale risultato [39] si premette la
seguente definizione.

Definizione 1.1.7 Sia f una funzione a valori reali, definita su un insieme con-
vesso CcR", ed o un qualsiasi valore reale.

L’insieme U(f,a)={xe C: f(x)2a} & detto insieme di livello superiore di f ed € la
proiezione su C rispetto ad o dell’ipografo di f.

L’insieme L(f,o))={x€ C: f(x)Sat} & detto insieme di livello inferiore di f ed ¢ la
proiezione su C rispetto ad o dell’epigrafo di f.

L’insieme Y(f,o)=U(f,0)NL(f,x)={x€ C: f(x)=0t} & detto superficie di livello di f.
Gli insiemi U°(f,a)={xe C: f(x)>a} ed L°(f,a)={xe C: f(x)<a} sono infine detti ri-
spettivamente insieme di livello superiore stretto ed insieme di livello infe-
riore stretto di f.

Teorema 1.1.3 Sia f una funzione a valori reali definita su un convesso

CcR™. Le tre seguenti condizioni sono equivalenti:

i) la funzione f & quasi-concava;

i) gh insiemi di livello superiore U(f,a) di f sono insiemi convessi per ogni va-
lore reale o

iii) gli insiemi di livello superiore stretto U°(f,a) di f sono insiemi convessi per
ogni valore reale o.

Dim. i)=ii) Sia U(f,0) un qualsiasi insieme di livello superiore di f e siano x, ed

X, due punti qualsiasi di U(f,a), tali quindi che f(x,)2o ed f(x,)20; per la quasi-

concavita di f abbiamo che f(Ax,+(1-A)x,)2min{f(x,),f(x,)}=a, da cui

Ax, +1-M)x,e U(f,a0), VAe(0,1).

ii)=iii) Sia U°(f,a) un qualsiasi insieme di livello superiore stretto di f e siano

X, ed X, due punti qualsiasi di U°(f,a), tali quindi che f(x,)>a ed f(x,)>0; posto

o=min{f(x,),f(x,)} risulta per costruzione che i punti x, ed x, appartengono

all’insieme di livello superiore U(f,@) che &, per ipotesi, convesso; si ha quindi per

ogni Ae(0,1) f(Ax,++(1-A)x,)20c>0. e percid anche I'insieme U°(f, o) & convesso.

iii)=»i) Si supponga per assurdo che la funzione f non sia quasi-concava, ov-

vero che esistano due punti x, ed x, di C ed un valore reale Ae(0,1) tali che

f(x)2f(x,)>f(Ax +(1-A)x,); posto o=f(Ax,+(1-A)x,) risulta che i punti x, ed x,

appartengono a U°(f,a) che & un insieme convesso, si ha quindi per ogni A€ (0,1)

f(Ax, +(1-A)x,)>0=f(Ax,+(1-A)x,) il che & assurdo dal momento che A=(0,1). ¢

11



Cap. 1 Concavitd generalizzata: caso scalare

Ovviamente, in modo analogo a quanto fatto nel teorema precedente, si dimostra
che una funzione f & quasi-convessa se e solo se i suoi insiemi di livello inferiore
ed i suoi insiemi di livello inferiore stretto L(f,ot) ed L°(f,01) sono insiemi convessi
per ogni valore reale o.

La caratterizzazione espressa nel Teorema 1.1.3 per le funzioni quasi-concave
viene largamente utilizzata in economia; nella teoria del comportamento del
consumatore, ad esempio, si richiede, pef ogni dato paniere, la convessita
dell’insieme dei panieri ad esso preferiti, ipotesi che implica, nel caso in cui esista
una funzione di utilita per il consumatore, la convessita degli insiemi di livello
superiore ovvero la quasi-concavita della stessa funzione di utilita.

1.1.3. Funzioni di tipo pseudo-concavo

Un’altra nota classe di funzioni concave generalizzate € quella delle funzioni
pseudo-concave, definita da Mangasarian [64] sotto ipotesi di differenziabilita e
successivamente ripresa da altri autori [75, 91] che ne hanno fornito caratteriz-
zazioni anche nel caso non differenziabile.

-

Definizione 1.1.8 Sia CcR® un insieme convesso ¢ sia f:C—R. f & detta:
pseudo-concava [pcv] se per ogni x,ye C vale la condizione:

JE(x,y)>0 tale che VA (0,1)
fy)>fx) = { F(x+A(Y-X))2EEHML-AE(R,Y)

strettamente pseudo-concava '[s.pcv] se Vx,ye C, x2y, vale la condizione:

JE(x,y)>0 tale che VAe(0,1)
fy)2f(x) = { F(x+MY-X)ZEEHA1-A)ER,Y) *

dove &(x,y) & una funzione dipendente solamente da x ed y.
Come ¢ noto, e come sara mostrato in seguito, la classe delle funzioni pseudo-

concave garantisce la sufficienza delle condizioni di Kuhn-Tucker e I’ ottimalita
di un punto critico.

12
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1.1.4. Relazioni di inclusione tra le classi

In questo sottoparagrafo vengono messe in evidenza le relazioni di inclusione
esistenti tra le nuove classi di funzioni introdotte tramite le Definizioni 1.1.4 e
1.1.6 e quelle note in letteratura.

Molte delle relazioni di inclusione intercorrenti tra tali classi di funzioni concave
generalizzate seguono direttamente dalle relative definizioni; verranno specifi-
cati pertanto solo i seguenti non ovvi risultati [19].

Teorema 1.1.4 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—oR.

i) Sef & semi concava allora f & anche pseudo-concava.

ii) Se f & semi concava ed inoltre Vx,ye C con f(y)=f(x), x2y, 3Ae (0,1) tale che
f(x+A(y-x))>f(x)=f(y), allora f & anche strettamente pseudo-concava.

Dim. i) Si supponga per assurdo che la funzione f sia semi concava ma non

pseudo-concava; allora 3x,ye C con f(y)>f(x) ed inoltre VE(x,y)>0 3A (0,1) tale

che f(x+A(y-x))<f(xHA(1-L)E(X,y)<f(x)+AL(X,y). In particolare in corrispondenza

di E(x,y)=f(y)-f(x)>0, 3ke (0,1) tale che f(x+My-x))<fx)H+MF(y)-f(x)), disugua-

glianza che contraddice la semi concavita della funzione f.

if) Per quanto dimostrato in i) la funzione f risulta pseudo-concava; per

verificarne la stretta pseudo-concavita resta da dimostrare che Vx,ye C con

f(y)=f(x), xy, JE(x,y)>0 tale che VA& (0,1) risulta f(x+A(y-x))2f(X)H+A(1-A)E(X,y).
Per ipotesi IAe (0,1) tale che f(x+A(y-x))>f(x)=f(y); essendo f sm.cv nell’inter-
vallo di estremi x e z=x+A(y-X) si ha che f(x+0(x+A(y-x)-X))=f(x)+0u(f(z)-f(x))

Vae(0,1), ovvero, posto a:%:

f(X+7~(y-X))2f(X)+%l(f(z}f(X))>f(X)+‘;'l(l-le(Z)-f(X)) Ve (ON);

analogamente essendo f sm.cv nell’intervallo di estremi y e z=x+A(y-x) si ha che

f(y+o(x+A(y-x)-y))=f(y Ho(f(z)- -f(y)) Vae(0,1) ovvero, posto a=—;

f(X+7»(y-X))Zf(X)+i—:%(f(Z)-f(X))>f(X)+l—lx'l(l-l)(f(z}f(X)) Vie D).

Posto quindi k=min{ %’_11_7, }>0, per quanto sopra dimostrato risulta:

FOHAY-RIERHRM-M(E@H(X) YAe(0,1), A
tale condizione perd vale anche per A=A, dal momento che per costruzione &
kX(l-X)— X(l X) ’X(l X)

5 }<- da cui si ottiene f(z)>f(x)+kA(1-A)Xf(z)-f(x)).

13
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Pertanto, posto &(x,y)=k(f(x+A(y-x))-f(x))>0, risulta:
fx+My-x))>FHM1-A)E(X,y) VAe (0,1),
da cui segue la stretta pseudo-concavita di f. .

Si osservi che il precedente teorema implica che una qualsiasi funzione concava
priva di tratti costanti & strettamente pseudo-concava; il teorema permette
inoltre di determinare la relazione esistente tra le funzioni concave o
strettamente concave e quelle pseudo-concave o strettamente pseudo-concave,
risultato noto ed ovvio sotto ipotesi di differenziabilita della funzione, ma non
immediato per funzioni qualsiasi.

Corollario 1.1.1 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—R.

i) Se f & concava allora f & anche pseudo-concava. '

i) Se f € strettamente concava allora f &€ anche strettamente pseudo-concava.
Dim. i) Sefé cv allora & anche, per definizione, sm.cv e quindi pcv.

it) Si verifica facilmente che se f & s.cv allora & anche sm.cv; inoltre Vx,ye C
con f(y)=f(x), xzy, risulta f(x+A(y-x))>fxH+A(f(y)-f(x))=f(x) VA& (0,1). Per la ii)
del Teorema 1.1.4 la funzione f risulta s.pcv. ¢
Le relazioni intercorrenti tra le varie classi di funzioni concave generalizzate
sono rappresentate graficamente nel seguente diagramma (6).

eqcvl o |qev| < |smgev

v ) BN
es.qcvl o |sqcv| c  |ss.gev qcv
] ) )
scV| < |spevl < |pev cv
)

cv C |(Smcv

v )
fcv c |sev|  |sscv

diagramma 1

6 11 simbolo c indica che la classe A & contenuta nella classe B.
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I seguenti esempi mostrano che le inclusioni tra le varie classi di funzioni quasi-
concave e concave sono proprie; altre inclusioni saranno analizzate in seguito.

Esempi 1.1.1
. 0 per x#0,1 . . . ..
D f(x)=) perx=0,1 : questa funzione ¢ semi quasi-concava ma non € né e.qcv

(e quindi neanche qcv) né ss.qcv;

i) f(x)= (1) g:; ?{Z(()) : questa funzione & qcv (e quindi sm.qcv € e.qcv) ma non ¢

né ss.qcv né es.qcv (e quindi neanche s.qcv);

0 #0
i) £(x)=_] per x20

: questa funzione ¢ ss.cv (e quindi sm.cv, ss.qcv, sm.qev)
ma non ¢€ e.qcv (e quindi neanche qcv né s.qcv né es.qcv né cv né s.cv);
iv) f(x)=[x]: la funzione “parte intera di x” risulta qcv (¢ quindi sm.qcv e e.qcv)
ma non ss.qcv né es.qev (e quindi neanche s.qcv);
0 perx=1 ‘ v
V) f(x)={1 perx€[0,1[ : questa funzione & e.qcv ma non & né es.qcv (e quindi
2 perxe]l,2]

neanche s.qcv) né sm.qcv (e quindi neanche qcv né ss.qev);
0 per x=1

vi) f(x3=[x per xe 10.2[ , x#1 questa funzione €& es.qcv ma non € sm.qcv (e
quindi neanche qcv, s.qev, ss.qcv);

vii) f(x)=k: la funzione costante & ss.cv ma non & s.pcv e quindi neanche s.cv;

viii) f(x)=x: la funzione identita & cv, e quindi anche sm.cv, ma non & ss.cv, €
quindi neanche s.cv.

Si osservi che le classi di funzioni di tipo quasi-concavo sono le pil ampie tra
quelle introdotte; la loro maggiore generalita rispetto a quella delle funzioni
concave fa perdere perd alcune proprieta di quest’ultime, quale ad esempio la
continuita nei punti interni (si considerino al riguardo gli esempi precedenti).

Per comprendere 1’ampiezza di queste classi basta osservare che ogni funzione
monotona, anche se convessa, € quasi-concava (tale proprieta € una conse-
guenza immediata della definizione).
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1.1.5. Proprieta intercorrenti tra le classi

I seguenti risultati mostrano come sia possibile caratterizzare le funzioni quasi-
concave, quelle strettamente quasi-concave e quelle strettamente pseudo-con-
cave per mezzo delle nuove classi introdotte [19]; la seguente proprieta in
particolare segue direttamente dalle definizioni di funzioni quasi-concave, semi
quasi-concave € quasi-concave in senso esteso.

Proprieta 1.1.3 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:CoX.
La funzione f € quasi-concava se e solo se & sia semi quasi-concava sia quasi-
concava in senso esteso.

Per le funzioni strettamente quasi-concave vale invece il seguente teorema.

Teorema 1.1.5 Sia CcR™ un insieme convesso e sia f:C—>X.

La funzione f ¢ strettamente quasi-concava se e solo se & sia semi quasi-concava
sia strettamente quasi-concava in senso esteso.

Dim. La necessita segue direttamente dalle definizioni.

Per dimostrare la sufficienza si supponga per assurdo che f sia es.qcv ma non
s.qcv € che quindi esistano due punti x,ye C ed un numero reale A< (0,1) tali che
f(y)>f(x)>f(x+A(y-x)); per la definizione di funzione sm.qcv inoltre risulta che
f(y)>f(x)<f(x+A(y-x)), da cui si ha f(y)>f(x)=f(x+A(y-x)).

Applicando la definizione di funzione es.qcv all’intervallo di estremi x+A(y-x)
ed x si ha che f(x+A(y-x))>f(x)=f(x+A(y-x)) VAe (0.%); si scelga Ae(0,%) tale che
fx+A(Y-X))>f(x+My-X)). Se f(x+A(y-x))={(y), applicando la definizione di fun-
zione sm.qcv all’intervallo di estremi x+A(y-x) ed y, risulta necessariamente che
f(x+A(y-x))>min{f(y),f(x+A(y-X)) }>f(x+M(y-x)) Ve (A,1), condizione assurda in
quanto Ae(X,1). Risulta pertanto f(x+A(y-x))=f(y), di conseguenza applicando la
definizione di funzione es.qcv all’intervallo di estremi x+7.(y-x) ed y si ha
f(x+My-x))>f(y)=f(x+A(y-x)) VAe (A,1). Si scelga ora A*e (A,1), A*#R, tale che
f(x+l*(y-x))>f(y)=f(x+X(y-x))>f(x+X(y-x)). Applicando la definizione di fun-
zione sm.qcv all’intervallo di estremi x+A*(y-x) ed x+A(y-x) ed a quello di
estremi x+A*(y-x) ed y, risulta che f(x+A(y-x))2f(y)=f(x+A(y-x))>f(x+A(y-x))
Ve (A1), A#A*, condizione assurda poiché e (A1), A#A*. .
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Per le funzioni strettamente pseudo-concave vale inoltre il seguente risultato.

Teorema 1.1.6 Sia CcR™ un insieme convesso e sia f:C—NR.

La funzione f & strettamente pseudo-concava se e solo se & sia pseudo-concava
sia strettamente quasi-concava in senso esteso.

Dim. La necessita segue direttamente dalle definizioni.

Per la sufficienza si considerino due punti x,ye C, x#y, tali che f(y)>f(x).

Se f(y)>f(x) la tesi segue dalla pseudo-concavita di f, dal momento che per defi-
nizione J&(x,y)>0 tale che f(x+A(y-x))2f(xH+A(1-A)E(x,y) VAe(0,1).
Sia ora f(y)=f(x) e si definisca, per semplicitd di notazione, la funzione
g(O=f(x+t(y-x)), te [0,1]; tale funzione & ovviamente sia pcv sia es.qcv in [0,1] e
per dimostrare la tesi si deve verificare che: N

JE*>0 tale che g(A)2g(OHAM1-A)E* VAe(0,1).
Per la definizione di funzione es.qcv risulta g(A)>g(0) VAe(0,1), in particolare si
ha g( %)>g(0)=g(1). Applicando la definizione di funzione pseudo-concava
all’intervallo [O,%] si ha che 3&,>0 tale che g(%)Zg(O)+a(l-a)§1 Vae(0,1),da
cui si ottiene, posto 7»:*21-01:

. 3,50 tale che g(A)2g(O+2M1-2ME; VAe(0,3),
ovvero, essendo 2A(1-21)=A(1-A)+A(1-31): |
3€,>0 tale che g(M)2gOHM1-ME+M1I-3ME; VA (O,3);
si osservi inoltre che, in particolare, risulta g(3)2g(0)+ 5 &;>2(0).
Analogamente, applicando la definizione di funzione pcv in [%,1] si ha che
JE,>0 tale che g(l-%)Zg(O)-o—a(l-a)éz Vae(0,1), da cui si ha, posto 7»:1-%0(:
36,50 tale che g(A)2g(0)+2(1-AX2A-1)E; VAe(3.1),
ovvero, essendo 2(1-AY2A-1)=A(1-Ay+(1-A)(3A-2):
3,50 tale che g(A)2gOHM1-MEH1-MGBA-2)E, VYAE(3,1)

si osservi inoltre che, in particolare, risulta g(%).>_g(0)+%§2>g(0).
Siaora &*=min{&; ,E,} e si verifichi che g(A)=g(0)}+A(1-A)E* con A appartenente
ai tre intervalli disgiunti (0,3), [3,3] ¢ (3,1).
Poiché &,2E* risulta in (0,;) che:

(V)2 OHMI-ME+A1-3M)E, 28 OHM1-DEH;
analogamente, essendo £,2E*, si ha in (%,1) che:

gM)2g(OH+A(1-M)Ex+H1-M)(3A-2)E,2g (OH+M(1-A)E*.
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Si consideri adesso !’intervallo [}-‘,42]; la funzione g essendo pcv risulta per

definizione anche sm.qcv, inoltre essendo es.qcv risulta anche e.qcv, per la
Proprieta 1.1.3 quindi la funzione g risulta quasi-concava; applicando quindi la

. . . . . .- 13, . . g
definizione di funzione quasi-concava all’intervallo [4.5]siha quindi che:

g(V)2min{g(3),g(3)} 2800+ s min(E; £5)=gOH+;E* VAe[3.o];
si osservi inoltre che X(l-?L)S% VA€[0,1], di conseguenza si ottiene:
s()2gO+MI-ME* Vie(;.2],

da cui segue la tesi. .

Si osservi che il precedente Teorema 1.1.6 estende il risultato proposto da
Ponstein in [78] che lega, sotto ipotesi di differenziabilita,. le funzioni stretta-
mente pseudo-concave a quelle pseudo-concave e strettamente quasi-concave.
Direttamente dalla Proprieta 1.1.3 e dai Teoremi 1.1.5 e 1.1.6 seguono i corollari
successivi che mostrano come alcune delle classi considerate in questa tesi coin-
cidano sotto determinate ipotesi di concavita generalizzata.

Corollario 1.1.2 Sia CcR™ un insieme convesso e sia f:C—R una funzione
strettafnente quasi-concava in senso esteso. Le seguenti condizioni sono
equivalenti:

i) fé semi quasi-concava;

ii) f & quasi-concava;

iii) f& semistrettamente quasi-concava;

iv) f & strettamente quasi-concava;

Dim. Direttamente dalla Proprieta 1.1.3 e dal Teorema 1.1.5 seguono rispettiva-
mente le equivalenze i)¢ii) e i)¢>iv); la tesi segue quindi direttamente dalle defi-
nizioni (vedi diagramma 1) per le quali valgono le implicazioni iv)=»iii) e iii)=>i). ¢

Corollario 1.1.3 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—R una funzione

semi quasi-concava. Risulta che:

i) fe quasi-concava se e solo se & quasi-concava in senso esteso;

ii) f & strettamente quasi-concava se e solo se & strettamente quasi-concava in
senso esteso.

Corollario 1.1.4 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—R una funzione
strettamente quasi-concava in senso esteso. Risulta che f & pseudo-concava se e
solo se ¢ strettamente pseudo-concava.
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1.1.6. Differenziazioni tra le classi di tipo quasi-concavo

In questo sottoparagrafo, prendendo spunto da un lavoro di Thompson e Parke
[91], verra condotto uno studio finalizzato ad un confronto il piu possibile
organico tra alcune classi di funzioni concave generalizzate. Piu precisamente,
date due classi di funzioni A e B con AcB, si caratterizzeranno gli elementi di B
che non appartengono ad A; una tale caratterizzazione permettera, da un lato, di
comprendere pienamente la differenziazione tra le classi e, dall’altro, di
evidenziare ipotesi sotto le quali si ha un’eventuale coincidenza delle stesse.
Per interpretare in modo corretto i risultati contenuti nei teoremi successivi, si
consideri il caso di una funzione semi quasi-concava che non sia quasi-concava.
Confrontando le definizioni & ovvia ’esistenza di una coppia di punti x,y e di
un reale A< (0,1) tali che f(y)=f(x)>f(x+A(y-x)); non & invece altrettanto ovvio il
fatto che, in tale situazione, la funzione ristretta a quel Eegmento non possa
assumere valori diversi da f(x) o da f(x+A(y-x)). Un tale risultato implica che le
funzioni semi quasi-concave che non sono quasi-concave sono tutte € sole
quelle per le quali esiste un segmento di estremi x ed y rispetto al quale la
funzione si comporta nel modo sopra descritto.

In tale ottica vanno interpretati i vari enunciati dei teoremi seguenti [19].

Teorema 1.1.7 Sia CcR® un insieme convesso ¢ sia f:C—R una funzione semi
quasi-concava. Risulta che: |
i) fnon & quasi-concava in senso esteso (quasi-concava) se e solo se 3x,ye C,
x#y, e (0,1) tali che valgono entrambe le seguenti condizioni:
a) f(y)=f(x)>f(x+A(y-x));
b) f(x+My-x))e {fx)f(x+A(y-x))} VA (0,1), A=A,
ii) f non ¢ semistrettamente quasi-concava se e solo se vale almeno una delle
seguenti condizioni: '
a) 3x,yeC, x#y, 3Ae(0,1) tali che:
f(x+M(y-x))=f(x)<f(y) VAe (0,A] ed f(x+A(y-x))=f(x) VAe (A1),
b) 3x,yeC, x=y, 3he(0,1) tali che:
f(x+My-x))=f(x)<f(y) ed f(x+A(y-x))e {f(x)£(y)} VA€ (0,1), A#R.
Dim. i) Per il Corollario 1.1.3, essendo f sm.qcv, le classi delle funzioni qcv e
quella delle funzioni e.qcv coincidono; il risultato viene quindi dimostrato
solamente per la classe pii ampia delle funzioni e.qcv. La sufficienza segue
banalmente dalla definizione di funzione e.qcv; per la necessita si osservi che se
f non & e.qcv allora esistono due punti x,ye C ed un reale Ae(0,1) tali che
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f(y)=f(x)>f(x+A(y-x)), inoltre applicando la definizione di funzione sm.qcv
all’intervallo di estremi x ed x+A(y-x) ed a quello di estremi x+A(y-x) ed y si ot-
tiene che f(x+A(y-x))=f(x+A(y-x)) VA (0,1), A#A; si supponga adesso per assur-
do che non valga la condizione b) e quindi esista un reale Ae(0,1), A#X, tale che
f(x+A(y-x))>f(x+A(y-x)) ed f(x+A(y-x))f(x)=f(y), applicando adesso la defini-
zione di funzione sm.qcv all’intervallo di estremi x ed x+X(y-x) ed a quello di
estremi x+A(y-x) ed y si ha che f(x+A(y-x))=min{f(x+A(y-x)).f(x) }>f(x+A(y-x))
VA&(0,1), A#X, condizione assurda dal momento che A= (0,1), A#A .
il) La sufficienza segue banalmente dalla definizione di funzione ss.qcv. Per la
necessita si osservi inizialmente che se f € sm.qcv ma non ss.qcv allora esistono
due punti x,ye C ed un reale Ae(0,1) tali che f(x+A(y-x))=f(x)<f(y) ed inoltre
f(x+A(y-x))=f(x) VAe(0,1); si osservi inoltre che risulta f(xil-l(y—x))e {f(x),f(y)}
VAe(0,R), se esistesse infatti un reale Ae(0,X) tale che f(x+A(y-x))>f(x) ed
f(x+X(y-x))¢f(y) si avrebbe, applicando la definizione di funzione sm.qcv all’in-
tervallo di estremi x+X.(y-x) edy, f(x+2.(y-x))2min{f(x+x(y-x)),f(y) }>f(x+A(y-X))
VAe(X,1), condizione assurda poiché Ae (X,1).
Si supponga adesso per assurdo che le condizioni a) e b) non siano verificate e
che quindi esistano due reali Ae(0,R) e A*e (R,1) tali che f(x+A(y-x))=f(y) ed
f(x+A*(y-x))>f(x), f(x+A*(y-x))#f(y); applicando la definizione di funzione
sm.qcv all’intervallo di estremi x+A(y-x) ed X+A*(y-x) risulta:

f(x+-My-x))2min{ f(x+ALy-x)).f(x+A*(y-x)) }>f(x+A(y-x)) VA (R A%),
disuguaglianza assurda in quanto Ae (A A*). .

Teorema 1.1.8 Sia CcR™ un insieme convesso € sia f:C—R una funzione

quasi-concava. Risulta che:

i) f non ¢ strettamente quasi-concava in senso esteso (strettamente quasi-con-
cava) se e solo se ha almeno un tratto costante;

ii) f non & semistrettamente quasi-concava se e solo se 3x,ye C, x#y, 3A=(0,1)
tali che f(x+A(y-x))=f(x)<f(y) VAe (0,A] ed f(x+A(y-x))2f(x) VAe(A1).

Dim. i) Per il Corollario 1.1.3, essendo f una funzione qcv, le classi delle

funzioni s.qcv e quella delle funzioni es.qcv coincidono; il risultato viene quindi

dimostrato solamente per la classe pii ampia delle funzioni es.qcv.

La sufficienza segue banalmente dalla definizione di funzione es.qcv; per la

necessita si osservi che se f € gqcv ma non es.qcv allora esistono due punti x,ye C
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ed un reale A< (0,1) tali che f(y)=f(x)=f(x+A(y-X)); si supponga adesso per assur-
do che f non ammetta tratti costanti ¢ che quindi, per la quasi-concavita di f,
3\, A,e(0,1), A, <A<), , tali che f(x+A(y-x))<min{f(x+A,(y-x)),f(x+A,(y-x))}; ap-
plicando allora la definizione di funzione qcv all’intervallo di estremi x+A,(y-x)
ed x+A(y-X) si ha che f(x+A(y-x))>f(x+A(y-x)) VAe (A, ,A,), condizione assurda
dal momento che Ae (A, ,A,).

ii) Se f & qcv allora & anche sm.qcv; per il punto ii) del Teorema 1.1.7 si deve
solamente dimostrare quindi che se & verificata la condizione b) necessariamente
risulta f(x+A(y-x))=f(x) VA€ (O,A); si supponga per assurdo che cid non accada e
che quindi, essendo f qcv, esista un Ae(0,A) tale che f(x+A(y-x))>f(x+A(y-x)),
applicando la definizione di funzione qcv all’intervallo di estremi x+A(y-x) ed y
si ha che f(x+A(y-x))=min{f(x+A(y-x)),f(y) }>f(x+A(y-X)) Ve (X.1), condizione
assurda dal momento che Ae (A1) .

Teorema 1.1.9 Sia CcR™ un insieme convesso ¢ sia f:C—R una funzione semi-

strettamente quasi-concava. Risulta che:

i) f non & quasi-concava in senso esteso (quasi-concava) se e solo se 3x,ye C,
x#y, Ihe (0,1) tali che f(x+A(y-x))=f(y)=f(x)>f(x+A(y-x)) VA& (0,1), A#X;

ii) f non & strettamente quasi-concava in senso esteso (strettamente quasi-con-
cava) se e solo se ha almeno un tratto costante.

Dim. i) Per il Corollario 1.1.3, essendo f ss.qcv, le classi delle funzioni qcv ed

e.qev coincidono; il risultato viene quindi dimostrato solamente per la classe piu

ampia delle funzioni e.qcv. Per il punto i) del Teorema 1.1.7 la funzione f,

essendo ss.qcv, non & e.qcv se e solo se 3x,ye C, x#y, 3Ae(0,1) tali che

f(y)=f(x)>f(x+A(y-x)) ed f(x+A(y-x))e {f(x),f(x+A(y-X))} VA& (0,1), A#A ; la

condizione f(x+A(y-x))e {f(x).f(x+A(y-x))} VAe(0,1), A#A, & perd equivalente,

applicando la definizione di funzione ss.qcv all’intervallo di estremi x+A(y-x) ed

x ed a quello di estremi x+A(y-x) ed y, alla f(x+AM(y-x))=f(x) VA (0,1), A#A.

ii) Per il Corollario 1.1.3, essendo f ss.qcv, le classi delle funzioni s.qcv e quella

delle funzioni es.qcv coincidono; il risultato viene quindi dimostrato solamente

per la classe delle funzioni es.qcv. La sufficienza segue dalla definizione di

funzione es.qcv; per la necessita si osservi che se f risulta non qcv, oltre che non

es.qcv, allora per il precedente punto i) ammette sicuramente tratti costanti; se
invece f & qcv allora la tesi segue direttamente dal punto i) del Teorema 1.1.8. ¢
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Il precedente Teorema 1.1.9 permette di ottenere il seguente corollario che
indica le differenze tra le funzioni pseudo-concave e quelle strettamente
pseudo-concave.

Corollario 1.1.5 Sia CcR" un insieme convesso ¢ sia f:C—3R una funzione
pseudo-concava. La funzione f non ¢ strettamente pseudo-concava se € solo se
ha almeno un tratto costante.

Dim. La sufficienza segue direttamente dalla definizione di funzione stretta-
mente pseudo-concava; per la necessita si osservi che per il Teorema 1.1.6 una
funzione pseudo-concava, e quindi anche semistrettamente quasi-concava, non
¢ strettamente pseudo-concava solamente se non € strettamente quasi-concava
in senso esteso, condizione che per il Teorema 1.1.9 & verificata solamente se la
funzione ammette almeno un tratto costante. - *

In seguito risultera utile anche la caratterizzazione delle funzioni quasi-concave
in senso esteso che non sono quasi-concave o strettamente quasi-concave ge-
neralizzate; tale caratterizzazione segue direttamente dalle definizioni e la sua
poca incisivita ¢ data dall’ampiezza della classe delle funzioni quasi-concave
generatizzate nel caso in cui non si assumano ipotesi di continuita della
funzione. Valgono al riguardo i seguenti teoremi.

Teorema 1.1.10 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—R una funzione
quasi-concava in senso esteso. Risulta che:
i) f non & quasi-concava se e solo se 3x,ye C, xzy, A& (0,1) tali che valgono
entrambe le seguenti condizioni:
a) f(y)>f(x)>f(x+A(y-x));

b) By A,e[0,1), A, <A<, , tali che f(x+Ay (y-X))=f(x+A,(y-X)>E(x+A(y-X));
i) f non ¢ strettamente quasi-concava in senso esteso se e solo se 3x,ye C, x2y,

JAe (0,1) tali che valgono entrambe le seguenti condizioni:
a) f(y)=f(x)=f(x+My-x));
b) Ay Ape(0,1), AyAich, , tali che f(x+A(y-R))=F(x+Ay-x)>f(x+A(y-x)).
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Teorema 1.1.11 Sia CcR" un insieme convesso € sia f:C—NR una funzione
strettamente quasi-concava in senso esteso. f non & semi quasi-concava (quasi-
concava, semistrettamente quasi-concava, strettamente quasi-concava) se € solo
se Ix,ye C, xy, IAe(0,1) tali che valgono entrambe le seguenti condizioni:

a) f(y)>f(x)>f(x+Ay-x));

b) A\, Me[0,1), A, <A<, , tali che f(x+A,(y-X))=f(x+A,(y-x))2f(X+M(y-X)).
Dim. Per il Corollario 1.1.2, essendo f es.qcv, le classi delle funzioni sm.qcv,

qcv, ss.qcv ed s.qev coincidono; la tesi segue quindi dal punto i) del Teorema
1.1.10 ricordando che se f & es.qcv allora ¢ anche e.qcv. .

1.1.7.  Quasi-concavita e comportamento del consumatore
Svariate sono le applicazioni della concavita generalizzata scalare nelle scienze
economico-sociali (per una “carrellata” di queste applicazioni si vedano i lavori
[13, 25-27, 33, 35-38, 48, 53, 62, 74, 76, 87, 89, 94, 95]); la piu nota di tali
applicazioni ¢ forse la teoria del comportamento del consumatore, nella quale si
cerca di interpretare quel “processo di massimizzazione vincolata” che un con-
sumatore attua inconsciamente quando sceglie i beni da acquistare in base al
loro prezzo ed al proprio budget finanziario; la stessa “preferenza della
diversita”, assunzione basilare della teoria del consumatore, puo essere infatti
parafrasata con la richiesta della convessita degli insiemi di livello superiore della
funzione di utilita, ovvero con la richiesta della quasi-concavita della funzione
di utilita stessa [29].

Dando per scontata la conoscenza del modello economico del comportamento
del consumatore [84], in questo sottoparagrafo verra mostrato come particolari
preferenze del consumatore possano essere associate a funzioni di utilitd
appartenenti ad ognuna delle classi di tipo quasi-concavo introdotte in
precedenza.

Sia PcXxX la relazione di preferenza (7) che esprime le scelte del consumatore
posto di fronte a due panieri, siano inoltre I ed R le due seguenti fondamentali
relazioni indotte (8):

i) IcXXX tale che (y,x)el se e solo se (y,x)¢P ed (x,y)eP,

i) R=PUICXXX.

7 Una relazione PCXxX & detia di preferenza se & irriflessiva e transitiva.

8 Si osservi che la relazione I & simmetrica e che R & riflessiva e completa.
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Sia inoltre U:RT—NR una funzione di utilitd ordinale associata a P [30], ovvero
una funzione tale che U(y)>U(x) se e solo se yPx (9); si osservi che direttamente
dalla definizione risulta che:

1) U(y)=U(x) se e solo se yIx ii) U(y)2U(x) se e solo se yRx.
In letteratura sono state definite le seguenti proprieta di convessita di una
relazione binaria, di cui si ricordano per completezza le definizioni [84].

Definizione 1.1.9 Sia P una relazione binaria su XcR".

P ¢ detta convessa se P(x) & convesso Vx,ye X;

P & detta strettamente convessa se y+A(z-y)Px VA& (0,1), Vy,ze R(x), y#z;
P ¢ stellata se yPx = x+A(y-x)Px VAe(0,1), Vx,yeX;

Nel caso in cui la relazione indotta I & transitiva valgonb inoltre le seguenti
importanti proprieta, di cui si omette la dimostrazione.

Proprieta 1.1.4 Sia P una relazione di preferenza su XcR" tale che la relazione
indotta I € transitiva. Allora la relazione P risulta:
i) convessa se e solo se vale la seguente condizione:
i yRx = x+A(y-x)Rx VA€ (0,1), Vx,ye X.
ii) strettamente convessa se e solo se vale la seguente condizione:
yRx = x+My-x)Px VA€ (0,1), Vx,yeX, xy.

Direttamente dalle definizioni e dalla precedente Proprieta 1.1.4 si hanno le
seguenti corrispondenze tra convessita della relazione di preferenza e concavita
generalizzata della funzione di utilita.

Proprieta 1.1.5 Sia U:RT—NR una funzione di utilita per P; risulta:

i) P é&convessa se e solo se U & quasi-concava;

ii) P & strettamente convessa se e solo se U & strettamente quasi-concava;
iii) P ¢ stellata se e solo se U & semistrettamente quasi-concava;

Completando per simmetria il quadro della convéssité della relazione di prefe-
renza del consumatore ¢ possibile definire le seguenti relazioni alle quali sono

9 E’ fondamentale osservare che se si ha una funzione di utilita U per la relazione di preferenza P allora la
relazione indotta I 2 transitiva.
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associate funzioni di utilita appartenenti alle nuove classi di funzioni di tipo
quasi-concavo definite nel sottoparagrafo 1.1.2.

Definizione 1.1.10 Sia P una relazione binaria su XcR".

P & debolmente stellata se yPx = x+My-x)Rx VA (0,1), Vx,yeX;

P & quasi-convessa se yIx = x+A(y-x)Rx VA€ (0,1), Vx,yeX;

P & strettamente quasi-convessa se yIx = x+A(y-x)Px VAe(0,1), Vx,ye X, xzy.

Proprieta 1.1.6 Sia U:R2—MR una funzione di utilita per P; risulta:

i) P e debolmente stellata se e solo se U & semi quasi-concava,

ii) P & quasi-convessa se e solo se U & quasi-concava in senso esteso;

iii) P & strettamente quasi-convessa se e solo se U & strettamente quasi-concava
in senso esteso. -

Si osservi che le relazioni di inclusione tra le varie preferenze di tipo convesso
sono le stesse che intercorrono tra le corrispondenti funzioni di utilita di tipo
quasi-concavo.

1.2. Funzioni concave generalizzate e continuita

In questo paragrafo si analizzeranno le proprieta delle funzioni concave
generalizzate sotto ipotesi di semicontinuitd superiore € di continuitd della
funzione; saranno inoltre forniti vari esempi di funzioni concave generalizzate
per meglio evidenziare le relazioni tra le classi.

Per ragioni di completezza si ricordano dapprima le definizioni e le principali
proprieta delle funzioni semicontinue.

Definizione 1.2.1 Una funzione f:C— R, con CcR?, & detta semicontinua
superiormente in un punto xq€ C se per ogni £>0 & possibile trovare un intorno
U di x, tale che per ogni xe UNC risulti f(x)<f(x,)+€; & invece detta semiconti-
nua inferiormente in un punto xye C se per ogni €>0 & possibile trovare un
intorno U di x, tale che per ogni xe UNC risulti f(x)>f(xy)-€.
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Direttamente dalla definizione segue che una funzione & continua se € solo se &
sia semicontinua superiormente sia semicontinua inferiormente.

Teorema 1.2.1 Sia f:C—NR, con CcR", una funzione a valori reali; le seguenti

condizioni sono equivalenti:

i) fé semicontinua superiormente in C;

ii) gli insiemi di livello superiore U(f,ot) di f sono insiemi chiusi per ogni valore
reale «;

iii) gli insiemi di livello inferiore stretto L°(f,&) di f sono insiemi aperti per ogni
valore reale o.

Dim. i)=ii) Supponiamo per assurdo che esista una successione {x,}cU(f,a)

convergente ad un punto x,& U(f,at), ovvero tale che f(xo)ga. Per la superiore

semicontinuita di f allora esiste, scelto € (0,f(x,)-ct), un intorno U di X, tale che

f(x)<f(x,)+e<a Vxe U; poiché x,—x, esiste un indice n tale che x,e U Vn>n,

ovvero tale che f(x,)<o Vn>Ti e ciod € assurdo poiché {x,}cU(f,a).

ii)=iii) Segue dalla definizione di insiemi aperti e chiusi essendo L°(f,a) ed

U(f,a) insiemi complementari.

ii)=1) Vx,eC e Ve>0, posto a=f(x,)+¢€, risulta x,€ L°(f,a) e quindi, essendo

L°(f,ay aperto, esiste un intorno U di x, tale che per ogni xe U risulta xe L°(f,o)

OVVEro f(x)<f(xo)+e. ¢

In modo del tutto analogo si pud dimostrare che una funzione f & semicontinua
inferiormente se e solo se i suoi insiemi di livello inferiore L(f,) sono insiemi
chiusi per ogni valore reale o, ovvero se e solo se i suoi insiemi di livello
superiore stretto U°(f,at) sono insiemi aperti per ogni valore reale a. Da cid segue
che una funzione f & continua se e solo se i suoi insiemi di livello superiore
U(f,a) ed inferiore L(f,&) sono insiemi chiusi per ogni valore reale o, ovvero se e
solo se i suoi insiemi di livello superiore stretto U°(f,a) ed inferiore stretto L°(f,cx)
sono insiemi aperti per ogni valore reale q.
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1.2.1. Funzioni concave generalizzate semicontinue superiormente
In questo paragrafo si analizzano le relazioni tra le varie classi di funzioni
concave generalizzate in ipotesi di semicontinuita superiore.

Sotto tale ipotesi vale il seguente noto risultato, dovuto a Karamardian [55], del
quale si propone una dimostrazione alternativa [91].

Teorema 1.2.2 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—R una funzione
semicontinua superiormente.

Se f & semistrettamente quasi-concava allora & anche quasi-concava.

Dim. Per I'ipotesi di semicontinuita superiore di f non possono esistere due
punti x,ye C, x2y, ed un Ae(0,1) tali che f(x+A(y-x))=f(y)=f(X)>f(X+A(y-X))
VAe(0,1), A#A; 1a tesi segue quindi dal punto i) del Teorema 1.1.9. .

Relativamente alla classe delle funzioni semi concave vale il seguente teorema.

Teorema 1.2.3 Sia CcR® un insieme convesso € sia f:C—R una funzione
semicontinua superiormente. Allora f & semi concava se e solo se & concava.

Dim. Poiché la sufficienza & ovvia resta da dimostrare che, sotto ipotesi di
semicontinuitd superiore, una funzione sm.cv & anche cv; tenuto conto della
Proprieta 1.1.1, & sufficiente dimostrare che Vx,ye C, x#y, tali che f(y)=f(x) si ha
f(x+A(y-x))2f(x)+A(f(y)-f(x))=f(x) VAe(0,1); in altre parole si deve verificare
che f ¢ e.qcv. Ogni funzione sm.cv & anche ss.qcv (vedasi diagramma 1),
pertanto per il Teorema 1.2.2 f & anche qcv e quindi e.qcv, da cui la tesi. .

Il seguente teorema, in ipotesi di semicontinuita superiore, fornisce una semplice
caratterizzazione delle funzioni che differenziano la classe delle funzioni semi-
strettamente concave da quella delle strettamente concave.

Teorema 1.2.4 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—R una funzione
semicontinua superiormente. Allora f & semistrettamente concava se e solo se &
strettamente concava oppure costante.

Dim. Se f ¢ strettamente concava oppure costante & banalmente semistretta-
mente concava. Si supponga adesso che la f sia ss.cv ma non s.cv ovvero che,
per la Proprieta 1.1.1, esistano due punti x,ye C, x#y, tali che f(y)=f(x) ed esista
un Ae(0,1) tale che f(x+A(y-x))<fx)+AMF(y)-f(x))=f(x); per I’ipotesi di superiore
semicontinuita f, essendo ss.cv, & anche qcv e quindi poiché f(y)=f(x) risulta che
f(x+A(y-x))>f(x) VAe (0,1), di conseguenza deve essere f(x+A(y-x))=f(x).
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Si supponga adesso per assurdo che f non sia costante ed esista un Ae(0,A)

[Ae(A.1)] tale che f(x+A(y-x))>f(x)=f(y)=f(x+A(y-Xx)); applicando la definizione

di funzione ss.cv nel segmento di estremi z=x+X(y-x) edy [x+X(y-x) ed x] si ha:
f(y+au(z-y))>f(y o f(z)-f(y))>f(y)=f(x+A(y-x)) Vae(0,1)
[f(x+0u(z-x))>T(x)+0(f(2)-f(x))>F(x)=f(x+A(y-x)) Vae(0,1)],

da cui si ottiene, posto A=1-a(1-A) [A=ak], f(x+A(y-X))>f(x+A(y-x)) VAe (A1)

[VAe(0,1)], condizione assurda poiché Ae (A1) [A<(0,A)]. .

Il diagramma 2 riassume le relazioni intercorrenti tra le funzioni concave genera-
lizzate sotto ipotesi di semicontinuita superiore.

Sm.qCV
]
eqcvl o | qcv
U U U
esqcv| o | s.qev c ss.qcv
) U ]
s.pcv c pcv
U ]

fcv| « |sev| < [sscv| c [cv=sm.cv

diagramma 2

I seguenti esempi evidenziano che le classi di funzioni di tipo quasi-concavo

restano distinte anche in ipotesi di semicontinuita superiore.

Esempi 1.2.1

i) f(x)={(1) g; :: }:H{ : questa funzione ¢ sm.qcv ma non € e.qcv (e quindi
neanche qcv);

ii) f(x)={x23 Wxﬁ;j}:i’é[]_l,l[ : questa funzione & e.qcv ma non & né
es.gcv né sm.qcv (e quindi neanche qcv);

ii) f(x)= :j_{; per xf{_;;{i’é[]_l’u : questa funzione & es.qcv (e quindi anche

e.qcv) ma non € sm.qev (e quindi neanche qcv, s.qcv, ss.qev).
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1.2.2. Funzioni concave generalizzate continue

In questo paragrafo si analizzano le relazioni di inclusione tra le classi di funzio-
ni di tipo quasi-concavo in ipotesi di continuita. In particolare i seguenti
teoremi evidenziano che solamente la classe delle funzioni semistrettamente
concave, tra le cinque nuove classi di funzioni concave generalizzate introdotte,
rimane distinta dalle classi gia note in letteratura [19].

Teorema 1.2.5 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—3R una funzione
continua. Le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) f € quasi-concava in senso esteso;

ii) f & quasi-concava;

iii) f & semi quasi-concava.

Dim. Perl’ipotesi di continuita, dal punto i) del Teorema 1 1 7 e dal punto i) del
Teorema 1.1.10 si ha che una funzione sm.qcv o e.qcv & anche qev; la tesi segue
pertanto direttamente dalle definizioni. .

Teorema 1.2.6 Sia CcR® un insieme convesso e sia f:C—R una funzione
continua. Allora f & strettamente quasi-concava in senso esteso se € solo se &
strettamente quasi-concava.

Dim. Per I'ipotesi di continuita, dal Teorema 1.1.11 si ha che una funzione
es.gcv € anche s.qcv; la tesi segue quindi dalle rispettive definizioni. ..

Sotto ipotesi di continuita, le relazioni intercorrenti tra le classi di funzioni con-
cave generalizzate possono pertanto essere riassunte per mezzo del diagramma
seguente; queste relazioni di inclusione altro non sono che quelle esistenti tra le
classi di funzioni gia note in letteratura.

e.qcv =qev = sm.qcv

) )
€s.qCV=S8.qcv| c  |ss.qev

V) U
S.pcv c pcv
V) )

fcvl < |sev| c |sscv| — | cv=Esmey

diagramma 3
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Da ora in poi, in ipotesi di continuita, si fara riferimento solamente alle funzioni
quasi-concave € strettamente quasi-concave pur tenendo presente che esse
risultano anche quasi-concave in senso esteso € semi quasi-concave nel primo
caso e strettamente quasi-concave in senso esteso nel secondo. I seguenti
esempi di funzioni continue a valori reali e definite su tutto 1’insieme dei reali
mostrano che le varie inclusioni, di cui al diagramma 3, sono proprie [7].

Esempi 1.2.2

i) f(x)=k, ke R: la funzione costante & semistrettamente concava (e quindi cv,
pcv, ss.qcv ed anche qcv) ma non strettamente quasi-concava (e quindi
neanche s.pcv né s.cv);

ii) f(x)=x: la funzione identica & concava (e quindi pcv, ss.qcv ed anche qcv) e
strettamente pseudo-concava ma non semistrettamente concava (e quindi
neanche s.cv);

i) f(x)=eX: la funzione esponenziale risulta strettamente pseudo-concava (e
quindi anche pcv) ma non € concava (e quindi neanche s.cv);

iv) f(x)=ex% & strettamente pseudo-concava ma non strettamente concava;

-X2 < . .
V) f()():{e1 g: ;;8 : questa € una funzione pseudo-concava ma non stretta-

mente pseudo-concava,

vi) f(x)=x3: & strettamente quasi-concava (e quindi anche ss.qcv) ma non &
pseudo-concava (e quindi neanche s.pcv);

vii) f(x)=x+x3: & una funzione pseudo-concava ma non concava;

viii) f(x)=x+Ixl: &€ quasi-concava che non & né semistrettamente quasi-concava
né strettamente quasi-concava;

ix) f(x)=-x*: & una funzione strettamente ma non fortemente concava (19);

x) f(x)=-x% questa & una funzione fortemente concava (si assuma 0=2);

. x2 per x20 _ . : : .
xi) f(x)= 0 perx<0 ¢ quasi-concava ma non semistrettamente quasi-concava,

-x2  per x<0
xii) f(x) 0 perxe[0,1] : & una funzione semistrettamente quasi-concava
(x-17 perx>l

ma non strettamente quasi-concava.

10 Sia g(x)=f(x)+(1/2)ax2=-x4+(1/2)ax2, con a>0; risulta g"(x)=-12x2+o e quindi g"(0)=ax>0, di
conseguenza 12 funzione g non pud essere concava per una nota proprieta delle funzioni concave due volte
derivabili che sara ricordata nel paragrafo successivo.
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1.3. Funzioni concave generalizzate differenziabili

In questo paragrafo saranno dapprima esposte delle caratterizzazioni al primo ed
al secondo ordine per alcune classi di funzioni concavo-generalizzate [1, 5, 34,
65, 91]. Successivamente sara evidenziato, sotto ipotesi di differenziabilita, il
legame esistente tra le funzioni di tipo pseudo-concavo; infine saranno mostrate
caratterizzazioni di alcune classi di funzioni concave generalizzate che sfruttano
particolari proprieta di minimo e massimo.

1.3.1. Alcune caratterizzazioni
In questo sottoparagrafo saranno determinate alcune condizioni necessarie e/o
sufficienti affinché una funzione differenziabile f:C— R, con CcR" aperto

convesso (11), sia concava generalizzata.

Teorema 1.3.1 Sia CcR" un insieme aperto convesso. La funzione differen-
ziabile f:C—NR risulta :

concava

strettamente concava

f(y)SEx)Hy-x)TVE(x) Vx,yeC
f(y)<fxHy-x) T V(x) Vx,yeC, x2y
30 tc. f(y)SEx)H(y-x) TVE(x)- % ally-xl? Vx,yeC
f(y)>f(x) = (y-x)TVE(x)>0 Vx,yeC
f(y)=f(x) = (y-x)VE(x)>0 Vx,yeC, x2y
quasi-concava f(y)>f(x) = (y-x)TVEx)20 Vx,yeC
quasi-concava f(y)>f(x) = (y-x)TVf(x)>0 Vx,yeC
Dim. (Concavita) Supponiamo la funzione f concava; se x=y la tesi ¢ banale,
altrimenti per la concavita di f abbiamo f(x+A(y-x))2f(x+Mf(y)-f(x)) VAe(0,1) e

quindi (y)stey AN

fortemente concava

pseudo-concava
strettamente pseudo-concava

(1300 O

VAe(0,1) da cui otteniamo, passando al
f(X+My7-LX))-f(X)

limite, f(y)<f(xq+ Jim =f(x)}Hy-x)T VI(x).

Supponiamo adesso che sia,f(y)sf(x)-l-(y-x)TVf(x) Vx,ye C e consideriamo due
punti qualsiasi x ed y di C ed un reale Ae(0,1); per ipotesi abbiamo:
f(Y)SEx+AY-X)HY-(x+M(Y-X))) T VEx+A(y-X)),

11 si ricorda, per pura completezza, che per una funzione differenziabile a valori reali f definita su un
insieme convesso aperto CcR" risulta ;1'12@0 WEL: (y-x)TVf(x) Vx,yeC ed inoltre, per il

teorema del valor medio di Lagrange, si ha che Vx,ye C 3&e(0,1) tale che £(y)=f(x)+Hy-x)TVEx+E(y-x)).
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f(R)SE(x+AY-X)H(X-(x+A(y-X))) T VEE+A(Y-X)),
dalle quali, moltiplicando la prima per A e la seconda per (1-A), otteniamo:
Af(y)SMx+My-X)HM1-A)(y-X)TVER+A(Y-X)),
(A-DEE)SA-MEEHMY-X))-A1-A)y-x) T VEE+MY-X));
sommando membro a membro le due diseguaglianze si ha quindi la tesi:
fxHAE(y)-f(x))<f(x+A(y-x)).
(Stretta concavita) La sufficienza € del tutto analoga alla precedente, si
dimostra quindi soltanto la necessita supponendo f strettamente concava;
essendo f anche concava risulta f(y)sf(x)+(y-x)TVf(x) Vx,ye C; si supponga
allora per assurdo che esistano X,ye C, XY, tali che:
f(P)=fX)+(¥-X) T VE(R);
poiché f ¢ strettamente concava abbiamo:
f(x+l(y-x))>f(x)+x(f(y)-f(x))_f(x)+x(y-x)TVf(x),
d’altra parte f & anche concava e quindi:
X+ AY-X)SER)H(X+AT-X)-R) TVER)=f(R)+A(F-X) TVE(X)
e cid contraddice la disuguaglianza precedente.
(Forte concavita) Vedasi il corollario 1.7.1.
(Quasi-concavita) Sia f quasi-concava e verifichiamo che per ogni x,ye C la
condizione f(y)>f(x) implica (y-x)TVf(x)>O per definizione, essendo f(y)2f(x),

risulta f(x+A(y-x))2f(x) YA€ (0,1) e quindi f(”;‘(y ) S vhe 0,1) da cui
f(x+7\,(y-x)) f(x)

T
;3111)@0 = (y-x)" Vf(x) 20.

La condmone f(y)2f(x) = (y-x)TVf(x)ZO Vx,ye C implica necessariamente a
sua volta che f(y)>f(x) = (y-x)TV(x)>0 Vx,yeC.

Resta da dimostrare che se f(y)>f(x) = (y-x)TVf(x)ZO Vx,ye C allora
necessariamente la funzione & quasi-concava. Si supponga per assurdo che la
funzione non sia quasi-concava, ovvero che esistano due punti X,ye C e A(0,1)
tali che f(y)>f(X)>f(X+A(¥-X)); la funzione f, essendo differenziabile, & continua e
quindi esiste necessariamente A< (0,3) tale che fX)>f(X+A(Y-X))>f(X+MF-X)) ed
fR)>f(X+A(Y-X)) VAe[AAl. Per il teorema di Lagrange esiste quindi un valore
Ee (LX) tale che f(x+X(y-x)):f(x+X(y—x))+((x+X(y-x))-(x+X(y-x)))TVf(x+é(y-x)),
da cui si ha (A-AXJ-X)TVAE+E(Y-X))<0 e quindi (J-X)IVHE+E(Y-X))<0; questa
ultima disuguaglianza & assurda dal momento che, essendo f(F)>f(X+E(7-X)),
risulta per ipotesi (J-X-E(7-X)) VEE+E(F-X))=(1-E)F-X)  VEE+E(F-X))20 da cui
otteniamo (3-X) TVAX+E(F-X))20.
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(Pseudo-concavita) Se f & pseudo-concava la condizione f(y)>f(x) implica che
f(x+k(y x))-f(x)

f(x+A(y-x))2f(x)+A(1-A)E(x,y) VAe (0,1) ovvero 2(1-L)E(x,y)

fxt(y-3) 100, SE(x)50.

VAe(0,1) da cui otteniamo (y- x)TVf(x)= ;!nn

Supponiamo adesso per assurdo che esistano due punti X,ye C tali che f(§)>f(),
(F-X)TV£(X)>0 e tali che per ogni valore positivo £>0 esista un A& (0,1) per cui

f(ﬂl(y;:i»-f(i) <(1-L\)E<E; presa quindi la successione {&;}<(0,1] con &;= %,

i=1,2,3,...,400, siamo in grado di determinare una corn'spondentc successione

{A;}<(0,1) tale che f(_”\"(ix))-f(_) 1 ; 1a successione {A;}=(0,1)c[0,1] ammet-

te quindi una sottosuccessione convergente ad un valore A< [0,1]. Se A#0 allora

f(X+MY-X)-(X) . ovvero f(x+x(y$))gf(x), il che & as-

risulta per i—+e che 0=

surdo poiché I’ipotesi garantisce la semistretta quasi-concavita di f (12). Se A=0

f(X+A;(7-X))-fi
allora risulta, al tendere di i a +oo, che (y-x)TVf(x) hm (_ X,(y X)A®) <0il
che ¢ assurdo poiché nega 1’ipotesi.
(Stretta pseudo-concavita) La dimostrazione & analoga alla precedente. *

Relativamente alle funzioni concave il precedente teorema fornisce la seguente
interpretazione geometrica: una funzione differenziabile & concava se e solo se il
suo grafico giace non al disopra di ogni suo iperpiano tangente, mentre &
strettamente concava se e solo se il suo grafico giace al disotto di ogni suo
iperpiano tangente. |

E’ noto che una funzione derivabile & concava (strettamente concava) se e solo
se la sua derivata & una funzione non crescente (decrescente); il seguente
teorema [39, 65] estende tale proprieta alle funzioni a piu variabili.

12 La condizione f(y)>£(x) = (y-x)' V(x)>0 Vx,ye C implica la quasi-concavita della funzione f. Si sup-
ponga adesso per assurdo che f non sia semistrettamente quasi-concava ovvero che esistano due punti
X,¥€ C ed un valore reale A< (0,1) tali che f(F)>f(X) e f(X+A(F-X)=f(X); per la quasi-concavita della funzio-
ne abbiamo che il punto (iJJ(i—i)) ¢ di minimo locale per f sul segmento di estremi X ed ¥, poiché perd
risulta f(7)>f(X+A(y-X)) si ha per ipotesi (F-(X+A(-X)))' VEX+A{F-X))>0 da cui si ottiene necessariamente
(7-%) VER+A(¥-X))>0, disuguaglianza assurda poiché nega la minimalita locale di (R+A(Y-X)).
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Teorema 1.3.2 Una funzione reale f differenziabile su un aperto convesso
CcR risulta:
concava se e solo se (y-x)1[V(y)-V£(x)]<0 Vx,yeC
strettamente concava se € solo se (y-x)1[V(y)-V{(x)]<0 Vx,yeC, x#y
fortemente concava se e solo se Joc>0 t.c. (y-x)T[Vf(y)-Vf(x)]S-odIy-xll2 Vx,yeC
Dim. (Concavita) Supponiamo f concava e consideriamo due qualsiasi punti x
ed y di C, per il teorema precedente si ha:
fY)LEHY-x)TVEER) ed fER)<F(yHx-y) VE(y)
da cui la tesi sommando membro a membro le due disuguaglianze.
Supponiamo ora che sia (y-x)T[Vf(y)-Vf(x)]SO Vx,ye C e consideriamo due
punti qualsiasi x ed y di C; per il teorema del valor medio si ha che:
3E€(0,1) tale che f(y)=f(x)}(y-x)" VE(x+E(y-x))
e dall’ipotesi segue che: i
E(y-x) T [VE+E(y-x))-VER)I=((x+E(y-x))-X) T [ VE(x+E(y-X))- VE(X)]<0.
Di conseguenza (y-x) T V(x+E(y-x))<(y-x) TV£(x) e quindi:
£()=f)Hy-X) TV (y-))ER)Hy-x) TVE),
da cui la tesi.
(Stretta concavita) La dimostrazione ¢ analoga alla precedente relativa alle

funzioni concave. |
(Forte concavita) Vedasi il corollario 1.7.1. ]

Il seguente teorema [34, 39, 87] fornisce una ulteriore caratterizzazione delle
funzioni concave nel caso in cui siano di classe 2.

Teorema 1.3.3 Una funzione reale f di classe €2 su un insieme aperto
convesso CcR® risulta;
concava see solose VIV(x)v<0 VxeC VveR®
strettamente concava se vIVH(x)v<0 VxeC VveR™\{0}
fortemente concava se e solose Jo>0tc. vVIVH(x)vs-avlv VxeC VveR®
Dim. (Concavita) Supponiamo f concava e prendiamo un qualsiasi punto xe C,
un vettore ve R" ed un reale 0 tale che x+tve C; per il teorema precedente
abbiamo f(x+tv)<F(x)+((x+tv)-x) T VE(x)=f(x)+tvIVf(x), poiché f & di classe (2,
dallo sviluppo di Taylor con resto di Peano si ha:
Fx V)=V TVEH 7 VTV R)V+G (ORI,
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con Im 5(t0)=0.  Poiché f(x+tv)<f(x)+tvIV£(x) e t#0 si ottiene che

%tszV2f(x)v+0'(x+tv,x)t7'lIvIIZSO, da cui si ha VIVH(x)v+20(x+tv,x)lIvVI2<0;

passando al limite per t—0 si ha la tesi.
Si supponga ora che vIV(x)v<0 VxeC VveR?; dallo sviluppo di Taylor con

resto di Lagrange si ha che:
Vx,ye C 3E€(0,1) tale che f(y)=f(x)}+y-x)TVE(x)+ %(y-x)TV2f<x+§(y-x»(y-x);

la tesi segue essendo per ipotesi (y-x) TVH(x+E(y-x))(y-x)<0.
(Stretta concavita) La dimostrazione & analoga alla precedente relativa alle

funzioni concave.
(Forte concavita) Vedasi il corollario 1.7.1. .

Si osservi che esistono funzioni strettamente concave la cui matrice Hessiana ¢
semidefinita negativa ma non & definita negativa (ad esempio la funzione a valo-
ri reali f(x)=-x* definita su tutto ).

Terminiamo questo sottoparagrafo mostrando che, sotto opportune ipotesi, il
Teorema 1.3.1 permette di dimostrare che per le funzioni omogenee di grado 1
(13) 1a quasi-concavita coincide con la concavita.

Proprieta 1.3.1 Sia f:R}, >R, una funzione differenziabile omogenea di
grado 1. Allora f € concava se e solo se € quasi-concava.

Dim. La necessita & ovvia; resta quindi da dimostrare che se f € quasi-concava
allora & anche concava. Siano x ed y due punti qualsiasi di R+ e poniamo
t=f(y)/f(x)>0; poiché f & omogenea di grado 1 si ha f(y)=tf(x)=f(tx), di conse-
guenza per la quasi-concavita risulta (y-tx)TVf(tx)>0. Essendo f omogenea di
grado 1 ogni sua derivata parziale & omogenea di grado 0, da cui Vf(tx)=V{(x);
per il teorema di Eulero si ha inoltre x*Vf(x)=f(x). Dalla disuguaglianza prece-
dente si ha quindi yTV{(x)=yTVf(tx)2txTV{(tx)=tx "V f(x)=tf(x)=f(y); essendo
f(x)-xVf(x)=0 si ha allora f(y)<f(x)+(y-x)"Vf(x), che implica la concavita di f. ¢

13 Si ricorda che una funzione f:C—R, con C cono di R? ovvero sottoinsieme di K™ tale che Axe C
Vxe C VA>0, & detta omogenea di grado o se risulta f(Ax)=A%*(x) Vxe C VA>0.

Se inoltre C & un un insieme aperto ed f & differenziabile risulta:

i)  sefe omogenea di grado o allora ogni derivata parziale of/dx; & omogenea di grado a-1;

ii) (Th. di Eulero) f & omogenea di grado o se e solo se xTVf(x)=af(x) VxeC.

Queste funzioni sono molto usate in economia, basti pensare alle funzioni di produzione Cobb-Douglas.
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1.3.2. Funzioni fortemente pseudo-concave
Sotto ipotesi di differenziabilita & stata introdotta [7, 34] la seguente una
sottoclasse delle funzioni strettamente pseudo-concave.

Definizione 1.3.1 Sia f una funzione differenziabile a valori reali definita su un
insieme aperto convesso CcR™. La funzione f & detta fortemente pseudo-
concava (f.pcv) se ¢ strettamente pseudo-concava e se per ogni punto xe C ed
ogni vettore ve R® tale che vIv=1 e vIVf(x)=0 esistono due reali positivi >0 ed

>0 tali che xteve C e g(t)=f(x+tv)<f(x)- % at? per ItI<e.

La classe delle funzioni fortemente pseudo-concave ha delle interessanti appli-
cazioni nella teoria della domanda del consumatore; sotto opportune ipotesi
infatti una funzione di utilita U fortemente pseudo-concava implica la differen-
ziabilita della funzione di domanda B(p) del consumatore.

Il seguente teorema [56] fornisce una condizione sufficiente per la forte pseudo-
concavita di una funzione.

Teorema 1.3.4 Sia f una funzione differenziabile a valori reali definita su un
insieme aperto convesso CcR". Se esiste un reale o>0 tale che:

f(y)>f(x)- % ally-xII? = (y-x)TVE(x)>0 Vx,yeC, xzy,

allora la funzione f ¢ fortemente pseudo-concava.

Dim. Una funzione di questo tipo & ovviamente strettamente pseudo-concava.
Siano xe C e ve R" tali che vTv=1 e vTV{f(x)=0. Poiché C & un insieme aperto,
esiste per il punto x un intorno circolare di raggio €>0 interamente contenuto in
C da cui, in particolare, x+tve C per ogni Iti<e. Per ipotesi Ja>0 per cui la
condizione (x+tv-x) Vf(x)=tvI Vf(x)=0 implica necessariamente che:

f(x+tv)<f(x)- % alix+tv-xI1>=f(x)- 15 ot>vIv=f(x)- 15 ot?, da cui la tesi .

Tramite la caratterizzazione delle funzioni differenziabili fortemente concave e la
precedente condizione sufficiente per la forte pseudo-concavitd & possibile
verificare che la classe delle funzioni fortemente concave & contenuta in quella
delle funzioni fortemente pseudo-concave; la classe delle funzioni fortemente
pseudo-concave & perd distinta sia da quella delle strettamente pseudo-concave
sia da quella delle fortemente concave, come mostrano i seguenti esempi.
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Esempi 1.3.1
Si considerino le seguenti funzioni f:R—NR.

i) f(x)=e-x*: questa & una funzione strettamente pseudo-concava ma non
fortemente pseudo-concava;
3+4x r x<-1
ii) f(x)={ -x* perxe[-1,1] : questa & una funzione fortemente pseudo-concava
3-4x perx>l
ma non fortemente concava.

I risultati precedenti, relativi alle funzioni differenziabili concave generalizzate, si
possono riassumere nel seguente diagramma.

qcv

s.QcV| < |ss.qcv

v )
fpcv] < |spevl < |pev
} ) ) )

fevl < [sev] < |ov

diagramma 4

1.3.3. Altre caratterizzazioni .

Altre interessanti caratterizzazioni per le funzioni differenziabili concave
generalizzate sono state studiate da Diewert, Avriel e Zang in [34]; tali
caratterizzazioni sono basate sulle proprieta di massimo e di minimo delle
restrizioni delle funzioni concave generalizzate su una retta.

Relativamente alle funzioni differenziabili quasi-concave una caratterizzazione
puo essere fornita in termini di minimi locali semistretti (14) (vedi anche [8]).

14 Sia f una funzione a valori reali definita su un intervallo aperto CcR e sia xge C. Xg & un minimo
locale semistretto per f se esistono due punti x,ye C, x<xo<y, tali che f(xg)<f(x+A(y-x)) VA€ (0,1) ed
f(xo)<min{f(x),f(y)}; xo & invece un minimo locale semistretto “one-sided” per f se esistono due punti
x,y€ C, x<xo<y, tali che f(xg)<f(x+A(y-x)) VAe(0,1) ed f(xp)<f(x) oppure f(xo)<f(y). Si osservi che un
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Teorema 1.3.5 Sia f una funzione differenziabile definita sull’insieme aperto
convesso CcR™. La funzione f & quasi-concava se e solo se per ogni punto
xe C ed ogni vettore ve R® tale che viv=1 e vIV£(x)=0 la funzione g(t)=f(x+tv)
non ammette un minimo locale semistretto per t=0. Se inoltre f & di classe (2
allora risulta quasi-concava se e solo se per ogni punto xe C ed ogni vettore
ve R tale che vTv=1 e vIV{(x)=0 risulta vTV?f(x)v<0 oppure v'V*(x)v=0 e la
funzione g(t)=f(x+tv) non ammette un minimo locale semistretto per t=0.

Il precedente teorema indica che la funzione f, ristretta su una retta passante per
il punto x ed avente una direzione v ortogonale al gradiente di f in x, non
ammette un minimo locale semistretto in x. In particolare, se V{(x)=0 per un
qualche punto x di C allora x non & un minimo locale semiistretto per f rispetto
ad una qualsiasi retta passante per x.

Simili risultati, aventi quindi una analoga interpretazione, sono ottenibili anche
per le funzioni strettamente quasi-concave, semistrettamente quasi-concave,
pseudo-concave e strettamente pseudo-concave [34].

Teorema 1.3.6 Sia f una funzione differenziabile definita sull’insieme aperto
convesso CcR™. La funzione f & strettamente quasi-concava se e solo se per
ogni punto xe C ed ogni vettore ve R™ tale che vTv=1 e vIV{(x)=0 la funzione
g(t)=f(x+tv) non ammette un minimo locale per t=0.

Se inoltre la funzione f & di classe (2 allora risulta strettamente quasi-concava se
e solo se per ogni punto xe C ed ogni vettore ve R® tale che vTv=1 e vIVf(x)=0
risulta vIV(x)v<0 oppure vIV?f(x)v=0 e la funzione g(t)=f(x+tv) non ammette
un minimo locale per t=0.

Teorema 1.3.7 Sia f una funzione differenziabile definita sull’insieme aperto
convesso CcR™. La funzione f & semistrettamente quasi-concava se € solo se
per ogni punto xe C ed ogni vettore ve R® tale che viv=1 e vIVf(x)=0 la
funzione g(t)=f(x+tv) non ammette un minimo locale semistretto “one-sided”
per t=0. Se inoltre la funzione f & di classe ¢Z allora risulta semistrettamente

punto di minimo locale stretto & anche un punto di minimo locale semistretto, che a sua volta & anche un
punto di minimo locale semistretto “one-sided”, che a sua volta ¢ anche un punto di minimo locale.
Si osservi inoltre che mentre in generale un punto di minimo locale pud anche essere un punto di

massimo globale cid non pud accadere per un punto di minimo locale semistretto “one-sided”.
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quasi-concava se € solo se per ogni punto xe C ed ogni vettore ve R" tale che
vTv=1 e vIVf(x)=0 risulta vIVf(x)v<0 oppure vIVf(x)v=0 e la funzione
g(t)=f(x+tv) non ammette un minimo locale semistretto “one-sided” per t=0.

Teorema 1.3.8 Sia f una funzione di classe C! definita sull’insieme aperto
convesso CcR". La funzione f & [strettamente] pseudo-concava se € solo se per
ogni punto xe C ed ogni vettore ve R" tale che vIv=1 e vIV{(x)=0 la funzione
g(t)=f(x+tv) ammette un massimo locale [stretto] per t=0. Se inoltre la funzione
f & di classe (? allora risulta [strettamente] pseudo-concava se e solo se per ogni
punto xe C ed ogni vettore ve R® tale che viv=1 e vIV{(x)=0 risulta
vIV2f(x)v<0 oppure vIV3f(x)v=0 e la funzione g(t)=f(x+tv) ammette un massi-
mo locale [stretto] per t=0.

Un analogo teorema & stato fornito [34] per le funzioni fortemente pseudo-
concave utilizzando il concetto di massimo locale forte (15).

Teorema 1.3.9 Sia f una funzione di classe ¢! definita sull’insieme aperto
convesso CcR™. La funzione f & fortemente pseudo-concava se e solo se per
ogni punto xe C ed ogni vettore ve R® tale che viv=1 e vIVf(x)=0 la funzione
g(t)=f(x+tv) ammette un massimo locale forte per t=0.

Se inoltre la funzione f & di classe (2 allora risulta fortemente pseudo-concava se
e solo se per ogni punto xe C ed ogni vettore ve R® tale che viv=1 e vIV{(x)=0
risulta vIV(x)v<0.

Si osservi che in [34] i precedenti teoremi sono stati dimostrati anche in ipotesi
di sottodifferenziabilita, assumendo soltanto che la funzione f sia in ogni punto
Xo dell’insieme aperto convesso CcR" direzionalmente derivabile rispetto ad

ogni direzione unitaria ve R" e tale che gf—v(xo)ﬁa_%(xo).

15 Sia f una funzione a valori reali definita su un intervallo aperto CcR e sia xoe C. xo & un massimo
locale forte per f se esistono due valori £>0 ed a>0 tali che [xg-€.xg+e]C ed f(x)<f(xp)-(1/2)0(x-xq)? per
ogni xe [xo-€,xo+€]. Si osservi che un punto di massimo locale forte & anche un punto di massimo

locale stretto, che a sua volta & anche un punto di massimo locale.
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1.4. Trasformazioni monotone e teoremi di composizione

In questo paragrafo si studieranno condizioni sotto le quali la trasformazione di
una funzione concava generalizzata & ancora una funzione concava generaliz-
zata, e condizioni per le quali la somma od il prodotto di due funzioni ¢ una
funzione concava generalizzata.

Al riguardo, alcuni dei risultati si possono trovare in [6, 65, 66].

Verranno inoltre mostrati alcuni teoremi di composizione, che generalizzano i
risultati proposti in [6], che permetteranno di studiare la concavita generalizzata
di una funzione complessa mediante la sua scomposizione in piu funzioni scalari
semplici da studiare.

1.4.1. Trasformazioni monotone di una funzione
Si inizia I’analisi delle trasformazioni monotone per le classi di funzioni di tipo
concavo, per poi passare a quelle di tipo quasi-concavo e pseudo-concavo.

Teorema 1.4.1 Sia CcR" un insieme convesso, f:C—R una funzione a valori
reali, g2:C'>R, con C'cR insieme convesso tale che f(C)cC', una funzione con-
cava ed F#gOf:C—)EK la corrispondente funzione composta. Risulta:

i) se f & concava oppure semi concava e g ¢ monotona nondecrescente allora
F & rispettivamente concava oppure semi concava,

i) se f ¢ strettamente concava oppure semistrettamente concava ¢ g ¢
monotona crescente allora F & rispettivamente strettamente concava oppure
semistrettamente concava.

Dim. i) Sia f concava e siano x,ye C; per la nondecrescenza di g si ha che

g(f(x+My-x)))2g(fF(x H+A(f(y)-f(x))) VAe (0,1), da cui la tesi poiché la concavita di

g implica che g(f(x+Af(y)-f(x)))2g(f(x)+Mg(f(y))-g(f(x))) VAe(0,1).

Sia ora f semi concava e siano x,ye C tali che F(y)>F(x), ovvero tali che

g(f(y))>g(f(x)); l1a nondecrescenza di g implica che f(y)>f(x) e tale condizione a

sua volta implica, per la semi concavita di f, f(x+A(y-x))2f(x)+A(f(y)-f(x))

VAe(0,1) da cui si ottiene, per la nondecrescenza e la concavitadig:

gEx+AY-X)2ERHALY)-F RN ERHMEE))-2(f(X)) VA€ (O.1),
ovvero F(x+A(y-x))2F(x +A(F(y)-F(x)) VA& (0,1), da cui la tesi.

ii) Analoga alla dimostrazione del punto i). ¢
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In modo analogo si dimostra che sotto ipotesi di convessita della funzione g
risulta che F & convessa se f &€ concava € g ¢ monotona noncrescente,
strettamente convessa se f & strettamente concava e g € monotona decrescente.
I1 seguente esempio mostra come nel precedente Teorema 1.4.1 non possa essere
rilasciata I’ipotesi di convessita della funzione g, oltre che della sua monotonia,
al fine di ottenere una funzione composta di tipo concavo.

Esempio 1.4.1

Si considerino le funzioni g(y)=y? ed f(x)=x; la funzione f & concava mentre la
funzione g € crescente ma non concava, il Teorema 1.4.1 non ¢ applicabile per la
non concavita della funzione g ed in particolare la funzione composta
g(f(x))=x3 non & concava.

Si stabiliscono adesso alcuni risultati relativi alle funzioni di tipo quasi-concavo,
per i quali non ¢ pill necessario assumere la concavita della funzione g.

Teorema 1.4.2 Sia CcR" un insieme convesso, f:C—R una funzione a valori
reali, g:f(C)>R una funzione monotona nondecrescente ed F=gof:C—HR la
corrispondente funzione composta. Se f & quasi-concava oppure semi quasi-
concava allora F & rispettivamente quasi-concava oppure semi quasi-concava.
Dim. Sia f qcv, ovvero f(x+A(y-x))2min{f(x),f(y)} Vx,yeC, VAe(0,1); ne
consegue, per la nondecrescenza di g, che:
g(f(x+My-x)))2g(min{f(x),f(y) })=min{g(f(x)),g(f(y))}

ovvero F & quasi-concava. Siano adesso x,ye C tali che g(f(y))>g(f(x)), per la
nondecrescenza di g risulta f(y)>f(x); poiché f &€ semi quasi-concava segue che
f(x+A(y-x))=f(x) VAe(0,1) da cui, sempre per la nondecrescenza di g, si ha
g(fx+My-x)))2g(f(x)) VA& (0,1); 1a funzione F & quindi sm.qcv. ¢

Si osservi che in modo del tutto analogo si pud dimostrare che se la g & monoto-
na noncrescente allora la funzione F ¢ rispettivamente quasi-convessa o semi
quasi-convessa. '

Dal Teorema precedente segue, essendo ogni funzione concava anche quasi-
concava, che ogni trasformazione nondecrescente di una funzione concava &
una funzione quasi-concava; si osservi che non vale il viceversa, ovvero che
esistono delle funzioni quasi-concave che non sono ottenibili per composizione
da alcuna funzione concava; tale problematica & nota come concavificabilita di
una funzione [3, 51, 53, 61, 86, 96].
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Teorema 1.4.3 Sia CcR" un insieme convesso, f:C—NR una funzione a valori
reali, g:f(C)—R una funzione monotona crescente ed F=gof:C—R la corrispon-
dente funzione composta.

Se f & semistrettamente quasi-concava, strettamente quasi-concava, quasi-
concava in senso esteso oppure strettamente quasi-concava in senso esteso
allora F verifica la stessa proprieta.

Dim. Sia g(f(y))>g(f(x)), cio implica per la crescenza di g che f(y)>f(x); se f &
ss.qcv si ha f(x+A(y-x))>f(x) VA€ (0,1) e percid, per la crescenza di g, risulta
g(f(x+A(y-x)))>g(f(x)) VA& (0,1) ovvero F & ss.qev. |

Sia adesso g(f(y))=g(f(x)), cid implica per la crescenza di g che f(y)>f(x); se f &
s.qcv si ha f(x+A(y-x))>f(x) VAe(0,1) e, per la crescenza di g, si ottiene
g(f(x+AM(y-x)))>g(f(x)) VA€ (0,1) ovvero F & s.qcv. -

Sia ora g(f(y))=g(f(x)), cid implica per la crescenza di g che f(y)=f(x); se f & e.qcv
si ha f(x+A(y-x))2f(x) VAe(0,1) e percid, per la crescenza di g, risulta
g(f(x+A(y-x)))2g(f(x)) VAe(0,1) ovvero F & e.qcv.

Se infine f & es.qcv risulta f(x+A(y-x))>f(x) VA€ (0,1) da cui, per la crescenza di g,
si ha g(f(x+My-x)))>g(f(x)) VA€ (0,1) ovvero F & es.qcv. ¢

In modo analogo si dimostra che se nel Teorema 1.4.3 la funzione g & monotona
decrescente allora F ¢ rispettivamente semistrettamente quasi-convessa, stretta-
mente quasi-convessa, quasi-convessa in senso esteso oppure strettamente
quasi-convessa in senso esteso.
I precedenti teoremi di trasformazione permettono di estendere la Proprieta 1.3.1
relativa alle funzioni omogenee.

Corollario 1.4.1 Sia ffRL,—R,, una funzione differenziabile omogenea di
grado ae(0,1]. Allora f & concava se e solo se & quasi-concava.

Dim. La necessita & ovvia, resta quindi verificare che se f & quasi-concava allora
¢ anche concava. Siano g:R,,—»R,., hRI, >R, tali che g(y)=y* ed
h(x)=[f(x)]%; per costruzione risulta f=g°h.

Per il Teorema 1.4.2, 1a funzione h & quasi-concava in quanto trasformazione
nondecrescente della funzione f quasi-concava ed ¢& inoltre anche omogenea di
grado 1, poiché h(tx)=[f(tx)]/®=[tf(x)]/*=t[f(x)]/*=th(x), risultando cosi
concava per la Proprieta 1.3.1. |
D’altra parte g verifica le condizioni g'(x)=0y®1>0 e g"(x)=a(a-l)y°"2s0
essendo y>0 ed ae (0,1] ed & di conseguenza crescente e concava.

Per il Teorema 1.4.1 quindi la funzione f=goh & concava. .
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Risultati analoghi a quelli stabiliti per le funzioni quasi-concave valgono anche
per le funzioni differenziabili pseudo-concave.

Teorema 1.4.4 Sia CcR™ un insieme convesso, f:C—R una funzione differen-
ziabile a valori reali, g:f(C)—R una funzione derivabile monotona crescente tale
che g'(y)>0 Vye f(C) ed F=g°f:C—R la corrispondente funzione composta.

Se f & pseudo-concava oppure strettamente pseudo-concava allora F ¢ rispetti-
vamente pseudo-concava oppure strettamente pseudo-concava.

Dim. Siano x,yeC tali che (y-x)'IVF(x)SO; poiché VF(x)=g'(x)Vf(x) e g'(x)>0 si
ha (y-x)TVf(x)<0. Se f e pev allora f(y)<f(x) da cui g(f(y))<g(f(x)) per la
crescenza di g, se invece f & s.pcv allora f(y)<f(x) da cui, sempre per la crescenza

di g, gEY)<gE®). | o

In modo analogo si dimostra che se nel Teorema 1.4.4 la funzione g &€ monotona
decrescente e g'(y)<0 Vyef(C) allora F & rispettivamente pseudo-convessa e

strettamente pseudo-convessa.

1.4.2. Composizione di funzioni scalari concave generalizzate
L’importanza dello studio della composizione di funzioni scalari concave
generalizzate sta nel fatto che esso puo essere utilizzato per verificare la conca-
vita generalizzata di una funzione complicata da studiarsi direttamente.

I risultati che vengono proposti in questo sottoparagrafo generalizzano quelli
proposti in [6].

Dei seguenti risultati non sara fornita la dimostrazione in quanto conseguenza
immediata dei Teoremi 2.4.2, 2.4.3 e 2.4.4 del prossimo capitolo.

Corollario 1.4.2 Si considerino le funzioni f:S—>R™ e g:D—-R, con SR e
DcR™ insiemi convessi tali che f(S)cD.
Siano inoltre le funzioni f e g tali che:

g(fx+My-x))2g(fxH+ME(y)H(x))) VAe(0,1) Vx,yeS, x#y.  (1.4.1)
Se g ¢ cv, qcv, sm.qcv, ss.qcv, e.qev, pev allora la funzione composta
(gof):S—NR ¢ rispettivamente cv, gcv, sm.qcv, $5.qCV, €.GCV, pev.

Nel caso inoltre in cui risulti f(x)#f(y) Vx,ye S, xy, si ha che se g & s.cv, s.qcv,
es.qcv, s.pcv allora la funzione composta (gof):S—R & rispettivamente s.cv,

$.qcv, €s.qcV, S.pev.
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Corollario 1.4.3 Si considerino le funzioni f:S—5R™ e g:D->R, con SCR" e
DcR™ insiemi convessi tali che f(S)cD.
Siano inoltre le funzioni f e g tali che:

g(fx+My-x)))>g(fxHME(y)-f(x))) VAe(0,1) Vx,yeS, xy. (1.4.2)
Se g & cv, qev, sm.qcv, e.qcv, allora la funzione composta (gof):S—R ¢ rispetti-

vamente s.Cv, s.qcv, $5.qCV, €s.qCV.

Il seguente teorema, analego al Corollario 1.4.3, & invece relativo alle funzioni
strettamente pseudo-concave.

Teorema 1.4.5 Si considerino le funzioni f:S—>R™ e g:D—-R, con SCR" e
DcR™ insiemi convessi tali che f(S)cD; siano inoltre le funzioni f e g tali che
vale la (1.4.2), ovvero:
g(fx+My-x))>g(fxH+Mf(y)-f(x))) VAe(0,1) Vx,yeS, xy.

Se g & semicontinua superiormente e pseudo-concava allora la funzione
composta (gof):S—NR & strettamente pseudo-concava.

Dim. Essendo la funzione g pseudo-concava allora anche la funzione
composta gof, per il Corollario 1.4.2, & a sua volta pseudo-concava; la funzione
g inoltre, essendo semicontinua superiormente, risulta anche quasi-concava e
quindi, per il Corollario 1.4.3, la funzione composta gof € anche strettamente
quasi-concava. La tesi segue quindi direttamente dal Teorema 1.1.6. *

Si osservi che il precedente Teorema 1.4.5 estende un risultato analogo pro-
posto in [6], nel quale si richiedeva perd una funzione g differenziabile e stretta-
mente pseudo-concava.

Si osservi inoltre che il Corollario 1.4.3 ed il Teorema 1.4.5 permettono di ottene-
re funzioni strettamente concave, strettamente quasi-concave, strettamente
quasi-concave in senso esteso e strettamente pseudo-concave anche nel caso in
cui la funzione f sia tale che per punti distinti x,ye S, x#y, risulti f(x)=f(y).

I1 seguente teorema specifica alcune classi di funzioni che verificano le proprieta
(14.1)ed (14.2).

44



Cap. 1 Concavitd generalizzata: caso scalare

Teorema 1.4.6 Si considerino le funzioni f:S—R™ e g:D-NR, con ScR" e
DcR™ insiemi convessi tali che f(S)cD.
Posto g(y)=g(y;,---»¥g)» Siano I*={i: g non & monotona in y; },
I'*={i: g & nondecrescente in y;}, ed I'={i: g & noncrescente in y;}.
Si supponga inoltre che la componente f; della funzione f sia affine se ie I*,
concava se ieI'* e convessa se i€ I".
Allorarisulta:  g(f(x+A(y-x)))2g(fxHAf(y)-f(x))) VAe(0,1) Vx,yeS, x2y.
Se inoltre esiste almeno una componente f;, i€ ITul’, strettamente concava o
strettamente convessa tale che g sia strettamente monotona rispetto ad y; allora
si ha: g(f(x+My-x)))>g(fxHAf(Y)-f(x))) VAe(0,1) Vx,yeS, x2y.
Dim. Siano x,ye S, x#y, e sia Ae(0,1); per ipotesi si ha che:
f(AX+H1-V)y)2AMxH+(1-Mf(y) per ieI;
f(Ax+(1-M)y)SM (x)+H1-M)f(y) per i€l
£(xH1-NY)=MEHI-DE(y) per iel';
per la definizione di I, T e I" si ha quindi g(f(Ax+(1-A)y))2g(Afx)H1-A)f(y)).
Nel caso in cui per almeno un indice ie ITUI™ una delle precedenti relazioni
valga in senso stretto ¢ la funzione g sia strettamente monotona in y, allora si
ha, sempre per la definizione di I, I" e I*, g(f().x+(l-k)y))>g(7Lf(x)~|-(1-l)f(y)). .

I risultati precedenti, che estendono in parte quelli noti in letteratura, possono
essere utilizzati per studiare la concavita generalizzata della funzione obiettivo
del seguente problema di programmazione matematica:
p. { max h(x)=[f(x)]P[d,+d"x]*

| xeS={xeR"™ x>0, Ax=b}
dove A ¢ una matrice reale con m righe ed n colonne, be R™, de R", d,eR, a e B
sono parametri reali non nulli ed inoltre f(x)>0 e (do+de)>0 VxeS.
Questa classe di funzioni appare non solo nella programmazione matematica ma
anche in economia; basta ricordare la funzione di produzione di Wicksell-Cobb-
Douglas P(L,K)=cL°KP dove c & un parametro che dipende dal grado di effi-
cienza dell’attivita produttiva, o e B sono costanti positive ed L e K denotano le
quantitd impiegate rispettivamente di lavoro e capitale (si ricordi che questa
funzione di produzione & omogenea di grado o+p).

La concavita generalizzata di h si puo efficientemente studiare, tramite i prece-
denti teoremi di composizione, come funzione composta h(x)=g(f(x),d,+d"x),
dove g:RZ,HR & tale che g(yl,y2)=ylﬂy2°‘.

Il seguente lemma mostra le caratteristiche peculiari della funzione g.
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Lemma 14.1 Sia g:R% —R, la funzione g(yl,y2)=yIBy2°‘, con o,Be R, o,B0.

La funzione g verifica le seguenti proprieta:

i) rispetto ad y, & strettamente monotona crescente per §>0 e strettamente
monotona decrescente per <0;

ii) rispetto ad y, & strettamente monotona crescente per 0>0 e strettamente
monotona decrescente per 0<0;

iii)) se o<0 e B<0 allora g & strettamente convessa;

se a+P<1 h & strettamente concava

iv) se o>0e B>0 allora{ se a+P=1 h & concava
se o+f>1 h & strettamente pseudo-concava

se a+P<0 h & strettamente pseudo—concava

'v) se off<0 allora { se o+B=0 h & pseudo-affine .
se a+P3>0 h & strettamente pseudo-convessa

I risultati ottenibili per la funzione h, che estendono quelli proposti in [6, 85],
sono riassunti nella tabella seguente.

Valori dei Proprieta componente f(x) nell’insieme RZ,
parametri 0. € B cv 5.CV cX $.CX lineare
o0 Bro<l cv S.CV cv
B>0 p+o>l pev S.pcv pev
o<0 B+o<0 pcv s.pcv pev
>0 PB+a=0 pev S.pcv pcx s.pcx | pcv & pex

B+0>0 pex 5.pcx pcx
>0 _B+a<0 pcv 5.pcv pcv
B<0 B+a=0 pcx S.pcx pcv s.pcv | pcv & pex

B+o>0 pcx s.pcx pcx

0<0 , B<0 cX 5.CX cxX

Casi particolari del precedente problema sono il caso B=1, affrontato in [12, 15-
18, 67] ed approfonditamente studiato in [18], ed il noto caso B=1 ed a=-1 della
programmazione frazionaria, ampiamente studiato sia dal punto di vista teorico
sia dal punto di vista della risoluzione algoritmica [11, 14, 68].
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f
Funzioni del tipo h(x)=% , con l'ipotesi che sia f,(x)>0 Vxe S, sono molto

utilizzate in economia ed in finanza [20], basti pensare a tutti i problemi in cui si
devono studiare rapporti del tipo:

profitto  profitto rendimento costo  produzione
capitale* ricavo ° rischio °* tempo’ lavoro

Per completezza si ricorda che, tramite i precedenti teoremi di composizione, per
tali funzioni si ottengono i seguenti risultati:

Insieme di Proprieta Proprieta componente f; nell’insieme D

Riferimento | compon. f, S.CV cv cX $.CX
D fn S.pcv pecv pecx S.pcx

{yeD: y;<0} 5.CV s.pcv -

{yeD: y,<0} 5.CX 5.pcx

{yeD: y;>0} 5.CV S.pcx

{yeD: y;>0} 5.CX s.pcv

{yeD: y,<0} cV s.pcv pcv

{yeD: y,;<0} cx pcx 5.pcx

{yeD: y,20} cv pex s.pcx

{yeD: y,20} cX s.pcv pcv

Si osservi che si ritrova il ben noto risultato secondo cui se entrambe le funzioni
f, ed £, sono affini allora la funzione composta h & pseudo-affine.

Direttamente dal Corollario 1.4.2 si ottiene infine il seguente risultato relativo
alla composizione di una funzione affine vettoriale.

Corollario 1.4.4 Si considerino la funzione affine f:S—R™, f(x)=Ax+b, dove
AeR™" e be R™, e la funzione g:D—-R, con SCR" e DCR™ insiemi convessi
tali che f(S)cD.

Se g ¢ cv, qcv, sm.qcv, ss.qcv, e.qcv, pev allora la funzione composta
(gof):S—R ¢ rispettivamente cv, gcv, sm.qev, $5.GCV, €.GCV, pev.

Inoltre se la matrice A & quadrata ed invertibile si ha che se g & s.cv, s.qcv,
es.qcv, s.pcv allora la funzione composta (gof):S—R & rispettivamente s.cv,

$.qcVv, es.qcv, S.pcv.
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Quest’ultimo corollario permette, ad esempio, di determinare la concavita gene-
ralizzata della funzione h(x)=(gof)(x)=(c,+c™x)(d,+d™x)*, dove g(y,z)=yz* ed

T c
f(x)=Ax+b con A=[§T:| e b=[dz:| , che appare come funzione obiettivo in alcuni

problemi di programmazione frazionaria [18].
Risulta infatti, per il Corollario 1.4.4, che tale funzione ¢ affine per a=0,
pseudo-affine per a=-1, mentre per 0:20,-1 risulta:

{xeR: h(x)<0}| {xeR: h(x)20}
-1<o<0 pcv pex
o<-1,00 pcx pcv

1.4.3. Struttura algebrica delle funzioni

In questo sottoparagrafo si studiano le proprieta di concavita-generalizzata che
vengono implicate dalla somma o prodotto di funzioni concave generalizzate.
Iniziamo dalla seguente ben nota proprieta delle funzioni concave [65].

Proprieta 1.4.1 Siano f,,....f funzioni concave a valori reali definite sull’insie-

me convesso CcR" e siano inoltre a;,...,0m numeri reali non-negativi.
m
Allora la funzione g=a1f1+...+amfm=2aifi € concava su C e se inoltre esiste
i=1 -
un indice je 1,...,m per cui fj & strettamente concava ed ;>0 allora g &
strettamente concava.
Dim. Per la convessita delle f;, i=1,...,m, si ha fi(x+A(y-x))2fi(x)+A(fi(y)-fi(x))

VAe(0,1) Vx,ye C; essendo 0,20, i=1,...,m, risulta, sommando membro a membro:
m m

g(x+A(y-x))=) oufi(x+A(y-x))2 Y 0ufi(xHA(0ufi(y)-0ifi(X))=g (X H+Mg(y)-g(x)).
i=1 i=1

Se infine per je {1,...,m} si ha fj(x+A(y-x))>fj(x)+A(fj(y)-fj(x)) e ;>0 allora la

disuguaglianza precedente & verificata in senso stretto € quindi g & s.cv. *

Dalla proprieta precedente segue che la somma di due funzioni concave &
ancora una funzione concava, mentre la somma di una funzione concava con
una strettamente concava € strettamente concava; tale proprieta non vale per le
altre classi di funzioni concave generalizzate, come evidenzia il seguente
esempio 1.4.2 i). Anche il prodotto di due funzioni concave generalizzate non
¢, in generale, concavo-generalizzato, come mostra I’esempio 1.4.2 ii).
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Esempi 1.4.2

Si considerino le seguenti funzioni derivabili, definite su tutta la retta dei reali.

i) fi(x)=x3+x ed f(x)=-x3+x2-x: risulta f'(x)=3x2+1>0 e f,(x)=-3x4+2x-1<0
VxeR, di conseguenza, per il Teorema 1.5.13 che sara dimostrato nel
prossimo paragrafo, entrambe le funzioni sono sia strettamente pseudo-
concave sia strettamente pseudo-convesse; la loro somma pero, data dalla
funzione g(x)=x2, & strettamente convessa € non ¢ quindi neanche quasi-
concava.

i) fi(x)=f2(x)=x: le due funzioni identita sono affini (e quindi concave), ma il
loro prodotto & ancora dato dalla funzione g(x)=x2.

Valgono tuttavia alcune proprieta, relative al prodotto ed al rapporto di funzioni
positive concave e/o convesse.

Proprieta 1.4.2 Sef; ed f, sono due funzioni concave positive definite
sull’insieme convesso CcR", allora la funzione h=f,f, & pseudo-concava; se
inoltre almeno una di esse & strettamente concava allora anche g € strettamente
pseudd-concava.

Dim. Segue dal precedente Lemma 1.4.1 e dai teoremi di composizione di cui al
Corollario 1.4.2 ed al Teorema 1.4.5, osservando che la funzione g(y,,y,)=y1¥2

definita per y,,y,>0, ¢ strettamente pseudo-concava, continua e crescente nelle
due componenti. ¢

Proprieta 1.4.3 Sef, ed f, sono due funzioni positive definite sull’insieme
convesso CcRD, f; & concava ed f, & convessa allora la funzione h=f,/f; &
pseudo-concava.

Dim. Segue dal Lemma 1.4.1 e dal teorema di composizione di cui al Corollario
1.4.2, osservando che la funzione g(y,.y,)=y,/y,, definita per y;,y,>0, & pseudo-

concava, crescente rispetto alla y, e decrescente rispetto a y,. .

Si osservi che il Lemma 1.4.1 ed i teoremi di composizione del paragrafo
precedente permettono di ottenere, in modo analogo a quanto fatto nelle
Proprieta 1.4.2 e 1.4.3, molti altri risultati che non sono citati per non appesantire
eccessivamente 1’esposizione.

Dai teoremi del sottoparagrafo 1.4.1 otteniamo infine il seguente corollario.
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Corollario 1.4.5 Sia CcR" un insieme convesso, f:C—3R una funzione a
valori negativi od a valori positivi ed 1/f:C—R la funzione reciproca di f.

Se f & qcv, sm.qcv, ss.qcv, s.qcv, e.qcv, es.qcv, pcv oppure s.pcv allora 1/f €
rispettivamente qcx, Sm.qcx, $s.qcx, S.qcx, €.q¢x, €s.qCX, pCX Oppure s.pcx.

Dim. Segue dai Teoremi 1.4.2, 1.4.3 ed 1.4.4 osservando che la funzione
g(y)=1/y, tale che 1/f=g°f, & decrescente e tale che g'(y)<0 per ogni y#0. .

Corollario 1.4.6 Sia CcR" un insieme convesso, f:C—R,, una funzione a
valori positivi ed 1/f:C—NR la funzione reciproca di f.

Se f & concava oppure strettamente concava allora 1/f € rispettivamente conves-
sa oppure strettamente convessa. ’

Dim. Segue dal Teorema 1.4.1 osservando che la funzione g(y)=1/y, tale che
1/f=g°f, & decrescente e convessa per y>0. ) .

I seguenti esempi evidenziano 1I’importanza dell’ipotesi di positivita delle fun-
zioni concave nel Corollario 1.4.3; I’esempio 1.4.3 i) mostra infatti una funzione
concava negativa con funzione reciproca ancora concava, mentre 1’esempio
1.4.3 ii) mostra una funzione concava negativa avente funzione reciproca né
concava né convessa.

Esempi 1.4.3

Si considerino le seguenti funzioni negative, defjnite su tutta la retta dei reali.

i) la funzione f(x)=-e* & concava e la sua funzione reciproca 1/f(x)=-e* &
ancora concava.

i) la funzione f(x)=-x2-1 & concava ma la reciproca 1/f(x)=-1/(x>+1) non & né
concava né convessa.
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1.5. Funzioni affini generalizzate

Come & noto, una funzione affine pud essere concepita come una funzione sia
concava sia convessa; estendendo tale concezione ad altre classi di funzioni
concave (convesse) generalizzate sono state definite in letteratura [6, 70, 90, 91]
le funzioni pseudo-monotone (sia pseudo-concave sia pseudo-convesse), quasi-
monotone (sia quasi-concave sia quasi-convesse) ed “explicitly quasi-
monotone” (sia semistrettamente quasi-concave sia semistrettamente quasi-
convesse), denominazioni che ben evidenziano come esse siano state definite
allo scopo di estendere alle funzioni a pil variabili il concetto di monotonia (16),
proprio delle funzioni ad una sola variabile.

Non & mai stato compiuto perd uno studio organico di tutte le possibili classi
che si possono ottenere estendendo, nel modo esposto, il concetto di affinita;
scopo di questo paragrafo ¢ pertanto quello di ottenere, a partire dalle varie
classi di funzioni concave generalizzate introdotte nei paragrafi precedenti, tutte
le possibili funzioni che estendono il concetto di affinita di una funzione, di
studiarne le proprieta, le relazioni di inclusione, il comportamento sotto ipotesi di
differenziabilita, il modo in cui viene da esse esteso il concetto di monotonia e le
propriétﬁ relative alle trasformazioni di funzione.

Visto lo scopo con cui queste classi vengono definite, esse saranno dette classi
di funzioni affini generalizzate, non verranno pertanto usati per le classi gia
definite in letteratura i termini pseudo-monotona e quasi-monotona, preferendo
ad essi i nomi pseudo-affine e quasi-affine; tale scelta ha anche I'ulteriore scopo
di evitare confusione con le mappe monotone generalizzate [56] che verranno
studiate nel prossimo capitolo.

16 Si ricordi che una funzione f:A—3X, con ACR sottoinsieme dei reali, & detta crescente se y>x implica
f(y)>f(x) Vx,ye A, decrescente se y>x implica f(y)<f(x) Vx,ye A, noncrescente se y>x implica f(y)<f(x)
Vx,y€ A, nondecrescente se y>x implica f(y)2f(x) Vx,y€ A, costante se f(y)=f(x) Vx,ye A; f & inoltre detta
monotona se & noncrescente o nondecrescente, & detta strettamente monotona se & crescente 0 decrescente.
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1.5.1. Definizioni e principali proprieta

Di seguito vengono introdotte possibili definizioni di funzioni affini generalizza-
te derivanti dalle funzioni di tipo concavo, di tipo quasi-concavo e di tipo
pseudo-concavo; per completezza verranno ricordate anche le definizioni delle
classi piu note in letteratura.

Definizione 1.5.1 Sia CcR" un insieme convesso ¢ sia f:C-R.
La funzione f & detta affine [fn] se & sia concava sia convessa, ovvero se
Vx,ye C vale la seguente condizione (17):

f(x+My-R))=F+ME)H(x)) VAE(O,1).

Prima di introdurre nuove classi di funzioni affini generalizzate, si osservi preli-
minarmente che non esistono funzioni che siano contemporaneamente sia stret-
tamente concave sia strettamente convesse, inoltre non verranno definite fun-
zioni che siano contemporaneamente semi concave € semi convesse oppure
semistrettamente concave € semistrettamente convesse, in quanto esse si riduco-
no rispettivamente alle funzioni affini ed alle funzioni costanti, cosi come ¢
dimostrato nel seguente teorema.

-

Teorema 1.5.1 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—R.
i) fé sia semi concava sia semi convessa se e solo se & affine;
i) f & sia semistrettamente concava sia semistrettamente convessa se e solo se &
costante.

Dim. i) Si osservi inizialmente che f & sia semi concava sia semi convessa se €
solo se per ogni x,ye C vale la condizione:

f(y)>f(x) = f(x+A(y-x))=fxH+Af(y)-f(x)) VAe(0,1) (15.1)
La sufficienza segue dalla (1.5.1); per la necessita si deve solamente dimostrare,
ricordando la nota (13), che per ogni x,ye C vale la condizione:

| f(y)=f(x) = Ex+My-x)=EEHME)E))=Ex) VAE(0,1).
Si supponga per assurdo che esistano due punti x,ye C ed un reale Ae(0,1) tali
che f(y)=f(x) ed f(x+A(y-x))#f(x) e si supponga, senza perdita di generalita, che
sia f(x+A(y-x))=f(x)+€ con £>0. Per la (1.5.1) la funzione & affine nel segmento

17 Si osservi che una funzione affine f:C—%, con CcR® convesso, & alternativamente caratterizzabile
per 1a Proprieta 1.1.1 come funzione tale che per ogni x,ye C vale 1a condizione:
f(y)2f(x) = f(x+A(y-x))=f(x)+ML(y)-f(x)) VAe(0,1).
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di estremi x+A(y-x) ed y, di conseguenza per continuiti esiste un reale Ae (A1)
tale che f(x+A(y-x))>f(x+A(y-x))>f(x); per la (1.5.1) f & affine nell’intervallo di
estremi x ed x+A(y-x) cosicché f(x+A(y-x))<f(x+A(y-x)) VAe(0,X), condizione
che contraddice la disuguaglianza f(x+A(y-x))>f(x+A(y-x)), A< (O,X).

ii) Segue direttamente dalle definizioni di funzioni semistrettamente concave e
semistrettamente convesse. ¢

Si definiscono adesso le funzioni affini generalizzate di tipo quasi-affine.

Definizione 1.5.2 Sia CcR" convesso e sia f:C—R. La funzione f & detta:

quasi-affine [gfn] se € sia quasi-concava sia quam-convessa, OVVero se per
ogni x,ye C vale la condizione:

f(y)=f(x) = f(y)>f(x+A(y-x))>f(x) Ve (0 1);

semistrettamente quasi-affine [ss.qfn] se € sia ss.qcv sia ss.qcx, ovvero se per
ogni x,ye C vale la condizione:

~ f(y)>f(x) = f(y)»>fx+My-x))>f(x) VAe(0,1);

strettamente quasi-affine [s.qfn] se & sia s.qcv sia s.qcx, ovvero se valgono le
condizioni:
i) 3Ax,yeC, xy, tali che f(y)=f(x),
i) Vx,yeCsihache: f(y)>f(x) = f(y)>f(x+A(y-x))>f(x) VAe(0,1);

semi quasi-affine [sm.qfn] se & sia sm.qcv sia sm.qcx, ovvero se per ogni x,ye C
vale la condizione:

- f(y)>f(x) = f(y)2f(x+My-x))=f(x) VAe(0,1);

quasi-affine in senso esteso [e.qfn] se & sia e. qev sia e.qcx, ovvero se per ogni
x,ye C vale la condizione:
f(y)=f(x) = f(y)=f(x+My-x))=f(x) VAe(0,1);

strettamente quasi-affine in senso esteso [es.qfn] se ¢ sia es.qcv sia es.qcx,

ovvero se vale la condizione:
Bx,ye C, x#y, tali che f(y)=f(x).

La seguente proprietd, analoga alla Proprieta 1.1.2, segue direttamente dalle
definizioni date.
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Proprieta 1.5.1 Sia f una funzione a valori reali definita su un convesso CcR".

i) lafunzione f & quasi-affine se e solo se & sia semi quasi-affine sia quasi-affine
in senso esteso;

i) la funzione f ¢ strettamente quasi-affine se e solo se & sia semistrettamente
quasi-affine sia strettamente quasi-affine in senso esteso.

I risultati del Paragrafo 1.1, permettono di caratterizzare le funzioni quasi-affini
in termini di insiemi di livello superiore ed inferiore.

Teorema 1.5.2 Una funzione a valori reali f definita su un insieme convesso
CcR" & quasi-affine (18) se e solo se i suoi insiemi di livello superiore U(f,o) ed i
suoi insiemi di livello inferiore L(f,ax) sono convessi per ogni valore reale o.

Direttamente dalla definizione segue invece la caratterizzazione delle funzioni
quasi-affini generalizzate in termini di superfici di livello.

Teorema 1.5.3 Una funzione a valori reali f definita su un insieme convesso
CcR" & quasi-affine in senso esteso se e solo se le sue superfici di livello Y(f,ox)
sono insiemi convessi per ogni valore reale o

Si definiscono adesso le funzioni affini generalizzate di tipo pseudo-concavo.

Definizione 1.5.3 Sia CcR" convesso e sia f:C—R. La funzione f & detta:

pseudo-affine [pfn] se ¢ sia pseudo-concava sia pseudo-convessa, ovvero se
per ogni x,ye C vale la condizione (19):

3&(x,y)>0 tale che VA (0,1)
fy)>f(x) =>{f(y)-u1-x)&(x,y)zf(xwy-x»zf(xma MEX,Y)

18 Si osservi che una funzione f:C—%R, con CcR™ convesso, quasi-affine & alternativamente caratterizza-
bile come ﬁmzxone tale che max {f(x),f(y) } 2f(x+A(y-x))2min{f(x),f(y)} VAe (0,1) Vx,yeC.

19 Si osservi che una funzione che verifica tale condizione & sia pseudo-concava che pseudo-convessa;
viceversa, direttamente dalle definizioni, si ha che una funzione sia pseudo-concava sia psendo-convessa

verifica per ogni x,ye C la condizione:
1o 3E,(x,y)>0 ed JE,(x,)>0 tale che VAe (0,1)
O =1 17)M1-0 (x, )2+ My-RN2ERH MM (R,y) *

da cui si ottiene quella data nella definizione assumendo E=min{E, , &,}.
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strettamente pseudo-affine [s.pfn] se & sia s.pcv sia s.pcx, ovvero se valgono le
condizioni:
i) Bx,yeC, xzy, tali che f(y)=f(x),

i) Vx,yeCsiha che:
JE(x,y)>0 tale che VAe(0,1) _
fy)>fx) = { £(y I A1-MEY)2E+MY-X)ZE O+ -VER,Y)

dove &(x,y) dipende solo da x ed y.

1.5.2. Relazioni di inclusione tra le classi

In questo sottoparagrafo verranno studiate le relazioni di inclusione intercorren-
ti tra le varie classi di funzioni affini generalizzate precedentemente definite.

~ Un primo risultato ¢ il seguente. w

Teorema 1.5.4 Se una funzione a valori reali f definita su un insieme convesso
Cc R & semistrettamente quasi-affine allora & anche quasi-affine.

Dim. Si dimostra preliminarmente che se f ¢ semistrettamente quasi-affine allora
¢ anche quasi-affine in senso esteso; a tal fine si supponga per assurdo che cido
non sia vero e che quindi esistano, senza perdita di generalita, due punti x,yeC
ed un valore reale Ae(0,1) tali che f(y)=f(x)>f(x+A(y-X)); essendo f ss.qfn risulta
f(y)=f(x)>f(x+My-x))>f(x+M(y-x)) VA€ (0,1), A#A. Di conseguenza preso un
qualsiasi Ae (A1) risulta f(x)>f(x+X(y-x)) da cui si ha, sempre per la semistretta
quasi-affinita di f, f(x)>f(x+A(y-x))>f(x+A(y-x)) VA (O,X), condizione assurda
essendo Ae(0,M).

La tesi segue pertanto direttamente dalle definizioni di funzione quasi-affine in
senso esteso e semistrettamente quasi-affine. *

Si osservi che ¢ stato ottenuto nel paragrafo 1.2, Teorema 1.2.2, un risultato ana-
logo per le funzioni concave (convesse) generalizzate, ovvero che una funzione
semistrettamente quasi-concava (0 ss.qcx) € anche quasi-concava (qcx), con
I’ipotesi aggiuntiva della superiore (inferiore) semicontinuita della funzione.

Il teorema precedente permette di evidenziare le differenze esistenti tra le fun-
zioni semistrettamente quasi-affini e quelle strettamente quasi-lineari; si osservi
infatti che dalle definizioni precedenti, una sola condizione distingue le due
classi di funzioni. Vale al riguardo il seguente teorema.
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Teorema 1.5.5 Sia f una funzione a valori reali definita sull’insieme convesso
CcR®. La funzione f risulta semistrettamente quasi-affine se e solo se la sua
restrizione su ogni segmento contenuto in C & costante oppure strettamente
quasi-affine.

Dim. La sufficienza ¢ banale, dobbiamo quindi dimostrare che se la funzione f &
ss.qfn ma in un segmento [v,w]cC non ¢ s.qfn allora deve essere costante in
[v.w]. Per le ipotesi assunte e per la Definizione 1.5.2 esistono due punti
X,y€ [v,w], Xy, tali che f(x)=f(y); si assuma inoltre, senza ledere la generalita, che
sia x=v+A;(w-v) ed y=v+A,(W-v) con A, ,A,€(0,1), A;<A,. Se fosse f(v)=f(y)
allora per la semistretta quasi-affinita di f si avrebbe f(v+A(w-v))2f(y) VAe (0,A,),
condizione assurda poiché f(x)=f(v+A,;(w-v))=f(y) con A€ (0,A,); analogamente
si dimostra che deve necessariamente essere f(w)=f(x)=f(y)=f(v). Essendo f
ss.qfn allora & anche, per il Teorema 1.5.4, qfn e quindi e.qfﬁ; poiché f(v)=f(w) la
funzione risulta quindi costante sul segmento [v,w]. ¢

Analogamente a quanto & stato osservato in precedenza per le funzioni
semistrettamente quasi-affini e quelle strettamente quasi-affini, una sola condi-
zione distingue le funzioni strettamente pseudo-affini da quelle pseudo-affini; il
teorema seguente puntualizza la differenza tra queste due classi di funzioni.

Teorema 1.5.6 Sia f una funzione a valori reali definita sull’insieme convesso
CcR" e sia [x,y]={ze C: z=x+A\(y-X), Ae(0,1)} Vx,yeC.

La funzione f risulta pseudo-affine se e solo se in ogni segmento [x,y]cC &
costante oppure strettamente pseudo-affine.

Dim. La sufficienza & ovvia, dobbiamo quindi dimostrare che se la funzione f &
pseudo-affine ma in un segmento [v,w]cC non & strettamente pseudo-affine
allora deve essere costante in [v,w]. Direttamente dalle definizioni, si ha che una
funzione pseudo-affine & anche semistrettamente quasi-affine; per la Definizione
1.5.3 inoltre, non essendo f s.pfn in [v,w], esistono due punti x,ye [v,w], x#y, tali
che f(x)=f(y), pertanto la funzione f non puo essere neanche strettamente quasi-
affine in [v,w]. Essendo quindi la funzione f ss.qfn ma non s.qfn nel segmento
[v,w] allora deve essere, per il Teorema 1.5.5, costante in [v,w]. : ¢

Le relazioni intercorrenti tra le altre classi di funzioni affini generalizzate seguo-

no direttamente dalle relative definizioni; le relazioni di inclusione si possono
pertanto riassumere nel seguente diagramma.
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sm.qfn

U

e.qfn D qfn
) VU )
esqfn| o |sqgfn| < |ssqgfn
U )
spfn| < |ph
)

diagramma 5

Per verificare che le classi di funzioni semi quasi-affini, quasi-affini in senso
esteso e strettamente quasi-affini in senso esteso sono distinte tra loro e dalle
altre classi analizzate si considerino i seguenti esempi di funzioni.

-

Esempi 1.5.1
Si considerino le seguenti funzioni superiormente semicontinue.

1 0,1 ) R -
i) f(x)-—-{ 0 g:;:: %0,1} : questa funzione & sm.qfn, non & pero e.qfn e quindi

neanche qfn;

1 perx=0 v
ii) f(x):{ (2) per xe ]Oill : questa funzione & e.qfn, non & perd né sm.qfn (e
per x=

quindi neanche qfn) né es.qfn;

voe = 0’1 . . .
1ii) f(x):{ : g; ::{1 ,2][ : questa funzione ¢ es.qfn (e quindi anche e.qfn), non

¢ pero sm.qfn e quindi neanche gfn né s.qfn.

Come ¢ stato dimostrato nei paragrafi precedenti, sotto ipotesi di continuita
della funzione le classi di funzioni semi quasi-concave e quasi-concave in senso
esteso (sm.qcx e e.qcx) si riducono alla classe delle funzioni quasi-concave
(qcx), cid avviene anche per la classe delle funzioni strettamente quasi-concave
in senso esteso (es.qcx) che si riduce alla classe delle funzioni strettamente
quasi-concave (s.qcx). Da tali risultati si ottiene la seguente proprieta.
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Proprieta 1.5.2 Sia f una funzione continua a valori reali definita su un
insieme convesso CcR". Le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) f & quasi-affine in senso esteso;

ii) f € quasi-affine;

iii) f & semi quasi-affine.

Risulta inoltre che f & strettamente quasi-affine in senso esteso se € solo se €
strettamente quasi-affine.

Direttamente dalla Proprieta 1.5.2 e dal Teorema 1.5.3 si ottiene il seguente risul-
tato che ¢ stato dimostrato in [6] in modo piu complesso.

Proprieta 1.5.3 Una funzione continua a valori reali f definita su un insieme
convesso CcR" & quasi-affine se e solo se le sue superfici di livello Y(f,ct) sono
insiemi convessi per ogni valore reale c.

Le relazioni di inclusione tra le classi, sotto ipotesi di continuita, possono cosi
essere riassunte dal diagramma 6.

e.gfn =qfn =sm.gfn

U U
es.qfn=sqfn| < |[ss.gfn

v v
s.pfn c |phn

v
fn

diagramma 6

I seguenti esempi di funzioni continue mostrano che le classi di funzioni affini
generalizzate considerate sono distinte 1’una dall’altra.

Esempi 1.5.2
0 r x<(0
i) f(x)z‘{ 1; per x€[0,1] : questa funzione & gfn, non & perd ss.qfn (e quindi

per x>1
neanche s.qfn);
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ii) f(x)=x3: questa funzione & s.qfn (e quindi ss.qfn), non & perd pfn (e quindi
neanche s.pfn);

iii) f(x)=x3+x: questa funzione & s.pfn (e quindi anche pfn), non & pero fn;

iv) f(x)=k: la funzione costante & fn (¢ quindi anche pfn, ss.qfn e gfn), non &
perd s.qfn (e quindi neanche s.pfn).

1.5.3. Funzioni affini generalizzate differenziabili
Il teorema seguente stabilisce delle caratterizzazioni per le classi di funzioni
differenziabili affini, quasi-affini e pseudo-affini [1, 5, 34, 65, 75, 91].

Teorema 1.5.7 Sia CcR® un insieme aperto convesso. La funzione differen-
ziabile f:C—NR risulta: T
affine & f(y)=fxHyx)TVix)  VxyeC
pseudo-affine & f(y)>f(x) = (y-x)TVf(x)>0 e (y-x) V(y)>0 Vx,yeC
quasi-affine < f(y)>f(x) = (y-x)TV(x)20 e (y-x) " V(y)20 Vx,yeC
o f(y)f(x) = (y-x)TVHx)20 e (y-x)TVH(y)20 Vx,yeC

Dal Teorema 1.5.7 si pud dedurre il seguente risultato [69] relativo alle funzioni
quasi-affini.

Teorema 1.5.8 Sia f una funzione differenziabile definita sull’insieme aperto
convesso CcR". La funzione f & quasi-affine se e solo se & verificata la seguente

condizione:
f(y)>f(x) = (y-x) VEx+My-x))20 VAe(0,1) Vx,yeC.

E’ possibile inltre ottenere la seguente ulteriore caratterizzazione relativa alle
funzioni pseudo-affini [59].

Teorema 1.5.9 Sia f una funzione differenziabile definita sull’insieme aperto
convesso CcR". La funzione f & pseudo-affine se e solo se per ogni x,ye C &

verificata la seguente condizione:
f(y)=f(x) & (y-x)TV§(x)=0.

Un’altra utile caratterizzazione delle funzioni pseudo-affini, analoga a quella
relativa alle funzioni pseudo-concave, € la seguente [6, 34].
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Teorema 1.5.10 Sia f una funzione differenziabile definita sull’insieme aperto
convesso CcR". La funzione f & pseudo-affine se e solo se per ogni punto xeC
ed ogni vettore ve R™ tale che vIv=1 e vIV{(x)=0 la funzione g(t)=f(x+tv) &
costante per ogni te R tale che x+tve C.
Dim. Per il Teorema 1.5.7 1a funzione f & pseudo-affine se e solo se per ogni
x,ye C, vale la condizione:

(y-%)TV£(x)<0 oppure (y-x)TVi(y)sO = f(y)<f(x);
si osservi preliminarmente che, per semplice ridenominazione dei punti x ed y, la
precedente condizione € equivalente alla successiva:

(y-x)TV£(x)20 oppure (y-x)'VE(y)20 = f(y)z«x)
Sia quindi f pseudo-affine, sia xe C e sia ve R® tale che vTv=1 e vIV{(x)=0; per
ogni y=x+tve C, te R, si ha quindi (y-x)TVf(x)=0 che per le condizioni prece-
denti implica f(y)<f(x) ed f(y)=f(x), di conseguenza la funzmne g(t)=f(x+tv) ri-
sulta costante.
Si dimostra adesso la sufficienza supponendo per assurdo che la funzione f non
sia pseudo-affine e che quindi, per il Teorema 1.5.7, esistano due punti x,ye C
tali che f(y)>f(x) ed inoltre (y-x)IVf(x)<O oppure (y-x)TV£(y)<0. Si osservi
inizialmente che se fosse (y-x)TVf(x)=0 oppure (y-x)T Vf(y)=0 allora per ipotesi

la funzione g(t)=f(x+tv), con V=i — dovrebbe essere costante per ogni te R

YX_
y-xll’
tale che x+tve C, condizione assurda poiché f(y)#f(x); risulta pertanto
(y-x)TV1(x)<0 oppure (y-x)TVf(y)<0. Si consideri adesso il segmento, contenuto
in C, S={x+A(y-x), A& [0,1]} e la restrizione di f su esso. Se (y-x)TVf(x)<0
JA,e(0,1) tale che f(x+A,(y-x))<f(x)<f(y); di conseguenza, essendo la funzione f
differenziabile, 3A,€ (0,1) tale che il punto x+A,(y-x) & di minimo assoluto per f
ristretta ad S con derivata direzionale (y-x)T Vf(x+A,(y-x))=0. Per ipotesi la
restrizione di f su S & costante, condizione assurda in quanto f(y)#f(x). Una
analoga contraddizione si ottiene se (y-x)! Vf(y)<0, poiché in tal caso IA;e (0,1)
tale che il punto x+A4(y-x) & di massimo assoluto per f ristretta ad S con derivata
direzionale (y-x)TVf(x+A,(y-x))=0. Il teorema & cosi dimostrato. .

Il teorema precedente permette di ottenere i due seguenti corollari.

Corollario 1.5.1 Sia f una funzione differenziabile pseudo-affine definita
sull’insieme aperto convesso CcR".

Allora la funzione f & costante se e solo se esistono punti critici.

Dim. La necessita & ovvia; per la sufficienza si osservi che se xe C & un punto
critico per f allora risulta (y-x)TVf(x)=(x-y)TV{(x)=0 Vye C, condizione che, per
la pseudo-affinit di f, implica f(y)=f(x) Vye C. ¢
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Teorema 1.5.10 Sia f una funzione differenziabile definita sull’insieme aperto
convesso CcR". La funzione f & pseudo-affine se e solo se per ogni punto xeC
ed ogni vettore ve R tale che vIv=1 e vIVf(x)=0 la funzione g(t)=f(x+tv) &
costante per ogni te R tale che x+tve C.
Dim. Per il Teorema 1.5.7 la funzione f ¢ pseudo-affine se e solo se per ogni
x,yeC, vale la condizione:

(y-x)TV£(x)<0 oppure (y-x)TVi(y)<0 = f(y)sf(x);
si osservi preliminarmente che, per semplice ridenominazione dei punti x ed y, la
precedente condizione ¢ equivalente alla successiva:

(y-x)TV£(x)=0 oppure (y-x)TVi(y)20 = f(y)>f(x).
Sia quindi f pseudo-affine, sia x C ¢ sia ve R" tale che vTv=1 e vIV{(x)=0; per
ogni y=x+tve C, te R, si ha quindi (y-x)TV(x)=0 che per le condizioni prece-
denti implica f(y)<f(x) ed f(y)=f(x), di conseguenza la funzione g()=f(x+tv) ri-
sulta costante.
Si dimostra adesso la sufficienza supponendo per assurdo che la funzione f non
sia pseudo-affine e che quindi, per il Teorema 1.5.7, esistano due punti x,ye C
tali che f(y)>f(x) ed inoltre (y-x)TVf(x)<0 oppure (y-x)TV£(y)<0. Si osservi
inizialmente che se fosse (y-x)TVf(x)=O oppure (y-x)TVf(y)=O allora per ipotesi

la funzione g(t)=f(x+tv), con v=ﬁ§%", dovrebbe essere costante per ogni te R

tale che x+tve C, condizione assurda poiché f(y)=f(x); risulta pertanto
(y-x)TVf(x)<O oppure (y—x)TVf(y)<0. Si consideri adesso il segmento, contenuto
in C, S={x+A(y-x), Ae[0,1]} e la restrizione di f su esso. Se (y—x)TVf(x)<O
JA,€(0,1) tale che f(x+A,(y-x))<f(x)<f(y); di conseguenza, essendo la funzione f
differenziabile, A, (0,1) tale che il punto x+A,(y-x) & di minimo assoluto per f
ristretta ad S con derivata direzionale (y-x)TVf(x+k2(y-x))=O. Per ipotesi la
restrizione di f su S & costante, condizione assurda in quanto f(y)#f(x). Una
analoga contraddizione si ottiene se (y-x)TVf(y)<0, poiché in tal caso IA;e(0,1)
tale che il punto x+A4(y-x) & di massimo assoluto per f ristretta ad S con derivata
direzionale (y-x)! V(x+A;(y-x))=0. 1l teorema & cosi dimostrato. ¢

Il teorema precedente permette di ottenere i due seguenti corollari.

Corollario 1.5.1 Sia f una funzione differenziabile pseudo-affine definita
sull’insieme aperto convesso CcR".

Allora la funzione f € costante se e solo se esistono punti critici.

Dim. La necessita & ovvia; per la sufficienza si osservi che se xe C & un punto
critico per f allora risulta (y-x)TV{(x)=(x-y)TVf(x)=0 Vye C, condizione che, per
la pseudo-affinita di f, implica f(y)=f(x) VyeC. ¢
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Corollario 1.5.2 Sia f una funzione differenziabile pseudo-affine definita sul-
I’insieme aperto convesso CcR" e sia ScC. Se esiste almeno un punto di
massimo o minimo assoluto interno alla regione S allora la funzione f € costante.

Dim. Poiché un punto di massimo o minimo interno ad S € un punto critico, la
tesi segue dal Corollario 1.5.1. ¢

Altre caratterizzazioni per le classi di funzioni quasi-affini si possono ottenere
direttamente dalla definizione e dai teoremi dimostrati da Diewert, Avriel e Zang
in [34].

Si osservi infine che, per noti risultati della letteratura, vale la seguente proprieta.

Proprieta 1.5.4 Sia f:R2, >R, una funzione differenziabile omogenea di
grado ae (0,1]. La funzione f & affine se e solo se & quasi-affine.

Si termina questo paragrafo osservando che & possibile ottenere, direttamente
dai risultati dei paragrafi precedenti, una caratterizzazione al primo ordine anche
per la classe delle funzioni strettamente pseudo-affini, classe che perd & com-
posta Solamente da funzioni ad una sola variabile, cosi come ¢ dimostrato nel
seguente teorema.

Teorema 1.5.11 Non esiste alcuna funzione differenziabile strettamente
pseudo-affine definita su un insieme aperto convesso CcR" con n>2.
Dim. Si supponga per assurdo che f:C— R, con CcR" aperto convesso tale
che n>2, sia strettamente pseudo-affine. La caratterizzazione delle funzioni
strettamente pseudo-concave e strettamente pseudo-convesse implica che la
funzione f & strettamente pseudo-affine se e solo se per ogni x,ye C, x+#y, vale la
seguente condizione:

(y-%)TV£(x)<0 oppure (y-x)TV£(y)<O = f(y)<f(x);
si osservi inoltre che, per semplice ridenominazione dei punti x ed y, la prece-
dente condizione & equivalente alla successiva:

(y-x)TV£(x)20 oppure (y-x)VE(y)20 = f(y)>f(x).
Sia xe C; essendo C un aperto esiste un punto ye C, yx, tale che (y-x)TVf(x)=0,
per le condizioni precedenti si ha quindi f(y)<f(x) ed f(y)>f(x) e ci0 & assurdo. ¢

Per le funzioni strettamente pseudo-affini ad una variabile vale la caratterizza-
zione espressa dal seguente teorema.
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Teorema 1.5.12 Sia ICR un intervallo aperto dei numeri reali ed f:I—>%X una
funzione derivabile in I. La funzione f risulta strettamente pseudo-affine se e
solo se per ogni x,yel, x#y, vale la seguente condizione:

f(y)=f(x) = (y-x)f (x)>0 e (y-x)f (y)>0.

1.5.4. Funzioni affini generalizzate e monotonia

E’ stato gia osservato che in letteratura le funzioni pseudo-affini e quasi-affini
sono talvolta chiamate pseudo-monotone e quasi-monotone; tali denominazioni
hanno origine dalle proprieta di monotonia che hanno le restrizioni di tali
funzioni su un segmento di R". In quanto segue verranno stabilite dette pro-
prieta per le varie classi di funzioni affini generalizzate introdotte nel sottopara-
grafo 1.5.1.

Teorema 1.5.13 Sia f una funzione a valori reali definita sull’insieme convesso

CcR". Allora:

i) f e quasi-affine se e solo se la sua restrizione su ogni segmento contenuto in
C & monotona;

ii) f & strettamente quasi-affine se e solo se la sua restrizione su ogni segmento
contenuto in C & strettamente monotona;

iii) f & semistrettamente quasi-affine se e solo se la sua restrizione su ogni
segmento contenuto in C € costante o strettamente monotona.

Dim. i) Per la sufficienza si considerino due punti qualsiasi x,ye; se f(y)=f(x)

allora, essendo f monotona nel segmento [x,y], risulta f(x+A(y-x))=f(x)=f(y)

VAe(0,1) e quindi la funzione f verifica in [x,y] la definizione di quasi-affinita.

Sia adesso f(y)#f(x) e si consideri la restrizione g(A)=f(x+A(y-x)), A [0,1], della

funzione f sul segmento di estremi x ed y; se g & nondecrescente allora risulta

g(1)2g(A)2g(0) VAe(0,1), ovvero f(y)2f(x+A(y-x))>f(x) VAe(0,1); se g & noncre-

scente allora risulta g(1)<g(A)<g(0) VAe (0,1), ovvero f(y)<f(x+A(y-x))sf(x)

VAe(0,1); in ogni caso quindi se f & monotona & anche quasi-affine.

Per dimostrare la necessita si considerino due punti x,ye C e la restrizione di f sul

segmento [x,y] g(A)=f(x+A(y-x)), Ae[0,1]. Se f(y)=f(x) la restrizione di f sul

segmento [Xx,y] risulta, per la definizione di quasi-affinita, costante e quindi

monotona; si supponga quindi in seguito, senza perdita di generalitd, che sia

f(y)>f(x) ovvero g(1)>g(0). Per la quasi-affinita di f risulta g(1)2g(A)2g(0)

VAe(0,1); si supponga adesso per assurdo che g non sia monotona e che quindi
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esistano A, ,A,€ (0,1), A;<A,, tali che g(1)2g(A,)>g(A,)2g(0); per la quasi-affinita
di f risulta g(1)2g(A)2g(A,) VAe(A,,1) e g(A,)2g(1)2g(0) Ve (0,A,), condizioni
entrambe assurde poiché A, (A, ,1) e A,€(0,A,),

i) La necessita si verifica considerando che la stretta quasi-affinita di f ne
implica la quasi-affinita e quindi, per il punto i), la monotonia di ogni restrizione
su un segmento di C; la tesi segue quindi osservando che per la definizione di
funzione strettamente quasi-affine si ha f(y)#f(x) Vx,ye C, xzy.

Per la sufficienza si osservi che per il punto i) la stretta monotonia di ogni restri-
zione di f su un segmento di C ne implica la quasi-affinita; la tesi segue quindi
dal fatto che la stretta monotonia implica anche che f(y)#f(x) Vx,ye C, x#y.

iii) Segue direttamente dal Teorema 1.5.5 e dal punto ii). ¢

Di seguito verranno analizzate le due classi di funzioni di tipo pseudo-affine
sotto ipotesi di differenziabilita; a tal fine si ricordi che la classe delle funzioni
strettamente pseudo-affini contiene solamente funzioni ad una variabile.

Teorema 1.5.14 Sia f:I>R una funzione derivabile nell’intervallo aperto ICR.
La funzione f & strettamente pseudo-affine se e solo se & strettamente monotona
ed f(x50 Vxel '

Dim. Se f & s.pfn allora & anche s.gfn e quindi, per il punto ii) del Teorema
1.5.13, é strettamente monotona; se inoltre per assurdo esiste un punto xe1 tale
che f'(x)=0 esso risulta sia punto di massimo globale (per la stretta pseudo-con-
cavita di f) sia punto di minimo globale (per la stretta pseudo-convessita di f), il
che implica che la funzione & costante si I, condizione banalmente assurda.
Per la sufficienza si considerino due punti x,y€ I, xy; per la stretta monotonia di
f si ha f(y)=#f(x); si supponga adesso, senza perdita di generalita, che sia f(y)>f(x):
se f & crescente con f(z)>0 Vzel allora y>x e quindi (y-x)f (x)>0 e (y-x)f'(y)>0;
se f & decrescente con f(z)<0 Vzel allora y<x e quindi (y-x)f'(x)>0 e
(y-x)f (y)>0; in ogni caso f &, per il Teorema 1.5.12, strettamente pseudo-affine. ¢

Teorema 1.5.15 Sia f una funzione differenziabile a valori reali definita sullo
insieme aperto convesso CcR®. Allora la funzione f & pseudo-affine se e solo se
la sua restrizione su ogni segmento [x,y]cC & costante o strettamente monotona
con (y-x)TVEx+Ay-x))}0 VAe (0,1).

Dim. Segue direttamente dal Teorema 1.5.6 ¢ dal Teorema 1.5.14. ¢
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1.5.5. Trasformazioni di funzioni affini generalizzate

In questo sottoparagrafo verra studiato il prodotto di composizione tra i vari tipi
di funzioni affini generalizzate introdotte precedentemente, ritrovando come
casi particolari alcuni risultati noti in letteratura.

I risultati del sottoparagrafo 1.5.4 permettono di ottenere i seguenti risultati
relativi alla trasformazione delle funzioni affini-generalizzate.

Teorema 1.5.16 Sia CcR" un insieme convesso, f:C—R una funzione a valori
reali, g:f(C)>R una funzione quasi-affine ed F=gof:C—NR la corrispondente
funzione composta. Se f & quasi-affine oppure semi quasi-affine allora F &
rispettivamente quasi-affine oppure semi quasi-affine.
Dim. Se f & quasi-affine allora max{f(x),f(y)}2f(x+A(y-x))2min{f(x),f(y)}
VAe(0,1), Vx,ye C; poiché per il Teorema 1.5.13 g & monofona, se g ¢ nondecre-
scente [noncrescente] risulta:
g(max {f(x),£(y) })2e(f(x+A(y-x)))2g(min {fx).£(3)})
[g(max{f(x).f(y)<gEx+My-x))<g(min{ fx).f) D]
da cui max{g(f(x)),g(£(y)) }28(E(x+A(y-x)))2min{ g(f(x)),&(f(y))}, ovvero F & gfn.
Si supponga adesso f semi quasi-affine e siano x,ye C tali che g(f(y))>g(f(x)); per
la nondecrescenza [noncrescenza] di g risulta f(y)>f(x) [f(y)<f(x)]; poiché f &
sm.qfn segue che f(y)2f(x+A(y-x))2f(x) [f(y)<f(x+A(y-x))<f(x)] da cui, sempre
per la nondecrescenza [noncrescenza] di g, si ha g(f(y))2g(f(x+A(y-x)))2g(f(x));
la F ¢ pertanto sm.qfn. ¢

Teorema 1.5.17 Sia CcR" un insieme convesso, f:C—R una funzione a valori
reali, g:f(C)>R una funzione semistrettamente quasi-affine ed F=gof:C—R la
corrispondente funzione composta. Se f & semistrettamente quasi-affine oppure
quasi-affine in senso esteso allora F & rispettivamente semistrettamente quasi-
affine oppure quasi-affine in senso esteso.

Dim. Per il Teorema 1.5.13, g & costante o strettamente monotona; se g &
costante tale rimane anche la funzione F e quindi le tesi sono ovvie; si supponga
quindi che g sia strettamente monotona. Sia g(f(y))>g(f(x)), cid implica per la
crescenza [decrescenza] di g che f(y)>f(x) [f(y)<f(x)]; se f ¢ ss.qfn si ha
f(y)>>f(x+A(y-x))>f(x) VAe (0,1) [f(y)<f(x+A(y-x))<f(x)] e percid, per la crescenza
[decrescenza] di g, g(f(y))>g(f(x+A(y-x)))>g(f(x)) VAe(0,1) ovvero F & ss.qfn.
Sia adesso f e.qfn; se g(f(y))=g(f(x)), cid implica per la stretta monotonicita di g
che f(y)=f(x); poiché f & e.qfn si ha f(y)=f(x+A(y-x))=f(x) VAe (0,1) e quindi
g(f(y))=g(f(x+AMy-x)))=g(f(x)) VA (0,1), da cui la tesi. 14
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Teorema 1.5.18 Sia CcR" un insieme convesso, f:C—R una funzione a valori
reali, g:f(C)—R una funzione strettamente quasi-affine ed F=gof:C—X la
corrispondente funzione composta. Se f € strettamente quasi-affine oppure
strettamente quasi-lineare in senso esteso allora F € rispettivamente strettamente
quasi-affine oppure strettamente quasi-affine in senso esteso.

Dim. Peril Teorema 1.5.13, g & strettamente monotona.

Se f & es.qfn, per la stretta monotonia di g, risulta g(f(y))2g(f(x)) Vx,ye C, xy, e
quindi F ¢ es.qgfn. Se f & s.qfn, allora & sia ss.qfn sia es.qfn e quindi, per il caso
precedente ed il Teorema 1.5.17, F ¢ sia ss.qfn sia es.qfn ovvero, per la Proprieta
15.1,Feés.qfn.. *

Si osservi che risultati analoghi ai precedenti non valgono ""pér le funzioni affini
le quali necessitano di una trasformazione affine per ottenerne un’altra affine;
ad esempio la funzione g(y)=y> & strettamente monotona e la funzione f(x)=x &
affine ma la funzione g(f(x))=x> non ¢& affine. I risultati precedenti possono perd
essere estesi alle funzioni differenziabili pseudo-affini.

Teorema 1.5.19 Sia CcR" un insieme aperto convesso, f:C—X una funzione a

valori reali differenziabile in C, g:f(C)—>R una funzione derivabile pseudo-affine

ed F=gof:C—R la corrispondente funzione composta.

i) Sef e g sono pseudo-affini allora F & pseudo-affine;

i) se f e g sono strettamente pseudo-affini ad una variabile allora F &
strettamente pseudo-affine.

Dim. Per il Teorema 1.5.14 la funzione g & s.pfn se e solo se & strettamente

monotona ed f(x)#0 Vxel, mentre per il Teorema 1.5.5 la funzione ad una

variabile g & pfn se e solo se in ogni segmento [x,y]}cC & costante oppure s.pfn.

Se g ¢ costante tale risulta anche la F che & quindi pfn, si supponga quindi che g

sia strettamente monotona con f'(x)20 Vxel.

Siano x,ye C tali che (y-x)TVF(x)<0 oppure (y-x)*VF(y)<0; poiché

VFE(x)=g'(x)Vf(x) ed essendo g'(x)>0 [g'(x)<0] segue che (y-x)"Vf(x)<0 oppure

(y-x)TVE(y)<0 [(y-x)TV£(x)>0 oppure (y-x)TV£(y)=0]. Se f & pfn allora risulta

f(y)<f(x) [f(y)=f(x)] da cui si ottiene per la crescenza [decrescenza] di g

g(f(y))<g(f(x)); se invece f & s.pfn allora risulta f(y)<f(x) [f(y)>f(x)] da cui si

ottiene, sempre per la crescenza [decrescenza] di g, g(f(y))<g(f(x)). *
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I teoremi precedenti permettono di ottenere il seguente corollario.

Corollario 1.5.3 Sia CcR" un insieme convesso, f:C—R una funzione a valori
negativi od a valori positivi ed 1/f:C—% la funzione reciproca di f.

Se f verifica una delle definizioni date nelle Definizioni 1.5.2 ed 1.5.3 allora 1/f
verifica la stessa definizione.

Dim. Si osservi che la funzione g(y)=1/y & strettamente pseudo-affine in

quanto, per il Teorema 1.5.14, € decrescente e tale che g'(y)<0 per ogni y=0.
La tesi segue dai Teoremi 1.5.16, 1.5.17,1.5.18 ed 1.5.19 in quanto 1/f=gof.

Si dimostra infine il seguente teorema di composizione per funzioni affini.

Teorema 1.5.20 Si consideri una funzione a valori reali -f:D—%®, con DcR™
insieme convesso, e la funzione affine vettoriale ®:C—D, con CcR" insieme
convesso, tale che ®(x)=Ax+b dove Ae R™*! ¢ be R™; si consideri inoltre la
funzione composta F(x)=f(Ax+b), F:C—XR.

Se f & fn, ss.fn, gfn, ss.qfn, e.qfn, sm.qfn oppure pfn allora F gode della stessa
proprieta, ovvero ¢ rispettivamente fn, ss.fn, gfn, ss.qfn, e.qfn, sm.qfn oppure pfn.
Se inoltre 1a matrice A € quadrata di ordine n ed invertibile allora se f & s.gfn,
es.qfn, oppure s.pfn allora F gode della stessa proprieta, ovvero & rispettivamen-
te s.gfn, es.qfn, oppure s.pfn.

Dim. Le tesi seguono direttamente dalle definizioni osservando che essendo @
affine risulta f(Q(AX+H(1-A)y))=f(ADP(x)}+(1-A)P(y)) Vx,yeC VAe(0,1) e che, nel
caso in cui la matrice A sia quadrata ed invertibile, si ha necessariamente
P(x)=Ax+bzAy+b=D(y) Vx,yeC x#y. .

Si osservi che il precedente teorema pud essere utilizzato per dimostrare che la
T

funzione lineare frazionaria f(x)=£9-'-—c-ri ¢ pseudo-affine.
dy+d x
Teorema 1.5.21 La funzione h:R2, - R, h(z, ,z2)=(2“)u, ¢ pseudo affine per

ogni valore del parametro reale a.
Dim. Se a=0 la tesi & ovvia essendo h costante; per o0 si dimostra la pseudo-
affinita di h per mezzo del Teorema 1.5.11.

Z;

Si osservi inizialmente che risulta Vh(zl,z2)=a(ﬂ)a'l(L)z[_ ] . Sia adesso

(z,,2)eR2, e sia ve R tale che vIv=1 e vIVh(z,,z,)=0, ovvero tale che
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. Z,+tv
v,2,=v,z, dal momento che a( 2)0 1(Z12)2¢0 la funzione g(t)= (Z1+tv1)ﬂ

zl+tv1

risulta tale che g'(t)=a (z v,

(vz+tvv -v,Z,-tv,v,) =0 per ogni reale t
2V V-VZy-tVy V) per og

ed ¢ quindi costante, implicando cosi la pseudo-affinita di h. .

Corollario 1.5.4 Siano f; ed f, due funzioni affini positive definite sull’insieme
convesso CcR". Allora la funzione g=(f,/f,)%, ae R, & pseudo-affine.
Dim. Segue dal Teorema 1.5.21 e dal Teorema di composizione 1.5.20. .

Si conclude questo sottoparagrafo osservando che la proprieta per la quale una
qualsiasi combinazione affine di funzioni affini (o costanti) & ancora affine (o
costante) non vale per le altre classi di funzioni affini generalizzate, come &
mostrato nel seguente esempio 1.5.3 i); cosi pure il prodotto di due funzioni
affini generalizzate non &, in generale, affine generalizzato, come & evidenziato
nell’esempio 1.5.3 ii).

Esempi 1.5.3

Si considerino le seguenti funzioni derivabili, definite su tutta la retta dei reali.
i) fi(x)=x3+x ed f3(x)=-x3+x2-x: risulta f,(x)=3x2+1>0 e f,(x)=-3x2+2x-1<0

VxeR, di conseguenza per il Teorema 1.5.14 entrambe le funzioni sono
strettamente pseudo-affini; la loro somma pero, data dalla funzione g(x)=x2,
¢ strettamente convessa € non & quindi neanche quasi-concava.

il) fi;(x)=f(x)=x: le due funzioni identita sono affini, ma il loro prodotto &
ancora dato dalla funzione g(x)=x2.
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1.6. Funzioni concavo-trasformabili

La possibilita di poter trasformare una funzione in una funzione concava pud
essere in alcuni casi estremamente utile; ad esempio pud essere molto vantaggio-
so trasformare un problema di ottimo non affine con funzione obiettivo quasi-
concava e/o vincoli espressi tramite funzioni quasi-concave, in un problema
equivalente di programmazione concava che & piu facilmente studiabile e risolu-
bile [2, 3,5, 8,9, 29, 39, 40, 46, 51, 53, 54, 61, 86].

In questo paragrafo verranno analizzate classi di funzioni che permettono di
essere trasformate in funzioni concave; verranno inoltre mostrate classi di
funzioni che, al variare di un parametro, permettono di caratterizzare le varie
classi di funzioni concave generalizzate studiate nei paragrafi precedenti.

1.6.1. Funzioni fortemente concave rispetto ad h
Nel sottoparagrafo 1.1.1 & stata definita la classe delle funzioni fortemente
concave, composta da funzioni f per le quali esiste un reale a>0 tale che la

funzione g(x)=f(x)+ % oxTx & concava.

Tale concetto viene esteso dalle funzioni fortemente concave rispetto ad h.

Definizione 1.6.1 Sia CcR" un insieme convesso ¢ siano f:C—R ed h:C->R

funzioni a valori reali. La funzione f & fortemente concava rispetto ad h (hf.cv)
se esiste un reale >0 tale che la funzione g(x)=f(x)+oth(x) € concava (20).

Ovviamente una funzione fortemente concava altro non & una funzione forte-
) 1 .

mente concava rispetto ad h(x)= 5 xTx mentre una funzione concava & una

funzione fortemente concava rispetto ad h(x)=0.

Vale il seguente teorema che caratterizza in vari modi le funzioni fortemente
concave rispetto ad h.

20 In modo analogo, f & detta fortemente convessa rispetto ad h se esiste un reale o>0 tale che la funzione
2(x)=f(x)-ah(x) & convessa, ovvero se la funzione -f & fortemente concava rispetto ad h.
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Teorema 1.6.1 Sia CcR"® un insieme convesso € siano f:C—R ed h:.C—»R
funzioni a valori reali. Le seguenti condizioni sono equivalenti:

1) fé fortemente concava rispetto ad h;
ii) Joc0 tale che VAe(0,1) e VX,ye C risulta:
f(x+A(y-x))ZE(XH+ME(y)-f(x))+oh(x)+A(h(y)-h(x))-h(x+A(y-X))).

Sse inoltre le funzioni f ed h sono differenziabili le condizioni 1) ed ii) sono

equivalenti alle successive: |

iii) Jo0 t.c. f(y)<Ex)Hy-x)TVEx)-ouh(y)-h(x)-(y-x)TVh(x)) Vx,yeC;

iv) 30 tc. (y-x) [VE(y)-VE(x)1<-o(y-x) T [Vh(y)-Vh(x)] Vx,yeC.

Se infine le funzioni f ed h sono di classe ¢Z allora le precedenti condizioni sono

equivalenti alla successiva:

v) o0 te. vVIVHE)VS-avIV?h(x)v VxeC VveRE.

Dim. i)<»ii) La funzione g(x)=f(x)+ah(x) & concava se e solo se VAe(0,]) e

Vx,yeC risulta g(x+A(y-x))2g(x)+Ag(y)-g(x)), ovvero:

f(x+A(y-x)Hoth(x+A(y-x))2f(x +oh(x Al f(y)+oh(y)-f(x)-oh(x)],

da cui si ha f(x+A(y-x))2f(x)H+A(f(y)-f(x)H+outh(x)H+A(h(y)-h(x))-h(x+A(y-X))).

i)e>iii) Per il Teorema 1.3.1 la funzione g(x)=f(x)+oath(x) & concava se e solo se

Vx,ye C risulta g(y)<g(x)+y-x )TVg(x), OVVEro:

f(y)+oth(y)Sf(x+ahx)H+(y-x) T [VEE)+aVh(x)],

da cui si ha f(y)<f(x)}+(y-x) TV(x)-a(h(y)-h(x)-(y-x) TVh(x)).

i)eiv) Peril Teorema 1.3.2 la funzione g(x)=f(x)+cth(x) & concava se e solo se

Vx,ye C risulta (y-x)T[Vg(y)-Vg(x)]1<0, ovvero:
(y-X)T[V(y+aVh(y)-VE(x)-aVh(x)]<O0,

da cui si ha (y-x)T[V(y)-V{(x)]<-o(y-x) T [Vh(y)-Vh(x)].

i)e<v) Per il Teorema 1.3.3 la funzione g(x)=f(x)+ath(x) & concava se e solo se

VxeC e Vve R" risulta vIV3g(x)v<0, ovvero v [V(x)+0Vh(x)]v<0,

da cui si ha vIV(x)v<-avTV2h(x)v. .

Corollario 1.6.1 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—R una funzione a
valori reali. Le seguenti condizioni sono eqmvalenti'

i) fé fortemente concava (rispetto ad h(x)= x Tx);
i) o0 te. fx+My-xNZEE+MEY)-FOH 5 ()(.k(l-)\.)lly-xll2 VAe(0,1) Vx,yeC.

Se inoltre la funzione f & differenziabile le condizioni i) ed ii) sono equivalenti
alle successive:

iii) Joc0 tc. f(y)sf(x)-l-(y-x)TVf(x)- % ally-xi*> Vx,yeC;
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iv) 300 t.c. (y-x)T[VE(y)-Vi(x))<-ally-xII> Vx,yeC.
Se infine le funzioni f ed h sono di classe ¢Z allora le precedenti condizioni sono

equivalenti alla successiva:
v) Jo0te. vIVH(x)vs-avlv VxeC VveR™
Dim. Segue dal precedente Teorema 1.6.1 osservando che risulta h(x+A(y-x))=

= 15(xTx+2?\.xT(y-x)+7\.2IIy-xllz), Vh(x)=x, V*h(x)=I con I matrice identica, da cui:

a) hx)+Ah(y)-h(x))-h(x+A\(y-x))= % XTx4+MyTy-xTx)-xTx-2AxT(y-x)-A2ly-xlI1?)=
= % AM(yTy-xTx-xT(y-x))-xT(y-x)-Mly-xlI]= 15 ALy T(y-x)-xT(y-x)-Mly-xII*]=
= LAA-Dlly-=I?,

b) h(y)-hx)-(y-0)TVh)= 5 (7 Ty-xTx-2(y-0)Tx)= 5 (¢ Ty-xTaey TraTxexT(y-x))=

1
=5 lly-xI?,

¢) (y-x)T[Vh(y)-Vh(x)]=(y-x) (y-x)=lly-xI,
d) v'VZh(x)v=vilv=vlv. .

1.6.2.- Funzioni G-concave

Il Teorema 1.5.3 indica che alcune funzioni semistrettamente quasi-concave
sono trasformazioni crescenti di funzioni concave; per mezzo quindi della
corrispondente trasformazione inversa, che risulta a sua volta crescente, & possi-
bile ottenere una funzione concava a partire da una funzione semistrettamente
quasi-concava. In questo sottoparagrafo studieremo la classe delle funzioni che
sono trasformazioni crescenti continue di funzioni concave.

Premettiamo alla definizione la seguente proprieta, utile ai fini del nostro studio.

Proprieta 1.6.1 Sia A un intervallo dei reali e G:A—R una funzione continua

strettamente monotona. Risulta:

i) G & crescente se e solo se G'1 & crescente

ii) G & convessa se e solo se G! & concava

Dim. Il punto i) segue dal fatto che la condizione x>y & G(x)>G(y) &

equivalente alla G(x)>G(y) < G 1(G(x))>G (G(y)); il punto ii) segue invece dal

fatto che per ogni x,ye A e per ogni A< (0,1) la condizione
G(x+My-x))SG(x)+MG(y)-G(x))

¢ equivalente alla condizione

G HGE)HMGUG(¥))-G UGG HGEHMG(Y)-G(x))). A

70



Cap. 1 Concavita generalizzata: caso scalare

Definizione 1.6.2 Una funzione f:C— R, con CcR® convesso, & detta G-
concava (G.cv) se esiste una funzione continua crescente G:f(C)—R tale che la
funzione G°f:C—R, & concava (21).

Un esempio di funzione G-concava ¢ dato dalla funzione f(x)=xe* definita
sull’insieme C={xeR: x>0}; questa funzione ¢ strettamente pseudo-concava e
G-concava con G(t)=log(t) dal momento che G(f(x))=log(x)-x € una funzione
concava su C. Si osservi che, contrariamente a quanto accade per le classi di
funzioni analizzate sino ad ora, non & vero che se la funzione f ¢ G-concava
allora la funzione -f ¢ G-convessa (nell’esempio appena visto la funzione
G(t)=log(t) non & definita nel codominio di -f(x)=-xe*, x>0)_;“-f risulta comunque
‘G-convessa con G (t)=-G(-t), in quanto G °(-f)=-G°f risultando quindi conves-
sa se e solo se G°f & concava.

Proprieta 1.6.2 Una funzione f:C—R, con CcR" convesso, & G-concava se €
solo se esiste una funzione continua crescente G:f(C)—R tale che, denotata con
G! 1a funzione inversa di G, risulta:

~ f(x+My-x))2G  GERHMG(E(Y))-GEX))) Vx,yeC, VAe(0,1).
Dim. Segue dal fatto che G1 & crescente se e solo se G lo &. ¢

Una condizione necessaria per la G-concavita di una funzione ¢& la seguente.

Teorema 1.6.2 Se f:C—NR, con CcR® convesso, & una funzione G-concava

allora ¢ anche semistrettamente quasi-concava.

Dim. Supponiamo per assurdo che f non sia semistrettamente quasi-concava e
che quindi esistano x,ye C ed un Ae (0,1) tali che f(x+A(y-x))<f(x)<f(y); poiché
risulta, per la crescenza di G, G(f(x))<G(f(y)) abbiamo necessariamente che
G(f(x))<G(f(x)+A(G(f(y))-G(f(x))). Da questa relazione otteniamo, per la cre-
scenza di G1, che f(x)<G‘1(G(f(x))+k(G(f(y))-G(f(x)))) e quindi la funzione non
pud essere G-concava risultando f(x+A(y-x))<G {GEE)+MGE(Y))-G(f(x)))). ¢

21 In modo analogo, f & detta G-convessa se Gf & convessa.
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Si osservi che non tutte le funzioni semistrettamente quasi-concave sono
trasformazioni crescenti di funzioni concave; ad esempio in [6] si dimostra che la

funzione f cosi definita su C={xe R: 0<x<5}:

4x se 0<x<1
5-x se 1<x<2

()= 2 VT-x2) se2<x<3 °

5-x se 3<x<5

¢ semistrettamente quasi-concava ma non & G-concava per nessuna funzione
crescente continua G.

Importante da un punto di vista applicativo ¢ la ricerca di condizioni sufficienti
a garantire la G-concavita di una funzione semistrettamente quasi-concava; tale
problematica puo essere ad esempio parafrasata, da un punto di vista microeco-
nomico (vedasi il paragrafo 1.9), come la ricerca di condizioni sotto le quali una
relazione di preferenza regolare e stellata ammette una funzione di utilita non
soltanto semistrettamente quasi-concava ma anche concava [31, 50-53].

Una condizione sufficiente per la concavita di una funzione G-concava ¢ data
dal seguente teorema.

Teorema 1.6.3 Sia CcR" un insieme convesso ed f:C—R una funzione
G-concava con G funzione convessa; allora f &€ una funzione concava.
Dim. Se f & G-concava con G convessa allora G™1 & concava e quindi si ha per
ogni x,ye C e per ogni A (0,1):

f(x+My-x))2G (GEE)HMGE(Y))-GEX)))) 2 XHME(Y)-(X)). .

Non tutte le proprieta algebriche delle funzioni concave e delle loro generaliz-
zazioni hanno un corrispondente per le funzioni G-concave.
Ad esempio se una funzione f & G-concava allora af+f non & necessariamente

G-concava per oc>0; & comunque G -concava con —G_(t)=G(%3')

La somma di due funzioni G-concave non & necessariamente G-concava, come
pure la somma di una funzione G,-concava e di una funzione G,-concava non ¢
in generale Gs-concava (ad esempio siano f;(x,y)=-x3, f5(x,y)=-y? definite su
C={xe R2: x<0, y<0}, f, & G,-concava con G,(t)=t!> mentre f, & G,-concava
con Gy(t)=t, la funzione f5(x,y)=f,+f,=-x3-y? non & G-concava in C [6]).

Una proprieta delle funzioni concave e delle loro generalizzazioni che vale
anche per le funzioni G-concave ¢ la seguente [9].
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Proprieta 1.6.3 Sia {f;, f,, f3,...} una collezione finita od infinita di funzioni G-
concave definite su un insieme convesso CcR".
Allora la funzione f(x)=inf{f(x), f(x), f3(x),...} & G-concava su C.

Il seguente teorema fornisce una caratterizzazione per le funzioni G-concave
differenziabili.

Teorema 1.6.4 Sia CcR" un insieme convesso, f:C—R una funzione
differenziabile e G:f(C)—R una funzione derivabile crescente.
Allora f & G-concava se e solo se:

GENSGERMG EX))Ny-0)TVEX) Vx,ye C.

Se inoltre f e G sono di classe (2 allora f & G-concava se e solo se
VIV2G(EX))V=G (X)) IVEE)V+G"(EX))VIVE(X))?*<0 Vxe C, Vve R®,
Dim. Il teorema segue dai Teoremi 1.3.1 ed 1.3.3, tenuto conto della Definizio-
ne 1.6.2. ¢

E’ gia stato rilevato che una funzione G-concava & semistrettamente quasi-
concava; il seguente teorema evidenzia che, sotto ipotesi di differenziabilita,
essa ¢ pseudo-concava.

Proprieta 1.6.4 Sia CcR" un insieme convesso ed f:C—R una funzione
differenziabile G-concava con G funzione derivabile in f(C); allora f ¢ pseudo-
concava.

Dim. Siano x,ye C due punti tali che (y-x)"Vf(x)<0; poiché G'(f(x))20 segue dal
precedente Teorema 1.6.4 che G(f(y))<G(f(x)); per la crescenza di G si ha quindi
che f(y)<f(x) ovvero che la funzione f & pseudo-concava. ¢

Tra le varie applicazioni delle funzioni G-concave si ricordano i problemi di
ottimizzazione stocastica aventi come funzione obiettivo la funzione:
f(x)=Prob{g;(x)2b; ,..., gn(X)2by};

sotto ipotesi di quasi-convessita delle funzioni g; e sotto opportune condizioni
relative alla distribuzione congiunta di probabilita [79], la funzione f verifica la
condizione f(Ay+(1-L)x)2[f(y)]Mf(x)]¢-» VAe(0,1), condizione che equivale alla
concavitd della funzione h(x)=log[f(x)], ovvero alla concavita della funzione
G°f con G(y)=log(y).
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1.6.3. Funzioni log-concave

Le funzioni log-concave sono delle particolari funzioni concave negative che
possono essere viste come funzioni G-concave con G(t)=-log(-t), t<0 [58], piu
precisamente:

Definizione 1.6.3 Una funzione f:C—R-=, con CcR" convesso, & detta log-
concava (log.cv) se f(x+A(y-x))>f(x fExL)] Vx,yeC, VAe(0,1).

Proprieta 1.6.5 Sia CcR" un insieme convesso; una funzione f:C—R-= & log-
concava se e solo se & G-concava con G(t)=-log(-t) (22).

Dim. Segue dal fatto che, essendo G™\(y)=-¢7, risulta:

G HGEX)H+MG(E(y))-GEx))))=G(-log(-f(x))-Mlog(-f(y))-log(-f(x))))=

=G}(log(- f(x))—logG(x) )=G"I(-log(-f(x) f(x)Y‘)Ff( )[f(x)]

Dallo studio delle funzioni G-concave otteniamo i seguenti risultati.

Proprieta 1.6.6 Sia CcR" un insieme convesso ed f:C—%Rs; se f & log-concava
allora & anche concava.

Dim. Segue dal Teorema 1.6.3 e dalla precedente Proprieta 1.6.5 osservando
che la funzione G(t)=-log(-t) & continua, crescente e convessa. ¢

Proprieta 1.6.7 Sia CcR" un insieme convesso ed f:C—R= una funzione dif-
ferenziabile; f & log-concava se e solo se f(y)<f(x) exp[ f—(lﬁ (y-x)"V1(x)] Vx,yeC.

Dim. Dal Teorema 1.6.4 e dalla Proprieta 1.6.5 segue, essendo G'(t)= :tl- , Che:
1
-log(-f(y))<-log(-f(x))- f(—x)' (y-x)TVf(x) Vx,yeC,
da cui, dopo aver cambiato i segni nella disuguaglianza, abbiamo:

-f(y)2-f(x) exp[ % (y-x)'Vf(x)] Vx,yeC,
da cui la tesi. ¢

22 1n modo analogo una funzione f & detta log-convessa se & G-convessa con G(t)=log(t).
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1.6.4. Funzioni r-concave
Un’altra sottoclasse delle funzioni G-concave ¢ la seguente [2-5, 46, 70].

Definizione 1.6.4 Sia CcR" un insieme convesso; una funzione f:C—R & detta
r-concava (r.cv) (23) se esiste un numero positivo r tale che:

f(x+A(y-X))>- %log{e“'f(")+l(e"f(y)—e'ff("))} Vx,yeC, VAe (0,1).

Un esempio di funzione r-concava & dato dalla funzione f(x)=x3+x definita
sull’insieme C={xe R: -1<x<1}; si puo infatti verificare che questa & una
funzione r-concava con r=(9/8).

Proprieta 1.6.8 Sia CcR" un insieme convesso ed f:C-->R; f & r-concava se e
solo se &€ G-concava con G(t)=-¢ ™.

Dim. Segue dal fatto che, essendo G™1(y)=- %log(-y), risulta:

G N GER)HMGE(Y))-G(EX))))=G (e T0-A(e TN TX))=
log{e T ®@4A(e0)-gT®)} ¢

=t | p—

Proprieta 1.6.9 Sia CcR" un insieme convesso ed f:C—XR; se f & concava
allora risulta r-concava con r=1.
Dim. Per la concavita di f risulta per ogni x,ye C e per ogni A€ (0,1) che
f(x+A(y-x))2f(x)+A(f(y)-f(x))=-log(e-f®))-A(log(e T¥))-log(e-f))); 1a tesi segue
quindi dalla convessita della funzione -log(t) per la quale risulta:

-log(e ®)-Alog(e-f¥)-log(e-f®))>-log {e tX)+A(e-fV)-e-{)}. .

L’importanza della classe delle funzioni r-concave & data dal fatto che in certi
casi & possibile determinare un valore di r che permetta di trasformare la
funzione data in una funzione concava.

Si osservi inoltre che valgono i seguenti limiti [44]:

T 1 log {4 Ae - ) =FxHA(RY)-HC0),
Jim [- %log{e"f(")we"f‘y’e"f"‘))}]=max{-f(x),-f(y)}=min{f(x)i(y)}-

23 Analogamente, f & detta r-convessa se f(x+A(y-x))< 1;log{(':"f(")+).(t'}'f(y)-c"f("‘))} Vx,yeC,

Ve (0,1).
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quindi anche semistrettamente quasi-concava, risulta che la r-concavita induce,
al crescere di 1, una graduale transizione tra la concavita, la semistretta quasi-
concavita e la quasi-concavita.

Nonostante le funzioni r-concave siano G-concave, valgono per esse proprieta
che non sono verificate dalle funzioni G-concave.

Proprieta 1.6.10 Sia CcR® un insieme convesso, f:C— R una funzione
r-concava, h,ke R con k>0. Risulta:

i) -f € r-convessa;

ii) f+h & r-concava;

iii) kf € T-concava con T=r/k.

Dim. Duettamente dalla definizione di funzione r-concava abblamo che:

i) f+My-x)s$ T log{e'('f("))+Mef( fy)_er(-fx)))} Vx,yeC \ﬂe(o 1);
i) fo+Aly-x)M+h>- T log{e'ﬁ(X)+l(e‘ﬁ(Y)e'ﬁ(‘))}- " log{e™}=
_1 K6y +h) 4 ) (@ H+h)_a-T(ER)+R)Y ) -
=7 log{e r(f(x)+ )+Me r(f(y)+ ).e r(f(x)+] ))}’

i) KECAY-K)2- = log (e TR A( THO). ¢ THIX)) .
T

da cui seguono direttamente le tesi. .

Una caratterizzazione delle funzioni r-concave differenziabili [3] & data nel
seguente teorema.

Teorema 1.6.5 Sia CcR" convesso ed f:C—R una funzione differenziabile.
Allora f & r-concava se € solo se eTfO)>e-Tf®)re-X)(y-x)TV(x) Vx,yeC.

Se inoltre f & di classe (2 allora & r-concava se e solo se vIVf(x)v-r(vIV{(x))*<0
VxeC, VveRe".

Dim. Segue direttamente dal Teorema 1.6.4 osservando che G'(t)=re e che
G"(t)=-1G'(t)=-r2e ™ ¢

Terminiamo questo sottoparagrafo mostrando come, sotto certe ipotesi, una
particolare sottofamiglia delle funzioni G-concave & contenuta nella classe delle
funzioni r-concave.

Teorema 1.6.6 Sia CcR™ un insieme convesso compatto, ed f:C—R una

funzione G-concava di classe (% tale che G:f(C)—R & di classe 2 con G'(t)>0
su f(C); allora f & r-concava su C.
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Dim. Per le ipotesi e per il precedente Teorema 1.6.4 risulta:

vIVH(x)v+ %l((g((:)))) (vIV(x))’<0 Vxe C, VveR;
G"(fx))

per ogni r(x)< GU®) si ha quindi:
VIVH(x)v+r(x)(vIVE(x))’<0 VxeC, VveR.
Posto -r*=min{0,T}, con -=I;]Eiél —GG_T(%(%))) , risulta:

vIV2A(x)v-r*(vIV(x))*<0 VxeC, Vve R
e di conseguenza, per il teorema precedente, la funzione € r*-concavasu C. ¢

1.6.5. Funzioni (h,)-concave

La classe delle funzioni G-concave pud essere estesa permettendo di ottenere
una funzione concava da una funzione data non soltanto tramite una sua
trasformazione crescente ma anche tramite una trasformazione del suo dominio
di definizione in un opportuno insieme convesso [10].

Definizione 1.6.5 Sia C un sottoinsieme di R" ed f:C—R una funzione a valori
reali; f ¢ detta (h,¢)-concava ((h,d).cv) se esistono una funzione continua cre-
scente ¢:f(C)—R ed una funzione continua biunivoca h:C—R", con h(C) insie-
me convesso, tali che la funzione composta ¢°f°h'1:h(C)—)SR, é concava (4).

E’ possibile osservare facilmente che:

i) una funzione concava & (h,d)-concava con h(x)=x e ¢(t)=t;

i) una funzione G-concava & (h,$)-concava con h(x)=x e ¢p(t)=G(t);

iii) una funzione log-concava & (h,$)-concava con h(x)=x e ¢(t)=-log(-t);

iv) una funzione r-concava & (h,$)-concava con h(x)=x e ¢(t)=-e™.

Una caratterizzazione equivalente di tali funzioni & stata data in {10] da Ben-Tal.

Teorema 1.6.7 Sia C un sottoinsieme di R"® ed f:C—R una funzione a valori
reali; f ¢ (h,d)-concava se e solo se esistono una funzione continua crescente
¢:f(C)>R ed una funzione continua biunivoca h:C—X", con h(C) insieme con-
vesso, tali che per ogni x,ye C ed ogni Ae (0,1) si ha:

£(h [h(x Ay h(OD20 [ECHMOE)-HE))].

24 In modo analogo, f & detta (h,¢)-convessa se ¢°f°h"! & convessa.
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Dim. Per definizione una funzione f & (h,$)-concava se e solo se:
¢°f°h 1 (Z+MF-%))20°°h " (X)+A(0°f°h 1(§)-¢°f°h 1 (X)) VX Feh(C), VAe(0,1);
per la biunivocita della funzione h otteniamo, sostituendo x=h"!(%) ed y=h"}(y):
¢0°f*h (h(x +Ah(y)-h(x)))20°FxH+AH°F(y)-9°f(x)) Vx,ye C, VA (0,1);
per I'invertibilita e 1a crescenza della funzione ¢ si ha quindi la tesi. .

Un esempio di funzione (h,$)-concava che non sia quasi-concava ¢ data dalla
funzione di Rosenbrock definita da f(x,,x,)=-100[x,-(x,)*]*-(1-x,)’ [83]; questa
funzione non ¢ quasi-concava, dal momento che i suoi insiemi di livello
superiore sono insiemi non convessi, ma € (h,$)-concava con:

h(x,x,)=[10(x,(x,)?),1-x,], e quindi h"'(%, %,)=[1-%,, 3%, +(1-%,)], € ot)=t;
risulta infatti $°f°h"1(%, X,)=-(X,)*-(X,)? che & una funzione quadratica concava.
Una caratterizzazione nel caso differenziabile di queste: funzioni & data nel
seguente teorema.

Teorema 1.6.8 Sia C un sottoinsieme di R" ed f:C—R una funzione a valori
reali differenziabile; f & (h,p)-concava se e solo se per ogni x,ye C risulta:

n n -1
- WEONSEECOIHEX)D, 3 %;(x) %{ﬁh(x» [y (- ()]

i=1 j=1

Dalla precedente relazione si ottiene direttamente la proprietd espressa dal
seguente teorema [10].

Teorema 1.6.9 Sia C un sottoinsieme di R® ed f:C—R una funzione a valori
reali differenziabile ed (h,$)-concava con h e ¢ differenziabili; allora ogni punto
x*e C tale che Vf(x*)=0 & punto di massimo globale per f su C.

Dim. La tesi segue direttamente dal Teorema 1.6.8 sostituendo x con x* e
tenendo conto della crescenza di ¢. ¢
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1.6.6. Funzioni (o,A)-concave
Un’altra classe di funzioni che estende quella delle funzioni G-concave ¢ la clas-
se delle funzioni (a,A)-concave introdotte in [22-24].

Definizione 1.6.6 Sia CcR" un insieme convesso, f:C—R una funzione a
valori reali, x,ye C e Ae(0,1). La funzione f & detta (25):
i) (o,A)-concava ((at,A)-cv) se JoA.x,y)e [0,1] tale che:
f(y)2f(x) = fx+My-x)2f(xH(AX,y)E(y)-f(x)) VAe(0,1), Vx,yeC;
ii) strettamente (oL,A)-concava (s.(,A)-cv) se Ja(A.x,y)e [0,1] tale che:
f(y)2f(x) = fx+Ay-x)>EE)H+AX,yXE(y)-f(x)) VAe(0,1), Vx,yeC, xy;
iii) semi (o, A)-concava (sm.(o,A)-cv) se JoUA.x,y)e[0,1] tale che:
f(y)>f(x) = fx+Ay-x))2xHo(AX,y XE(y)-(x)) V}.e‘((:),l), Vx,yeC;
iv) semistrettamente (o,A)-concava (ss.(C,A)-cv) se Sa(l.,x,i)e [0,1] tale che:
f(y)>f(x) = fx+My-x))>fxHA X,y ) f(y)-(x)) VAe(0,1), Vx,yeC;

Si puo supporre, senza perdita di generalita, che la funzione o(A,x,y) verifichi la
seguente proprieta:

oA x,yHo(1-Ay x)=1 VAe(0,1), Vx,yeC. 1.7)
Tale pfoprieta ¢ a priori sicuramente verificata se f & (a,A)-concava oppure stret-
tamente (ot,A)-concava ed f(y)=f(x) (26); nel caso in cui essa non sia vera in
generale possiamo pero sostituire la funzione o(A,X,y) con la seguente:

. O!(hx,yi . se f(y)>f(x)
+a(7wx,y§a( -Ay:X) se f0)=fy)

1-o(1-Ay.x) se f(y)<f(x)
questa funzione verifica la (1.7) (27) ed ¢ tale che se f & (a,A)-concava & anche
(o*,A)-concava e cosi via per le altre (a tal fine si osservi che se f & (at,A)-conca-
va oppure strettamente (0,A)-concava risulta a*(AX,y)=0(A,x,y) per f(y)=f(x)).
Vale il seguente teorema che permette di definire alternativamente le classi di
funzioni adesso introdotte.

o*(Axy)=

25 £ detta (o,A)-convessa se -f & (a,A)-concava, analogamente per gli altri casi.
26 per ipotesi, essendo f(y)=f(x) risulta f(x+A(y-x))2f(x)+0(A,x,yXf(y)-f(x)), si ha anche perd, essendo
f(x)=£(y), fy+H1-AXx-y)2E(yHa(1-Ay,x Xf(x)-£(y)) ovvero f(x+A(y-x))2f(x)+(1-a(1-A.y, X)X f(y)-f(x)), di

conseguenza deve essere oA, x,y)=1-0(1-A.y,x).
1-a(\.x,y) se f(y)>f(x)

27 Per verificare cid basta osservare che si ha a*(1-A,y,x)= { l-a(l,x,y); a(1-Ay.x) se f(x)=f(y)
a(1-Ay,x) se f(y)<f(x)
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Teorema 1.6.10 Sia CcR" un insieme convesso ed f:C—oR.
i) feé (o,A)-concava se e solo se:
JoA.x,y)e [0,1] tale che oA x,y)H+o(1-A,y,x)=1 per cui
f(x+My-x))2f(x)Ho(Ax,y ) f(y)-f(x)) VAe(0,1), Vx,ye C;
i) f e strettamente (o.,A)-concava se e solo se:
JoA.x,y)e[0,1] tale che ol A.x,yH+o(1-Ay,x)=1 per cui
fx+My-x))>fEHUAX,y)E(y)-(X)) VAe(0,1), Vx,yeC, xy;
ili) fé semi (o,A)-concava se e solo se:
Ja(Ax,y)e [0,1] tale che oA x,yH0(1-Ay,x)=1 per cui
f(x+M(y-x)Ax)H+o(Ax,yXf(y)-f(x)) VAe(0,1), Vx,ye C, f(x)#f(y);
iv) feé semistrettamente (ot,A)-concava se € solo se: _
JoA.x,y)e[0,1] tale che oA x,y)Ho(1-A,y,x)=1"per cui
f(x+Ay-x))>f(xHoUA X,y X E(y)-f(x)) VAe(0,1), Vx,yeC, f(X)=f(y).
Dim. Si dimostra soltanto il punto i) essendo gli altri casi analoghi.
La sufficienza & ovvia; per la necessita si osservi che Vx,yeC e VAe (0,1), se
f(y)=f(x) allora per la (ct,A)-concavita di f & f(x+A(y-x))2f(x)+o(Ax,y X (y)-f(x));
se invece f(y)<f(x) risulta f(y+(1-A)x-y))2f(yHo(1-Ay xXf(x)-f(y)) ovvero:
f(x+A(P-x N2 (x)HH(1-0(1-A,y X)W E(y)-(X)) = (xH0UA X,y X E(y)-£(X))- ¢

0 sef(y)>f(x)

Si osservi che, posto *(Ax,y)= { 12 se f(x)=f(y) ,risulta:
1 sef(y)<f(x)

se f & quasi-concava allora & (ct,A)-concava con 0(A,X,y)=0*(A.X,y);

se f & s.qcv allora & strettamente (ct,A)-concava con 0(A.X,y)=0*(A,x,y);

se f & semi quasi-concava allora & semi (o, A)-concava con 0(A,X,y)=0*(A,X,y);
se f & ss.qcv allora & semistrettamente (Q,A.)-concava con 0(A.X,y)=0*(A.X,y);

se f & costante allora & (at,A)-concava per qualsiasi 0(A.x,y) cormretta;

se f &€ concava allora & (a,A)-concava con a(A,x,y)=A;

se f & strettamente concava allora & strettamente (o, A)-concava con 0(A,X,y)=A;
se f & G-concava allora & (o,A)-concava con

G HGERHMGHEY))-GEX)))-(x)
aAx,y)= { f(y)-f(x) se f(y)#f(x)
12 se f(y)=f(x)

Valgono per le funzioni (a,A)-concave le seguenti proprieta.
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Proprieta 1.6.11 Sia CcR" convesso ed f:C—R una funzione (o.,,A)-concava;

allora f & anche (o,,A)-concava se 0,(A,X,y)€ [0,1], a,(A,x,y)+0,(1-A,y,x)=1 ed

inoltre: “‘(7"}‘(’32&(3""’” >0 VAe(0,1), Vx,ye C, fx)}(y).

Dim. Dalle ipotesi segue che o (A.x,y)(f(y)-fx)20,(A.x,y)({(y)-f(x)) VAe (0,1),
Vx,ye C, f(x)2f(y); questa relazione inoltre ¢ ovviamente valida anche per
f(x)=f(y). Risulta quindi VA€ (0,1) e Vx,yeC:

f(x+A(y-x))2E(x )01y (A%, y)(EY )HX))2E(xH0L(A,y X(E(y)-f(x)),
da cui la tesi per il teorema 1.6.10. ¢

Proprieta 1.6.12 Sia f una funzione a valori reali definita su un insieme
convesso C di R™; se f & semi (a,A)-concava, allora ogni punto di massimo locale
stretto & di massimo globale; se inoltre risulta a(A,x,y)>0 VAe(0,1) e Vx,yeC
allora ogni punto di massimo locale & anche di massimo globale.

Dim. Supponiamo per assurdo che xe C sia un punto di massimo locale ma non
globale e che quindi esista un altro punto ye C tale che f(y)>f(x); per la semi
(a,A)-concavita di f risulta f(x+A(y-x))2f(x)+o(A,x,y ) f(y)-f(x))=f(x) VA (0,1), di
conseguenza X non pud essere di massimo locale stretto; se inoltre fosse
o(Ax,¥)>0 Ve (0,1) avremmo f(x+A(y-x))2f(x)+0(Ax,y Xf(y)-(x))>f(x) VAe(0,1)
e quindi X non pud essere un punto di massimo locale. .

Proprieta 1.6.13 Sia CcR" un insieme convesso, g:C—R una funzione (o,A)-
concava tale che g(x)>0 VxeC, f:C—R una funzione (o,A)-convessa tale che

f(x)>0 VxeC; sia inoltre Y(A.x,y)= f(x)-a-o?z(?\}:): ;?’))(ff(();,))_f(x» ().

Allora la funzione g/f risulta allora (y,A)-concava.
Dim. Si osservi che risulta VA€ (0,1) e Vx,yeC:

g(x) 20 B, g olxyfy)  fy)e-xel)
fx) + YAXY) [y - ) | = 1)~ RoroQoxy) AT fF) =

f(X)g(X)+a(7~,x,y)g(x)(f(y)—f(x))'a(l,x,y)(f(y)g(x}f(X)g(y))
FEFGO+A X, YXE(Y)-£(x))]

_ f®)g@x)+oAx,y)E(y)g(x)-f(x)g(x)-f(y)g(x+(x)g(y)) _
fEOExHaAX,YXE(y)-f(x))]

_ 8xHoAx,y)g(y)-g(x)) -
= Txrra(lx,y)(f(y)-f(x) > essendo quindi:

28 Si verifica facilmente che Y(A.x,y)e [0,1] e che YA.x,y)+¥(1-A,y,x)=1.
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O<f(x+A(y-x)SExHa(AX,Y)(E(y)-(X)), g(x+A(y-X))2g(x)H+a(A.x,y)(E(y)-g(x))>0,

g(X+7»(y-X))>g(X)+a(7»,x,y)(g(y}g(X)) gx) ) [ 2(y) g(i]
fx+A(y-x)) = fRHaAxy)f(y)-(x) ~ f(x) XY Uy) ™ fx)

si ha:

di conseguenza la funzione g/f & (y,A)-concava. 3

Corollario 1.6.2 Sia CcR" un insieme convesso, f:C—R una funzione (a,A)-

convessa tale che f(x)>0 VxeC e sia YA x,y)= f(x)+o(;(73? g))(t;'(();))-f(x)) .

Allora la funzione 1/ risulta allora (y,A)-concava.

Dim. Segue direttamente dal teorema precedente osservando che la funzione
costante g(x)=1 & sicuramente positiva e (ct,A)-concava. ; ¢

Terminiamo questo paragrafo riassumendo, per mezzo del seguente diagramma,
le relazioni intercorrenti tra le varie classi di funzioni concavo-trasformabili.

hfcv (h,¢)-cv (oLA)-cv
VU U U
llog.cv C Jovl] € rev] © [Gcv| C  [ssqcv

diagramma 7

Si ricordi che nel caso differenziabile una funzione G-concava & pseudo-conca-
va e non soltanto semistrettamente quasi-concava.
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2. Concavita generalizzata:
caso vettoriale

Come risulta evidente da quanto svolto nel primo capitolo di questa tesi, la
concavita generalizzata scalare, pur essendo ancora argomento di notevole
interesse e ricerca, pud ormai essere ritenuta una teoria consolidata; di contro
non esiste ancora una trattazione organica della concavita generalizzata per
funzioni vettoriali, come si evince da una analisi effettuata sulla letteratura
specializzata [1, 2, 6-9, 12, 13, 16-18, 20-22, 24].

Ad esempio, per i problemi Paretiani, che sono i pii ampiamente trattati, ci si
limita spesso a considerare la concavita generalizzata componente per compo-
nente, mentre per problemi vettoriali relativi ad ordinamenti indotti da un cono
non si va al di 1a di alcune definizioni e proprietd mirate al raggiungimento di
specifici obiettivi [3-5, 10, 14].

In questo capitolo si propone uno studio organico delle possibili estensioni a
livello vettoriale delle classi di funzioni concave generalizzate scalari, studio
teso sia all’analisi delle proprieta delle varie classi sia alla puntualizzazione del
loro ruolo nella ottimizzazione vettoriale.

L’estensione delle varie definizioni scalari a livello vettoriale non & ovvia in
quanto 1’ordinamento nel caso scalare dato dalle relazioni “>“ e “2” non ha
una univoca traduzione nel caso vettoriale, anche nel caso particolare in cui si
consideri un ordinamento parziale indotto da un cono (1).

1 Un insieme CcR™ 2 detto cono di vertice origine se la condizione xe C implica kxe C Vk20; un
cono C & inoltre detto non banale se & C#{0} e C2R™. In particolare un cono C & detto puntato se non
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In questa tesi & stato scelto 1’approccio basato sull’ ordinamento indotto da un
cono chiuso C non banale di vertice 1’origine avente interno non vuoto; in
luogo della relazione “>” viene utilizzata 1’appartenenza al cono C, mentre la
relazione “>“ & sistematicamente sostituita sia con 1’appartenenza all’insieme
CO=C\{0} sia con I’appartenenza all’interno di C, per il quale sara usata la
notazione C%,

Questa impostazione permettera 1’introduzione di varie classi di funzioni
vettoriali concave generalizzate sia in ipotesi di differenziabilita che non.

Dopo aver studiato le relazioni di inclusione tra le classi introdotte ed avere
evidenziato la difficolta di ottenere una loro caratterizzazione nel caso differen-
ziabile, si determinano delle sottoclassi per le quali & possibile ottenere una
caratterizzazione del primo ordine.

La scelta di considerare un ordinamento indotto da uh cono permette di
introdurre i concetti generali di crescenza e monotonia vettoriale e di stabilire
vari risultati che, tra I’altro, estendono i corrispondenti nel caso scalare.

2.1. i)eﬁnizioni e relazioni di inclusione tra le classi

In questo paragrafo verranno proposte, tramite 1’approccio precedentemente
descritto, delle classi di funzioni concave generalizzate vettoriali che generaliz-
zano quelle scalari esposte nel primo capitolo.

La non univocita della traduzione delle relazioni d’ordine coinvolte nelle
definizioni delle funzioni scalari concave generalizzate, comporta I’introduzione
di un numero elevato di classi di funzioni vettoriali concave generalizzate.
Nasce di conseguenza I’esigenza di avere una forma compatta con la quale
poter denominare le varie classi introdotte.

A tal fine, invece di specificare esplicitamente il cono rispetto al quale viene
considerata la relazione di appartenenza, verranno utilizzati i simboli
C*e{...}c{C,CoC%,0,C\C%} e C¥e{...}<{C,C? C®}; con una tale notazione si
indicha la possibilita per C* e C* di coincidere con uno qualsiasi degli elementi
degli insiemi a loro associati. Si osservi che nel caso in cui i due simboli vengano

contiene rette, ovvero se xe C, x#0, implica -x¢ C, ovvero se 8x,ye C, x0, tali che x+y=0. Un cono C &

infine detto convesso se & convesso come insieme, il che accade se e solo se x,ye C implica x+ye C.
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utilizzati contemporaneamente sono ammesse tutte le possibili combinazioni
delle coppie (C*,C*), in altre parole la scelta effettuata per C* ¢ indipendente da
quella effettuata per C* e viceversa.

2.1.1. Funzioni di tipo concavo

Tramite 1’approccio precedentemente descritto, si possono associare alle
funzioni concave e strettamente concave scalari sei classi di funzioni vettoriali,
alle quali ci riferiremo in seguito come classi di funzioni vettoriali di tipo
concavo. Si ha al riguardo la seguente definizione, che utilizza la notazione
compatta precedentemente descritta.

Definizione 2.1.1 Sia f:S—R™, con SCR" insieme convesso, e sia CcR™ un

cono chiuso di vertice 1’origine ed interno non vuoto.
Posto C*e {C,C%,C%}, si dira che:

f & C*-concava [C*.cv] se Vx,yeS, x#y, & verificata la condizione:
f(x+My-x))-ME(y)-f(x))e f(x+C* VAe(0,1);
f & C*-semiconcava [C*.smcv] se Vx,yeS, x#y, & verificata la condizione:

f(y)efxHC = f(x+My-x))»Mf(y)-f(x))e fxHC* VAe(0,1)

Nel caso in cui si consideri 1’ordinamento indotto dal cono Paretiano C=(RY),
esiste una relazione tra la C*-concavita vettoriale, con C*e {C,C%,C%}, e la
concavita di ogni singola componente della funzione.

Vale al riguardo la seguente proprieta, la cui dimostrazione segue direttamente
dalle definizioni date.

Proprieta 2.1.1 Sia f:S—>R™, con SCR® insieme convesso, una funzione tale
che f(x)=(f,(x),....£,(x)); sia inoltre C=R¥={ye R™: y20} il cono Paretiano.

) fe C-concava se e solo se tutte le funzioni f,,... f sono concave;

i) se tutte le funzioni f|,...,f sono concave ed almeno una & strettamente

concava allora la funzione f & C%-concava;

i) f& C%-concava se e solo se tutte le funzioni f,,....f

m SOno strettamente

concave.
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Si osservi che per le classi di funzioni C*-semiconcave, con C*e {C,C%C%}, non
sussiste in generale alcuna relazione tra la concavita generalizzata rispetto al
cono Paretiano e la concavita generalizzata componente per componente; ci0o
evidenzia che le definizioni proposte sono piu generali della richiesta di
concavita generalizzata componente per componente.

Esempio 2.1.1 Si consideri la funzione f(x)=(x2,-x2-x,x), definita su S= ed il
cono Paretiano C=R3 : f &€ C®-semiconcava, in quanto 2x,ye S, x=y, tali che
f(y)e f(x)+C, mentre la sua prima componente ¢ strettamente convessa € non
verifica alcuna ipotesi di concavita generalizzata (neanche le piu deboli
introdotte nel primo capitolo, quali la semi quasi-concavita e la quasi-concavita
in senso esteso).

Il seguente diagramma illustra le relazioni intercorrenti tra le classi di funzioni di
tipo concavo introdotte:

C%smev| < [COsmev|ici|C.smev

(U v (O

[Cev] ¢ [Ccv] || [Cov]

La rappresentazione usata evidenzia come, nel caso scalare (m=1 ¢ C=R"), le

classi di funzioni C°-concave, C%®-concave, C%-semiconcave e C%®-semiconca-
ve si riducono alla classe delle funzioni strettamente concave, mentre le classi
delle funzioni C-concave e C-semiconcave corrispondono a quella delle
funzioni concave. I seguenti esempi permettono di verificare che le inclusioni
tra le classi sono proprie.

Esempi 2.1.2 Si considerino le funzioni f:RR—%?2 ed il cono paretiano C=R? .

i) la funzione f(x)=(x, e*) & C%smcv in quanto 3x,ye R, x=y, tali che
f(y)e f(x)}+C; per la proprieta 2.1.1 pero f non & C.cv poiché la sua seconda
componente non ¢ una funzione concava;

ii) la funzione f(x)=(-x2+2x, 0) &, per la proprieta 2.1.1, CO.cv poiché la sua
prima componente & strettamente concava e la seconda & concava; essa
perd non & C%.smcv, infatti preso x=0 ed y=1 risulta f(y)e f(x)+C ma,
poiché la seconda componente di f & identicamente nulla, e (0,1) tale che
f(x+A(y-x))-ME(y)-f(x))e f(x)+C;

iii) la funzione vettoriale costantemente nulla &, per la proprieta 2.1.1, C.cv ma
non pud ovviamente essere C%.smcv.
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2.1.2. Funzioni di tipo quasi-concavo

Alle classi di funzioni scalari quasi-concave introdotte nel paragrafo 1.1.2 ¢
possibile associare quindici classi di funzioni vettoriali di tipo quasi-concavo.
Sempre usando la notazione compatta, si ha la seguente definizione.

Definizione 2.1.2 Sia f:S5R™, con SCR® insieme convesso, € sia CcR™ un

cono chiuso di vertice I’origine ed interno non vuoto.
Posto C*e {C,C%,C%,0,C\C%} e C*e {C,C%,C®}, si dira che:

f & (C* C*)-quasiconcava [(C*,C*).qcv] se per ogni x,ye S, x#y, & verificata la

condizione:

f(y)e fx+C* = f(x+My-x))efxHC* VAe(0,1)

Le relazioni intercorrenti tra queste classi di funzioni, che seguono direttamente
dalle definizioni date, sono rappresentate graficamente nel seguente diagramma:

0,0).qcv| o - [(C\C®,C).gev| o] [(CO.qev| i |(C°,C).qcv c |(C°°,C).gcv|l
U U U V) U |
(0,C%.gevl o [(C\CO,CYH.qev| i o] [(C,CY.qcv] | i |(CO,CO.qcv] < [(C®,CO.qcv
) U U ¥ U
M).qcv o) I(C\C°°,C°°).qcv| > | |(C,C®).qev|{ < {{(CO,CM).qcv| < [(C%,C%).qcv

Tale diagramma evidenzia altresi che nel caso scalare le classi (C%,C9%.qcv,
(C®,C%).qcv, (C°,CY%.qev e (C0,C%).qev si riducono alla classe delle funzioni
semistrettamente quasi-concave, le classi (C,C%.qcv e (C,C%).qcv si riducono a
quella delle funzioni strettamente quasi-concave, le classi (C%,C).qcv e
(C%C).qev si riducono a quella delle funzioni semi quasi-concave, le classi
(0,C).qcv e (C\C®,C).qev si riducono a quella delle funzioni quasi-concave in
senso esteso, mentre le classi (C\C%,C%).qcv, (C\C%,C%).qcv, (0,C%.qcv e
(0,C%).qcv, si riducono a quella delle funzioni strettamente quasi-concave in
senso esteso.

I seguenti teoremi stabiliscono delle caratterizzazioni per alcune delle classi di
funzioni di tipo quasi-concavo introdotte.
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Teorema 2.1.1 Sia f:S>R™, con SCR" insieme convesso, € sia CcR™ un cono
chiuso di vertice 1’origine ed interno non vuoto.

Posto C*e {C,C%C™}, le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) la funzione f & (C,C¥)-quasiconcava;

ii) la funzione f & sia (C°C*)-quasiconcava sia (0,C*)-quasiconcava.

iii) la funzione f & sia (C®,C*)-quasiconcava sia (C\C%,C*)-quasiconcava.
Dim. Segue in modo diretto dalla definizione. ¢

Teorema 2.1.2 Sia f:S—R™, con SCR" insieme convesso, e sia CcR™ un cono
chiuso di vertice I’ origine ed interno non vuoto.
f & (C,C%.qcv se e solo se & (C°C%.qcv ed inoltre Vx,ye S vale la seguente
proprieta: -

f(y)=f(x) = JAe(0,1) tale che f(x+A(y-x))e f(x)+C°. 2.1
Dim. La necessita & banale, si deve quindi dimostrare solo la sufficienza;
essendo f (C%,C%).qcv resta da verificare che Vx,ye S, x#y, tali che f(y)=f(x)
risulta f(x+M(y-x))e f(x)+C° VA (0,1).
Per la proprieta (2.1) 3he (0,1) tale che f(x+A(y-x))e f(x)+C?; applicando la defi-
nizione di funzione (C%C%.qcv nell’intervallo di estremi x ed x+A(y-X) €
nell’intervallo di estremi x+A(y-x) ed y si ottiene, essendo f(y)=f(x),latesi. ¢

Il seguente esempio mostra come le inclusioni tra le classi di funzioni
(C\C®,C*).qcv e (C,C*).qcv siano proprie.

Esempio 2.1.3 i consideri la funzione f(x)={ (77} **" ’;’ﬂox’?__]l’ xl

paretiano C=R3%; f & (C\C,C%).qcv (e quindi anche (C\C°,C%).qcv e
(C\C®,C).qcv) poiché 2x,ye S, x2y, tali che f(y)e f(x)+C\C®, non & perd
(C,C).qcv (e quindi neanche (C,C%.qcv né (C,C%).qcv) poiché f(2)e £(0)+C
mentre f(1)e f(0)}+C.

ed il cono

11 seguente teorema evidenzia che sotto ipotesi di continuita le classi di funzioni
(C\C®,C*).qcv e (C,C*).qev coincidono.
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Teorema 2.1.3 Sia f:S—R®, con SCR" insieme convesso, una funzione
vettoriale continua e sia CcR™ un cono chiuso convesso puntato (2) di vertice
I’ origine ed interno non vuoto. Posto C*e {C,C%C%}, risulta che la funzione f &
(C,C*)-quasiconcava se e solo se & (C\C%,C*)-quasiconcava.

Dim. Poiché la necessita segue direttamente dalle definizioni, si deve dimostra-
re la sufficienza nei vari casi.

C*=C) Si supponga per assurdo che f sia (C\C%,C).qcv ma non (C,C).qcv e
che quindi 3x,ye S ed IAe(0,1) tali che f(y)e f(x+C® e f(x+A(y-x))e f(x)+C; per
la continuita di f 3ke (A,1) tale che f(x+A(y-x))e f(x)+C\C®; applicando quindi la
definizione di funzione (C\C%,C).qcv nell’intervallo di estremi x ed x+X(y-x) si
ha f(x+A(y-x))e f(x)+C VAe (0,A), assurdo in quanto Ae(0,2).

C*=C% Poiché f & (C\C®,C%.qcv, per definizione & anche (C\C®,C).qcv e
quindi, per il punto precedente, & (C,C).qcv; si supponga allora per assurdo che f
non sia (C,C%.qcv e che quindi 3x,ye S ed un reale Ae(0,1) tali che
f(y)e f(x)+C ¢ f(x+A(y-x))e f(x)+C\C® ovvero f(x+A(y-x))=f(x); applicando la
definizione di funzione (C\C%®,C%).qcv nell’intervallo di estremi x ed x+A(y-x) si
ha f(x+A(y-x))e f(x)+C° VAe (0,1). Per la continuitd di f pertanto, essendo
f(y)e f(x)+C%, IXe(0,X) tale che f(x+A(y-x))e f(x)+CP e f(y)e f(x+A(y-x))}+C;
applicando quindi la definizione di funzione (C,C).qcv nell’intervallo di estremi
x+A(y-x) ed y si ha f(x+A(y-x))e f(x+A(y-x))+C VAe (X,1). Poiché Ae(A,1) ed
f(x+X(y-x))e f(x)+C? si ottiene quindi, essendo C un cono convesso € puntato,
f(x+A(y-x))e f(x)+C?, condizione assurda.

C*=C%) Poiché f & (C\C%,C%).gcv, per definizione & anche (C\C%,C%.qcv e
quindi, per il punto precedente, & (C,C%.qcv. Si supponga per assurdo che f non
sia (C,C%).qcv e che quindi 3x,ye S ed 3Ae (0,1) tali che f(y)e f(x)+C® e
f(x+M(y-x))e f(x)+CNC®. Applicando la definizione di funzione (C\C%,C%®).qcv
nell’intervallo di estremi x ed x+A(y-x) si ha f(x+A(y-x))e f(x)+C® VAe (0) e di
conseguenza, per la continuita di f, essendo f(y)e f(x)+C%, JXe(0X) tale che
f(x+A(y-x))e f(x)+C® e f(y)e f(x+A(y-x))+C®. Applicando pertanto la defini-
zione di funzione (C,C%.qcv nell’intervallo di estremi x+K(y-x) ed y risulta

2 Sia CcR™ un cono convesso non banale con interno non vuoto; allora valgono le seguenti condizioni:
i) xeC, yeC = x+yeC; ii) xeC%, yeC = x+ye C%,
Se inoltre C 2 puntato allora vale la seguente ulteriore implicazione:  iii) xeC? yeC = x+yeC’.
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f(x+A(y-x))€ f(x+A(y-x)+C° VAe (X,1). Poiché ke (A1) ed f(x+A(y-x))e f(x)+C*®
si ha, essendo C convesso e puntato, f(x+A(y-x))e f(x+C%, assurdo. .

Le relazioni tra le varie classi divengono quindi, sotto ipotesi di continuita,
quelle espresse dal seguente diagramma.

(&

0,0).qcv] o I(C\COO,C).qcvs(C,C).qcv‘ ci [(COC).qev] < [(C%,C).qev

) (O U

(0,C%9.qev| o] [(C\CY,CY.qev=(C,COqev| | i [(COC%.qev) < [(C%,CY.qev

)

(O (O (O

(0,C%.qev| | D [(C\COO,COO).qcvs(C,COO).qcvl c | [(C%C%).qcv| < |(CP,CY).qev

I seguenti esempi permettono di verificare che anche sotto ipotesi di continuita
le inclusioni tra le varie classi sono proprie.

Esempi 2.1.4 Si considerino le seguenti funzioni f:S—R2, con SCR insieme
convesso, ed il cono paretiano C=R2 .

i)

ii)

iii)

la funzione f(x)% 8:,1:3 g; ;:2 {(1):;} ¢ (C9°,C%) qcv (e quindi anche

(C%,C9.qev e (C®,C).qev) poiché Ax,ye S=[0,2] tali che f(y)e f(x)+C%, non
& perd (C9C).qev (e quindi né (C%CO).qcv né (C°CY).qcv) poiché
f(2)e f(1/2)+C° mentre f(1)e f(1/2)+C;
la funzione f(x)=(x%-x,-x2+x), con xe S=R, & (C?,C®).qcv (¢ quindi anche
(C%CO.qev e (CO,C).qcv) poiché 3x,ye S tali che f(y)e f(x)+CO, non & perd
(C,C).qcv (e quindi né (C,CP%.qcv né (C,C°°).qév) poiché f(1)e f(0)+C
mentre f(1/2)e f(0)+C;
la funzione f(x)=(x,x3-x), con xe S=[0,1], & (0,C%).qcv (e quindi anche
(0,C%.qcv e (0,C).qcv) poiché Ax,ye S tali che f(y)=f(x), non & perd
(C,C).qcv (e quindi né (C,C%.qcv né (C,C%).qcv) poiché f(1)e £f(0)+C
mentre f(1/2)¢ f(0+C; '

(xx) perxe[0,1]

la funzione f(x)-{ (2-x,2-x) perxe[1.2] & (C,C).qcv in S=[0,3] (e quindi
(0,0) perxe[2,3] |

anche (C%C).qcv (C%,C).qev e (0,C).qev); non & perd (C%,C0).qev (e quindi
né (C°C%.qcv né (C,C%.qcv) poiché f(1)e f(3)+C% mentre f(2)e f(3)+C°,
inoltre non & neanche (0,C%).qcv poiché £(3)=f(0) mentre f(2)e f(0)+C°
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(x,0) perxel0,1]
v) la funzione f(x)—{ (2-x,x-1) perxe[l,2] & (C,C%.qcv in S=[0,3] (e quindi
(0,3-x) per xe[2,3]

anche (C%C9).qcv (C%,C%.qev e (0,C%.qev); non & perd (C%,C%).qgev (e
quindi né (C°,C%).qcv né (C,C%).qcv) poiché f(3/2)e f(0)+C® mentre
f(1)e £(0)+C®, inoltre non & neanche (0,C%).qcv poiché f(3)=f(0) mentre
f(2)e £(0)+C%,

Osservazione 2.1.1 Gli esempi 2.1.4 i) e v) evidenziano che nel passaggio dal
caso scalare al vettoriale non si mantiene la proprieta secondo cui una funzione
continua (superiormente semicontinua) ss.qcv € anche qcv; difatti le classi di
funzioni (C°,C%.qcv e (C°°,C°°).qcv (che corrispondono alle scalari ss.qcv) e la
classe di funzioni (C,C).qcv (che corrispondono alle scalari qcv) rimangono
distinte anche in ipotesi di continuit, senza alcuna relazione di inclusione.

Gli esempi precedenti inoltre evidenziano che nel caso vettoriale, a differenza
del caso scalare, quasi tutte le classi di funzioni di tipo quasi-concavo rimango-
no distinte ’'una dall’altra anche sotto ipotesi di continuita; I’unica parziale
analogia al caso scalare ¢ difatti la coincidenza delle classi di funzioni (C,C*)-
qcv e (C\C%,C*)-qcv, esattamente come accade tra le e.qcv e le gev e tra le
es.qcv e le s.qev.

Come & noto una funzione scalare & quasi-concava se e solo se tutti i suoi insie-
mi di livello superiore e di livello superiore stretto sono convessi, storicamente
anzi le funzioni quasi-concave sono “nate” proprio come classe di funzioni ca-
ratterizzate da tale proprietd. Per studiare se & possibile estendere tale caratteriz-
zazione alle funzioni vettoriali di tipo quasi-concavo si introduce la seguente
definizione di insieme di livello superiore per una funzione vettoriale.

Definizione 2.1.3 Sia f:S—XR™, con SCR™® convesso, sia CcR™ un cono chiuso
di vertice I’ origine ed interno non vuoto e sia e R™ un qualsiasi vettore.
L’insieme U(f,p)={xe S: f(x)e u+C} & detto insieme di livello C-superiore di f.

Il seguente esempio evidenzia come non sia possibile, nel caso vettoriale, carat-
terizzare le funzioni (C,C)-quasiconcave tramite la convessiti degli insiemi di
livello C-superiore; il successivo Teorema 2.1.4 dimostra altresi che la convessita
degli insiemi di livello C-superiore & una condizione necessaria, anche se non
sufficiente, per la (C,C)-quasiconcavita di una funzione.
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Esempio 2.1.5 Si consideri il cono Paretiano C=R? e la seguente funzione:

(x-x) perxe[-1,1], x#0, ed y=0
f(x,y)<{ (-2.2) per x=0 ed y=0 ;
(-12,-172)  perxe[-1,1]ed y<0
f & (C,C).quasiconcava nell’insieme S={(x,y): xe[-1,1], y<0} ma, ad esempio, per
n=(-1/2,-1/2) (u=f(x,y) Vy<0, xe[-1,1]) non & convesso I’insieme di livello:
U p)={(x,y): xe[-1/2,12]\{0}, y=0}U{(x,y): xe[-1,1], y<O}.

Teorema 2.1.4 Sia f:S—R™, con ScR" insieme convesso, sia CcR™ un cono
chiuso di vertice 1’origine ed interno non vuoto.

Se gli insiemi di livello C-superiore U(f,u) di £, con pe f(S) sono convessi allora la
funzione f ¢ (C,C)-quasiconcava. -

Dim. Siano x,ye S tali che f(y)e f(x)+C; posto u=f(x) risulta x,ye U(f,1t) e quindi,
per la convessita di U(f,p), si ha x+A(y-x)e U(f,u) VAe(0,1), da cui la tesi. ¢

Osservazione 2.1.2. In [10] la (C,C)-quasiconcavita di una funzione & stata
caratterizzata non rispetto alla convessita degli insiemi di livello C-superiore
U(f,u)-ma attraverso la proprieta che tali insiemi sono stellati rispetto ad ogni
punto xe S tale che pu=f(x).

2.1.3. Funzioni di tipo strettamente pseudo-concavo

Thompson in [23] introduce una classe di funzioni scalari concave generalizzate
che, nel caso differenziabile, coincide con le funzioni pseudo-concave introdot-
te da Mangasarian [15].

In questo paragrafo saranno definite classi di funzioni vettoriali che estendono
quelle proposte da Thompson; vale al riguardo la seguente definizione.

Definizione 2.1.4 Sia f:S—R™, con SCR" insieme convesso, e sia CCR™ un
cono chiuso di vertice I’origine ed interno non vuoto.

- Posto C*e {C,C%,C®} e C*e {CO,C}, si dira che:

f & strettamente (C* C*)-pseudoconcava [(C*,C*).spcv] se per ogni x,y€ S, x#y,
¢ verificata la condizione:

FE(x,y)eC* t.c. VAe(0,1)
ENETEHCT = fid{y-x)e FRHAL-AER YHC

dove &(x,y) non dipende da A ma soltanto da x ed y.
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Le relazioni intercorrenti tra queste classi di funzioni sono rappresentate grafica-
mente nel seguente diagramma che evidenzia inoltre come, nel caso scalare, le
classi di funzioni strettamente (C,C%-pseudoconcave e strettamente (C,C%)-
pseudoconcave si riducano alla classe delle funzioni strettamente pseudo-
concave, mentre le altre classi di funzioni corrispondano a quella delle funzioni
pseudo-concave.

(C,C%.spev| | <} |(C,CY.spev| < [(C®,CO).spev
V) U U

(C,CY.spev| | < | (C%CY).spev| < '(C°°,C°°).spcv

——

2.14. Relazioni di inclusione tra le classi

In questo sottoparagrafo si determineranno delle relazioni intercorrenti tra le
classi di funzioni vettoriali di tipo concavo, quasi-concavo e strettamente
pseudo-concavo. Per poter confrontare classi di funzioni di tipo diverso si
supporra che il cono C, che induce 1’ordinamento parziale del codominio, sia
convesso e puntato, anche se quest’ultima ipotesi non & sempre necessaria.

Teorema 2.1.6 Si consideri una funzione f:S—>X™, con SCR" insieme
convesso, € sia CcR™ un cono chiuso convesso e puntato di vertice 1’origine
ed interno non vuoto. Se f & strettamente (C*,C*)-pseudoconcava, con
C*e {C,C%C%} e C*e {C,C™}, allora & anche (C*,C*)-quasiconcava.

Dim. Siano x,ye S, x#y, tali che f(y)e f(x)+C*. Poiché f & (C*,C*)-spcv allora
JE(x,y)e C* tale che Ve (0,1) risulta f(x+A(y-x))e f(xHM1-AM)E(X,y+C; essendo
C convesso e puntato quest’ultima condizione implica f(x+M(y-x))e f(x)+C*, da
cuilatesi. ¢

Teorema 2.1.7 Si consideri una funzione f:S—>R™, con SCR® insieme
convesso, € sia CcR™ un cono chiuso convesso e puntato di vertice 1’origine
ed interno non vuoto.  Se f & C*-semiconcava, con C*e {C,C%C%}, allora &
anche (C,C*)-quasiconcava.

Dim. Siano x,ye S, x#y, tali che f(y)e f(x)+C; per ipotesi risulta che per ogni
A€ (0,1) si ha f(x+M(y-x))e f(x)+MFf(y)-f(x)+C*, da cui la tesi essendo C un cono
convesso € puntato. ¢
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Teorema 2.1.8 Si consideri una funzione f:S—R™, con SCR" insieme
convesso, € sia CcR™ un cono chiuso convesso e puntato di vertice I’origine
ed interno non vuoto.

i) Sefé C-semiconcava allora & anche strettamente (C°°,C°°)—pseudoconcava;
ii) Se fe& CPsemiconcava allora & anche strettamente (C°,C°)-pseudoconcava;
iii) Se f & C®-semiconcava allora & anche strettamente (C,C%)-pseudoconcava.
Dim. i) Si supponga per assurdo che f non sia (C%,C%®).spcv e quindi esistano
due punti x,ye S tali che f(y)e f(x)+C% e VE(x,y)e C%? IAe (0,1) tale che
f(x+A(y-x))e f(x)+A(1-L)E(x,y)+C. Poiché il cono C & convesso si ha che
A(1-L)E(x,y)+CoAE(x,y)+C, di conseguenza VE(x,y)e C® Jre(0,1) tale che
f(x+A(y-x))e f(x)+AE(x,y)+C. Posto E(x,y)=f(y)-f(x)e C® esiste quindi un reale
A€ (0,1) tale che f(x+A(y-x))e f(x)+A(f(y)-f(x))+C, condizione assurda poiché
nega la C.smev di f. "

ii) Dimostrazione analoga al precedente punto i).

iii) Si supponga per assurdo che f non sia strettamente (C,C%).pseudoconca-
va; tenuto conto della convessita del cono C, in modo analogo al punto i), si ha
quindi che esistono due punti x,ye S, x#y, tali che f(y)e f(x)+C e VE(x,y)e C®
e (0,1) tale che f(x+A(y-x))& f(xHAL(X,y)+C.

Per ogﬁi ge C%, posto E(x,y)=f(y)-f(x)}+e€ C%, esiste quindi un Ae (0,1) tale che
f(x+A(y-x))e f(x+A(f(y)-f(x)+€)+C; al tendere di € a zero si ha, essendo C
chiuso, f(x+A(y-x))e f(x)+A(f(y)-f(x))+C, condizione assurda poiché nega la
C%-semiconcavita di f. .

I risultati espressi dai precedenti teoremi sono rappresentati graficamente nel
seguente diagramma,; si osservi inoltre che le varie inclusioni sono proprie, come
mostrano gli Esempi 1.1.1,1.2.1ed 1.2.2.

(C*,Ch.spev| < |(C*,CH.qev

c [CCHgev

(C,C%).spcv (C°%C%.spev (C%,C%) spcv
v ) U

C%smev| c CO.smcv c

104



Cap. 2 Concavita generalizzata: caso vettoriale

2.1.5. Quasi-concavita vettoriale e modello del consumatore
In questo sottoparagrafo si suggerisce un modello che, in modo analogo a
quanto accade nel caso scalare, permette di associare alle relazioni di preferenza
tutte le funzioni vettoriali di tipo quasi-concavo definite nel paragrafo 2.1.2; in
pratica per mezzo delle funzioni concave generalizzate vettoriali si interpreta il
comportamento di due consumatori che devono confrontare due diversi panieri
di beni. Tale situazione ¢ descritta dalla seguente idea di base.

Si consideri il caso di due consumatori che effettuano delle scelte tra vari pa-

nieri; ognuno ha il proprio criterio di scelta, criterio che pud portare o meno

ad un accordo tra i due.

Nel caso in cui i due debbano effettuare una scelta tra 1’acquisto di un pa-

niere x e I’acquisto di un paniere y, si possono avere i ciﬂ‘qﬁe seguenti casi:

i) entrambi reputano il paniere y migliore del paniere x.
In questo caso i consumatori acquisteranno sicuramente il paniere di beni
y; tale relazione sara denotata con yP%x;

ii) entrambi reputano il paniere y non peggiore del paniere x e solamente uno
dei due consumatori considera y sicuramente migliore di x.
In questo caso vi & sempre accordo tra i due consumatori riguardo
all’acquisto del paniere y, anche se tale acquisto ¢ meno soddisfacente per
uno dei due consumatori; tale relazione sara denotata con yPox;

iii) entrambi reputano il paniere y non peggiore del paniere x ma nessuno dei
due consumatori considera y sicuramente migliore di x.
In tal caso la coppia di consumatori reputera 1’acquisto del paniere y in
luogo del paniere x una scelta non peggiore; tale relazione sara denotata
con yPx.

iv) entrambi reputano il paniere y equivalente al paniere x, ovvero conside-
rano y non peggiore di x ma neanche migliore.
In tal caso la coppia di consumatori reputera equivalente 1’acquisto del
paniere y o del paniere x; tale relazione sara denotata con yP\P%®x,

V) i consumatori reputano il paniere y identico al paniere x, ovvero credono
che y ed x abbiano le stesse caratteristiche.
In tal caso la coppia di consumatori non trovera differenze tra I’acquisto
del paniere y e quello di x; tale relazione sara denotata con yO,x.

La situazione precedentemente descritta individua quindi tre relazioni di prefe-
renza, I’una pii forte dell’altra, e due relazioni di equivalenza. Si estende quindi
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il concetto di preferenza di un solo consumatore, caso in cui si hanno due soli
gradi di preferenza tra i panieri di beni ed una sola relazione di equivalenza, re-
lazioni che vengono rappresentate, rispetto alle funzioni di utilita, tramite le re-
lazioni binarie “>”, “2” e “=",

Nel caso quindi di due distinti consumatori che devono effettuare le proprie
scelte in coppia, per interpretare le tre relazioni di preferenza tramite una funzio-
ne di utilita si deve utilizzare una funzione vettoriale, € questo sia per I’ origine
del problema (due consumatori ognuno con la propria funzione di utilita indi-
pendente dall’altra) sia per il fatto che una funzione di utilita scalare non pud
rappresentare i tre livelli di preferenza descritti (dal momento che si puo avere
solo il “>* ed il “>).

Ecco quindi che per il modello in esame una possibile funzione di utilita puo es-
sere concepita come una opportuna funzione U:A—R2, ¢con ordinamento in-
dotto da un cono CcR? chiuso di vertice I’origine ed interno non vuoto.

Definizione 2.1.5 Una funzione U:R2—R2, con ordinamento nel codominio
indotto da un cono CcR? chiuso di vertice I’origine ed interno non vuoto, &
detta funzione di utilita per una famiglia di relazioni binarie {P,P°,P®,0, ,P\P®}
se verifica la seguente proprieta:

U(y)e UHC* seesolose yP*x,
dove C*e{C,C%C%,0,C\C%} e P*e {P,PO,P®,0, P\PY}.

E’ immediato a questo punto estendere al caso vettoriale i principali concetti
propri del caso scalare. La seguente definizione, ad esempio, estende a livello
vettoriale le definizioni di relazioni di preferenza convesse, quasi-convesse e
stellate proposte nelle definizioni 1.1.9 e 1.1.10 relativamente al caso scalare.

Definizione 2.1.6 Sia {P,P°,P°°,Op ,P\P®} una famiglia di relazioni binarie
sull’insieme XcR", siano inoltre P*e {P,P",P"",Op JP\P®} e P*e {P PO P%},
Si dira che tale famiglia & (P* P*)-quasiconcava se per ogni x,ye X, x#y, & verifi-
cata la condizione:

yP*x = x+AM(y-x)P*x VAe(0,1)

E’ possibile adesso estendere a livello vettoriale i risultati presentati nelle
Proprieta 1.1.5 e 1.1.6 che legano le relazioni di preferenza alle funzioni di utilita
concave generalizzate di tipo quasi-concavo.
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Si osservi che verranno utilizzate tutte le classi di funzioni vettoriali di tipo
quasi-concavo definite nel secondo capitolo.

Proprieta 2.1.2 Sia U:R2—R2, con ordinamento nel codominio indotto da un
cono CcR? chiuso di vertice I’origine ed interno non vuoto, una funzione di
utilita per la famiglia di relazioni binarie {P,PO,POO,Op JP\P%},

Siano infine P*e {P,PO,P®,0, ,P\P®}, P*e {P,P,P®}, C*e {C,C°,C%,0,0\C®} e
C*e {C,C%,C%}. Risulta che la famiglia di relazioni & (P*,P*¥)-quasiconcava se e
solo se la funzione di utilitd U & (C*,C*)-quasiconcava.

Al variare quindi delle proprieta delle relazioni di preferenza individuate dalla
coppia di consumatori (relazioni che sono indipendenti rispetto alle relazioni di
preferenza che guidano i due singoli consumatori), & possibile ottenere, analo-
gamente al caso scalare, funzioni di utilita (C*,C¥)-quasiconcave.

2.2. Funzioni vettoriali differenziabili concave generalizzate

»

Nel caso scalare, sotto ipotesi di differenziabilita le funzioni concave generaliz-
zate (in particolare le pseudo-concave) sono caratterizzabili per mezzo di condi-
zioni che coinvolgono le derivate direzionali; cid invece non & sempre possibile
nel caso vettoriale. In questo paragrafo saranno definite delle classi di funzioni
concave generalizzate vettoriali differenziabili (3) di cui verra poi studiata la
relazione con le classi introdotte nel paragrafo precedente.

2.2.1 Altre classi di funzioni vettoriali concave generalizzate
Al fine di studiare la concavita generalizzata vettoriale in ipotesi di differenziabi-
lita, si introducono le seguenti classi di funzioni.

Definizione 2.2.1 Sia f:S—R™, con SCR® insieme convesso, una funzione
differenziabile e sia CcR™ un cono chiuso di vertice 1’origine ed interno non
vuoto. Posto C*e {C,C?,C%®}, si dira che:

f & debolmente (C*,C)-quasiconcava [(C*,C).wqcv] se per ogni X,y S, x#y, &
verificata la condizione: f(y)e f(x+C* = J(xXy-x)eC.

3 Si ricordi che risulta, sotto ipotesi di differenziabilith, J(x)y-x)=ly-xlI & (x) con o=l
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Definizione 2.2.2 Sia f:S—>R™, con SCR" insieme convesso, una funzione
differenziabile e sia CcR™ un cono chiuso di vertice I’origine ed interno non
vuoto. Posto C*e {C,C%,C®} e C*e {CO,C®}, si dira che:

f & (C* C*)-pseudoconcava [(C*,C*).pcv] se per ogni x,ye S, xy, & verificata la
condizione: f(y)ef(x)+C* = J{(x)(y-x)e C*.

Osservazione 2.2.1 Nel caso scalare (m=1 ¢ C=R") le classi di funzioni
debolmente (C*,C)-quasiconcava e (C*,C¥)-pseudoconcave altro non sono che
la caratterizzazione al primo ordine rispettivamente delle funzioni (C,C)-quasi-
concave (quasi-concave scalari) e delle funzioni strettamente (C*,C*)-pseudo-
concave (pseudo-concave e strettamente pseudo-concave scalari).

Si osservi inoltre che, anche nel caso vettoriale, le classi introdotte esprimono
I’appartenenza ai vari coni della derivata direzionale rispetto alla direzione y-x,
noto il comportamento della funzione nei punti x ed y.

Le relazioni intercorrenti tra queste classi di funzioni seguono direttamente dalle
definizioni e sono rappresentate graficamente nel diagramma successivo.

Esso eyidenzia che nel caso scalare le classi di funzioni (C,C¥)-pseudoconcave,
con C*e {C0,C%}, si riducono alla classe delle funzioni strettamente pseudo-
concave; le funzioni (C*,C*)-pseudoconcave, con C*e {C%,C%} e C*e {CO,C®},
si riducono alla classe delle funzioni pseudo-concave; le altre classi di funzioni
invece si riducono alla classe delle funzioni quasi-concave.

(C,O.wqev| < |(COC).wgev| < | (C%,C).wqev ]
U v U
(C,CY.pcv (COC%.pev| < |(C®,CO.pcv

| U v
M I(CO.COO).EV| c |(C°°,C°°).Ev|

c

2.2.2. Relazioni con le classi precedentemente definite

In questo paragrafo si evidenzia come, nel caso differenziabile (4), le definizioni
2.2.1 e 2.2.2 generalizzano le funzioni di tipo quasi-concavo e strettamente
pseudo-concavo precedentemente definite.

4 Si ricordi che, per la differenziabilit della funzione f, si ha per ogni X,ye S:
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Valgono al riguardo i seguenti teoremi.

Teorema 2.2.1 Si consideri una funzione differenziabile f:S—R™, con SCR"
insieme convesso, sia CCR™ un cono chiuso di vertice 1’origine con interno non
vuoto e siano C*e {C,C%C%®} e C*e {C,C°,C%}.

Se f & (C*,C*)-quasiconcava allora & anche debolmente (C*,C)-quasiconcava.
Dim. Per la (C*,C*)-quasiconcavita di f, presi due punti qualsiasi x,ye S, con
x#y e tali che f(y)e f(x)+C*, risulta che f(x+k(z)-:x )-f(x) e C* VAe(0,1); essendo

f differenziabile si ha quindi che Jf(x)(y-x)e -lly-xll 6(A,0)+C*; la tesi segue
facendo tendere A a O e dalla chiusura del cono C. .

Teorema 2.2.2 Si consideri una funzione differenziabile. f:S—X™, con SCR"
insieme convesso, sia CCR™ un cono chiuso convesso puntato di vertice
I’origine con interno non vuoto e siano C*e {C,C?,C%®} e C*e {CO,C®}, Sefe
strettamente (C*,C*)-psendoconcava allora & anche (C*,C*)-pseudoconcava.

Dim. Per la stretta (C*,C*)-pseudoconcavita di f, presi due punti qualsiasi
X,y€ S, con x=#y e tali che f(y)e f(x)+C*, risulta che:

- f(x+Myix))-f(x) e (1-M)Ex,y+C con E(x,y)eC¥ VAe(0,1);
essendo f differenziabile si ha quindi:
J(x)(y-x)e -lly-xll (A, 0)+(1-A)E(x,y)+C, con E(x,y)eCt,

da cui si ottiene la tesi al tendere di A a O ricordando che il cono C & chiuso
convesso € puntato. ¢

Il seguente diagramma illustra i risultati espressi dai precedenti teoremi.

(C*Chqcv| < [(C*,C).wqev]
U v
(C*,CH.spevl < [(C*,C¥).pev

Il seguente esempio, unitamente agli Esempi 1.2.2, mostra come tali relazioni di
inclusione siano proprie.

f(x+My-x))-f(x)
A

dove Jg(x) & la matrice Jacobiana calcolata nel punto x e G & una funzione G:R>—R™.

= Jgx)-x)+ lly-x1l 6(3,0) con Limo(h.0)=0,

109



Cap. 2 Concavita generalizzata: caso vettoriale

Esempio 2.2.1 Si consideri la seguente funzione differenziabile f: [0,3]-%R3:
(x242x)[1/2,172,1]F per xe[0,1]
fx)=y [1/2,172,117+(-2x3+9x2-12x+5)[1,-1,0]F perxe]12[ ,
[3/2,-1/2,11%+(x-2)?[-5/6,7/6,-173]7  per xe[2,3]

sia inoltre C=R3; risulta £(0)=<[0,0,0]T ed f(3)=[2/3,2/3,2/3]", di conseguenza
f(3)e £f(0)+C%; si ha perd che £(2)=[3/2,-1/2,1]%¢ £(0)+C, pertanto la funzione f
non & (C%,C).qcv (e quindi non appartiene a nessuna delle classi di funzioni
vettoriali concave generalizzate definite nel paragrafo 2.1); cid nonostante la
funzione & (C,C%).pcv (e quindi verifica le definizioni 2.2.1 e 2.2.2) dal
momento che f(y)e f(x)+C solamente per i punti xe [0,1[ ed ye ]x,3] e che, per
tali punti, & verificata la relazione J(x)(y-x)=[1/2,1/2,1]%(y-x)e C*.

Osservazione 2.2.2 11 fatto che nel caso vettoriale le inclusioni tra le classi

debolmente (C*,C)-quasiconcava e (C*,C)-quasiconcava e tra le classi

(C*,C*)-pseudoconcave e strettamente (C*,C*)-pseudoconcave siano proprie,

implica che non ¢ possibile caratterizzare al primo ordine le classi di funzioni

concave generalizzate vettoriali introdotte nel paragrafo 2.1.

Il motivo per cui non & possibile ottenere una tale caratterizzazione puod essere

colto nel fatto che le dimostrazioni nel caso scalare si basano sulle due seguenti

proprieta che non sussistono nel caso vettoriale:

i) ordinamento totale del codominio della funzione (codominio che nel caso
vettoriale € ordinato parzialmente tramite un cono);

ii) validita del Teorema di Lagrange (che non & possibile estendere alle funzio-
ni vettoriali, come mostrato nell’Esempio 2.2.2).

Esempio 2.2.2 - Si consideri la seguente funzione differenziabile f: [0,2] %%
; { x(2-x)[3,-11F per x€ [0,1]
X)=

[3-1I"(x-1)2[-2,2]" perxe]l2] ’

sia inoltre C=9R2 . Risulta fi 22): f)(O =%[1,1]T, ma non esiste alcun punto x& [0,2]

tale che Jg(x)e C%,
Il seguente teorema mostra invece come le classi di funzioni C*-concave, con

C*e {C,C?,C%}, siano caratterizzabili al primo ordine come le corrispondenti
funzioni scalari.
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Teorema 2.2.3 Si consideri una funzione differenziabile f:S—>R™, con SCR"
insieme convesso, sia CcR™ un cono chiuso convesso e puntato di vertice
I’origine ed interno non vuoto e sia C*e {C,C°,C®}.

f & C*-concava se e solo se J{(x)(y-x)e f(y)-f(x)+C*;

Dim. caso C*=C Se la funzione f & C-concava allora risulta, VA€ (0,1) Vx,ye S
f(x+My-x))-f(x)
X#Y, X

€ f(y)-f(x)+C; essendo la funzione f differenziabile si
ottiene quindi Ji(x)(y-x)e -lly-xll 6(A,0)+f(y)-f(x)+C; facendo tendere A aOe
ricordando che il cono C & chiuso segue la condizione necessaria.

Per la sufficienza si considerino due punti qualsiasi x ed y di S ed un reale
Ae(0,1). Per le ipotesi si ha:

Je(x+My-x))(y-(x+My-x))=£(y)-f(x+A(y-x)H<; , ¢,€C,

TR+ X)X (HAY- X)) =E)-FR+AY XI5 , €26 C.
Moltiplicando la prima uguaglianza per A e la seconda per (1-A), si ottiene:

M1-M)Jp(x+A(y-x)NY-X)=Af(y)-Af(x+M(y-x)H+Acy ,
—MIL-MI(x+A(y-x)Ny-X)=(1-Df(x)-(1-Df(x+Ay-x)H(1-A)c, ,
da cui si ottiene la tesi sommando membro a membro:
- fx+Ay-x)=E(xHME(Y)-f(x)H+AcH(1-A)eye fxHAE(y)-f(x)HC.

caso C*e {C%C®} Se f & C*-concava allora & anche C-concava e quindi, per
quanto sopra dimostrato, si ha J{(x)((x+A(y-x))-x)& f(x+A(y-x))-f(x)+C; essendo
Je(x)((x+A(y-x))-x)=AJ(x)(y-x) ed essendo f(x+A(y-x))-A(f(y)-f(x))e f(x)+C*
risulta quindi AJe(x)(y-x)e Af(y)-f(x)+C* da cui la tesi.
La sufficienza & del tutto analoga al punto precedente. *

Per quanto riguarda le funzioni C*-semiconcave non ¢ invece possibile, come
accade nel caso scalare, avere una caratterizzazione al primo ordine ma solamen-
te le seguenti condizioni necessarie.

Teorema 2.2.4 Si consideri una funzione differenziabile f:S—>R™, con SCR®
insieme convesso, sia CcR™ un cono chiuso di vertice 1’origine con interno non
vuoto e sia C*e {C,C%,C%}.

Se f ¢ C*-semiconcava allora & anche debolmente (C,C)-quasiconcava.

Dim. Per la ipotesi di C*-semiconcavitd, presi due punti qualsiasi x,ye S, con

x#y e tali che f(y)e f(x)+C, risulta che SIIVRD g0 ponon vae 1)

essendo f differenziabile si ha quindi che Ji(x)(y-x)e -lly-xll 6(A 0+ (y)-f(x)+C*.
La tesi segue facendo tendere A a 0 e ricordando che il cono C & chiuso. *
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2.3. Caratterizzazione del primo ordine di alcune sottoclassi

Come si & visto dallo studio sino ad ora svolto, non & possibile fornire, a dif-
ferenza del caso scalare, una caratterizzazione per le funzioni concave genera-
lizzate vettoriali; spontanea nasce quindi I’esigenza di determinare delle
sottoclassi di funzioni concave generalizzate vettoriali che possano essere
caratterizzate al primo ordine. Questa esigenza si puo tradurre equivalentemente
nella ricerca di ipotesi sotto le quali le funzioni (C*,C*)-pseudoconcave sono
anche strettamente (C*,C*¥)-pseudoconcave oppure le funzioni debolmente
(C*,C)-quasiconcave sono anche (C*,C*)-quasiconcave.

Inizialmente si osservera come sia possibile raggiungere tali risultati in ipotesi di
(C%,C)-quasiconcavita, che & la pil debole tra le classi di funzioni concave
generalizzate introdotte; in seguito la caratterizzazione verra determinata assu-
mendo ipotesi che implicano un certo grado di confontabilita tra gli elementi del
codominio della funzione.

Lemma 2.3.1 Sia f:S—5R™, con SCcR" insieme aperto convesso, una funzione
differenziabile e sia CcR™ un cono chiuso di vertice I’origine ed interno non
vuoto.” Se J(x)(y-x)e C%, con x,ye S, x#y, allora 3e>0 tale che risulta
f(x+A(y-x))e f(x)+C® VA& (0,¢).

Dim. Per ipotesi L=J{(x)(y-x)= Jim f(x+My—x)) f(x)

e C%,

Poiché C € un cono chiuso con interno non vuoto, esist;:L un intorno di L
f(x+A(y-x))-f
CHAYT-AE) o

VAe(0,€), da cui la tesi essendo A>0. ¢

contenuto in C% ed in particolare 3e>0 tale che

Lemma 2.3.2 Sia f:S5X™, con SCR" insieme aperto convesso, una funzione
differenziabile e sia CcR™ un cono chiuso convesso di vertice 1’origine ed
interno non vuoto; sia inoltre f (C%,C)-quasiconcava.

Allora se f & (C%,C%)-pseudo-concava & anche (C®,C®)-quasiconcava.

Dim. Siano x,ye S, x#y, tali che f(y)e f(x)+C%; per ipotesi risulta J{(x)(y-x)e C®
e quindi, per il Lemma 2.3.1, 3e>0 tale che f(x+A(y-x))e f(x)+C® VAe (0,e).
Poiché f(y)e f(x)+C esiste un A*e (0,€) tale che f(x+A*(y-x))e f(x)+C ed
f(y)e f(x+A*(y-x)+C%; essendo f (C%,C)-qcv & f(x+A(y-x))e f(x+A*(y-x))+C
VAe (A*,1). Poiché C & un cono convesso ed f(x+A*(y-x))e f(x)+C si ha
f(x+A(y-x))e f(x+C® VAe (A*,1), relazione che vale, per quanto visto, anche per
Ae(0,A*), da cui la tesi. ¢
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I due lemma precedenti permettono di dimostrare, assumendo come ipotesi la piu
generale delle definizioni di funzioni vettoriali concave generalizzate, che una
funzione (C%,C%)-pseudoconcava & anche strettamente (C°°,C%)-pseudocon-
cava, ovvero che le funzioni (C%,C%)-pseudo-concave possono essere viste
come la caratterizzazione, nel caso differenziabile, delle funzioni strettamente
(C%,C%)-pseudo-concave.

Teorema 2.3.1 Sia f:S—>R™, con SCR" insieme aperto convesso, una funzione
differenziabile e sia CcR™ un cono chiuso convesso di vertice I’origine ed
interno non vuoto; sia inoltre f (C%,C)-quasiconcava. Allora la funzione f &
(C%,C%)-pseudoconcava se e solo se & strettamente (C®,C*)-pseudoconcava.
Dim. Per il Teorema 2.2.2 una funzione (C%,C%®).spcv & anche (C%,C%).pcv; si
deve quindi dimostrare solamente la necessita.
Si supponga per assurdo che f non sia (C%,C%).spcv ed esistano quindi due
punti x,y€ S, xy, tali che f(y)e f(x)+C® ed inoltre VEe C% 3Aze(0,1) tale che
f(x+}.§(y-x))e f(x)+x§(1-x§)§+c, ovvero tale che:
f(x+ -x))-f(x

) 7‘&({§ )-f( )E (1-Ag)E+C.
Sia ue C® e sia §i=1i(1f1), con i intero positivo; & possibile quindi determinare
f("”“({i"»'f(x)e u(1-A)(1/i}+C, dalla quale

€ possibile estrarre una sottosuccessione convergente ad un numero reale
A*e[0,1], sottosuccessione che, senza ledere la generalita, si pud supporre essere

la successione stessa. Se A*=0, risulta Jf(X)(y'X)=i-thl“ f(x”\'i();:x))'f(x)gcoo’

una successione {A;}c[0,1] tale che

condizione assurda per la (C%,C%).pcv di f.
(y-x))-fi
Se A*=1 risulta invece £(y)-f(x)= Im f("”“({:)) @)
i—>+o0
assurda per le ipotesi. Si supponga infine che A*e(0,1); in questo caso si ha

f(x+7«.*(}z:x))—f(x) = Im f(x+l.i(yiix))-f(X)e C%® ovvero f(x+A*(y-x))e f(x)+C%,

¢ C%, condizione ancora

essendo A*>0; quest’ultima relazione implica che la funzione f non &
(C%,C%) qcv, condizione assurda per il Lemma 2.3.2. .

Si determinano adesso delle ulteriori caratterizzazioni imponendo un certo
grado di confrontabilitd nel codominio di f; a tal fine si introduce il seguente
concetto di punto o-minimale.
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Definizione 2.3.1 Sia f:S5R®, con SCR" insieme convesso, € sia CCR™ un
cono chiuso di vertice 1’origine ed interno non vuoto; siano dati inoltre due
punti x,ye S tali che f(y)ef(x+C ed un reale A*€[0,1].

I1 punto f(x+A*(y-x)) si dira a-minimale rispetto ad x ed y se (3):

dae C™ tale che aTf(x+A*(y-x))= xIeI[lti)nl] {aTf(x+M(y-x))}.

Vale il seguente teorema.

Teorema 2.3.2 Sia f:S—R™, con SCR" insieme aperto convesso, una funzione
differenziabile e sia CcR™ un cono chiuso convesso puntato di vertice 1’origine
ed interno non vuoto; siano dati inoltre due punti x,ye/S_, x#y, ed un reale
A€ (0,1) tali che f(y)ef(x)+C ed f(x+A(y-x))e f(x)+C.
Allora valgono entrambe le seguenti condizioni:
i) 3IA*e(0,1) tale che:

a) f(x+A*(y-x)) & o-minimale rispetto ad x ed y;

b) J{x+A*(y-x))(y-x)e C%
ii) IA*e(0,1) tale che J{x+A*(y-x))(y-x)& C.
Dim. i) Per un noto teorema di separazione (6), poiché f(x+My-x))-f(x)e C
allora 3ae C** tale che aT[f(x+A(y-x))-f(x)]<0, ovvero aTf(x+A(y-x))<aTf(x).
Essendo f(y)-f(x)e C risulta, per la definizione di polare positivo stretto, che
aT[f(y)-f(x)]20, ovvero aTf(y)=aTf(x); si ha quindi aTf(x+A(y-x))<aTf(x)SoTf(y).
Si consideri la funzione ad una variabile g(A)=aTf(x+A(y-x)) sull’intervallo
chiuso e limitato [0,1]; per il teorema di Weierstrass la funzione g, essendo
continua, ammette un punto di minimo assoluto A*e [0,1]; risulta pertanto che
f(x+A*(y-x)) & o-minimale rispetto ad x ed y.
Essendo inoltre aTf(x+A(y-x))<aTf(x)=g(0)saTf(y)=g(1), il punto di minimo
assoluto A* deve necessariamente appartenere all’intervallo aperto (0,1),

5 Sia CcR™ un insieme qualsiasi; si definisce %Bazaraa, 1976 #104; Sawaragi, 1985 #89&:

i)  polare positivo di C il cono chiuso convesso C*={ae X™ alc20 VceC};

ii) polare positivo stretto di C il cono convesso C*={ae R™: alc>0 Vce C, c#0}<C".

Si ricordi inoltre che nel caso in cui CcR™ sia un cono chiuso convesso, risulta C**#0 se e solo se C &
un cono puntato.

6 Sia CcR™ un cono chiuso convesso puntato di vertice I’origine ed interno non vuoto e sia inoltre
x¢ C; allora 3aeC* tale che aTx<0.
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pertanto risulta 0=g'(A*)=0.T[J{(x+A*(y-x))(y-x)]; per la definizione di polare
positivo stretto si ha quindi J{x+A*(y-x))(y-x)e C°.

ii) Poiché g & una funzione derivabile ad una variabile e g(0)>g(A*), deve esis-
tere un reale A*e (0,A*) tale che g'(A¥)<0, ovvero aT[J{(x+A*(y-x))(y-x)]<0;
poiché ce C™*cC*sihal f(x+l#(y-x))(y-x)e C, da cui la tesi. ¢

Corollario 2.3.1 Sia f:S>R™, con SCR" insieme aperto convesso, una funzio-
ne differenziabile, sia CcR™ un cono chiuso convesso puntato di vertice
I’origine ed interno non vuoto e sia C*e {C,C%,C%}.
Se per ogni x,ye S, x#y, ¢ verificata la seguente condizione:

f(y)efGHC* = J(x+My-x)(y-x)eC VAe(0,1),
allora la funzione f & (C*,C)-quasiconcava. _
Dim. Se per assurdo f non fosse (C*,C).qcv allora esisterebbero due punti
X,y€ S, xzy, ed un reale A (0,1) tali che f(y)e f(x)+C* ed f(x+A(y-x))¢ f(x)+C;
per il Teorema 2.3.2 quindi IA¥e (0,1) tale che J(x+A¥(y-x))(y-x)e C, condizione
assurda poiché nega I’ipotesi. *

Teorema 2.3.3 Sia f:S—>R™, con SCR® insieme aperto convesso, una funzione
differefiziabile e sia CcR™ un cono chiuso convesso puntato di vertice 1’origine
ed interno non vuoto. '

Si supponga inoltre che per ogni punto f(x+A*(y-x)) o-minimale rispetto ad x ed
y Jhe(A*,1] tale che f(x+X(y-x))e f(x+A*(y-x)+C*, con C*e {C,C°,C®}.

Se f & (C*,CY%-pseudo concava allora & anche (C,C)-quasiconcava.

Dim. Si supponga per assurdo che f non sia (C,C).qcv; esistono quindi due
punti x,y€ S, xy, ed un Ae (0,1) tali che f(y)e f(x)+C ed f(x+A(y-x))& f(x)+C; per
la i) del Teorema 2.3.2 allora IA*e (0,1) tale che f(x+A*(y-x)) & a-minimale
rispetto ad x ed y ed inoltre J{(x+A*(y-x))(y-x)e C°.

Per ipotesi esiste un Ae(A*,1] tale che f(x+A(y-x))e f(x+A*(y-x))+C*, con
C*e {C,C%C%}, e di conseguenza Je(x+A*(y-x))(x+A(y-x)-x-A*(y-x))e C°,
ovvero J{x+A*(y-x))(y-x)(A-A*)e CO. Essendo A>A* si ottiene pertanto
J(x+A*(y-x))(y-x)e C°, condizione assurda in virtd del Teorema 2.3.2. ¢
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Teorema 2.3.4 Sia f:S5>R™, con SCR" insieme aperto convesso, una funzione
differenziabile e sia CcR™ un cono chiuso convesso puntato di vertice I’origine
ed interno non vuoto.

Si supponga inoltre che per ogni coppia di punti x,ye S, x#y, ed ogni reale
A*e(0,1) tali che f(y)e f(x)+C ed J{x+A¥(y-x))(y-x)e C esista un reale Xe(A*,1]
tale che f(x+A(y-x))e f(x+A*(y-x))}+C*, con C*e {C,C°,C®}.

Se f & (C*,C)-pseudo concava allora & anche (C,C)-quasiconcava.

Dim. Si supponga per assurdo che f non sia (C,C).qcv e quindi esistano due
punti x,ye S, xy, ed un A< (0,1) tali che f(y)e f(x)+C ed f(x+A(y-x))e f(x)+C; per
1a ii) del Teorema 2.3.2 allora 3A¥e(0,1) tale che J(x+A%(y-x))(y-x)e C.

Per ipotesi esiste un Ae(A¥,1] tale che f(x+A(y-x))e f(x+A*(y-x))+C*, con
C*e {C,C0,C%}, e di conseguenza J(x+A¥(y-x))(x+A(y-x)-5-A*(y-x))e C, ovvero
Jx+ ¥ (y-x))(y-x)(A-A¥)e C. Essendo A>A* si ha J{(x+A#*(y-x))(y-x)e C,
- condizione assurda poiché nega I’ipotesi. ¢

Corollario 2.3.2 Sia f:S5R™, con SCR" insieme aperto convesso, una funzio-
ne differenziabile e sia CcR™ un cono chiuso convesso puntato di vertice
I’origine ed interno non vuoto.

Si supponga inoltre che sia verificata almeno una delle due seguenti condizioni:

i) per ogni punto f(x+A*(y-x)) a-minimale rispetto ad x ed y esiste un reale
Xe (A*,1] tale che f(x+A(y-x))e f(x+A*(y-x)+C;

ii) per ogni coppia di punti x,ye S, x#y, ed ogni reale A*e (0,1) tali che
f(y)e f(x)+C ed J{(x+A¥(y-x))(y-x)e C esiste un reale Ae (A¥,1] tale che
f(x+A(y-x))e f(x+A*(y-x))+C,

Allora la funzione f & (C%,C%)-pseudoconcava se e solo se & strettamente

(C%,C%)-pseudoconcava.

Dim. Peri Teoremi 2.3.3 e 2.3.4 la funzione f & (C,C).qcv e quindi in particolare

& anche (C%,C).qcv; la tesi segue quindi direttamente dal Teorema 2.3.1. ¢
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24. Crescenza, monotonia e teoremi di composizione

Come ¢ stato puntualizzato nel primo capitolo, i concetti di crescenza € monoto-
nia sono in stretta relazione con la concavita generalizzata; al riguardo si ricordi
che ogni trasformazione crescente di funzioni quasi-concave fornisce di nuovo
una funzione quasi-concava, ogni funzione monotona ad una variabile & quasi-
concava, ogni funzione inizialmente crescente € poi decrescente € ancora quasi-
concava. In questo paragrafo si vedra come tali risultati potranno essere estesi,
con opportune ipotesi, alle funzioni vettoriali concave generalizzate.

2.4.1. Crescenza per funzioni vettoriali e teoremi di composizione
La definizione di funzione vettoriale crescente proposta in‘questo sottoparagra-

fo estende varie definizioni proposte in letteratura; la sua generalita permettera
anche di stabilire varie proprieta e di ottenere come casi particolari alcuni noti
risultati.

Definizione 2.4.1 Sia f:S—R™, con ScR" insieme convesso, € siano KcR® e
CcR™ coni chiusi di vertice 1’origine con interno non vuoto.

La funzione f & detta (K*,C*)-crescente, con K*e {K°,K%®} e C*e {C,C°,C%}, se
per ogni punto x,ye S vale la condizione: yex+K* = f(y)ef(x)+C*.

La relazione tra le varie classi di funzioni crescenti & illustrata dal seguente
diagramma, che evidenzia inoltre come nel caso scalare le classi di funzioni
(K9%,C%)-crescenti, (K%,C%-crescenti, (K% C%)-crescenti ¢ (K% CO)-crescenti
corrispondono alle funzioni crescenti, mentre le classi (K%,C)-crescenti e (K°,C)-
crescenti corrispondono alle funzioni nondecrescenti.

(K%,0).cr

I sei tipi di funzioni vettoriali crescenti precedentemente definiti permettono di

dimostrare alcuni teoremi di composizione tramite i quali si studia la concavita
generalizzata vettoriale di una funzione (gof):S—NRP, dove f:S>R™ e g:D-RP,

con ScR® e DCR™ insiemi convessi tali che f(S)cD.
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In seguito verranno considerate funzioni f e g che verificano la seguente

proprieta, con C*1e {C,C%,C%}: ,
g(fx+My-x)))e g((x)+ME(y)-f(x))+C*! VAe(0,1) Vx,ye S, xy. (24.1)

11 seguente teorema specifica alcune classi di funzioni che verificano la (2.4.1).

Teorema 2.4.1 Si considerino le funzioni f:S—>R™ e g:D—>NRP, con SCR" e
DcR™ insiemi convessi tali che f(S)cD, e siano KcR™ e CcRP coni chiusi di
vertice 1’origine con interno non vuoto.
i) SefeéK-concavae g & (K°C)-crescente allora risulta:
g(f(x+My-x)))e g(HAME(Y)-f(x)+C VAe(0,1) Vx,yeS, x2y.
ii) Se f & K*-concava e g & (K*,C*!)-crescente, con K*e {K% K%} ¢
C*1e {C,C%,C%}, allora:
g(fx+My-x)))e gfxHAME(Y)-EN+C* VAe(0,1) ¥x,yeS, xy.
Dim. i) Poiché f &€ K-concava si ha f(x+A(y-x))e f(x)+AMf(y)-f(x)}+K VAe(0,1)
Vx,yeS; se f(x+A(y-x))=f(x)+A(f(y)-f(x)) la tesi & banale, altrimenti se
f(x+A(y-x))e f(x)+A(f(y)-f(x))+K?O risulta, essendo g (K°C)-crescente,
g(f(x+My-x)))e g(f(x)+A(f(y)-f(x)))+C, da cui la tesi.
ii) Poiché f & K*-concava si ha f(x+A(y-x))e f(x)+A(f(y)-f(x))+K* VAe(0,1)
Vx,y€S, x#y, la tesi segue quindi essendo g (K¥,C*!)-crescente. .

Poiché i seguenti risultati coinvolgono vari tipi di concavita generalizzata relati-
vi sia alla funzione f sia alla funzione g, sara utilizzata una notazione compatta
dello stesso tipo di quella usata in precedenza.

I seguenti teoremi sono relativi alle funzioni di tipo concavo, di tipo quasi-con-
cavo e di tipo strettamente pseudo-concavo.

Teorema 2.4.2 Si considerino le funzioni f:S—>X™ e g:D—NRP, con SCR" e

DcR™ insiemi convessi tali che f(S)cD, e sia CcRP un cono chiuso convesso €

puntato di vertice I’ origine con interno non vuoto.

Siano inoltre le funzioni f e g tali che:

g(f(x+My-x))e g EHAE(y)-fx)HC* VAe(0,1) Vx,yeS, xy,

con C*le{C,C°,C%}).

i) Se g & C-concava oppure C-semiconcava allora la funzione composta
(gof):S—RP ¢ rispettivamente C*!-concava oppure C*!-semiconcava.

Nel caso in cui valga la proprieta f(x)#f(y) Vx,yeS, x#y, risulta allora:

ii) se g & C*2-concava oppure C*2-semiconcava, con C*2e {C%C%}, allora la
funzione composta (gof):S—RP & rispettivamente C*3-concava oppure
C*3-semiconcava, dove C*3=C*1N\C*2,
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Dim. i) Sia g una funzione C-concava e siano x,y€ S, x#y; se f(y)=f(x) si ha

gEX)+AE()-F(x))-Mg(f(y)-g(Ex))=g(f(x))e gEx)}+C VA€ (0,1), se invece

f(y)#f(x) quest’ultima condizione segue direttamente dalla C-concavita di g.

Risulta pertanto che g(f(x)+A(f(y)-f(x)))-A(g(f(y))-g(f(x)))=g(f(x)+c, con ceC,

mentre dalla (2.4.1) si ha che g(f(x+A(y-x)))=g(f(x)+A(f(y)-f(x))+c, con c,e C*;

si ottiene pertanto la seguente relazione:
g(f(x+My-x)))-Mg((y))-g(E(x)))=g(fx)}+c+c; con ce C e ¢,e C*.

Poiché C € convesso e puntato si ha che c+c,;€ C*!, da cui la tesi.

Nel caso in cui la funzione g sia C-semiconcava la dimostrazione ¢ analoga.

ii) Sia g una funzione C*2-concava, con C*?€ {C?%C%}, e siano x,ye S, xy; si

osservi che per ipotesi risulta f(y)#f(x). Per la C*2-concavita di g risulta:

gEGHME(Y)-(x)))-Me(f(y))-g(f(x)))e g(f(x)+C*2 VA€ (0,1),

da cui si ha g(f(x)H+A(E(y)-f(x)))-Mg(f(y))-g(f(x)))=g(f(x)}+C; con c,e C*?;

per la (2.4.1) si ha quindi g(f(x+A(y-x)))-Mg(f(y))-g(f(x)))=g(f(x))+c,+c, con

c,€ C*! e c,e C*2, da cui la tesi essendo C convesso e puntato ed essendo

Ci+cy€ CFI=C*INC*2,

Nel caso in cui la funzione g sia C*2-semiconcava la dimostrazione ¢ analoga. ¢

Teorema 2.4.3 Si considerino le funzioni f:S—>R™ e g:D-RP, con ScR" e
DcR™ insiemi convessi tali che f(S)cD, e sia CcRP un cono chiuso convesso e
puntato di vertice I’ origine con interno non vuoto.
Siano inoltre le funzioni f e g tali che:
g(f(x+My-x)))e gfxHMEY)-fx)H+C* VAe(0,1) Vx,yeS$, x#y,
con C*ie{C,C°,C%}.
i) Se g e (C*2,C*?)-quasiconcava, con C*2e {C°,C%} e C*3e {C,C°,C™}, allora
la funzione (gof):S—RP & (C“,C*‘)-quasiconcavé, dove C*4=C*1"\C*3;
i) se g & (C*2,C)-quasiconcava, con C*2e {C,0,C\C®}, allora la funzione
composta (gof):S—RP & (C*2,C*!)-quasiconcava.
Nel caso inoltre in cui valga la proprieta f(x)#f(y) Vx,ye S, xy, risulta allora:

iii) se g & (C*2,C*3)-quasiconcava, con C*2e {C,0,C\C®} e C*3e {C?,C%}, allora
la funzione (gof):S—RP & (C*2,C*4)-quasiconcava, dove C*4=C*!NC*3,
Dim. i) Siano x,ye S, x#y, tali che g(f(y))e g(f(x))+C*2; si osservi che essendo
C*2e {C°,C%} risulta f(y)#f(x). Per la (C*2,C*3)-quasiconcavita di g si ha quindi

che g(f(x)+Af(y)-f(x)))e g(f(x))+C*? VA& (0,1), ovvero:
g(f+ME(y)-f(x)))=g(f(x)Hc; con c3 C*3;
per la (2.4.1) risulta inoltre che:
g(f(x+M(y-x)))=g(f(x)+Mf(y)-f(x))H+c, con c,€ C*1;
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da cui si ha: g(f(x+A(y-x)))=g(f(x))+c,+c3 con c,€ C*! e c;€ C*3.

Poiché C & convesso e puntato si ha che c;+c;e C*4=C*!NC*3, da cui la tesi.

ii) Siano x,ye S, x=#y, tali che g(f(y))e g(f(x))+C*2. Se f(y)=f(x) risulta
g(fHAE(y)-f(x)))=g(f(x))e g(f(x))+C VA (0,1), se invece f(y)#f(x) quest’ ultima
condizione segue dalla (C*2,C)-quasiconcavita di g. La tesi segue quindi in
modo analogo al precedente punto i).

iii) Siano x,ye S, x#y, tali che g(f(y))e g(f(x))+C*?; si osservi inoltre che per
ipotesi risulta f(y)#f(x). Per la (C*2,C*3)-quasiconcavita di g si ha quindi che
g(f(x)+A(f(y)-f(x)))e g(f(x))+C*3 VAe (0,1); la tesi si ottiene quindi in modo
analogo al punto i). .

Teorema 2.4.4 Si considerino le funzioni f:S—5R™ e g:.DRP, con ScR" e
DcR™ insiemi convessi tali che f(S)cD, e sia CcRP un cono chiuso convesso e
puntato di vertice I’ origine con interno non vuoto.

Siano inoltre le funzioni f e g tali che:

g(f(x+My-x)))e gfxH+M(y)-f(x))+C VAe(0,1) Vx,yeS, xy.

i) Se g & strettamente (C*,C*)-pseudoconcava, con C*e {C°C%} e
C*e {C?,C?}, allora la funzione (gof):S—RP & strettamente (C*,C*)-
pseudoconcava. '

Nel caso in cui valga la proprieta f(x)#f(y) Vx,yeS, x£y, risulta allora:

ii) se g & strettamente (C,C*)-pseudoconcava, con C¥e {C°C?}, allora la
funzione (gof):S—RP ¢ strettamente (C,C*)-pseudoconcava.

Dim. i) Siano x,ye S, x#y, tali che g(f(y))e g(f(x)+C*; si osservi che essendo

C*e {C°,C™} risulta f(y)f(x).

Per la stretta (C*,C¥)-pseudoconcavita di g risulta che 3E(f(x),f(y))e C* tale che

Ve (0,1) si ha g(f(xH+ME(y)-f(x)))e g(f(x))+A(1-ME((x).f(y))+C; poiché per ipo-

tesi g(f(x+A(y-x)))e g(f(x)+A(f(y)-f(x))+C VAe(0,1) si ha che JE(f(x).f(y))e C*

tale che VAe (0,1) risulta g(f(x+A(y-x)))e g(f(x))+A(1-A)Ef(x),f(y))+C; la tesi si

ottiene quindi sostituendo alla funzione &:DxD—C*cRP, dipendente solo da

f(x) ed f(y), la funzione £':SxS—C*cRP, dipendente solo da x ed y, tale che

Ex,y)=E(f(x).£(y)).

ii) La dimostrazione & analoga alla precedente ricordando che per ipotesi vale

la proprieta f(x)#f(y) Vx,ye S, x#y. ¢

Nel caso particolare in cui la funzione f & affine i risultati espressi nei teoremi

precedenti possono essere ulteriormente specificati.
Vale al riguardo il seguente corollario.
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Corollario 2.4.1 Si consideri la funzione affine f:S—R™, f(x)=Ax+b, dove
Ae R e be R™, e la funzione g:D—-RP, con SCR" e DcR™ insiemi convessi
tali che f(S)cD, e sia CcRP un cono chiuso convesso e puntato di vertice
I’origine con interno non vuoto.

i) Se g ¢ C-concava oppure C-semiconcava allora la funzione composta
(gof):S>RP ¢ rispettivamente C-concava oppure C-semiconcava.

ii) se g e (C*,C*-quasiconcava, con C*e {C?%,C%} e C*e {C,C°,C%}, allora la
funzione composta (gof):S—RP & (C*,C*)-quasiconcava;

iii) se g & (C*,C)-quasiconcava, con C*e {C,0,C\C}, allora la funzione
composta (gof):S—->RP & (C*,C)-quasiconcava.

iv) Se g & strettamente (C*,C¥)-pseudoconcava, con C*e {C°%C%} e
C*e {C?,C0}, allora la funzione (gof):S—RP & strettamente (C*,C¥)-
pseudoconcava.

Nel caso inoltre in cui A sia quadrata ed invertibile risulta allora:

v) se g & C*-concava oppure C*-semiconcava, con C*e {C%C%}, allora la
funzione composta (gof):S—RP ¢& rispettivamente C*-concava oppure C*-
semiconcava. »

vi) se g & (C*,C*)-quasiconcava, con C*e {C,0,C\C%} e C¥e {C°,C%}, allora la
funzione composta (gof):S—RP & (C*,C¥)-quasiconcava.

vii) se g & strettamente (C,C¥)-pseudoconcava, con C*e {C%C?°}, allora la
funzione (gof):S>RP & strettamente (C,C*)-pseudoconcava.

Dim. Le tesi seguono direttamente dai Teoremi 2.4.2, 2.4.3 e 2.4.4 osservando

che per la affinita della funzione f vale la (2.4.1) con C*=C ed osservando che,

nel caso in cui la matrice A sia quadrata ed invertibile, si ha necessariamente
f(x)=Ax+b#Ay+b=f(y) Vx,yeC, x2y. ¢

2.4.2. Cammini monotoni e loro proprieta

Come ¢ noto, nel caso scalare una funzione ad una variabile monotona oppure
inizialmente crescente e poi decrescente & anche una funzione quasi-concava;
tale risultato si pud estendere a livello vettoriale per i cammini, cio¢ per funzioni
vettoriali ad una sola variabile, utilizzando i seguenti concetti di cammini
crescenti, decrescenti € monotoni, naturalmente indotti dalla (K*,C*)-crescenza
precedentemente definita.
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Definizione 2.4.2 Sia f:I>R™, con I intervallo della retta reale, sia CcR™ un
cono chiuso di vertice 1’origine ed interno non vuoto, e sia C*e {C,C°,C®}.

La funzione f & detta:

C*-crescente se Vx,yel vale la condizione: y>x = f(y)ef(x)+C*;
C*-decrescente se Vx,yel vale la condizione: y>x = f(y)ef(x)-C*;
C*-monotona [C*.mnt] se &€ C*-crescente oppure C*-decrescente, ovvero se
Vx,yelvale lacondizione: y>x = f(y)e (f(x)+C*)u(f(x)-C*).

Si osservi che per quanto definito nel sottoparagrafo precedente, f ¢ C*-
crescente se & (K*,C*)-crescente con K¥=R**.

Il seguente diagramma mostra le relazioni intercorrenti tra le varie classi di
cammini monotoni, evidenziando che nel caso scalare le classi di funzioni C%-
monotone ¢ C%-monotone, corrispondono alle funzioni strettamente monotone,
mentre la classe delle funzioni C-monotone corrisponde alle funzioni monotone.

] C°°.mnt| c | C°.mnt7| c C.mnt

Si inizia lo studio della C*-crescenza, C*-decrescenza e C*-monotonia di un
cammino vettoriale mostrando come tali proprieta permettano di prevedere par-
zialmente il comportamento della funzione.

Il seguente teorema mostra come la C*-crescenza e la C*-decrescenza di una
funzione permettono di stabilirne il comportamento nell’intervallo [x,y].

Teorema 2.4.5 Sia f:I>R™, con I intervallo della retta reale, sia CcR™ un
cono chiuso di vertice I’origine ed interno non vuoto, e sia C*e {C,C°,C%}.
i) Sef & C*-crescente allora Vx,yel vale la seguente condizione:

y>x = f(x+My-x))e fx)HC*)(f(y)-C*) VAe(0,1);
ii) se f & C*-decrescente allora Vx,yel vale la seguente condizione:

y>x = fx+My-x))e (f(x)-CHf(yH+C*) VAie(0,1).
Dim. Poiché y>x risulta y>x+A(y-x)>x VAe(0,1); dalle definizioni si ha
quindi, se f & C*-crescente, che f(y)e f(x+A(y-x))+C* ed f(x+A(y-x))e f(x)+C*;
se invece f & C*-decrescente che f(y)e f(x+A(y-x))-C* ed f(x+A(y-x))e f(x)-C*,
da cui la i) e la ii). 2
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Il seguente teorema mostra come il comportamento della funzione nel suo
codominio permetta di stabilire, se il cono C & puntato, la relazione esistente tra
le controimmagini.

Teorema 2.4.6 Sia f:I->R™, con I intervallo della retta reale, € sia CcR™ un
cono chiuso puntato di vertice I’ origine ed interno non vuoto.
1) Sef e C-crescente allora Vx,yel vale la seguente condizione:

f(y)efx+C® = y>x;
i) Se f e C-decrescente allora Vx,yeI vale la seguente condizione:

f(y)e f(x}+C° = y<x.
Dim. Si dimostra solamente il punto i) in quanto la dimostrazione del punto ii) &
analoga. Sia f(y)ef(x)+C° e si supponga per assurdo che sia y<x; poiché Og C°
non pud essere y=x, d’altra parte la C-crescenza di f implica che f(x)e f(y}+C.
Si ha quindi f(y)-f(x)e C°~(-C), condizione assurda in quanto C & puntato. ¢

I teoremi successivi indicano come I'ipotesi di C*-monotonia permetta di avere
informazioni riguardo al comportamento della funzione.

Teorema 2.4.7 Sia f:I>R™, con I intervallo della retta reale, sia CER™ un co-
no chiuso puntato di vertice 1’origine ed interno non vuoto, sia C*e {C,C°,C%}.
Se f ¢ C*-monotona allora Vx,yeI vale la seguente condizione:

f(y)efxH+C’ = fx+My-x))e FEHCHNE(Y)-C*) VAe(0,1).
Dim. Segue direttamente dai Teoremi 2.4.5 e 2.4.6. .

Teorema 2.4.8 Sia f:I>R™, con I intervallo della retta reale, e sia CcR™ un
cono chiuso di vertice I’origine ed interno non vuoto.
i) Se C ¢ puntato ed f & C-monotona allora V'x,ye1 vale la seguente condizione:

f(y)=f(x) = fx+My-x)=t(y)=fx) VA€(0,1);
ii) se f& C’-monotona allora Vx,yeI vale la seguente condizione:

f(y)=f(x) = x=y.

Dim. i) Se x=y la tesi & banale; sia quindi x#y e si supponga, senza ledere la
generalit, che sia y>x. Essendo f(y)=f(x), per il Teorema 2.4.5 risulta, per
I'ipotesi di C-monotonia, f(x+A(y-x))e (f(x)-C)N(f(x)+C) VAe(0,1), ovvero
f(x+A(y-x))-f(x)e C(-C); poiché C(-C)={0}, si ha la tesi.
ii) Si supponga per assurdo che sia f(y)=f(x) ed xy; senza ledere la generalita,
si puo assumere y>x. Per definizione & f(x)=f(y)e (f(x)+Cu(f(x)-C%), condi-
zione assurda poiché Oe C°. .
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Nel paragrafo 1.5, sono state introdotte le funzioni quasi-affini come funzioni
che sono sia quasi-concave che quasi-convesse e successivamente sono state
analizzate le loro proprieta rispetto alla monotonia.

Allo scopo di generalizzare tali risultati alla C*-monotonia si introduce la classe
delle funzioni (C,C*)-quasiaffini.

Definizione 2.4.3 Sia f:I>R™, con I intervallo della retta reale, sia CCR™ un
cono chiuso di vertice I’ origine ed interno non vuoto, e sia C*e {C,C%C%}.
La funzione f ¢ detta (C,C*)-quasiaffine se & sia (C,C*)-quasiconcava sia
(C,C*)-quasiconvessa (7), ovvero se Vx,ye S, x#y, € verificata la condizione:

f(y)efxHC = f(x+My-x))e fxHCH)N(E(y)-C*) VAe(0,1).

1l seguente teorema mostra che anche a livello vettoriale la monotonia implica la
quasi-concavita.

Teorema 2.4.9 Sia f:I->R™, con I intervallo della retta reale, sia CcR™ un cono
chiuso puntato di vertice I’origine ed interno non vuoto, sia C*e {C,C%,C%®}.
Se f &€ C*-monotona allora & anche (C,C*)-quasiaffine.
Dim. Siano x,ye S, x#y, tali che f(y)e f(x+C.
caso C*=C Se ¢ f(y)=f(x) allora, per la i) del Teorema 2.4.8, risulta:
f(x+My-x))=f(y)=f(x)e (f(x+C)(f(y)-C) VA (0,1).
Se f(y)#f(x), cioe f(y)=f(x)+C?, allora per il Teorema 2.4.7 si ha:
f(x+My-x))e (f(x+C)(f(y)-C) VAe(0,1),

da cui la tesi.
caso C*e {C%C"®} Per la ii) del Teorema 2.4.8, essendo xy, si ha f(y)#f(x), da
cui si ottiene f(y)e f(x)+CP. Per il Teorema 2.4.7 si ha la tesi essendo:

f(x+My-x))e (xH+C*If(y)-C*) VAe(0,1). *

Il seguente teorema € una naturale estensione, al caso vettoriale, della proprieta
che una funzione scalare ad una variabile inizialmente crescente e poi decre-
scente & quasi-concava.

Teorema 2.4.10 Sia f:I>R™, con I=[a,c] intervallo della retta reale, sia be (a,c),
sia CcR™ un cono chiuso convesso e puntato di vertice I’origine ed interno
non vuoto, e sia C*e {C,C%,C%). Se f & C*-crescente in [a,b] e C*-decrescente
in [b,c] allora & (C,C*)-quasiconcava in I.

7 Una funzione f & detta (C, C*)-quasiconvessa se 1a funzione -f & (C,C*)-quasiconcava, ovvero se per ogni
X,y€S, xy, & verificata la condizione:  f(y)e f(x)+C = f(x+A(y-x))ef(y)}-C* VAe(0,1).
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Dim. Siano x,ye [a,c], x#y, tali che f(y)e f(x)+C; si vuole dimostrare che
f(x+A(y-x))e f(x+C* VAe(0,1). Il Teorema 2.4.9 e le ipotesi rispettivamente di
C*-crescenza e C*-decrescenza garantiscono che la precedente condizione
vale per ogni x,ye [a,b] e per ogni x,ye [b,c].

Si supponga adesso a<x<b<y<c e sia A*e (0,1) tale che b=x+A*(y-x).

Per la C*-crescenza di f nell’intervallo [x,b] si ha che f(x+A(y-x))e f(x)+C*
VAe (0,A*]; per la C*-decrescenza di f in [b,y] si ha invece f(x+M(y-x))e f(y)+C*
VAe[A*,1); da queste due condizioni si ha la tesi, tenuto conto che C & con-
vesso e puntato e che f(y)e f(x)+C. Il caso a<y<b<x<c ¢& del tutto analogo al
precedente. ¢

2.4.3. Mappe monotone generalizzate :

In letteratura, il concetto di monotonia di una funzione & stato esteso a livello
vettoriale limitatamente alle mappe, particolari funzioni vettoriali definite in R" e
con codominio sempre in R°. Karamardian e Schaible [11, 19] hanno introdotto
diversi tipi di mappe monotone generalizzate aventi diverse applicazioni, ad
esempio in problemi di complementarieti. Di seguito viene fornita, per
completezza, una rassegna dei principali risultati relativi a tali classi di funzioni
vettoriali, per le cui dimostrazioni si rimanda a [11, 19].

Definizione 2.4.4 Una funzione F:C—R", con CcRY, & detta;

monotona T .
(mt) se (y-x)"(F(y)-F(x))20 Vx,ye C;

strettameilslg t1)nonotona se (y-x)T(F(y)-F(x))>0 Vx,ye C, xzy;

fortemente monotona se 300 t.c. (y-x)T(F(y)-F(x))2ally-xI? Vx,ye C;

(f.mt)
pseudczl—)ﬁct))notona se (y-x)TF(x)20 = (y-x)TE(y)20 Vx,ye C;
strettamente(s;c:lllltc;o-monotona se (y-x)"F(x)20 = (y-x)TF(y)>0 Vx,yeC, x#y;

fortemente &sggf-monotona se 3a>0 t.c. (y-x)TF(x)20 = (y-x)"F(y)2ally-xI? Vx,ye C;

quasi-(glrggotona se (y-x)TF(x)>0 = (y-x)"F(y)20 Vx,ye C;
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Vale la seguente proprieta relativa alle mappe pseudo-monotone.

Teorema 2.4.11 Una funzione vettoriale F:C—R?, con CcR", & pseudo-
monotona se e solo se (y-x)F(x)>0 = (y-x)F(y)>0 Vx,yeC.

La relazione tra le varie classi di mappe monotone generalizzate € la seguente:

fpmt| € |spmtf < |pmt
U v )/
fmt{ C |smt| C mt

C (gmt

I seguenti esempi mostrano che tutte queste classi sono distinte 1’una dall’altra.

Esempi 2.4.1

i) 1a funzione F(x)= llg , definita per x>0, ¢ una mappa s.pmt (¢ quindi anche

pmt) ma non ¢ mt (e quindi neanche s.mt);

ii) la funzione F(x)= 1—_}_; , definita per x€[0,1], &€ una mappa f.pmt ma non mt e

quindi neanche f.mt;

iii) la funzione F(x)=x? & una mappa qmt ma non pmt;

iv) la funzione F(x)=x2, definita per x>0, & una mappa s.mt (¢ quindi anche
s.pmt) ma non f.pmt (e quindi neanche f.mt);

v) la funzione F(x)={ 0 per x<0

X per x>0 € una mappa pmt ’ma non s.pmt;

vi) la funzione F(x)=0 & una mappa mt ma non s.mt.

Nel caso in cui una mappa F rappresenti il gradiente di una funzione differenzia-
bile f:C—oR, con CcR™ convesso, & possibile caratterizzare 1a mappa F tramite la
convessitd generalizzata della funzione f. Per non appesantire la forma del
seguente teorema, la monotonia o concavitd generalizzata delle funzioni in
esame saranno espresse tramite il simbolo corrispondente.

Teorema 2.4.12 Sia f una funzione differenziabile definita sull’insieme aperto
convesso CcR".

i) lamappa Vf & mt se e solo se la funzione f & cx;

ii) la mappa Vf & s.mt se e solo se la funzione f & s.cx;
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iii) la mappa Vf ¢ f.mt se e solo se la funzione f & f.cx;
iv) la mappa Vf & pmt se e solo se la funzione f & pcx;
v) la mappa Vf & s.pmt se e solo se la funzione f & s.pcx;
vi) la mappa Vf & gmt se e solo se la funzione f & qcx.

Una caratterizzazione di questo tipo non vale per le mappe fortemente monoto-
ne, anche se ¢ possibile dimostrare il seguente risultato.

Teorema 2.4.13 Sia f una funzione differenziabile definita sull’insieme aperto
convesso CcR". Se la mappa V£ & fortemente pseudo-monotona allora:

Joc0 t.c. f(y)<f(x)+ -:12- ally-xi> = (y-x)TV(x)<0 Vx,yeC, xy

e quindi la funzione f ¢ fortemente pseudo-convessa.

Bibliografia

[11 Behringer, F.A., Lexicographic quasiconcave multiobjective
programming, ZOR-Zeitschrift fur Operations Research, vol. 21, pp. 103-
116, 1977.

[2] Cambini, A. and L. Martein, Linear fractional and bicriteria linear
fractional programs, in “Generalized Convexity and Fractional
Programming with Economic Applications”, vol. 345, edited by A.
Cambini, E. Castagnoli, et al., Springer-Verlag, Berlin, pp. 155-166, 1990.

[3] Cambini, A. and L. Martein, An approach to optimality conditions in
vector and scalar optimization, in “Mathematical Modelling in
Economics”, edited by W.E. Diewert, K. Spremann, and F. Stehling,
Springer- Verlag, Heidelberg, pp. 345-358, 1993.

[4] Cambini, R., Una nota sulle possibili estensioni a funzioni vettoriali di
significative classi di funzioni concavo-generalizzate, Technical Report
57, Dipartimento di Statistica e Matematica Applicata all’Economia,
Universita di Pisa, 1992.

127



Cap.

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

2 Concavitd generalizzata: caso vettoriale

Castagnoli, E. and P. Mazzoleni, Scalar and vector generalized convexity,
in “Nonsmooth optimization and related topics”, edited by F.H. Clarke,
VF. Dem’yanov, and F. Giannessi, Plenum Press, New York, 1989.

Choo, E.U. and D.R. Atkins, Bicriteria linear fractional programming,
J.O.T.A,, vol. 36, pp. 203-220, 1982.

Choo, E.U. and D.R. Atkins, Connectedness in multiple linear fractional
programming, Management Science, vol. 29, pp. 250-255, 1983.

Gulati, T.R. and M.A. Islam, Proper efficiency in linear fractional vector
maximum problem with generalized convex constraints, European
Journal of Operational Research, 1987.

Henig, M.1., A generalized method of approximating the set of efficients
points with respect to a convex cone, in “Organisations: multiple agents
with multiple criteria”, edited by J.N. Morse, Springer, Berlin, pp. 140-144,
1981.

Jahn, J., Mathematical vector optimization in partially ordered linear
spaces, Springer-Verlag, Frankfurt, 1986.

Karamardian, S. and S. Schaible, Seven kinds of monotone maps, J. of
Optimization Theory and Appl., vol. 66, pp. 37-46, 1990.

Kaul, R.N. and B. Gupta, Efficiency and linear vector maximum value
problem, ZAMM, vol. 60, pp. 112-113, 1980.

Kornbluth, J.S.H. and R.E. Steuer, multiple objective linear fraction
programming, MS, vol. 27, pp. 1024-1039, 1981.

Luc, D.T., Theory of vector optimization, Lecture Notes in Economics and
Mathematical Systems, vol. 319, Springer-Verlag, Berlin, 1988.

Mangasarian, O.L., Pseudo-convex functions, J. SIAM Control Ser. A, vol.
39 pp- 281'290, 1965.

128



Cap. 2 Concavitd generalizzata: caso vettoriale

[16] Martein, L., On the bicriteria maximization problem, in “Generalized
Convexity and Fractional Programming with Economic Applications”, vol.
345, edited by A. Cambini, E. Castagnoli, et al., Springer-Verlag, Berlin, pp.
77-84, 1990.

[17] Schaible, S., Bicriteria quasiconcave programs, Cahiers du C.E.R.O., vol.
25, pp. 93-101, 1983.

[18] Schaible, S., Fractional Programming, ZOR-Zeitschrift fur Operations
Research, vol. 33, pp. 39-54, 1983.

[19] Schaible, S., Generalized Monotonicity, Technical Reﬁért 61, Dipartimento
di Statistica e Matematica Applicata all’Economia, Universita di Pisa, 1992.

[20] Singh, C., A class of multiple-criteria fractional programming problem,
Journal of Mathematical Analysis and Applications, vol. 115, pp. 202-213,
1986.

[21] Singh, C. and M.A. Hanson, Saddle point theory for nondifferentiable
multiobjective programming, Journal of Information and Optimization
Sciences, vol. 7, pp. 41-48, 1986.

[22] Stancu-Minasian, I.M., A survey of methods used for solving the linear
fractional programming problems with several objective functions, in
“Symposium on Operations Research”, vol. 40, edited by R.E. Burkard
and T. Ellinger, Konigstein, Hain Meisenheim, pp. 159-162, 1981.

[23] Thompson, W.A. and D.W. Parke, Some properties of generalized
concave functions, Operation Research, vol. 21, pp. 305-313, 1973.

[24] Weber, R., Pseudomonotonic multiobjective fractional programming,
Cahiers du C.E.R.O,, vol. 25, pp. 115-128, 1983.

129



3. Condizioni di ottimalita per
problemi scalari e vettoriali

Uno dei principali campi di applicazione della concavita generalizzata ¢ quello
della ottimizzazione e della determinazione di condizioni di ottimalita; si pud
anzi dire che la definizione di alcune classi di funzioni concave generalizzate sia
stata suggerita dall’esigenza di avere classi di funzioni, le piu ampie possibili,
che verificassero determinate proprieta di ottimo.

Dal punto di vista dell’ottimizzazione difatti le funzioni concave godono di
notevoli proprieta, quali 1’ottimalita globale di un punto critico o di un ottimo
locale nei problemi di massimo, la convessita dell’insieme dei punti di massimo
globale, la sufficienza (sotto opportune condizioni) delle condizioni di Karush-
Kuhn-Tucker, la convergenza di determinati algoritmi iterativi di massimo.

Scopo di questo capitolo & quello di presentare alcune condizioni di ottimalita
relative ai problemi scalari ed a quelli vettoriali; in particolare 1’approccio che
verra seguito permette di estendere e proporre in forma pil generale tutti i
risultati proposti in [3-5, 7]. In tale approccio le condizioni di ottimalita sono di
tipo puntuale e sono inizialmente rivolte a vertici di insiemi stellati, in modo da
non richiedere la convessitd della regione ammissibile e la concavitd
generalizzata della funzione obiettivo su tutta la regione ammissibile stessa; tale
studio permette di riottenere semplicemente come corollari tutti i classici risultati
noti in letteratura; in seguito condizioni di ottimalitd sono determinate, senza
alcuna ipotesi di concavitd generalizzata, sfruttando le direzioni del cono
tangente alla regione ammissibile.

Si osservi infine che tale approccio permette di ottenere risultati sia per i proble-
mi scalari che per quelli vettoriali.
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3.1. Definizioni e concetti preliminari

Al fine di rendere piu chiara e scorrevole 1’esposizione dei vari risultati, in
questo primo paragrafo si definiscono i principali strumenti che permetteranno
lo studio delle condizioni di ottimalita scalare e vettoriale; verranno inoltre
ricordate alcune proprieta classiche dell’analisi vettoriale.

3.1.1. 1l cono tangente di Bouligand

Una parte delle condizioni di efficienza locale che verranno descritte in questo
capitolo saranno basate sul comportamento della funzione obiettivo lungo le
direzioni appartenenti al cono tangente di Bouligand, di cui Sl ricorda di seguito
la definizione [1]. ‘

Definizione 3.1.1 Dato un insieme SCR", S#@, ed un punto x, appartenente
alla chiusura di S, si dice cono tangente ad S nel punto X, il cono T(S,x,) di
vertice 1’ origine definito come:

T(S,xp)={xe R": I{x, } S, X, =%, I{ALJR, A oo, x=k5ﬂokk(xk-xo)}.

dove R denota I’insieme dei numeri reali positivi.

Per utilita di trattazione il cono tangente T(S,x,) verra espresso come cono

generato dalle proprie direzioni; vale al riguardo la seguente proprieta di
semplice verifica.

Proprieta 3.1.1 Sia T(S,x,) il cono tangente relativo ad un punto x, apparte-
nente alla chiusura di un insieme non vuoto SCR"®; allora T(S,x,) pud essere
espresso nel seguente modo:

T(S.xp={0}u{xeR": x=Ad, A>0, de D},

dove Dy, denota I'insieme delle direzioni di T(S,x,), ovvero:

XxXg
Di={de R": 3{x, }cS\{x,}, x,—%,, d= m lek-xoll}

Osservazione 3.1.1 Nel caso in cui I’insieme S sia la regione ammissibile di un

problema di ottimo scalare o di estremo vettoriale ed inoltre S sia costituito dal
solo punto x, si ha T(S,xy)={0} e D;=@; in tale situazione x, & ovviamente un

punto di ottimo od un punto efficiente del problema. Per evitare questo caso
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banale si supporra in seguito che x, sia punto di accumulazione per S o, equiva-
lentemente, che sia D#0; sotto tale ipotesi il cono tangente si pud pertanto

esprimere nella forma:
T(S,xy)={xe R™ x=Ad, A>0, de D }.

Le proprieta relative al cono tangente, piu utili ai fini dello sviluppo del capitolo,
sono quelle espresse dal seguente teorema.

Teorema 3.1.1 Sia SCR", S#0, ed x, un punto appartenente alla chiusura di S.
i) T(S,xy) € un cono chiuso;
ii) se S & convesso allora T(S,x,) & un cono chiuso e convesso.

Un altro cono, che sara in seguito molto utile, & il cono delle direzioni ammissibili,
di seguito definito.

Definizione 3.1.2 Dato un insieme SCR", S#@, ed un punto x, appartenente
alla chiusura di S, si dice cono delle direzioni ammissibili ad S nel punto x, il
cono F(S,x,) di vertice I’ origine definito come:

F(S.xp)={xe R™: 35>0 tale che x;+AxeS VA(0,9)}.
Si denotera inoltre con De={deF(S,x,): lldli=1} I’insieme delle direzioni che
generano il cono F(S,x).

Il seguente teorema mostra alcune proprieta del cono delle direzioni ammissibili.

Teorema 3.1.2 Sia SCR", S0, ed x,, un punto appartenente alla chiusura di S.

) FExpcT(Sxy e DDy
ii) se S é stellato di vertice x, allora Clos(F(S,x,))=T(S,x).

Si osservi che solamente in alcuni casi particolari si ha F(S,x,)=T(S,x,) ¢ D=1,
ad esempio nel caso in cui x, & il vertice di un cono poliedrico oppure ¢ interno
alla regione ammissibile.
In quest’ultimo caso, che verra esaminato esplicitamente nel presente capitolo,
risulta F(S,x,)=T(S,x,)=R"; per comodita di notazione verra pertanto utilizzata la
notazione 7" per indicare 1’insieme delle direzioni di R™:

PP={de R": lidi=1},
ricordando che T'=D =D, se x, & interno alla regione ammissibile.
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Le condizioni di ottimalita scalari e di efficienza vettoriali, saranno basate sul ve-
rificarsi o0 meno di certe proprieta lungo le direzioni del cono tangente o del co-
no delle direzioni ammissibili; a tal fine si definiscono i seguenti ulteriori insiemi.

Definizione 3.1.3 Sia data una direzione de R", lldll=1, ed un valore reale £>0;
si definiscono i seguenti coni convessi:
i) K(d,e) ¢il conodi vertice I’ origine tale che:
K(d,e)={xeR"™ x=Ay, A20, ye R" tale che lly-dlie};
if) ry &ilraggio {xe R": x=Ad, A>0} generato dalla direzione de R".

3.1.2. Funzioni direzionalmente derivabili con regolarita

Nell’approccio che verra seguito nei paragrafi successivi per caratterizzare,
tramite le direzioni del cono tangente, 1’ ottimalita o I’efficienza di un punto x,,
sara necessario studiare, a partire da una successione {x, }cS\{x,} convergente
ad x, e tale che lm Il—xk_x—ll'd I’esistenza del limite, per k—+oo, della succes-
F(xk)-F(xo)
lix, -Xoll
L’importanza della classe di funzioni che sara di seguito definita, & nel fatto che

per esse un tale limite esiste ed ¢ uguale alla derivata direzionale (1), rispetto alla
direzione d, della funzione F nel punto x,.

sione _ , dove F ¢ la funzione obiettivo del problema.

La definizione di questa classe di funzioni & identica sia per il caso scalare che
per il caso vettoriale, essa quindi sara studiata direttamente per il caso vettoriale;
anche le dimostrazioni di alcune proprieta di tali funzioni verranno dimostrate
solo per il caso vettoriale, essendo quello scalare un semplice caso particolare.

1 Si consideri una funzione vettoriale F:A—»R™, con ACR" aperto, ed un punto x,c A. F & detta
direzionalmente derivabile in x se ammette derivata direzionale finita lungo ogni direzione de R", ovvero
se per ogni direzione de R", lldli=1, esiste finito il limite, chiamato derivata direzionale di F in xq nella
direzione d, %:(xo)=t1' M}—o)‘, ovviamente risulta aF(xo) [al:l (xg),-. ,—m(xo)]

Si considen una funzmne vettoriale F:A—»R™, con ACR" aperto, direzionalmente derivabile nel punto
X€ A. Se 2 (xo)--a(_d) (o) Vde R, lldli=1, allora si definisce matrice Jacobiana di F in x,) la seguente

matrice con m righe ed n colonne: Ji(xy) = [ae (xg)»- aell(xo)] [VFl(xo) VFm(xo)] , dove

€1,---€n SONO i vettori componenti la base canonica di R".

133



Cap. 3 Condizioni di ottimalit per problemi scalari e vettoriali

Definizione 3.1.4 Si consideri una funzione vettoriale F:A—R™ definita su un
aperto AcR", direzionalmente derivabile in un punto xy€ A.
F & detta direzionalmente derivabile con regolarita in x, se:

. hy _ F(xgth)-F(xp) aF
fimg =4 implica fim == T =54(%0) G.L.1)

hn—)o

dove {hy}cR" & una successione di vettori non nulli convergente all’origine.

La condizione (3.1.1) ¢ piu forte della derivabilita direzionale e piu debole della
differenziabilita (2), come mostra il seguente teorema.

Teorema 3.1.3 Si consideri una funzione vettoriale F:A—RX™ definita su un
aperto ACR", ed un punto xy€ A. Se vale almeno una delle seguenti condizioni:
i) Fé direzionalmente derivabile e Lipschitziana in un intorno di X 3,

ii) F é differenziabile in x,,,

allora F & direzionalmente derivabile con regolarita in xg .

. . . . . o . hy
Dim. Sia {h,}—0 una successione di vettori di R" tale che =d.
tig—0 Ilhyll

1) Si osservi inizialmente che

Flxg+hy)-F(xg) ot "IIh P-FoHald) - Eie iyl d)-Fexg)
ol - T + ™ :

Per la Lipschitzianita della F in un intorno di x, esiste una costante reale >0
tale che, al tendere di h, a 0, IF(xy+lIh,ll IIh ") -F(xg+lhyll d)ll < lihylIL "'i-ﬁnl_l' dil;
n

hy
IF iyl 2-Fx gl ) X
ne consegue che 0< lm_ IIh i < Im Lll—"ﬁ— -dli=0.

hn—’

2 Si consideri una funzione vettoriale F:A—R™, con ACR" aperto, ed un punto x¢€ A.
F & detta differenziabile in x, se esiste una matrice M(F,xy), dipendente da F e da x,, tale che risulta

- F(xg+h)-F(xo)-M(Fxp)'h
h=0 {thil

=0; si ricordi che se F ¢ differenziabile in x,) allora & M(F,xg) = J(xg).

Se F & differenziabile possiamo avere il seguente polinomio di Taylor con resto di Peano arrestato al
primo ordine: F(x°+h)=F(x0)+IlhlI%(xo)+llhll o(h,0), con d—ﬁ e lxmc(h,0)=0. esprimibile anche
come F(xg+h)=F(x+JH(xo)h+ llhll (h,0), l2‘_11.nots(h,0)==0.

3 Si ricordi che una funzione F:A—%™, con ACR" aperto, & detta Lipschitziana in un intorno UCA di x,
se JL>0 tale che Iif(x)-f(y)lI<Llix-yll Vx,ye U.
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Si ha percio:

h, |
_ Fagth)Fxg) . FGoHiballip p-FGoHibglld) = g i id)-Fexg)
b0 Nhgll 55 bl . bl =
_ . F(xgHlihylld)-F(x)) oF
= i, T =23d%0) -
ii) Essendo F differenziabile si ha per il polinomio di Taylor con resto di Peano

arrestato al primo ordine:
. F(xgthy)-F(xo) .. Je(xg)hy +lIhpll o(hy,0)

hp—0 {th,|! ~ hg—0 Il =
= lim Je(x) i+ fm (b 0)=Te(xo)d =
= Jm, Je(xo) i+ i, 0(hy,0)=Je(xo)d = 5 (Xo) . ¢

I seguenti esempi evidenziano come la classe delle funzioni direzionalmente de-
rivabili con regolarita sia piu generale della classe di funzioni differenziabili e
della classe di funzioni direzionalmente derivabili e localmente Lipschitziane;
mostreranno inoltre come anche queste ultime due classi siano distinte tra loro.

Esempi 3.1.1 Si considerino le seguenti funzioni scalari definite su tutto I’insie-

- \VIxPsind
me de reali: f(x)z{ P sing perx20  o)=ixl ed h(x)=f(x)+g(x).

0 per x=0
Tutte e tre le funzioni sono direzionalmente derivabili con regolarita in x;=0; in

particolare la funzione f € in xy=0 differenziabile ma non Lipschitziana in un
intorno di x,, la funzione g & in x,=0 direzionalmente derivabile e Lipschitziana
in un intorno di x, ma non differenziabile, mentre 1a funzione h & direzionalmen-
te derivabile con regolarita ma non & né Lipschitziana in un intorno di x, né
differenziabile.

Il diagramma seguente mostra graficamente le relazioni di inclusione propria
intercorrenti tra le classi in esame di funzioni direzionalmente differenziabili.

C | Differenziabili | C

Classe Direzionalmente Direzionalmente Direzionalmente

c! e Derivabili c Derivabili
<l Il?gcnvlabﬂ;te C | conRegolarita
Lipschitziane
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3.1.3. Polare positivo di un cono
Molto utile sara nel terzo paragrafo il concetto di polare positivo di un cono C,
di cui si ricorda di seguito la definizione [1, 13] ed alcune utili proprieta.

Definizione 3.1.5 Sia CcR™ un cono qualsiasi; si definisce:
i) polare positivo di C il cono chiuso convesso:
Cr={aeR™ aTc=>0 Vce C};
i) polare positivo stretto di C il cono convesso:
CH={aeR™: aTc>0 VceC, c20}.
Si osservi inoltre che valgono le seguenti relazioni di inclusione:
{0}cCt e CHcC

La seguente proprieta mostra sotto quali ipotesi il polare positivo ed il polare
positivo stretto di un cono sono insiemi non vuoti.

Proprieta 3.1.2 Sia CcR™ un cono chiuso convesso con interno non vuoto.
i) C*#{0} se e solo se 0 Int(C);
ii) C*=0 se e solo se C & puntato.

Alcunt risultati del terzo paragrafo saranno basati sul seguente risultato, che
esprime una relazione tra un vettore non nullo del polare positivo di un cono C
ed i vettori appartenenti all’interno del cono C stesso.

Teorema 3.1.4 Sia CcR™ un cono con interno non vuoto tale che C*#{0}.
Allora per ogni ae C*, 00, risulta oTc>0 Ve C%.

Dim. Per definizione risulta aTc20 Vce C Vae C*. Si supponga per assurdo
I’esistenza di un ae C*, a0, e di un vettore Te C? tale che aTc=0; poiché
te C% esiste una sfera B di centro 1’origine tale che t+eBcC Vee (0,1); ne
consegue che af(T+eu)=0Tc+eaTu=eaTu>0 Vee(0,1) VueB,; risulta quindi
aTu20 VueB. Poiché perd per ogni vettore ue B sicuramente anche il vettore
-ueB, deve essere Tu=0 VueB e quindi =0, condizione che nega I’ipotesi. ¢

Si ricordano infine i seguenti noti risultati di separazione tra coni convessi.

Proprieta 3.1.3 Sia CcR™ un cono chiuso, convesso e con interno non vuoto
e sia WCR™ un cono convesso e non vuoto. Si ha:
i) se C®W=@ allora Jae C*, 00, tale che aTw<0 VweW.

Se inoltre C & puntato e W & chiuso, risulta che:
ii) se CNW={0} allora Jo.e C** tale che aTw<0 VweW.

136



Cap. 3 Condizioni di ottimalitd per problemi scalari e vettoriali

3.2. Problemi di ottimo scalare

In questo paragrafo verra inizialmente studiato I’apporto fornito dalle funzioni
concave generalizzate nella determinazione di condizioni di ottimalita locale e
globale per il vertice di un insieme stellato; in seguito verra mostrato come tale
approccio permetta di ottenere come semplici corollari tutti i noti risultati della
letteratura relativi all’ottimalita globale di un ottimo locale o di un punto critico.
Verranno infine determinate altre condizioni di ottimalita per mezzo dello studio
del comportamento della funzione obiettivo lungo le direzioni del cono tangen-
te alla regione ammissibile.

3.2.1. Problema in esame e concavita generalizzata nel punto
In questo paragrafo si considera il seguente problema di massimo scalare:

]

max f(x)
P: { xe$

dove f & una funzione scalare f:A—R definita sull’insieme aperto ACR" ed ScA
¢ la regione ammissibile del problema; sia inoltre U I’insieme delle soluzioni
ottime del problema P.

In seguito verranno di volta in volta specificate le eventuali ulteriori caratteristi-
che della funzione f, che potra essere direzionalmente derivabile o differenziabi-
le, e dell’insieme S, che potra essere convesso o stellato di vertice xq.

Nella seguente Definizione 3.2.1 si ricordano, per pura completezza, le classiche
definizioni di punto di massimo locale e di massimo locale stretto.

Definizione 3.2.1 Si consideri il problema P. Un punto xpe S sara detto:
i) punto di massimo per f rispetto alla regione S se:

ByesSS tale che f(y)>f(xg), ovvero se f(y)<f(xg) VyeS;
ii) punto di massimo stretto per f rispetto alla regione S se:

Bye S tale che f(y)2f(xg), ovvero se f(y)<f(xg) VyeS.
Un punto xpe€ S sara altresi detto punto di massimo locale [punto di massimo
locale stretto] per f su S se esiste un intorno ICR™ di x, per cui le precedenti
proprieta sono verificate in B=INS. In alcuni casi sara utile riferirsi ad un punto
di massimo locale per f su S come ad un punto di massimo per f rispetto ad una
regione B=INS.
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Alcune delle condizioni di ottimalita che verranno stabilite in questo paragrafo
sfrutteranno la concavita generalizzata della funzione obiettivo f; per questi
risultati sara pertanto necessario assumere la convessita dell’insieme S. Alcune
condizioni saranno pero relative ad un determinato punto xy€ S; in tali casi, per
determinare condizioni di ottimalita in forma pil generale, & sufficiente supporre
I’insieme S stellato di vertice x, e 1a funzione obiettivo f concava generalizzata
nel punto x(, rispetto al solo insieme S. Si osservi, per meglio comprendere la

generalita dell’approccio, che una funzione localmente concava generalizzata in
X, Tispetto ad un insieme S non & necessariamente concava generalizzata in x,

in un intorno di x,,, come & mostrato nel seguente Esempio 3.2.1.

Esempio 3.2.1 Si consideri la funzione reale a valori reali f(x)=-x>.
Essa ¢ localmente pseudo-concava in x;=0 rispetto all’insieme S={xeR: x>0};

non lo & perd rispetto ad un qualsiasi intorno di x,=0, dal momento che
nell’insieme {xe R: x<0} essa & strettamente convessa.

Si definiscono pertanto le seguenti classi di funzioni concave generalizzate, che
estendono quelle definite nel primo capitolo.

Definizione 3.2.2 Sia ScR" un insieme stellato di vertice x4 ed f:S—5R una
funzione scalare a valori reali. La funzione f & detta:

quasi-concava in xp su S se per ogni ye S vale la condizione:
f(y)2f(xo) = f(xo+My-%0))2f(xg) VA&(0,1);

strettamente quasi-concava in xg su S se Vye S, y#x,, vale la condizione:
f(y)f(xg) = f(xg+My-x0))>f(xg) VAe(0,1);

semi quasi-concava in xp su S se per ogni ye S vale la condizione:
f(y)>f(xg) = f(xo+A(y-%0))2f(x0) VA€ (0,1);

semistrettamente quasi-concava in xo su S se per ogni ye S vale la condizione:
fly)>f(xg) = f(xo+A(y-x0))>f(x9) VAe(0,1);

quasi-concava in senso esteso in xp su S se per ogni ye S vale la condizione:
f(y)=f(xo) = f(xg+Aly-x0)2f(xg) VAe(0,1);

strettamente quasi-concava in senso esteso in xo su S se VyeS, y#x,, si ha:
f(y)=f(xp) = f(xg+My-xo))>f(x9) VAe(0,1).
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Definizione 3.2.3 Sia ScR" un insieme stellato di vertice x4 ed f:S—R una
funzione scalare direzionalmente derivabile in x,. La funzione f & detta:
pseudo-concava in xo su S se per ogni ye S vale la condizione:

3&(y)>0 tale che VA€(0,1)
f(y)>f(xo) = { f(xg+My-Xo) ZEKHA(1-AE(Y) *

strettamente pseudo-concava in xp su S se Vye S, y#x,, vale la condizione:

3E(y)>0 tale che VAe(0,1)
f(y)=f(xo) = { f(xg+MY-Xo)2E (X HA(-AE(Y) *

dove (y) & una funzione dipendente solamente da y.

Nel caso in cui le funzioni di tipo pseudo-concavo in X, su.S siano direzional-
mente derivabili nel punto x,, valgono i seguenti risultati. ~

Teorema 3.2.1 Sia SCR® un insieme stellato di vertice x, ed f:S—R una fun-
zione scalare direzionalmente derivabile in x,.

i) Sefé pseudo-concava in xo su S allora per ogni ye S vale la condizione:

af -
- f(y)>f(xy) = gd-(x0)>0 con d=%;ﬁ;

i) Se f ¢ strettamente pseudo-concava in xo su S allora VyeS, y#x,, si ha:
of y-X
f(y)2f(xp) = 35(x0)>0 con d=ﬁ;
Dim. Per ipotesi per ogni ye S, y#x,, e VAe(0,1) risulta:

A-NEY) oy
fxptAy-x)-fGxg) ] Y-l se f & pev in xg su S ed f(y)>f(xo)
A.Ily-xoll 1 A-MEY)

TTy-xgil se f & s.pcv in x4 su S ed f(y)2f(x,)

f(x +A(y-x,))-fi
Per la derivabilita direzionale di f in x, risulta )!15}) (xo+7t.(ll);-x£3|)l (XQ)=%(XO),

con d= "—;,_% , da cui le tesi ricordando che &(y)>0. ¢
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3.2.2. Convessita dell’insieme dei massimi globali

Come & noto la convessita dell’insieme U dei massimi globali & garantita nel caso
in cui f appartenga alla classe delle funzioni quasi-concave; tale proprieta sus-
siste anche per la classe piu ampia delle funzioni quasi-concave in senso esteso,
come & dimostrato nel seguente teorema.

‘Teorema 3.2.2 Si consideri il problema P con S convesso ed f concava genera-

lizzata in tutto I’insieme S.

i) Se f & quasi-concava in senso esteso ed U#{ allora U & convesso.

ii) Se f & strettamente quasi-concava in senso esteso ed U#@ allora U & costi-
tuito da un solo punto.

Dim. i) Siano x,ye U; poiché f(y)=f(x) ed f & quasi-concava in senso esteso,

risulta f(x+A(y-x))2f(x)=f(y) VA& (0,1) e quindi, per I’ottimalita di x ed y, deve

necessariamente essere f(x+A(y-x))=f(x)=f(y) VA€ (0,1) da cui la tesi.

ii) Si supponga per assurdo che esistano due punti distinti x,ye U. Poiché f &

strettamente quasi-concava in senso esteso e f(y)=f(x), si ha f(x+A(y-x))>f(x)

VAe(0,1), condizione assurda dal momento che f(x) & il massimo valore che la

funzione puo assumere. ' *

Nel seguente esempio 3.2.2 i) si mette in evidenza che in assenza di ipotesi di

quasi-concavita in senso esteso niente si pud dire, in generale, sulla convessita

dell’insieme U dei massimi globali; I’esempio 3.2.2 ii) invece evidenzia che la

classe delle funzioni quasi-concave in senso esteso raccoglie, rispetto a quella

delle quasi-concave, un maggior numero di funzioni aventi insieme U convesso.

Esempi 3.2.2
i) f(x)4 _01 gglr- f;% : & sm.qcv ma non e.qcv, ogni punto x#0 & di massimo

globale e quindi U non & convesso.

0 x=1
ii) f(x)=[1 perx€[0,1] : & e.qcv ma non qev ed il suo insieme U dei massimi
2 perxe]l,2] '

globali € convesso.
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3.2.3. Condizioni di ottimalita lungo le direzioni

Come & stato osservato in [5], non vi € in generale alcuna relazione tra
I’ ottimalita locale rispetto ad una regione e I’ottimalita lungo le singole direzioni
ammissibili. Al riguardo il seguente Esempio 3.2.3 mostra un problema, con
regione ammissibile data localmente da un cono di vertice x,, nel quale il punto
Xq, pur non essendo di massimo locale rispetto all’intera regione ammissibile,
risulta di massimo locale stretto rispetto ad ogni singola direzione appartenente
alla regione ammissibile.

Esempio 3.2.3 Si consideri il seguente problema scalare:
. { max £(x,y)=(y-x*)(xy)
L xy)eS={(x,y)e K% x20, y20 ed x4+y3<1}

Si verifica facilmente che f(x,y)=0 per y=x? ed y=x*, f(x,y)<0 per y>x? ed y<x*,
f(x,y)>0 per x*<y<x?; di conseguenza 1’origine non pud essere punto di massi-
mo locale per il problema P, visto che in ogni suo intorno esistono punti in cui la
funzione assume valori positivi. L’origine & perd punto di massimo locale stret-
to rispetto ad ogni singola direzione appartenente alla regione ammissibile.
Restringendo infatti la funzione f lungo la retta x=0 si ha £(0,y)=-y* e quindi,
essendo f(0,0)=0, I’origine & di massimo locale stretto su essa; analogo & il
risultato relativo alla retta y=0 lungo la quale f(x,0)=-x°. 1l risultato non cambia
neanche applicando la restrizione lungo la retta y=mx, con m>0, poiché per
xe (0,m), e quindi ye (0,m?), la funzione assume valori negativi.

Assumendo invece delle ipotesi di concavita generalizzata nel punto x, & possi-
bile caratterizzare, per mezzo del comportamento della funzione lungo le dire-
zioni ammissibili, I’ ottimalita locale del punto, ottimalita locale che sara espressa
sotto forma di ottimalita rispetto ad un insieme B=INS, con ICR" intorno di x,.
Si inizia questa analisi con dei teoremi che sfruttano le classi di funzioni di tipo
quasi-concavo.
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Teorema 3.2.3 Si consideri il problema P con S stellato di vertice Xy ; siano

inoltre ICR™ un intorno di x, ¢ B=INS. Le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) Xg € un punto di massimo per f rispetto alla regione BCS;

il) xo € di massimo locale rispetto ai raggi xo+14, de D, ed f & semistrettamente
quasi-concava in x, su B.

Se inoltre f ¢ direzionalmente derivabile in x, le precedenti condizioni sono

equivalenti alla successiva:

ii) %(XO)SO Vde D, x, € di massimo locale rispetto ai raggi xy+14, de T, tali

che gf—d(xo)=0 ed inoltre f & semistrettamente quasi-concava in X, su B.

Se inoltre f & di classe (? in x, le precedenti condizioni sono equivalenti alla

successiva:

iv) dTV£(x9)<0 Vde Dy, d™V(x,)d<0 Vde D; tale che d"V1(x9)=0, X, & di mas-
simo locale rispetto ai raggi xy+14, de Dy, tali che dTVf(xy)=0 e d"V*f(x()d=0
ed inoltre f ¢ semistrettamente quasi-concava in X, su B.

Dim. i)=>ii),iii),iv) Sia x, un punto di massimo per f rispetto alla regione BCS;

ovviamente x, risulta di massimo locale rispetto ad ogni raggio xy+14, de Dg,

inoltre la funzione f risulta banalmente semistrettamente quasi-concava dal

momento che per definizione Aye B tale che f(y)>f(xg). Le tesi seguono quindi

dal fatto che non pud esistere alcuna direzione de D per la quale risulti

gf—d(xo)>0 oppure dTVZf(x¢)d>0 con dTV{(x,)=0, poiché tali condizioni negano,

per il teorema di permanenza del segno, I’ottimalita di x, .

ii)=1) Se per assurdo x, non & un punto di massimo per f rispetto alla regione
BcS allora Jye B tale che f(y)>f(xg) e quindi, per la semistrettamente quasi-
concavita di f in B, si ha f(xg+A(y-x4))>f(x9) VAe(0,1), condizione che nega
et 5 43 o . y-X

I’ottimalita di x,, rispetto al raggio xg+ry con d=|'|‘y‘:#(:ﬁ€ De.

iii),iv)=>ii) La tesi segue dal fatto che se per una direzione de Dy risulta
agfa(xoko oppure dTV3f(x4)d<0 con dTVf(xy)=0, allora x, &, per il teorema di

permanenza del segno, punto di massimo locale rispetto a tale direzione. ¢

Si hanno inoltre le seguenti condizioni sufficienti per I’ ottimalita locale del verti-
ce di un insieme stellato.
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Teorema 3.2.4 Si consideri il problema P con S stellato di vertice x,; siano

inoltre ICR" un intorno di x, e B=INS. Condizioni sufficienti affinché il punto

Xg Sia un punto di massimo per f rispetto alla regione BCS sono le seguenti:

i) xo & di massimo locale stretto rispetto ai raggi xo+r4, de Dy, ed f & semi
quasi-concava in x, su B;

i) fé direzionalmente derivabile in x,, %(XO)SO Vde D, X, € di massimo locale

stretto rispetto ai raggi xg+14, d€ Dp, tali che %(xo)=0 ed inoltre f & semi
quasi-concava in x, su B;
ifi) £ di classe €2 in %o, dTVE(xg)<0 Vde D, , dTV(x,)d<0 Vde D; tale che
dTV1(x0)=0, X, & di massimo locale stretto rispetto ai raggi xg+1g, de D, tali
che dTVf(x,)=0 e d"V?f(x,)d=0 ed inoltre f & semi quasi-concava in x, su B.
Dim. Dimostrazione analoga a quella del precedente Teorema 3.2.3. .

Relativamente ai punti di massimo locale stretto si hanno le seguenti condizioni.

Teorema 3.2.5 Si consideri il problema P con S stellato di vertice x4 ; siano

inoltre ICR® un intorno di x, € B=INS. Le seguenti condizioni sono equivalenti:

1) Xq ¢ un punto di massimo stretto per f rispetto alla regione BCS;

ii) xo¢& di massimo locale [massimo locale stretto] rispetto ai raggi xo+rq4, de T,
ed f ¢ strettamente quasi-concava [quasi-concava] in x, su B.

Se inoltre f ¢ direzionalmente derivabile in x, le precedenti condizioni sono

equivalenti alla successiva: |

ii) gf—d(xo)so Vde T, x, ¢ di massimo locale [massimo locale stretto] rispetto ai

raggi Xg+rq, de Dy, tali che gf—d(x0)=0 ed inoltre f ¢ strettamente quasi-

concava [quasi-concava] in x, su B.

Se inoltre f & di classe (2 in x,, le precedenti condizioni sono equivalenti alla

successiva:

iv) d"V£(x()<0 Vde D, dTV*(x()d<0 Vde D; tale che dTVf(x()=0, x, & di mas-
simo locale [massimo locale stretto] rispetto ai raggi xo+1q, de Dy, tali che
dTV1(x0)=0 e d*V?f(x,)d=0 ed inoltre f & strettamente quasi-concava [quasi-
concava] in x, su B.

Dim. Dimostrazione analoga a quella del precedente Teorema 3.2.3. ¢

Di seguito vengono presentate altre condizioni necessarie e sufficienti di ottima-
lita che sfruttano le classi di funzioni di tipo pseudo-concavo.
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Si osservi che il seguente teorema & relativo sia ai punti di massimo locale che a
quelli di massimo locale stretto.

Teorema 3.2.6 Si consideri il problema P con S stellato di vertice x,; siano

inoltre ICR™ un intorno di x, € B=INS. Le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) Xg ¢ un punto di massimo [massimo stretto] per f rispetto alla regione BCS;

ii) X, € di massimo locale rispetto ai raggi xg+14, de Dg, ed inoltre f & pseudo-
concava [strettamente pseudo-concava) in x4 su B.

Se inoltre f ¢ direzionalmente derivabile in x, le precedenti condizioni sono

equivalenti alla successiva:

ii) %(XO)SO Vde D, ed inoltre f & pseudo-concava [strettamente pseudo-

concavaj in x, su B.

Teorema 3.2.3 relativamente al caso 1)=ii),iii),iv).

ii)=i) Se f & pseudo-concava [strettamente pseudo-concava] in x, su B allora
¢ anche semistrettamente quasi-concava, la tesi segue quindi dal Teorema 3.2.3.
iii)=1) Per la sufficienza si supponga per assurdo che x, non sia di massimo
per f rispetto alla regione B<S e che quindi 3ye B tale che f(y)>f(x,). Essendo f
pseudo-concava e direzionalmente derivabile in X, risulta, per il Teorema 3.2.1,

che %(xobo con hﬁol—l € D, condizione che contraddice I'ipotesi. ¢

Si osservi che le precedenti condizioni necessarie e sufficienti di ottimalita locale

per il vertice di un insieme stellato, forniscono implicitamente anche le seguenti
condizioni di ottimalit globale, ottenibili assumendo I=R" e B=S.

Corollario 3.2.1 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x,.

Le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) xo € un punto di massimo globale per f rispetto alla regione S;

ii) xo & di massimo locale rispetto ai raggi x¢+14, de Tk, ed f & semistrettamente
quasi-concava in x, su S.

Se inoltre f & direzionalmente derivabile in x, le precedenti condizioni sono

equivalenti alla successiva:

iii) gf—d(xo)so Vde Dy, x, ¢ di massimo locale rispetto ai raggi xg+14, de Dg, tali

che gf—d(xo)=0 ed inoltre f & semistrettamente quasi-concava in x4 su S.
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Se inoltre f ¢ di classe (? in x, le precedenti condizioni sono equivalenti alla

successiva:
iv) dTVf(x0)<0 Vde T, dTV?f(x)d<0 Vde D; tale che d"V{(xo)=0, X, & di mas-
simo locale rispetto ai raggi x5+, d€ Dg, tali che dTVf(x)=0 e d"Vf(x,)d=0

ed inoltre f & semistrettamente quasi-concava in X su S.

Corollario 3.2.2 Si consideri il problema P con S stellato di vertice x,.
Condizioni sufficienti affinché il punto x, sia un punto di massimo globale per f

rispetto alla regione S sono le seguenti:
i) X & di massimo locale stretto rispetto ai raggi xo+14, d€ D, ed f & semi

quasi-concava in xg su S;

ii) f e direzionalmente derivabile in x,, gf—d(xo)SO Vde D, xg ¢ di massimo locale

stretto rispetto ai raggi xy+r4, de Dy, tali che gfa-(xo)=0 ed inoltre f ¢ semi
quasi-concava in xg su S;

iii) f & di classe (2 in xo, dTV{(x¢)<0 Vde Dg, dTV3(x,)d<0 Vde Dy tale che
dTV1f(x9)=0, x, & di massimo locale stretto rispetto ai raggi xo+1g, de D, tali
che dTV£(x,)=0 e d"V?f(x;)d=0 ed inoltre f & semi quasi-concava in x, su S.

Corollario 3.2.3 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x;.

Le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) X, ¢ un punto di massimo globale stretto per f rispetto alla regione S;

if) Xo¢& di massimo locale [massimo locale stretto] rispetto ai raggi Xg+g, de Dy,
ed f ¢ strettamente quasi-concava [quasi-concava] in X4 su S.

Se inoltre f & direzionalmente derivabile in x, le precedenti condizioni sono

equivalenti alla successiva:

iii) gf&(xo)so Vde D, %, & di massimo locale [massimo locale stretto] rispetto ai

raggi xqo+1q, de D, tali che gf—d(xo)=0 ed inoltre f & strettamente quasi-

concava [quasi-concava] in x, su S.

Se inoltre f & di classe (2 in x, le precedenti condizioni sono equivalenti alla

successiva:

iv) dTV£(x()<0 Vde Dy, d"Vf(x()d<0 Vde D tale che d"V£(xy)=0, X, & di mas-
simo locale [massimo locale stretto] rispetto ai raggi xg+14, de Dy, tali che
dTV1(x)=0 e dTV?f(x,)d=0 ed inoltre f & strettamente quasi-concava [quasi-
concava] in x4 su S.
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Corollario 3.2.4 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice xg.

Le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) X, ¢ un punto di massimo globale [massimo globale stretto] per f rispetto alla
regione S; _

ii) Xo ¢ di massimo locale rispetto ai raggi xy+rq, d€ Dg, ed inoltre f & pseudo-
concava [strettamente pseudo-concava] in xq su S.

Se inoltre f ¢ direzionalmente derivabile in x, le precedenti condizioni sono

equivalenti alla successiva:

1ii) gfa(xo)so Vde Dg ed inoltre f & pseudo-concava [strettamente pseudo-

concava] in x, su S.

3.2.4. Ottimalith globale di un massimo locale”

Come ¢ noto la classe piit ampia di funzioni concave generalizzate per le quali
un punto di massimo locale & anche globale & quella delle funzioni semistretta-
mente quasi-concave; in particolare se la funzione & strettamente quasi-concava
allora un punto di ottimo locale & I’'unico punto di massimo globale. Per quanto
riguarda invece le funzioni quasi-concave & noto che un punto di massimo
localestretto ¢ anche ’unico punto di massimo globale. La nuova classe delle
funzioni semi quasi-concave [8] permette di completare questo panorama
relativo all’ ottimalita globale di un massimo locale, come &€ mostrato nel seguente
teorema che mostra tali risultati in forma piu generale, riferendosi al vertice di un
insieme stellato.

Corollario 3.2.5 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x,.

i) Se f & semistrettamente quasi-concava in X, su S ed x, & di massimo locale
per f su S allora X, € anche un punto di massimo globale per f su S.

ii) Se f & strettamente quasi-concava in X, su S ed x, & di massimo locale per f
su S allora x,, & anche I'unico punto di massimo globale stretto per f su S.

iii) Se f & semi quasi-concava in x, su S ed xg & di massimo locale stretto per f
su S allora x, ¢ anche un punto di massimo globale per f su S.

iv) Se f & quasi-concava in X, su S ed x, & di massimo locale stretto per f su S
allora x, ¢ anche I’unico punto di massimo globale stretto per f su S.

Dim. Le tesi seguono direttamente dai Corollari 3.2.1,3.2.2 ¢ 3.2.3. .
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Nel caso in cui S sia un insieme convesso e la funzione f sia concava generaliz-
zata in tutto S si hanno i seguenti risultati, espressi nella forma piu comunemente
usata in letteratura.

Corollario 3.2.6 Si consideri il problema P con S insieme convesso.

i) Se f & semistrettamente quasi-concava allora un punto di massimo locale per
f su S & anche un punto di massimo globale per f su S.

ii) Se f ¢ strettamente quasi-concava allora un punto di massimo locale per f su
S € anche I’unico punto di massimo globale stretto per f su S.

iii) Se f € semi quasi-concava allora un punto di massimo locale stretto per f su
S & anche un punto di massimo globale per f su S.

iv) Se f & quasi-concava allora un punto di massimo locale stretto per f su S &
anche I’unico punto di massimo globale stretto per f su S.

Nel seguente esempio 3.2.4 i) si mette in evidenza che in assenza di ipotesi di
semistretta quasi-concavita niente si puo dire, in generale, sull’ottimalita globale
di un massimo locale non stretto; I’esempio 3.2.4 ii) invece evidenzia come sia
fondamentale I’ipotesi di quasi-concavita per avere un unico punto di massimo
globale.

Esempi 3.2.4
i) f(x)=x+Ixl: & qcv (e quindi sm.qcv) ma non ss.qcv, ogni punto x<0 & di
massimo locale non stretto ma non & di massimo globale.

i) fx)= 0 per x£0,1

1 perx=0,1 ° ¢ sm.qcv ma non qcv; i punti x=0,1 sono sia di massimo

locale stretto sia di massimo globale (che non € quindi unico).
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3.2.5. Ottimalita globale di un punto critico

Come ¢ noto, nell’ambito della concavita generalizzata, la classe di funzioni piu
ampia per le quali un punto stazionario ¢ anche un punto di massimo globale ¢
quella delle funzioni differenziabili pseudo-concave; vale al riguardo il seguente
corollario relativo al vertice di un insieme stellato.

Corollario 3.2.7 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x,

ed f differenziabile in x,.

i) Se f ¢ pseudo-concava in x4 su S ed xy € un punto critico allora x, € anche
un punto di massimo per f rispetto alla regione S.

i) Se f ¢& strettamente pseudo-concava in xq su S ed xq € un punto critico allo-
ra Xo ¢ anche 1’unico punto di massimo stretto per f rispetto alla regione S.

Dim. Le tesi seguono direttamente dal Corollario 3.2.4. = ¢

Nel caso in cui S sia un insieme convesso e la funzione f sia pseudo-concava in
tutto S si hanno i seguenti risultati, espressi nella forma pii comunemente usata
in letteratura [10].

Corollario 3.2.8 Si consideri il problema P con S insieme convesso ed f diffe-

renziabile in Xo-

i) Se f & pseudo-concava in S allora un punto critico & anche un punto di
massimo globale per f su S.

i) Se f ¢ strettamente pseudo-concava in S allora un punto critico € anche
I’unico punto di massimo globale stretto per f su S.

Nel seguente esempio 3.2.5 i) si mette in evidenza che le funzioni di tipo quasi-
concavo non sono sufficienti a garantire 1’ ottimalita globale di un punto critico;
I’esempio 3.2.5 ii) invece evidenzia come sia fondamentale I’ipotesi di stretta
pseudo-concavita per avere un unico punto critico che sia di massimo globale.

Esempi 3.2.5

) f(x)=x> & s.qcv (e quindi ss.qcv) ma non pev, x4=0 & un punto critico ma
non ¢ di massimo globale.

ii) f(x)=k: & pcv ma non s.pcv; tutti i punti sono critici e di massimo globale
(che non & quindi unico).
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3.2.6. Sufficienza delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker
Come & noto, le funzioni concave generalizzate permettono di determinare una
ampia classe di problemi di programmazione differenziabile per la quale le condi-
zioni di Karush-Kuhn-Tucker divengono condizioni sufficienti di ottimalita glo-
bale. Si consideri il problema di massimo vincolato nella forma:

max f(x)
P:4 &®20i=l,...m
xe XcR"

dove X & un insieme aperto, f:X—R e g;:X—NR, ¢ la regione ammissibile &
RA={xe XcR™ g,(x)20 i=l,...,m}.

In ipotesi di differenziabilita della funzione obiettivo e delle funzioni vincolari
ed in presenza di una condizione di qualifica sui vincoli, un punto di massimo
locale verifica le cosiddette condizioni di Karush-Kuhn-Tucker (K-K-T).

Teorema 3.2.7 (Karush-Kuhn-Tucker) Sia P un problema di programmazione
differenziabile e sia X un punto di massimo locale. Se in X & verificata una condi-
zione di qualifica dei vincoli allora esistono m numeri non-negativi A,,...,Ay, tali

che:
-

m
Vf(i)+2 AVg(%)=0
i=1

KKT) Ag(®=0 i=l,....m
g,(%20 i=1,....m
\ I,ZO i=1,...m’

Come ¢ noto le condizioni (K-K-T) rappresentano soltanto una condizione ne-
cessaria ma non sufficiente di ottimalita; per completezza si ricorda il seguente
teorema che evidenzia il ruolo della concavita generalizzata nello stabilire la suf-
ficienza di tali condizioni.
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Teorema 3.2.8 Sia P un problema di programmazione differenziabile dove X &

un insieme convesso, la funzione obiettivo f &€ pseudo-concava e le funzioni vin-

colari g,,...,g;, Sono quasi-concave.

Se X verifica le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker allora X & un punto di

massimo globale per il problema P.

Dim. Si supponga per assurdo che esista un punto ye X tale che f(¥)>f(X) e

g;{(¥)20 Vi=l1,...,m. Per la pseudo-concavita della funzione obiettivo f si ha:
(F-%)VEE)>0 (3.2.1).

Si dimostra adesso preliminarmente che, essendo le funzioni g;, i=1,...,m, quasi-

concave, le funzioni G;=Ag; sono ancora quasi-concave. Se A,=0 la funzione G;

& costante, quindi concava ed in particolare quasi-concava. Se A,>0, presi due
qualsiasi punti x,ye X, G;(y)2G;(x) implica g;(y)2g;(x) che a sua volta, per la
quasi-concavita di g;, implica (y-x)"Vg(x)=0 da cui otteniamo (y-x)"VG;(x)20
ed anche in questo caso G; risulta quindi quasi-concava.

Poiché per ogni i=1,...,m risulta G,(¥)=A,g,(§)20=A,g;(X)=G,(X) abbiamo, per la
quasi-concavita delle G;, (7-X)"VG,(X)=A,(§-X)"Vg,(X)20 da cui otteniamo, per la
prima delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker:

02307 DAV, X)=G-DTVE),
=1

disuguaglianza che ¢ in contraddizione con la (3.2.1). *

Il precedente teorema & particolarmente utile nella ottimizzazione matematica ed
in economia (si veda ad esempio il comportamento del consumatore); mentre
infatti in generale le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker (K-K-T), che forniscono
un sistema facilmente risolubile, indicano soltanto i punti candidati ad essere di
ottimo, sotto ipotesi di quasi-concavitd dei vincoli e di pseudo-concavita della
funzione obiettivo garantiscono direttamente 1’ottimalita del punto.

3.2.7. Ottimalita locale e cono tangente

In questo sottoparagrafo 1’ottimalita di un punto ammissibile x, sara caratteriz- ‘
zata per mezzo delle direzioni del cono tangente T(S,x,) alla regione ammissibile

S nel punto x, [1].

Il precedente Esempio 3.2.3 ha messo in evidenzia che I’ottimalita locale lungo

ogni direzione ammissibile non implica I’ottimalita locale rispetto a tutta la

regione ammissibile. In quell’esempio la regione ammissibile coincide con il
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cono tangente e con il cono delle direzioni ammissibili; di conseguenza si pud
affermare che, in generale, non esiste alcuna relazione tra 1’ottimalita locale
rispetto alle singole direzioni ammissibili e I’ ottimalita rispetto al cono tangente,
esattamente come non vi € relazione neanche tra I’ ottimalita locale rispetto alla
regione ammissibile e 1’ ottimalita locale rispetto alle direzioni del cono tangente.
Non vi ¢ alcuna relazione perd neppure tra I’ottimalita rispetto alla regione
ammissibile e I’ ottimalita rispetto all’intero cono tangente T(S x,).

Al riguardo, il seguente Esempio 3.2.6 i) mostra un problema in cui il punto x, &

di ottimo rispetto alla regione S ma non rispetto al cono tangente, I’Esempio
3.2.6 ii) mostra un problema in cui il punto x, & di ottimo rispetto al cono

tangente ma non rispetto alla regione S.

Esempi 3.2.6
. iy . . . .o . . max f(x,
Si considerino i seguenti problemi scalari di massimo del tipo P : { (xy)e Sgg‘z .

i) Sia f(x,y)=-y ed S={(x,y)e R% x3+y=0}; si verifica facilmente che il
problema non ammette ottimo finito, mentre 1’ origine x;=(0,0) & di massimo
locale rispetto al cono tangente T(S,xp)={(x,y)e R% y=0}.

i) Sia f(x,y)=x%y ed S={(x,y)e R% x2-y<0}; si verifica facilmente che I’ origi-
ne x,=(0,0) & di massimo locale per il problema, problema che invece non
ammette ottimo finito rispetto al cono tangente T(S,x)={(x,y)e R y0}.

Verra di seguito dimostrato che per poter caratterizzare 1’ottimalita di un punto
sara necessario approfondire lo studio della funzione obiettivo relativamente a
quelle direzioni del cono tangente rispetto alle quali la derivata direzionale della
funzione obiettivo ¢ nulla. '

Teorema 3.2.9 Si consideri il problema P e si supponga che f sia direzional-
mente derivabile con regolarita nel punto x4e S di accumulazione per S.
Il punto x, ¢ di massimo locale [massimo locale stretto] rispetto alla regione S se

e solo se %(xo)so Vde D, ed inoltre per ogni direzione de Dy tale che

of - . . .
5d (X0)=0 esiste un €>0 tale che il punto x, & di massimo locale [massimo locale

stretto] rispetto alla regione SM(xy+K(d,€)).

Dim. Sia xy un punto di massimo locale {massimo locale stretto] rispetto alla
regione S. Banalmente lo & anche rispetto alle regioni del tipo SN (x¢+K(d,€)),
con £>0 qualsiasi. Per definizione inoltre f(x,)<f(xg) [f(x,)<f(x9)] VyeInS, con
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ICR"® opportuno intorno di X, ; in particolare, per la definizione dell’insieme D,
si pud determinare per ogni direzione de D una successione {x, }cINS\{x,}

I —de D ed f(x)<F(xg) [ )<ExO)]: s

convergente ad X, , tale che lm Xl
k

fxy)-fxo)

Xy Xl <0 da cui risulta per il teorema di permanenza del segno, es-

f(x)-f(xo)

I x gl <0

ha quindi

sendo f direzionalmente derivabile con regolarita, 3 (xo) =

Per la sufficienza si supponga per assurdo che Xy non sia localmente di massimo

[massimo stretto] rispetto alla regione S. E’ allora possibile determinare una
successione {x,}cS\{x,} convergente ad x, tale che f(x,)>f(x,) [f(x,)2f(x0)];
Xy -X
tale successione permette di definire la successione di direzioni dfﬁfﬁ
0
appartenenti alla sfera unitaria {de ™ Ildli=1} che & un insieme compatto, di
conseguenza dalla successione {x;} € possibile estrarre una sottosuccessione
X
{xkj}c{xk} convergente ad x,, e tale che d— hm dx.= Im I_I}f-_i;ﬁewT per

J_‘—)+e=

semplicita di notazione si pud quindi supporre, senza perdere la generalita, che

X)-f
sia d= k&%je D;. Poiché f(x,)>f(x,) [f(x,)2f(xy)] si ha (le) ;fox|(|))>0

quindi per il teorema di permanenza del segno, essendo f direzionalmente
| o T
3 X o= W0 ik, Xl

to, poiché de D, deve essere —-(xo) =0.

derivabile con regolarita, risulta 20; per ipotesi pertan-

Xy
Fissato un valore reale €>0, poiché Jm m-de Dy , la successione {x,}
k

convergente ad x, deve essere, da un certo indice in poi, contenuta in
(S\{xyDN(xy+K(d,€)) ma cid & assurdo, dal momento che per ipotesi x,, & local-

mente di massimo [massimo stretto] rispetto ad SN (x,+K(d,)). .

Direttamente dal precedente Teorema 3.2.9 si ottengono le due seguenti
pratiche condizioni di ottimalita.

Corollario 3.2.9 Si consideri il problema P e si supponga che f sia direzional-
mente derivabile con regolarita nel punto x4e S di accumulazione per S.

i) Se x, ¢ un punto di massimo locale allora %(XO)SO Vde D;.
i) Se %(xoko Vde D, allora xy ¢ un punto di massimo locale stretto.
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Osservazione 3.2.1
Per meglio comprendere 1’importanza delle ipotesi del Teorema 3.2.9, si consi-

derino nuovamente gli Esempi 3.2.6.
i) Siaf(x,y)=-y, S={(x,y)e R% x3+y20}, x,=(0 O) e T(S.xp)={(x,y)e R* y20}.

Risulta Vf(x,)=(0,-1) e di conseguenza si ha ga(x0)=dTVf(xo)SO Vde D;.
In particolare & %(xo)=dTVf(xo)=0 per le direzioni d=(1,0)e D; e

d=(-1,0)e D, ; per la direzione d=(1,0)e D; si verifica perd che Ve>0 il punto
X, non & di massimo locale rispetto alla regione SN(xy+K(d.€)).

i) Sia f(x,y)=x%y, S={(x,y)e R% x%-y<0}, x,~(0,0) e T(S,x)={(x,y)e R% y=0}.
Risulta Vf(x,)=(0,-1), di conseguenza si ha %(xo)=d’?f(xo)_<.0 Vde D;. In

particolare & %(xo)=dTVf(xo)=O soltanto per le direzioni d=(1,0)e Dy e

~=(-1 ,0)e Dy; per entrambe le direzioni si verifica che esiste un £>0 tale che
il punto x, & di massimo locale rispetto alle regioni Sn(xo+K(d €)) ed
Sn(x0+K(d £)).

Vale inoltre la seguente condizione sufficiente del secondo ordine.

Teorema 3.2.10 Si.consideri il problema P e si supponga che f sia una funzione
scalare di classe 2 nel vertice x,. Condizione sufficiente affinché il punto x,

sia di massimo locale [massimo locale stretto] rispetto alla regione S e che sia
d™V£(x)<0 Vde D, dTV3f(x,)d<0 Vde D, tale che dTVf(x9)=0 ed inoltre per

ogni direzione de D, tale che d"VF(xq)=0 e d"V?F(x,)d=0 esiste un €>0 tale
che il punto x,, & di massimo locale [massimo locale stretto] rispetto alla regione

S(x4+K(d,€)).
Dim. Si supponga per assurdo che il punto x, non sia di massimo locale per il

problema; per le ipotesi e per il Teorema 3.2.9 deve allora esistere una direzione
de D, tale che d"Vf(x)=0, d"Vf(x,)d<0 e Ve>0 il punto x, non & di massimo
locale [massimo locale stretto] rispetto alla regione SN(x4+K(d,g)). E’ quindi
possibile determinare una successione di punti {% }cS\{x,}, X, —x,, tale che

in K- ed f(x)>f(xg) VIoO.
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X, -X
Posto quindi A, =IIX, -x,ll e d,= E{k_xoi’ si ha per il polinomio di Taylor con
k%o

resto di Peano arrestato al secondo ordine:
f(ik)=f(xo)+7»kdkTVf(xo)+ ;—XﬁdkTsz(xo)dﬁhﬁo(?‘k,O) con lm G(?Lk,O)=O
k—+oo

da cui, essendo f(%)>f(xy), >0 e dVf(x,)<0 Vk>0, si ottiene:
%kﬁdk"rvzf(xo)dk+7«,§0(7\,k,0)>0 ovvero d,TV(x)d> -26(A.,0).
Passando al limite per k—-+oo si ha cosi d"V*(x,)d>0, condizione assurda. ¢

Corollario 3.2.10 Si consideri il problema P e si supponga che f sia scalare e di
classe (® nel vertice xo. Se d"Vf(xo)<0 Vde Dy ed inoltre d"V*(x¢)d<0 Vde D;

tale che d"Vf(x,)=0 allora x, & un punto di massimo locale stretto.

I seguenti Esempi 3.2.7 mostrano come la condizione sufficiente del secondo
ordine espressa nel Teorema 3.2.7 non sia anche necessaria; in essi vengono
esaminati due problemi scalari in cui il punto x, ¢ di massimo locale per f rispetto
ad S, nel primo perd esiste una direzione de Dy in cui & dTVf(xo)=O ed inoltre
d"V2f(x()d>0, nel secondo invece 3de Dy in cui & d"V(x9)=0 e d"V(x()d<0; in
corrispondenza di una direzione de Dy del cono tangente in cui la derivata
direzionale & nulla, niente si pud quindi dire in generale sul segno di dTV*f(x,)d.

Esempi 3.2.7
Si considerino i seguenti problemi scalari di massimo del tipo P : { (;n;;‘ c gé,)‘z .

i) Siaf(x,y)=x2-y ed S={(x,y)e R% x2-y<0}; & gia stato detto, Esempi 3.2.6 i),
che x,=(0,0) ¢ di massimo locale per il problema,; si verifica inoltre facilmente

20
che, essendo sz(xo)=[ 00 ] , in corrispondenza della direzione d=(1,0)e D,

si ha d"Vf(x,)=0 e dV?f(x,)d=2>0.

ii) Sia f(x,y)=-x’+y ed S={(x,y)e R% -x%+y<0}; I’origine x,=(0,0) & ancora
punto di massimo locale per il problema; risulta perd che in corrispondenza
della direzione d=(1,0)e D si ha dTVf(x,)=0 e d"V(x,)d=-2<0.

Nel caso in cui la regione ammissibile S sia tale che risulta D=2 (come accade

quando X, ¢ il vertice di una regione poliedrica) la condizione sufficiente di cui
al Teorema 3.2.10 diviene anche necessaria.
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Teorema 3.2.11 Si consideri il problema P, con S tale che D=, ed f di classe
C? nel punto x,. Condizione necessaria affinché il punto x, sia di massimo
locale [massimo locale stretto] rispetto alla regione S € che sia dTVf(xo)SO
Vde Dg, d"V(x,)d<0 Vde D tale che d"V{(x,)=0 ed inoltre per ogni direzio-
ne de D, tale che d"Vf(xy)=0 e dTV?(x,)d=0 esista un >0 tale che x, sia di
massimo locale [massimo locale stretto] rispetto alla regione SN(xy+K(d.g)).

Dim. La tesi segue dal Teorema 3.2.9 osservando che se esistesse una
direzione de Dy tale che d*VF(x,)=0 e d"V?F(x,)d>0 il punto x, non sarebbe
di massimo locale per il problema. .

3.2.8. Condizioni di ottimalita per regioni ammissibili regolari
In questo sottoparagrafo verranno considerati particolari problemi di massimo
vincolato aventi una funzione obiettivo differenziabile in un determinato punto
ammissibile x, ed una regione ammissibile “regolare” in x, ovvero una regione
per la quale il cono delle direzioni ammissibili da x, e/o il cono tangente in x,
sono dei coni poliedrici o, equivalentemente, coni finitamente generati (4).
Queste due situazioni non sono affatto rare, basti considerare un qualsiasi
problema di programmazione matematica avente come regione ammissibile un
poliedro; inoltre & spesso utile, nell’indagare I’ottimalita di un punto x,€ S,
sostituire alla regione ammissibile S un insieme piu “regolare” proprio come il
cono delle direzioni ammissibili in x; di S, il cono linearizzante in x, di S ol
cono tangente in x, di S.

Come ¢ stato mostrato nei precedenti sottoparagrafi 3.2.3 e 3.2.7 nel caso
differenziabile le condizioni di ottimalita si basano sul verificarsi o meno delle

condizioni gfa(xo)so oppure g%(xoko per ogni direzione d che sia ammissibi-
le od appartenente al cono tangente; nel caso in cui tali coni siano finitamente

generati tali condizioni possono essere equivalentemente espresse nel modo
seguente.

4 Per pura completezza si ricorda che un cono di vertice ’origine CcR" & detto:
i) poliedrico se C={xeR": Mx>0}, con Me R™*";

11’

m
ii) finitamente generato dalle direzioni u;€ R°, i=1,...,m, se C={xeR": x=zl.u- ;20 Vi=1,...,m}.
i=1

Si osservi che gli insiemi cono poliedrico e cono finitamente generato sono insiemi chiusi e convessi, si
ricordi inoltre che un cono non vuoto & poliedrico se e solo se & finitamente generato.
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Teorema 3.2.12 Sia f una funzione scalare f:A—%R, definita sull’insieme aperto
AcR" e differenziabile in un punto x4€ A; sia inoltre CcR" un cono di vertice
I’ origine finitamente generato dalle direzioni u;e R", i=1,....m. Risulta:

i) d™Vif(x5)<0 VdeC, Iidli=1, se e solo se u;TVf(x()<0 Vi=1,...,m;

i) d"Vf(x,)<0 VdeC, lldli=1, see solo se u;'Vf(xo)<0 Vi=1,...,m.

Dim. =) Inentrambi i casi la tesi segue direttamente dal fatto che per definizio-
ne le direzioni u;e R", i=1,...,m, appartengono a C ed hanno norma unitaria.

&) SiadeR", lldl=1, una qualsiasi direzione di C; per la definizione di cono
finitamente generato ed essendo d#0, esistono dei valori A,20, i=1,...,m, tali che

m m m
YA>0 e d=Y Ay, ; si ha pertanto che d"Vf(xo)=3 Ay, Vf(xo), da cui le tesi. o
i=1

i=1 i=1

Per mezzo del Teorema precedente si ottengono i seguenti corollari.

Corollario 3.2.11 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x,
ed f differenziabile in x,; si supponga infine che sia:
m
F(S,x)={xeR"™ x=27\1ui , A20 Vi=l,...,m}.

. i=1
Il punto x, &€ di massimo globale [massimo globale stretto] per f rispetto alla
regione S se e solo se risulta u;"Vf(x,)<0 Vi=1,...,m ed inoltre f & pseudo-
concava [strettamente pseudo-concava] in xg su S.

Corollario 3.2.12 Si consideri il problema P e si supponga che f sia differenzia-
bile nel punto xye S di accumulazione per S; si supponga infine che sia:
m
T(S.xp)={xeR": x=) Ay, , A0 Vi=1,....m}.
i=1
i) Se xq& un punto di massimo locale allora y;TVf(xy)<0 Vi=1,...,m.
i) Se y;TVf(x()<0 Vi=1,...,m allora x, & un punto di massimo locale stretto.

Di fatto diviene estremamente semplice verificare le condizioni di ottimalita, dal
momento che & sufficiente determinare il comportamento della derivata direzio-
nale lungo le sole direzioni w;e X", i=1,...,m.

Caso ancor pit particolare & quello in cui il cono CcR™ & I’ ortante positivo di
R", ovvero & finitamente generato dalla base canonica di R™; in tal caso infatti il
valore u;TVf(x,) altro non & che la i-esima componente di V(x,).
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Una immediata applicazione di tali risultati ¢ la determinazione delle condizioni
di ottimalita per i problemi di programmazione frazionaria; si consideri al
riguardo il seguente problema P di massimo vincolato, presentato in [6]:
p. { max f(x)=(c+c x)(dy+d"x)*
xe S={xe R™ x>0, Ax=b}
dove A & una matrice reale con m righe ed n colonne, be R™, c,de R?, c,,d,e R, o
¢ un parametro reale e (d0+de)>0 VxeS.

Tale problema si pud riscrivere rispetto ad una soluzione di base ammissibile
x=(Xg,Xy) nel seguente modo:

?

max T(xy)=(C+TRx)(dy+dixy)®

P: Agxg+Ayx=b . ,
xn€ S={xe R™:'x>0 ed Ajb2AgAxx}

max f(x)=(c+cTx)(dg+dTx)*
=P: {
x520 ed x20
dove Ty=c +cgAgb, d,=d +dgApb, Th=ci-cLAJAy € di=di-dfARAy.
Questa riscrittura del problema permette di osservare che il cono delle direzioni
ammissibili F(5,0) ed il cono tangente T(S,0), relativi al punto xy=0 ed alla
regione ammissibile S, coincidono e sono uguali all’ortante positivo di R™7,
ovvero F(5,00=T(5,0)={xe R®™: x>0}.
Utilizzando il Corollario 3.2.12 si ha quindi che condizione necessaria affinché il
vertice x,=0 sia di massimo globale & che sia V£(0)=(d,)*"(d,c+0c,d)<0
ovvero, essendo per ipotesi d,>0, che sia y=dT+0C,d<0; analogamente
condizione sufficiente affinché il vertice x =0 sia di massimo globale & che sia
VE(0)=(dy)*"' (dyc+0T (d)<0, ovvero y=d T+0% ,d<0.
Nel caso particolare a=-1 si ottiene il noto problema di programmazione lineare
frazionaria; sotto tale ipotesi la funzione obiettivo & sia pseudo-concava sia
pseudo-convessa nel dominio di definizione, utilizzando il Corollario 3.2.11
quindi si ha che il vertice x=0 & di massimo globale se e solo se V(0)<0,

ovvero se ¢ solo se y=d,C-t,d<0; & stata cosi ritrovato la condizione necessaria

e sufficiente, utilizzata da Martos ed altri [2, 12], affinché una soluzione di base
ammissibile sia di ottimo per un problema di massimo di programmazione lineare
frazionaria.
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Come & noto un cono non vuoto & finitamente generato se e solo se &
poliedrico; i risultati precedenti possono quindi essere particolarizzati anche
tramite questa interpretazione.

In questo caso valgono i seguenti risultati, basati sul lemma di Farkas.

Teorema 3.2.13 Sia f una funzione scalare f:A—R, definita sull’insieme aperto |
ACR" e differenziabile in un punto x4€ A; sia inoltre CCR"® un cono poliedrico
di vertice I’origine C={xe R": Mx>0, Me R™*"}.

Risulta che dTVf(x,)<0 VdeC se e solo se Ihe R™, A20: VE(x H+MTA=0.

Dim. La tesi segue direttamente dal Lemma di Farkas (3) essendo il cono C un
cono poliedrico. *

Questo risultato ci permette di ottenere i seguenti corollari.

Corollario 3.2.13 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x
ed f differenziabile in x,; sia infine:

F(S,xp)={xe R™: Mx20, Me R™"}.
Il punto x, ¢ di massimo globale [massimo globale stretto] per f rispetto alla
regione S se e solo se Jhe R, A20: Vi(x)+MTA=0, ed inoltre f & pseudo-

concava [strettamente pseudo-concava] in xq su S.

Corollario 3.2.14 Si consideri il problema P e si supponga che f sia differenzia-
bile nel punto xye S di accumulazione per S; sia infine:

T(S,xp)={xe R™: Mx>0, Me R™*°}.
Se x, & un punto di massimo locale allora JAe R™, A>0: Vf(x +MTA=0.

Si osservi che i precedenti risultati si riducono alle classiche condizioni di Kuhn-
Tucker nel caso in cui il cono C sia il cono linearizzante della regione
ammissibile S nel punto x,; in tal caso infatti il problema & del tipo:
max f(x)
:{xe S={xeR™ g,(x)20i=1,...,m} °’

e la matrice M ha per colonne i gradienti nel punto x, delle varie funzioni
vincolari g;, i=1,...,m.

5 E’ stato considerato il lemma di Farkas espresso nella seguente forma: dati Me RT*?, be R® ed ye R°
risulta:  bTy<0 Vy: My20 se e solo se Ihe R®, A>0: b+MTA=0.
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3.2.9. Concavita generalizzata e problemi di minimo

Dopo aver effettuato un’analisi completa delle proprieta delle funzioni concave
generalizzate relativamente ai problemi di massimo, si evidenziano i seguenti
risultati relativi ai punti di minimo locale [9].

Teorema 3.2.14 Sia f una funzione concava definita sull’insieme convesso
ScR™. Se f ammette il suo minimo globale su S in un punto interno xS allora
f € costante su S.

Dim. Supponiamo per assurdo che f non sia costante su S e che quindi esista
un punto ye S tale che f(y)>f(x,); poiché x4 € un punto interno di S esiste un
punto ze S ed un reale Ae (0,1) tale che xy=Ay+(1-A)z, per la concavita di f
abbiamo quindi f(xg)2Af(y)H1-M)f(z)>Af(x)H1-Mf(xo)=f(xy) il che & assurdo. ¢

Teorema 3.2.15 Sia f una funzione a valori reali definita sul convesso SCR".

i) Se f ¢ strettamente quasi-concava allora non esiste alcun punto interno
Xo€ S che sia un punto di minimo locale per f su S;

i) Se f & quasi-concava allora non esiste alcun punto interno Xy S che sia un
punto di minimo locale stretto per f su S;

Dim. Supponiamo per assurdo che esista un punto x, interno a S che sia di

minimo locale per f su S, ovvero che esista un intorno IcS di x, tale che

f(z)=f(xy) Vzel; esistono quindi necessariamente due punti x,ye I\{xy}, x#y, tali

che per un certo Ae(0,1) risulti x,=x+A(y-x); per la stretta quasi-concavita di f

risulta quindi f(xg)=f(x+A(y-x))>min{f(x),f(y) }2f(x,), il che & assurdo.

ii) Supponiamo per assurdo che esista un punto x, interno a S che sia di

minimo locale stretto per f su S, ovvero che esista un intorno IcS di x, tale che

f(z)>f(xy) Vze I\{x,}; devono quindi esistere due punti x,ye I\{x,}, Xy, tali che

per un certo Ae (0,1) risulti x;=x+A(y-x); per la quasi-concavita di f risulta perci6

f(xo)=f(x+A(y-x))2min{f(x),f(y) }>f(x,), il che & assurdo. ¢
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3.3. Problemi di estremo vettoriale

In questo capitolo si determinano, con lo stesso approccio usato nel paragrafo
precedente per i problemi scalari, alcune condizioni necessarie e sufficienti di
ottimalita per un problema di estremo vettoriale, condizioni che permettono di
caratterizzare punti localmente efficienti, debolmente efficienti oppure stretta-
mente efficienti, estendendo i risultati proposti in [3, 4, 7].

Le condizioni di ottimalita sono espresse tramite 1’appartenenza ad un bpportu-
no cono di riferimento C delle derivate direzionali della funzione obiettivo ris-
petto alle direzioni appartenenti al cono tangente alla regione ammissibile nel
punto preso in esame.

In particolare, per ciascuno dei tre tipi introdotti di efficienza, viene inizialmente
confrontata I’ ottimalita locale con I’ ottimalita rispetto alle direzioni ammissibili;
in seguito viene messa in relazione 1’ ottimalita locale con I’ottimalita globale e
viene analizzata I’ ottimalita globale di “punti critici vettoriali”.

3.3.1. 1l problema multiobiettivo
Si consideri il seguente problema di estremo vettoriale:
C_max F(x)
P: {
xeS

’

dove F & una funzione vettoriale F:A—R™ definita sull’insieme aperto AcR",
ScA ¢ la regione ammissibile del problema e CER™ & un cono chiuso di vertice
I’origine ed interno non vuoto.

Per mezzo della seguente Definizione 3.3.1 si introducono i tre diversi tipi di
efficienza che saranno studiati in questo paragrafo, rispettivamente indotti dal
cono C, dal cono C privato dell’origine e dall’interno del cono C.

Definizione 3.3.1 Si consideri il problema P e si ponga C’=C\{0} ¢ C®=int(C).
Un punto xye S sara detto:

) C%-efficiente, ovvero efficiente debole, per f rispetto alla regione S se:
ByesS tale che F(y)e F(xg+C,

i) Clefficiente, ovvero efficiente, per f rispetto alla regione S se:
Bye S tale che F(y)e F(x +C°,

i) C-efficiente, ovvero efficiente stretto, per f rispetto alla regione S se:
ByeS, y#x,, tale che F(y)e F(xoH+C.
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Un punto xpe S sara altresi detto localmente efficiente [localmente efficiente
debole, localmente efficiente stretto] per F su S se esiste un intorno ICR" di x,
per cui le precedenti proprieta sono verificate in B=INS. In alcuni casi sara utile
riferirsi ad un punto di massimo locale per F su S come ad un punto di massimo
per f rispetto ad una regione B=INS.

Ovviamente se xge S ¢ efficiente stretto & anche efficiente e se ¢ efficiente &
anche efficiente debole (poiché C®<C°<C).

In seguito, per esprimere in modo conciso e formale risultati in forma generale
che possono poi essere specificati ai vari tipi di efficienza introdotti, sara
utilizzata la notazione C*-efficiente, con C*e {C,C%,C%®}.

Come nel caso scalare, studiato nel paragrafo precedente, di volta in volta
saranno specificate le caratteristiche della funzione vettoriale F e dell’insieme S,
sempre con lo scopo di ottenere risultati il pit possibile generali.

La concavita generalizzata della funzione F, nel caso in cui S sia un insieme
stellato di vertice Xy, sara assunta nel punto x, e limitatamente all’insieme S,
verranno pertanto considerate le seguenti classi di funzioni.

Definizione 3.3.2 Sia SCR" un insieme stellato di vertice x4, F:S—X™ una fun-
zione vettoriale ¢ C un cono chiuso di vertice 1’origine ed interno non vuoto;
siano inoltre C*,C*e {C,C°,C%}.

La funzione F & detta (C* C*)-quasiconcava in xo su S [(C*,C*).qcv] se per
ogni xe S, x#x,, & verificata la seguente condizione:
Fx)eF(xg+C* = F(xg+AM(x-Xq))e F(xoH+C* VA€ (0,1).

Definizione 3.3.3 Sia SCR" un insieme stellato di vertice x, F:S>R™ una fun-
zione direzionalmente derivabile in Xg € sia C un cono chiuso di vertice I’ origine
ed interno non vuoto; siano inoltre C*e {C,C°,C%} e C*e {C°,C%}.

La funzione F & detta debolmente (C* C)-quasiconcava in xp su S
[(C*,C).wqcv] se per ogni xe S, x#x,, & verificata la seguente condizione:

F(x)e F(xgh+C* = g—{j(xo)ec con d=|-|§-3§ﬁ.

La funzione F & detta (C* C¥)-pseudoconcava in xo su S [(C*,C*).pcv] se per
ogni Xe S, x#x,, & verificata la seguente condizione:

F(x)eF(xg+C* = %g(xo)ec* con d=,—,§}§—gﬁ.
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3.3.2. Condizioni di efficienza lungo le direzioni

Come & stato osservato nel paragrafo precedente, relativamente al caso scalare,
non vi & in generale alcuna relazione tra la C*-efficienza locale rispetto ad una
regione e la C*-efficienza lungo le singole direzioni ammissibili.

Assumendo invece delle ipotesi di concavita generalizzata nel punto x, & possi-
bile caratterizzare, per mezzo del comportamento della funzione lungo le dire-
zioni ammissibili, la C*-efficienza locale del punto, C*-efficienza locale che sara
espressa sotto forma di C*-efficienza rispetto ad un insieme B=INS, con IcR"
intorno di x,.

Il teorema seguente mostra delle condizioni necessarie e sufficienti di efficienza
(C%efficienza) locale per il vertice di un insieme stellato, condizioni ottenibili
sfruttando le classi di funzioni di tipo quasi-concavo.

Teorema 3.3.1 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x,;

siano ICR™ un intorno di x, € B=INS; sia inoltre C*e {C°,C®}.

Le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) X € un punto efficiente per F rispetto alla regione BCS;

ii) X, & localmente C*-efficiente rispetto ai raggi xy+rq4, de Dy, e la funzione F &
(C¥C¥.qcv in x, su B.

Se inoltre F & direzionalmente derivabile in x, le precedenti condizioni sono

equivalenti alla successiva:

i) %(xo)e C% Vde D, x, & localmente C*-efficiente rispetto ai raggi xg+1g4,
de D, tali che g%(xo)e C\C™ ed inoltre F & (C°,C*).qcv in x, su B.

Dim. i)<»ii) La necessita & ovvia per la relazione esistente tra C* e C* e per la

definizione di (C*,C*).quasiconcavitd. Per la sufficienza si supponga per assur-
do che x, non sia localmente C*-efficiente rispetto ad S e che quindi esista una
successione {x, }—S\{x,} convergente ad x,, tale che F(x;)e F(xo}+C*; cid impli-

ca che, da un certo indice k in poi, si ha per la locale (C*,C¥*).qcv di F che
F(x+A(x-xg))e F(x9)+C* VA€ (0,1), condizione assurda in quanto x, & local-

mente C*-efficiente rispetto ai raggi.
ii)e>iii) La necessita segue dal fatto che se per assurdo esistesse una direzione

de Dy tale che g—ﬁ(xo)e C% allora la funzione F non sarebbe neanche localmente
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C%-efficiente rispetto a tale direzione (6). Per la sufficienza si deve solamente
dimostrare che xq & localmente C*-efficiente rispetto ai raggi x¢+14, de D, tali

che %g(xo)e C\C™ ovvero, essendo g—g(xo)e C% Vde Dy, tali che S—E(xo)e C.Si

. F
supponga quindi per assurdo che esista una direzione de Dy tale che EE))—(i(x(,)es C

e rispetto alla quale x, non sia localmente C*-efficiente; esiste allora una succes-
sione {A, }cR** convergente a 0 tale che F(x0+lkd)e F(x0)+C*; per la chiusura
F(xo+7xkd)-F(xo)

7“1{ eC. *

di C si ottiene la condizione assurda gd xp)= _M

In modo analogo al precedente teorema si ottengono le seguenti condizioni
necessarie e sufficienti per I’efficienza stretta (C-efficienza) e I’efficienza debole
(C®-efficienza) del vertice di un insieme stellato. '

Teorema 3.3.2 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice xq;

siano ICR" un intorno di x, € B=INS. Le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) xo ¢ un punto efficiente debole per F rispetto alla regione BCS;

i) xo & localmente C¥-efficiente rispetto ai raggi xo+14, de T, € la funzione F
& (C%,C%®).qcv in xq su B.

Se inoltre F & direzionalmente derivabile in x, le precedenti condizioni sono

equivalenti alla successiva:

iii) gﬁ (Xo)eg C%® Vde D, , X, & localmente C%-efficiente rispetto ai raggi x0+rd ,
de D, tali che ad(xo)e C\C% ed inoltre F & (C®,C®).qcv in x4 su B.

6 Si dimostra facilmente che se F:S—%™, con ScR" insieme stellato di vertice x,, & una funzione dire-

zionalmente derivabile in x ed inoltre C & un cono chiuso di vertice I’origine ed interno non vuoto si ha
oF

che se 37 (xp)e C% allora 3e>0 tale che F(xg+Ad)e F(x)+C® VA& (0.€).

163



Cap. 3 Condizioni di ottimalit3 per problemi scalari e vettoriali

Teorema 3.3.3 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice X,

siano ICR® un intorno di x4 € B=INS; sia inoltre C*e {C,C°,C%}.

Le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) Xo ¢ un punto efficiente stretto per F rispetto alla regione BCS;

ii) xo & localmente C*-efficiente rispetto ai raggi xy+14, d€ Dk, € la funzione F &
(C,C%.qev in x, su B.

Se inoltre F ¢ direzionalmente derivabile in x, le precedenti condizioni sono

equivalenti alla successiva:

ii) gF—d(xo)e C% Vde D, x, & localmente C*-efficiente rispetto ai raggi x,+14,
de D, tali che %I(—;(xo)e C\C® ed inoltre F & (C,C*).qcv in x, su B.

Per mezzo delle funzioni di tipo quasi-concavo si hanno inoltre le seguenti
condizioni sufficienti di efficienza (C%efficienza) locale e di debole efficienza
(C%-efficienza) locale, la cui dimostrazione & analoga a quella del precedente
Teorema 3.3.1.

Teorema 3.3.4 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice xq;
siano ICR"® un intorno di x, e B=INS. Condizioni sufficienti affinché il punto
X sia un punto efficiente per F rispetto alla regione BS sono le seguenti:

i) xo ¢ localmente C-efficiente rispetto ai raggi Xo+1q4, de Dk, € la funzione F &

(C%C).qcv in x4 su B.

ii) F & direzionalmente derivabile in x,, g%(xo)e C%® Vde Dy, x, & localmente C-
efficiente rispetto ai raggi xg+14, de D, tali che E?ﬁlf(xo)e C\C® ed inoltre F &
(C%C).qcv in x, su B.

Teorema 3.3.5 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x,;

siano ICR" un intorno di x, € B=INS; sia inoltre C*e {C,C°}.

Condizioni sufficienti affinché il punto x, sia un punto efficiente debole per F

rispetto alla regione BCS sono le seguenti:
) xo¢& localmente C*-efficiente rispetto ai raggi xg+14, de D, € la funzione F &

(C®,C*.qcv in x su B.

ii) F & direzionalmente derivabile in x,, %—(xo)e C% Vde D, xo & localmente
C*-efficiente rispetto ai raggi xy+1y, de D, tali che gla:(xo)e C\C% ed inoltre
Fe& (C®,C*.qcv in x, su B.
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Sfruttando invece le classi di funzioni di tipo pseudo-concavo si ottengono le
seguenti ulteriori condizioni di efficienza, efficienza debole ed efficienza stretta,
tali condizioni saranno esprese in forma compatta in un unico teorema, nel quale
ci si riferira sempre alla C*-efficienza del punto. ‘

Teorema 3.3.6 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x, ed

F direzionalmente derivabile in x,; siano ICR" un intorno di xy € B=INS; sia

inoltre C*e {C,C%C%}. Le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) xg ¢ un punto C*-efficiente per F rispetto alla regione BCS;

ii) xq& localmente C®-efficiente rispetto ai raggi xy+14, de Dk, ¢ la funzione F
& (C*,C%).pcv in x, su B;

i) gF—d(xo)e C% Vde D;, ed inoltre F & (C*,C%).pev in x4 su B.

ovviamente x, risulta C®-efficiente rispetto ad ogni raggio xy+r4, de g, inoltre

la funzione F risulta banalmente (C*,C%).pseudoconcava dal momento che per

definizione AlyeB tale che f(y)e f(xg)+C*. Le tesi seguono quindi osservando

che se fosse %I;-(xo)e C® per una direzione de D allora F non sarebbe local-

mente C®-efficiente rispetto a tale direzione.
ii)=>1) Si supponga per assurdo che x, non sia C*-efficiente per f rispetto alla
regione BCS e che quindi esista un punto ye B, y#x,, tale che F(y)e F(xo)+C*;

per la definizione di funzione (C*,C#).pseudoconcava in x, risulta %g(xo)e Coo

_Y-Xo . F(xgt+td)-F(Xo)
con d'Ily-xoll » ovvero  fip, t

reale €>0 tale che F(xy+td)e F(xo)+C® Vte(0,¢), condizione che & in contraddi-
zione con la locale C%®-efficienza di x, rispetto al raggio xq+rg .
iii)=>i) Se per assurdo x, non & C*-efficiente per f rispetto alla regione BCS

allora 3ye B tale che F(y)e F(x,)+C*; posto d=ﬁ-§:—:§f)ﬁ si ha, per la (C*,C%)-

€ C%, Esiste di conseguenza un

pseudoconcavita di F, che g—g(xo)e C%, condizione che nega I’ipotesi.
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Si osservi, confrontando i Teoremi 3.3.4 e 3.3.6, come nel caso delle funzioni
direzionalmente derivabili I’ipotesi di pseudo-concavita vettoriale renda super-
flua, per la caratterizzazione della C*-efficienza del punto Xy, I'ipotesi di effi-
cienza lungo i raggi ammissibili. Le funzioni di tipo pseudo-concavo permet-
tono inoltre di ottenere, analogamente al teorema precedente, le seguenti ulterio-
ri condizioni sufficienti di C*-efficienza.

Teorema 3.3.7 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x, ed
F direzionalmente derivabile in x,; siano ICR® un intorno di x, e B=INS; sia
inoltre C*e {C,C%C®}. Condizione sufficiente affinché il punto x, sia C*-effi-
ciente per F rispetto alla regione BCS & la seguente:

1) %(xo)e C° vde D, ed inoltre F & (C*,CO)-pseudoconc?ya in x, su B.

Il seguente Esempio 3.3.1 mostra come la precedente condizione sia sufficiente
ma non necessaria.

Esempio 3.3.1

Si consideri la funzione F:R*—R?2, F(x)=(-x2,x), ed il cono Paretiano C=R? .
Ogni p.unto ammisibile x4,20 & un punto strettamente efficiente [C-efficiente] dal
momento che By>0, y#x,, tale che F(y)e F(xo)-l-iRi ; la funzione F risulta inoltre,
per tale motivo, banalmente (C,C°%-pseudoconcava in x,20 su B=%R*.

Nel punto x,=0 si ha perd Je(x4)=(0,1)e C° di conseguenza la condizione
sufficiente di cui al precedente teorema non & anche necessaria.

Si osservi che, come accade nel caso scalare, le precedenti condizioni di C*-
efficienza locale per il vertice di un insieme stellato, forniscono implicitamente
anche delle condizioni di ottimalita globale, ottenibili assumendo I=R" e B=S.
Il teorema successivo mostra delle condizioni necessarie e sufficienti per 1’effi-
cienza [efficienza debole, efficienza stretta] globale del vertice di un insieme
stellato; per compattezza di notazione si studiera la C*-efficienza globale del
punto, con C*e {C,C°,C®}, relativamente a funzioni (C*,C*)-quasiconcave tali
che C*cC*, ovvero tali che:
{C,C%C%} se C*=C
C*e{C,C’C®} e Ctey {C°C™} seC*=C® . (3.3.1)
{C®}  se C*=C%
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Corollario 3.3.1 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x,;

siano inoltre C* e C* i simboli definiti nella (3.3.1).

Le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) xo ¢ un punto globalmente C*-efficiente per F rispetto alla regione S;

ii) xo & localmente C*-efficiente rispetto ai raggi x+14, de D, € la funzione F &
(C*,C*.qcvin xgsu S.

Se inoltre F & direzionalmente derivabile in x, le precedenti condizioni sono

equivalenti alla successiva:

iii) %(xo)e C® Vde D, x, & localmente C*-efficiente rispetto ai raggi xq+rg,
de D, tali che %%(xo)e C\C® ed inoltre F & (C*,C*).qcv in X, su S.

Il seguente Corollario mostra invece, in notazione compatta, delle condizioni
sufficienti di di efficienza (CP-efficienza) ed efficienza debole (C®-efficienza),
relative a funzioni (C*,C*)-quasiconcave tali che C*cC*, C*e {C%,C®}, ovvero
tali che:

{C} seC*=C°

{C,C°} se C*=C® ° (3.3.2)

C*e{C°C™} e C"e{

Corollario 3.3.2 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x,;

siano inoltre C* e C* i simboli definiti nella (3.3.2).
Condizioni sufficienti affinché il punto x, sia un punto globalmente C*-efficien-

te per F rispetto alla regione S sono le seguenti:
i) Xo & localmente C*-efficiente rispetto ai raggi xg+1q, de Dy, € la funzione F &

(C*,C*.gqcvin x,su S.
ii) F ¢ direzionalmente derivabile in x,, ga(xo)e Cco Vde Dg, Xp & localmente

C*-efficiente rispetto ai raggi xy+14, de Dy, tali che a ] (xo)e C\C® ed inoltre
Fe& (C*C¥.qcvinxysu S.

Anche le funzioni di tipo pseudo-concavo permettono di caratterizzare la C*-
efficienza globale di un punto e di ottenere per essa delle condizioni sufficienti;
di nuovo, nel caso direzionalmente derivabile, le funzioni di tipo pseudo-conca-
vo permetteranno di ottenere condizioni di C*-efficienza basate sulla sola
derivata direzionale della funzione F e senza alcuna ipotesi di C*-efficienza lun-
g0 i raggi ammissibili.
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Corollario 3.3.3 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x,

ed F direzionalmente derivabile in x,; sia inoltre C*e {C,C°,C%}.

Le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) xo & un punto globalmente C*-efficiente per F rispetto alla regione S;

ii) xg & localmente C®-efficiente rispetto ai raggi Xy+14, d€ D, € la funzione F
& (C*,C%).pcv in xg su S;

iii) g%(xo)e C% Vde D; ed inoltre F & (C*,C®).pcv in x, su S.

Corollario 3.3.4 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x,
ed F direzionalmente derivabile in x, ; sia inoltre C*e {C,C%,C%}.

Condizione sufficiente affinché il punto x, sia globalmente.C*-efficiente per F
rispetto alla regione S ¢ la seguente: .

i) gF—d(xo)e C°Vde D; ed inoltre F & (C*,C%-pseudoconcava in x, su S.

3.3.3. Efficienza locale ed efficienza globale

Come ¢ noto e come & stato esposto nel paragrafo precedente, se un punto & di
massimo locale oppure di massimo locale stretto per una funzione rispetto ad
una certa regione convessa, allora a seconda della concavita generalizzata della
funzione stessa (quasi-concavita, semistretta quasi-concavita, ecc. ecc.) il punto
puo essere globalmente di massimo oppure di massimo stretto. Tale proprieta si
puo estendere anche alle funzioni vettoriali grazie alle classi di tipo quasiconca-
vo introdotte tramite la Definizione 3.3.2; in pratica, a seconda della ipotesi di
concavita generalizzata relativa alla funzione F, risulta che I’efficienza locale,
anche debole o stretta, implica un certo grado di efficienza anche a livello
globale. Nel caso scalare la proprieta espressa dal teorema precedente &
banalmente verificata anche dalle funzioni pseudo-concave, essendo esse
particolari funzioni quasi-concave; a livello vettoriale perd, come ¢ stato
mostrato nel paragrafo precedente, una funzione di tipo pseudo-concavo non &
necessariamente anche di tipo quasi-concavo; cid nonostante la proprieta che
garantisce 1’efficienza globale di un punto localmente efficiente vale a livello
vettoriale anche per le funzioni di tipo pseudo-concavo definite tramite la
Definizione 3.3.3. Valgono al riguardo i corollari successivi che seguono
direttamente dai Corollari 3.3.1, 3.3.2 ¢ 3.3.3.
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Corollario 3.3.5 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x,.

Condizioni sufficienti affinché il punto x, sia un punto globalmente efficiente

[C-efficiente] per F rispetto alla regione S sono le seguenti:

i) F e (C%C*)-quasiconcava in x4 su S, con C*e {C,C%C™}, ed x, & un punto
localmente C*-efficiente per F su S.

ii) F & direzionalmente derivabile in x,, F & (C°C%)-pseudoconcava in x4 su S
ed x, & un punto localmente C®-efficiente per F su S.

Corollario 3.3.6 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x,.

Condizioni sufficienti affinché il punto x, sia un punto globalmente efficiente

stretto [C-efficiente] per F rispetto alla regione S sono le seguenti:

i) F & (C,C*)-quasiconcava in x4 su S, con C*e {C,C° C°°} ed Xo & un punto
localmente C*-efficiente per Fsu S.

ii) F & direzionalmente derivabile in x4, F & (C,C%)-pseudoconcava in x, su S
ed X, & un punto localmente C®-efficiente per F su S.

Corollario 3.3.7 Si consideri il problema P con S insieme stellato di vertice x,.

Condizioni sufficienti affinché il punto x, sia un punto globalmente efficiente

debole{C®-efficiente] per F rispetto alla regione S sono le seguenti:

i) Fe (C®,C*-quasiconcava in x4 su S, con C*e {C,C?,C%}, ed x, & un punto
localmente C*-efficiente per F su S.

ii) F & direzionalmente derivabile in x,, F & (C%,C%)-pseudoconcava in x, su S
ed xq & un punto localmente C®-efficiente per F su S.

3.3.4. Efficienza locale e cono tangente

In questo paragrafo la C*-efficienza di un punto x, sara caratterizzata per
mezzo delle direzioni del cono tangente T(S,x,) alla regione ammissibile S nel
punto x, [1]; I’approccio seguito ¢ analogo a quello proposto in [3, 5] e permet-
te di estenderne i risultati.

Si ricordi che in generale non vi &, neanche nel caso scalare, alcuna relazione tra
la C*-efficienza locale di un punto rispetto alla regione ammissibile e la C*-effi-
cienza rispetto alle singole direzioni del cono tangente o rispetto all’intero cono
tangente T(S,x,).

Verra di seguito dimostrato che per poter caratterizzare la C*-efficienza di un
punto sara necessario approfondire lo studio della funzione obiettivo relativa-
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mente alle direzioni del cono tangente rispetto alle quali la derivata direzionale
della funzione obiettivo appartiene alla frontiera del cono C.

Teorema 3.3.8 Si consideri il problema P e si supponga che F sia direzional-
mente derivabile con regolarita nel punto x, di accumulazione per S; sia inoltre
C*e {C,C°.C%}. Il punto x4 & localmente C*-efficiente rispetto alla regione S

se e solo se %_E(Xo)e C%® vde D, ed inoltre per ogni direzione de Dy tale che

glg(xo)e C\C® esiste un €>0 tale che il punto x, & localmente C*-efficiente

rispetto alla regione SN(x4+K(d,€)).

Dim. Sia x, localmente C*-efficiente rispetto alla regione S. Banalmente lo &
anche rispetto alle regioni del tipo SN(xy+K(d,€)), con £>0 qualsiasi.

Per definizione inoltre F(y)g F(xo}+C* Vye INS, con I opportuno intorno di x,;
in particolare, per la definizione dell’insieme D, € possibile determinare per ogni
direzione de D; una successione {x; }cINS\{x,} convergente ad x, , tale che

X, - F(xy)-F(xo) .
——“;—,—,_de Dy ed F(x)e F(xo)}+C®; si ha quindi _—Il-yl:_iT ¢ C® da cui

risulta, essendo F direzionalmente derivabile con regolarita ed essendo C* un

i FO)Fao) |

oF
insieme aperto, 54 34 *0)= k oo ||xk-xoll

Per la sufficienza si supponga per assurdo che x, non sia localmente C*-effi-

ciente rispetto alla regione S. E’ allora possibile determinare una successione
{x}=S\{x,} convergente ad x,, tale che F(x,)e F(xo)+C*; tale successione per-
X -X

mette di definire la successione di direzioni dk=||x 0
k%o

appartenenti alla sfera

unitaria {de R lldli=1} che & un insieme compatto, di conseguenza dalla suc-
cessione {x,} & possibile estrarre una sottosuccessione {xkj}c{xk} convergente

Xk~
ad x, e tale che d- tm dy, J:;hP” Wif%%ﬁe D, ; per semplicita di notazione si

- Xy~
pud quindi supporre, senza perdere la generalita, che sia d= kiklni.llxk-:.;ll €Dy.

F(xy)-F(xo)

Poiché F(x,)e F(xo}+C* si ha Ix, %ol

€ C* e quindi, essendo C chiuso ed F

F( X)-F(xo)

0 T xgll € per

direzionalmente derivabile con regolanté % 3 (%)=

ipotesi quindi, poiché de D, deve essere 53—(){0) e C\C%,

: . . XgXo - .
Fissato un valore reale €0, poiché klh,‘i..llxk-xoll’de Dy , la successione {x;}

convergente ad 'x, deve essere, da un certo indice in poi, contenuta in
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(S\{xo})m(x0+K(a,e)) ma cid & assurdo dal momento che per ipotesi X, € local-
mente C*-efficiente rispetto ad SN(x+K(d,€)). .

Si osservi che il precedente teorema altro non € che una forma compatta per tre
teoremi identici, relativi alle condizioni necessarie e sufficienti di efficienza
debole, efficienza ed efficienza stretta di un punto.

Il Teorema 3.3.8 permette di stabilire direttamente le seguenti condizioni neces-
sarie di C®-efficienza e sufficienti di C-efficienza; si osservi che tali condizioni
sono state stabilite in [3] limitatamente perd ai punti localmente C-efficienti.

Corollario 3.3.8 Si consideri il problema P e si supponga che F sia direzional-
mente derivabile con regolarita nel punto x, di accumulazione per S.

i) Se xo & localmente efficiente debole allora g—g(xo)e C®'Vde D, .
i) Se gF—H(xO)e C Vde D; allora x, ¢ localmente efficiente stretto.

Secondo i risultati precedentemente stabiliti, per la determinazione di condizioni
necessarie e/o sufficienti di efficienza occorre verificare se risulta %I;(xo)e coo

oppure i371(;()%)65 C per ogni direzione del cono tangente de D.

A tale riguardo ¢ possibile determinare ulteriori condizioni sufficienti di efficien-

za locale per mezzo di condizioni che garantiscano che ?Tl;(xo)e CVdeD;.

Corollario 3.3.9 Si consideri il problema P e si supponga che F sia direzional-
mente derivabile con regolarita nel punto x, di accumulazione per S. Condizio-
ne sufficiente affinché il punto x, sia localmente efficiente stretto & la seguente:

i) JaeC** taleche aTg—g(xo) <0 Vde Dy ed inoltre %g(xo)qﬁo Vde D;.

Se inoltre la funzione F & debolmente differenziabile nel punto xy,e S si hanno le

seguenti ulteriori condizioni sufficienti: .
i) Joe CH tale che 0TJK(x()d<0 Vde D} ed inoltre Ji(x,)d#0 Vde D;

iii) Joe C*+* tale che aTJ(x,)=0 ed inoltre rango[Jx(x,)]=n.
Dim. i) Per il punto ii) del Corollario 3.3.8 & sufficiente dimostrare che le ipotesi

implicano che B_I;(XO)E C Vde D;; si supponga per assurdo che cid non sia vero
e che quindi esista de Dy tale che E;—;(xo)e C; essendo per ipotesi %g(xo);to
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Vde D, deve essere E)g(x(,)e Co per la definizione di polare positivo stretto si
ha quindi che aTg—I;(xo) >0, condizione che nega I’ipotesi.

ii) La tesi segue dal punto i) essendo JF(xo)d=g—§-(xo).

iii) La tesi segue dal punto ii) poiché per ipotesi 3o.e C** tale che aTJg(x,)d=0
Vde D, ed inoltre I'ipotesi rango[Jx(x,)}=n implica che Jx(x)d#0 Vde R", d=0,
da cui si ha in particolare Ji(x¢)d#0 Vde D;. ¢

Per ottenere invece altre condizioni necessarie e sufficienti di efficienza locale

occorre caratterizzare la condizione %(xo)e C® vde D, a tal fine sono neces-

sarie delle ipotesi aggiuntive di convessitd, che vengono di‘seguito riassunte;
i) 1l cono di riferimento C di vertice 1’ origine €&, oltre che chiuso e con interno

non vuoto, anche convesso;
ii) laregione ammissibile S ¢ tale che il cono tangente T(S,x,) ¢ convesso (oltre

che non banale e chiuso);
ili) in X, la funzione obiettivo F &, oltre che direzionalmente derivabile con

regolarita, anche debolmente differenziabile.
Si osservi inoltre che nel caso in cui il punto x, sia interno alla regione S allora il

cono tangente T(S,x,) coincide con lo spazio R" e quindi risulta P'=D=D.
Per dimostrare altre condizioni di efficienza, verra utilizzato il seguente insieme

che rappresenta il cono generato dalle derivate direzionali della funzione F
lungo le direzioni D :

‘W={We SKm: W=u%la:(X0)= uJF(X())d’ e Wo de ﬂl‘ };

tale insieme pud essere espresso anche nel modo seguente:
W={weR™: w=J(xo)b, be T(S,x,)},

evidenziando che esso altro non & che una trasformazione lineare del cono
tangente T(S,x,) stesso, risultando quindi a sua volta un cono chiuso, convesso

e con interno non vuoto, come & verificato nella seguente proprieta.
Proprieta 3.3.1 Si consideri il problema P e si supponga che F sia debolmente

differenziabile nel punto x,e S, che i coni C e T(S,x,) siano convessi. L’insieme
W={we R™: w=Jp(x0)b, be T(S,x,)} & un cono chiuso, convesso e non vuoto.
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Dim. L’insieme W risulta chiuso e non vuoto essendo I’immagine, secondo una
funzione continua, del cono T(S,x,) che & un insieme chiuso e non vuoto; il fatto

che W sia un cono segue banalmente dalla definizione poiché we W implica
Awe W Ve R*; per verificare che & convesso basta, per una nota proprieta dei
coni convessi, verificare che se v,we W allora anche v+we W, condizione che
segue dal fatto che posto v=Jp(x¢)b e w=Jg(xg)d, b,de T(S,x,), si ha
v+w=Jp(xo)(b+d) che, per la convessita del cono T(S,x,), appartiene a W per
definizione. ¢

Nei seguenti teoremi sara considerato anche il caso in cui x, ¢ interno alla
regione S, ovvero ¢ T(S,x)=R", e quindi risulta W={weR™: w=J(xo)v, ve R"},
forma che evidenzia come in questo caso W sia un sottospazio vettoriale.

Corollario 3.3.10 Si consideri il problema P e si supponga che F sia direzional-
‘mente derivabile con regolarita e debolmente differenziabile nel punto x, di ac-
cumulazione per S e che i coni C e T(S,x,) siano convessi; sia inoltre

C*e {C,C%C™}. Condizione necessaria e sufficiente affinché il punto x, sia

localmente C*-efficiente rispetto alla regione S & la seguente:

i) JoeC*, a0, tale che aTIx(x)d<0 Vde D, ed inoltre per ogni direzione
de D; tale che Jg(xo)de C\C? esiste un €>0 tale che il punto x, &
localmente C*-efficiente rispetto alla regione SM(xy+K(d,€)).

Se inoltre il punto x, & interno ad S si ha la seguente ulteriore condizione

necessaria e sufficiente:

ii) JaeC*, a0, tale che aTJ(x,)=0 ed inoltre per ogni direzione de D" tale
che Jp(xg)de C\C® esiste un €>0 tale che il punto x, & localmente C*-
efficiente rispetto alla regione SN(xy+K(d,€)).

Dim. i) Essendo 3—12-(x0)=JF(x0)d ¢ sufficiente dimostrare, per il Teorema 3.3.8,

che la condizione Joe C*, 020, tale che aTJ(x()d<0 Vde D, ¢ equivalente alla

g'%(xo)e C% vde D;. Per la sufficienza si osservi che la condizione %g(xo)e coo

Vde D, implica che WNC%=@, di conseguenza per un noto teorema di

separazione tra insiemi convessi (vedasi Proprieta 3.1.3) Jae C*, a0, tale che
aTw<0 Ywe W, ovvero tale che p(aTJx(x0)d)<0 VpeR* Vde Dy, da cui si
ottiene che Jaie C*, 020, tale che aTJ(x()d<0 Vde D;.
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Per la necessita si supponga per assurdo che esista de D, tale che risulti

%(xo)ﬂp(xo)ae C9; per il Teorema 3.1.4 risulta aTJg(x,)d>0, condizione

assurda poiché nega I’'ipotesi.

ii) Lacondizione 3aeC*, 020, tale che aTJp(xy)=0 implica che 3ae C*, a0,
tale che aTJx(xy)d=0 Vde D =D" da cui la locale C*-efficienza di x, per il
punto i). Si supponga adesso che x, sia C*-efficiente; per il punto i) Jae C*,
a0, tale che aTJp(xy)d<0 Vde D =D"; poiché inoltre se de D" allora anche
-de 7" risulta che aTJx(xy)d=0 Vde 7", da cui si ha che oTJx(x4)=0. .

I1 Corollario 3.3.10 permette di ottenere inoltre le seguenti condizioni necessarie
di C®-efficienza.

Corollario 3.3.11 Si consideri il problema P e si supponga che F sia direzional-
mente derivabile con regolarita e debolmente differenziabile nel punto x, di ac-
cumulazione per S e che i coni C e T(S,x,) siano convessi.

Condizione necessaria affinché il punto x, sia localmente C®-efficiente (ovvero

debolmente efficiente) rispetto alla regione S ¢ la seguente:
T Joe C*, o0, tale che aTJ(x0)d<0 Vde D;.

Se inoltre x, € interno ad S si ha la seguente ulteriore condizione necessaria:
Jae Ct, 020, tale che aTJ(x,)=0.

Si osservi che tali condizioni sono state stabilite in [3] limitatamente perd ai
punti localmente C%-efficienti.

Si osservi inoltre che le precedenti condizioni necessarie di efficienza locale
possono essere interpretate come possibili generalizzazioni a livello vettoriale
del concetto, proprio del caso scalare, di punto critico; ad avvalorare tale
interpretazione si vedra nel prossimo paragrafo che, analogamente a quanto
accade nel caso scalare, sotto ipotesi di pseudo-concavita le precedenti condi-
zioni divengono, oltre che necessarie, anche sufficienti.
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3.3.5. Pseudoconcavita e punti critici

E’ noto che nel caso scalare e sotto ipotesi di pseudo-concavita un punto
critico € anche di massimo assoluto oppure di massimo assoluto stretto.

I risultati seguenti, che si possono interpretare come naturale estensione al caso
vettoriale di tali proprieta, coinvolgono tutte le classi di funzioni di tipo pseudo-
concavo introdotte dalla Definizione 3.3.3.

Come mostrano i Corollari 3.3.3 e 3.3.4, ¢ possibile determinare condizioni di
efficienza tramite le condizioni g%(xo)e C% e %lg(xo)e C’vde Dy ; caratteriz-

zando tali condizioni per mezzo del polare positivo e del polare positivo stretto
di C & pertanto possibile ottenere ulteriori risultati.

Corollario 3.3.12 Sia S un insieme stellato di vertice x, e si consideri il proble-
ma P dove F & direzionalmente derivabile in x,; si supponga inoltre che F sia
(C*,C%)-pseudoconcava, con C*e {C,C?C»}. Condizione sufficiente affinché
il punto x, sia globalmente C*-efficiente & la seguente:

i) ZaeC, az0, tale che aTg%(xo) <0 Vde D.

Se inoltre 1a funzione F ¢ debolmente differenziabile nel punto x, si hanno le

seguertti ulteriori condizioni sufficienti:
ii) JaeC*, o0, tale che oTIp(x()d<0 Vde Dp;

iif) Joe C*, a0, tale che aTJ(x()=0.
Dim. i) Per il punto iii) del Corollario 3.3.3 & sufficiente dimostrare che le

ipotesi implicano che g—l;(xo)e C% Vde Dg; si supponga per assurdo che cid

non sia vero e che quindi esista una direzione de Dy tale che %;—(xo)e coo. per il
Teorema 3.1.4 risulta aTg—g(xo) >0, contro I’ipotesi.

ii) La tesi segue dal punto i) essendo J,.-(xo)d=%la:(xo).

iii) La tesi segue dal punto ii) dal momento che per ipotesi 3ae C*, 00, tale
che aTJx(xy)d=0 Vde D;. .

Corollario 3.3.13 Sia S un insieme stellato di vertice x, € si consideri il proble-
ma P dove F ¢ direzionalmente derivabile in x,; si supponga inoltre che F sia
(C*,C%-pseudoconcava, con C*e {C,C?,C®}. Condizione sufficiente affinché il
punto X, sia globalmente C*-efficiente & la seguente:

i) JoaeC* tale che aTg—l;(xo) <0 Vde D;..
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Se inoltre 1a funzione F & debolmente differenziabile nel punto x4€ S si hanno le
seguenti ulteriori condizioni sufficienti:

ii) Joe C* tale che aTJx(xg)d<0 Vde D;

iii) Joe C** tale che aTI(x4)=0.

Dim. i) Per il punto i) del Corollario 3.3.4 ¢ sufficiente dimostrare che le ipotesi

implicano che %I-;-(xo)e C® Vde D;; si supponga per assurdo che cid non sia

vero e che quindi esista una direzione de Dy tale che -aa%(xo)e CY per la defini-
zione di polare positivo stretto si ha che (ng%(xo) >0, contro Iipotesi.

ii) La tesi segue dal punto i) essendo Jg(x)d= g—g(xo).

iii) La tesi segue dal punto ii) dal. momento che per ipotesi Joe C** tale che
aTJx(xg)d=0 Vde Dp. .

Nel caso in cui sia D=D; ed i coni C e T(S,x,) siano convessi, € possibile
determinare le seguenti ulteriori condizioni necessarie e sufficienti di efficienza
locale sotto ipotesi di pseudo-concavita della funzione F; questi risultati
evidenziano come tali condizioni possano essere considerate come estensione a
livello vettoriale del concetto di punto critico.

Corollario 3.3.14 Si consideri il problema P e si supponga che F sia direzional-
mente derivabile con regolarita e debolmente differenziabile nel punto x4 di ac-
cumulazione per S, che sia Dr=D¢ e che i coni C e T(S,x,) siano convessi; si
supponga inoltre che F sia (C*,C%)-pseudoconcava, con C*e {C,C%,C%}.
11 punto x, & globalmente C*-efficiente se e solo se:

Joe C*, 020, tale che aTIx(x0)d<0 Vde Dy=D;
Se inoltre il punto x, & interno ad S si ha la seguente ulteriore condizione
necessaria e sufficiente: |

Jae CH, a0, tale che aTJx(xq)=0.

Dim. La tesi segue direttamente dai Corollari 3.3.11 e 3.3.12. ¢
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3.3.6. Condizioni di ottimalita vettoriali di tipo “Kuhn-Tucker”
In questo ultimo sottoparagrafo si vuol mostrare come 1’ approccio considerato
in questa Tesi permetta di estendere al caso vettoriale i risultati tipici del caso
scalare relativi alle condizioni di Kuhn-Tucker.

In altre parole verranno determinate delle condizioni di ottimalita di tipo “Kuhn-
Tucker” per dei problemi di estremo vettoriale del tipo seguente:

C_max F(x)
{ xe S={xeX: G(x)eK} ’

dove XcR™® ¢ un insieme aperto, F e G sono funzioni vettoriali differenziabili
FX->R™ e G:X—>NRS, ScX ¢ la regione ammissibile del problema e CcR™ e
KcR*® sono coni chiusi, convessi, puntati di vertice l’oxjgme ed interno non
vuoto. Per maggior semplicita, verranno di seguito considerate condizioni di
ottimalita rispetto ad un punto ammissibile xye S aderente a tutti i vincoli del
problema, ovvero tale che G(x,)=0.

Come ¢ noto [3, 4, 11], la C*-efficienza del punto ammissibile x,e S implica la
validita della seguente condizione di tipo “Fritz-John™:

3(op, 0610, 0pe C*, 0GEK*: 0 T(xH+06 T (%0)=0.

Il seguente teorema mostra invece come sotto particolari ipotesi, di pseudo-
concavita vettoriale della funzione F e di debole quasi-concavita vettoriale della
funzione G, la precedente condizione diviene anche sufficiente.

Teorema 3.3.9 Si consideri il problema di estremo vettoriale P dove S & un
insieme stellato di vertice xq e le funzioni F e G sono differenziabili in x,.
i) SeFe&(C*,C%-pcvin xy, la funzione G & (K-K)-wqcv in x, ed moltre
Hor 010, 0 CH, ageK*: 0 T(xgHgTe(xo)=0,

allora x, € un punto C*-efficiente.
i) SeF & (C*,C%)-pcv in xy , la funzione G & (K-K)-wqcv in Xy ed inoltre:

Hop.06)#0, ape CF, 0p20, age K*: 0 Jp(XohH06 T (x0)=0,
allora xy € un punto C*-efficiente. ‘
Dim. i) Si supponga per assurdo che esista un punto ammissibile xe S, x#x, ,
tale che F(x)e F(x¢)+C*; essendo F (C*,C%-pcv e differenziabile in x, risulta
Je(xo)(x-xg)e C° e quindi, essendo o€ C*+, 0 Jp(X)(X-X0)>0. Analogamente,
essendo per ipotesi G(x()=0, si ha che G(x)e K=G(x,)+K; poiché inoltre G &
(K-K)-wqcv e differenziabile in x, risulta J5(Xo)(x-xo)€ K e quindi, essendo
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age K+, ag I g(Xg)(x-X0)20. Si ha pertanto o J(Xo)(X-Xo)+0ig Jg(Xo)(X-X0)>0,
condizione assurda poiché nega I’ipotesi.
ii) La dimostrazione &, ricordando il Teorema 3.1.4, analoga alla precedente. ¢

Si osservi che le condizioni sufficienti ottenute nel precedente Teorema 3.3.9
sono delle condizioni di ottimalita di tipo “Kuhn-Tucker”, dal momento che
viene richiesto per ipotesi che sia o0.
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