CAPITULO 9
Modelacion matematica de los fendmenos
transitorios en acueductos

Juan Manuel Galindez y Sergio Liscia

Introduccion

El disefio de una conduccion a presion se concibe con la intencién de albergar, sin riesgos de
colapso estructural, el escurrimiento del agua en régimen estacionario. Sin embargo, aun el régi-
men permanente puede manifestarse en, al menos, tres formas disimiles: estatico, en el que la
velocidad del agua es nula; dinamico a caudal minimo, ligado a la menor velocidad admisible del
agua; o dindmico a caudal maximo, asociado, analogamente, a la mayor velocidad admisible del
agua. Este ultimo es, por cierto, determinante en el dimensionado del diametro de la conduccién.

Un andlisis pormenorizado de estos tres casos extremos pareceria bastar, entonces, para
garantizar la seguridad del acueducto; en efecto, ello seria estrictamente cierto en caso de que
las transiciones entre unos y otros fueran lo suficientemente suaves. Desafortunadamente, ello
es incompatible con los tiempos de operacién y de maniobra de los elementos hidraulicos que
regulan el escurrimiento: valvulas o compuertas, en tanto se abren o cierran en cuestién de
segundos; o turbomaquinas, en tanto se encienden, apagan o cambian su régimen de operacién
casi instantdneamente, por ejemplo.

Los fendbmenos transitorios o impermanentes son entonces aquellos inducidos por un cam-
bio (por lo general, brusco) en las condiciones de escurrimiento, y su importancia para un buen
diseno es tal que pueden ocasionar la destruccién o la salida de servicio de un acueducto. Esta-
disticamente, las fallas o roturas mas frecuentes de las conducciones a presion involucran efectos
transitorios subestimados o pobremente evaluados: sobrepresiones o depresiones extremas, al
punto de inducir cavitacion o ingreso de aire por encima de lo tolerable, etcétera.

Las caracteristicas de los estados impermanentes resultantes estan vinculadas a la tipologia
del acueducto, es decir: segun funcionen a gravedad o por bombeo. En este Ultimo caso, ademas,
importa si involucra una sola unidad o un complejo de varias unidades y su arreglo: bien en serie
o en paralelo, bien en la toma de una cisterna, bien en linea, en alguna seccién intermedia del
acueducto.

Todas estas configuraciones comportan situaciones previsibles, como el encendido de las
bombas o su salida de servicio; la regulacion del caudal conducido, ya sea mediante valvulas o

la variacién de la frecuencia de los motores de las turbomaquinas; en fin, cualquier maniobra que

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 160



BOMBAS, ESTACIONES DE BOMBEO Y ACUEDUCTOS - C. V. LUCINO, S. O. LISCIA Y J. M. GALINDEZ (COORDINADORES)

propenda a satisfacer la demanda cambiante de |a provision de agua o de energia. Se trata de
maniobras programadas, que hacen al funcionamiento mismo del acueducto. Existen, asimismo,
situaciones accidentales e indeseables, que pueden surgir en cualquier momento de manera
inesperada, tales como cortes de energia o fallas hidromecénicas.

El estudio de los fendmenos transitorios resulta de transcendental importancia para unos y
otros casos, pues sirve igualmente como guia para implementar optimas secuencias de opera-
cién cuanto como para disenar los elementos de proteccién que eviten danos a las conducciones
y a las propias maquinas. A fin de asimilar las distintas capas de complejidad involucradas, el
estado impermanente se aborda habitualmente por medio de la integracion de un sistema de
ecuaciones diferenciales, habida cuenta de que las condiciones de contorno condigan con los
elementos hidraulicos de una configuracién dada del acueducto. En la préactica, este procedi-
miento se realiza por medios numéricos antes que analiticos y es el objeto de las secciones

siguientes.

Modelacion matematica de los fendmenos transitorios en un

acueducto

Desde mediados del siglo XIX, el estudio de los transitorios en acueductos ha atraido el
interés de ingenieros hidraulicos. Los procesos involucrados pueden ser descriptos por las ecua-
ciones de la Hidrodinamica, esencialmente, las ecuaciones de conservaciéon de la masa (de con-
tinuidad) y la de cantidad de movimiento. Su solucién conduce a ecuaciones de propagacion de
ondas de sobrepresion y de escurrimiento a través de los acueductos.

En estado permanente, no hay cambio en las condiciones del escurrimiento en cualquier
tiempo en el tiempo; en términos matematicos, ello implica que todas las derivadas respecto
de la variable tiempo se reducen a cero. En condiciones de escurrimiento impermanentes —los
términos ‘impermanente’ y ‘transitorio’ resultan, a todos los efectos, equivalentes—, las variables
que describen el movimiento varian en el tiempo. De los diversos métodos de resolucién que
admiten estos problemas, aqui se desarrollara el asi llamado método de las caracteristicas.

El método de las caracteristicas convierte el sistema de dos ecuaciones diferenciales par-
ciales (las ya mencionadas leyes de conservacién) en un sistema de cuatro ecuaciones diferen-
ciales totales, tales que admiten su tratamiento bajo un esquema de diferencias finitas, usando
el método de intervalos de tiempo especificos. Este esquema puede ser abordado por métodos
computacionales.

El método de las caracteristicas es ventajoso por varios motivos: 1) los criterios de estabilidad
estan firmemente establecidos; 2) las condiciones de contorno pueden programarse facilmente;
3) los términos de menor relevancia pueden conservarse sin mayor desmedro de la velocidad de
calculo; 4) es posible abordar sistemas complejos; 5) de todos los sistemas de resolucion en di-
ferencias finitas, es el de mayor precision; 6) los programas pueden depurarse facilmente gracias
a que el estado permanente satisface todas las condiciones y un error de programacion aparece

como un cambio respecto de ese estado; 7) es un método detallado que permite su visualizacién
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bien por medio de datos de salida tabulados, bien por medio de figuras y animaciones.

Ecuaciones fundamentales

En esta seccion, se desarrollan las ecuaciones diferenciales de conservacion de la cantidad
de movimiento y de la masa que, a la postre, guian la resolucién de los fendmenos de la Hidrodi-

namica.

Ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento

Puede aplicarse la ecuacién de conservacion de la cantidad de movimiento para el escurri-
miento de liquido a través de un volumen de control embebido en un tramo cilindrico de tuberia.
La ecuacién se escribe en términos de la presion a lo largo del eje de la tuberia y su velocidad
promedio, para mas tarde referirla a una forma de la energia piezométrica. En lo que resta de esta
formulacion, se prefieren los valores de energia piezométrica, H, y el caudal, @, como variables

dependientes, en tanto que la posicion x y el tiempo ¢ son las variables independientes.

Linea de energia piezométrica
/ T

/ T
/ —_—

T,mDSx

Figura 9.1: Volumen de control para la aplicacién de la ecuacion de conservacion de la cantidad de
movimiento

La Fig. 9.1 muestra un volumen de control cuya superficie de la seccion transversal es Ay su
espesor es dz.

El area, A, es, en general, una funcion de la coordenada z, cuya referencia es el eje de
la tuberia, con un origen arbitrario. La tuberia esta inclinada respecto de la horizontal en un
angulo «, positivo cuando la elevacién aumenta en la direccion positiva de z. Las fuerzas que
operan sobre el mencionado volumen de control en la direcciéon de x son las que se derivan
de la presién normal sobre las secciones transversales que lo delimitan, de la tension de corte
y de la componente de presion en la periferia. Asimismo, la gravedad tiene una componente
en el sentido del movimiento. La fuerza que deriva de la tensién de corte actda en reaccién al
movimiento, por lo cual tiene sentido negativo. Por aplicacion de la tercera ley de Newton, la

sumatoria de las fuerzas que operan sobre el volumen de control equivale a la variacion de su
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cantidad de movimiento; o sea:

Fuerzas de presion + Fuerzas de friccion + Fuerzas de gravedad =

0 (pA) 10p\ 0A

pA - [pAJr Ox oz + P+ 2 9 8:(;5z

—71omDéx
. DV
—yAdxsina = pA(;xﬁ

Eliminando los diferenciales de segundo orden y agrupando, se obtiene:
A@ +T07TD+’}/ASiIIOé+pAg =0 (9.1)
or Dt

En los calculos de escurrimiento transitorio, se considera que la tensién de corte es la mis-
ma que si la velocidad fuera permanente, de manera que, en términos del factor de friccion de

Darcy—Weisbach, f, se obtiene:
_pfVIV]
8

(9.2)

T0
La Ec. 9.2 se desarroll6 a partir de la ecuacion de Darcy—Weisbach:

_ pfALV?

A
P="Dp D

Donde L es la longitud de una tuberia horizontal, y a partir de un balance de fuerzas en la tuberia

durante escurrimiento permanente:

2
ApA = AP% = T(]?T.DAL

La aceleracion DV/Dt enla Ec. 9.1 corresponde a una particula del fluido (el volumen de control)

que tiene velocidad V/, por lo tanto:

DV _ OV oV

Que es valida para tuberias convergentes y divergentes. La energia piezométrica (o elevacion de
la linea de energia respecto de un plano de referencia arbitrario) puede remplazar a p, de manera
que:

p=pg(H — z) (9.4)

Donde z es la elevacién del eje de la tuberia correspondiente a la posicion z. Luego:

dp = O(H—=z) OH 0z _ oH .
ax—pgax—W(ax agg)—f’?f(ax Sm“> (9:5)

Esta derivacién parcial considera que p permanece esencialmente inalterable (constante), en

comparacion con H o z. Sustituyendo las Ecs. 9.2y 9.5 en la Ec. 9.1, resulta:

oH | fVIV] 0V oV _

9oz 2D or ot 0 (9-6)
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Que también esta restringida a escurrimiento de liquidos. La forma de la linea de energia de la
ecuacion es algo méas simple, en razén de que la pendiente del eje de la tuberia puede despre-

ciarse sin consecuencias.

Ecuacion de continuidad

La siguiente derivaciéon de la ecuacion de continuidad es suficientemente general y tiene la
ventaja relativa de expresarse en términos de las diversas derivadas totales, es decir, las deriva-
das con respecto al movimiento. Dos de ellas se introducen directamente dentro de la ecuacion
de continuidad: derivacion con respecto a la componente del movimiento en la direccién del eje
de la tuberia, y derivacién con respecto a una particula de masa liquida. La tercera derivada total
es la derivacion con respecto a la onda acustica de movimiento que surge del método de las

caracteristicas, desarrollado mas adelante. Con referencia a la Fig. 9.2, un volumen de control

K&L pA(V - u) / PA(V -u) +[pA(V—u:]l dx

S u 7 u+u,5x
_
-
<.
- /
<
~Llan, -
\\e@fér

~Cng;;

a

Figura 9.2: Volumen de control para la aplicacién de la ecuacién de conservacién de la masa

de longitud §z en movimiento en el instante ¢ puede considerarse fijo en relacion con la tuberia;
en efecto, se mueve y se expande solo en la medida en que lo hace la superficie interior de la
tuberia. El principio de conservacion de la masa puede enunciarse entonces de este modo: la
razén en que el influjo de masa en el volumen de control equivale a la razén de incremento de la

masa dentro de este, o bien:

d[pA(V — D'(pAd
pAV — ) — | pAvy —uy + 212 (('?ac Wl = (gt ?)
O, mas simplemente:
CO[pA(V —w)] o D'(pAda)
o b= =5 (9.7)

Sea la cara aguas arriba ubicada en la coordenada z, y sea u la velocidad relativa a la pared

de la tuberia en z. La derivada total con respecto al movimiento axial de la tuberia esta dada por:

D’ 7] 0
D = Y5z + e (9.8)
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Y la razén de incremento de la longitud del volumen de control est4 dada por:

D’ ou

Por expansion parcial de la Ec. 9.7 con el uso de la Ec. 9.9:

J(pAV) | 0(pAu)  D'(pA) Ou
Oz + dr Dt +pA81‘ (9.10)

Una expansion adicional de la Ec. 9.10, usando la Ec. 9.8, da:

9 (pAV) Ou 0(pA) _ 9(pA)  O(pA) Ou
0r TPt e T e T Tar TPa:

O, simplificando:
9 (pAV) _ 0(pA)

dr Ot

Que ahora puede escribirse como:

AL —
PA%: =V "oz ot

Los ultimos dos términos de la Ec. 9.11 representan la derivada de pA con respecto al movi-

miento de una particula de masa, o:

oV D(pA)
—pAax =~ (9.11)
En la que:
D o 0

Dt 9z Ot

Sustituyendo en la Ec. 9.11 y expandiendo la derivada total respecto de ¢, se obtiene:

oV _ ,Dp DA

oA — - A2
Y (©.12)
Y luego, dividiendo ambos miembros de la Ec. 9.12 por pA:
A Al& L DA (9.13)

"oz~ “pDt "PADt

La Ec. 9.13 es valida para tuberias convergentes y divergentes tanto como para tuberias
cilindricas. También es valida para tuberias flexibles, o para escurrimiento de gas, dado que no
se requirio de hipotesis simplificativas.

Al restringir la formulacién al escurrimiento de agua en tuberias de propiedades elasticas

definidas, la Ec. 9.13 queda reducida a:

2V 1Dp

= 14
or p Dt 0 (9.14)
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Donde a?, el cuadrado de la celeridad de la onda de sobrepresion, esta dado por la Ec. 9.15:

Cl2:

T (9.15)

2le

&I =

Al expresar la presiéon en términos de la energia piezométrica (Ec. 9.4), se obtiene la siguiente
expresion:
a?0V DH Dz

- - 2=
g8x+Dt Dt

Que, correspondientemente expandida, resulta:

a? v OH OH 0z 0z
——tV—4—-V———=0
g Oz + or + ot dr Ot

Dado que, por un lado, puede ignorarse el movimiento transversal y, por el otro, 0z/0x = «,

se obtiene, finalmente:
a? v OH OH

> 7 L _Vsina=0 9.16
g 8x+ B + BN sin « ( )

Que es la forma de la ecuacién de continuidad méas conveniente para la elaboracion posterior.
Al igual que en la forma final de la ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento (Ec.

9.6), H y V son las variables dependientes de la posicién, z, y el tiempo, ¢.

Solucidén por el método de las caracteristicas

Como se ha dicho, las ecuaciones de conservacién de la cantidad de movimiento y de con-
tinuidad configuran un sistema de ecuaciones diferenciales para el cual no hay disponible una
solucién general. Sin embargo, las ecuaciones en derivadas parciales pueden adquirir la forma
de un sistema de ecuaciones en derivadas totales mediante el asi llamado método de las carac-
teristicas. De este modo, estas Ultimas ecuaciones pueden ser integradas dentro de un esquema
de ecuaciones de diferencias finitas pasibles de ser tratadas, convenientemente, por métodos
numéricos.

Sea entonces el sistema de ecuaciones diferenciales en cuestion:

OH fVIV| oV v
99: T o0 Ve tar 7
a9V OH OH

— — — Vsina =
g@x+ 8x+8t sina =0

(9.17)

La practica ha demostrado que, en la mayoria de los casos, el sistema puede simplificarse
ignorando la contribucion de algunos de los términos intervinientes. Asi se procedera de aqui en
mas, sin desmedro del procedimiento analitico que conduce a la formulacién del esquema numé-
rico buscado. De tal modo, entonces, que es posible reducir el sistema presentado al siguiente,
en el que las formas simplificadas de las ecuaciones de conservacion de cantidad de movimiento

y de continuidad se identifican como L, y Lo:

9H VIV oV
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2
OH a@V_O

Ly=—+—— = 9.19
Y + g Ox ( )
Estas ecuaciones pueden luego combinarse linealmente usando un multiplicador .
Li+AL>=0
O sea:
OH _fVIV| OV (0H a®0V _
Yor 7 2D T ot ot | g or)
Agrupando convenientemente:
gOH  OHY  \a®0V OV __fV|V| _
A()\ oz 8t> gor "ot T ap (9:20)

Cualesquiera dos valores reales de A daran como resultado dos ecuaciones en términos de
las variables dependientes H y V' que habran de ser a todos los efectos equivalentes a las Ecs.
9.18 y 9.19. Una seleccidén apropiada de dos valores particulares de A redunda en la simplificacién
de la Ec. 9.20.

En general, tanto H como V' son funciones de = y de t. Si se asume que la variable indepen-

diente = es una funcién de ¢, entonces, son validas las siguientes identidades:

dH _OM dx 0N
dt Oz dt = Ot

v _oVde 9V
dt Oz dt = Ot

Si se admite que:
a2

z _ g
a X g

Entonces la Ec. 9.20 se transforma en una ecuacion diferencial ordinaria:

dH 4V [V |V|
Ao Ta T T

0 (9.21)

Es facil comprobar que, dadas las condiciones expuestas, A equivale a:

A=+2 (9.22)
a
Y, en consecuencia:
v _y (9.23)
dt = a .

Sustituyendo sucesivamente los valores de A\ (Ec. 22) en la Ec. 9.21, se obtiene entonces el

siguiente sistema de ecuaciones:

gdil  dv.  fVIV] _
a dt dt 2D
dx

a -

0

(9.24)
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gdH dV  jV|V|

a dt dt 2D
dx

= —a

==

0
(9.25)

Al haber asignado a A dos distintos valores reales, el sistema de ecuaciones diferenciales en

derivadas parciales devino un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas totales.

Figura 9.3: Curvas caracteristicas negativas (izq.) y positivas (der.)

Las primera y tercera ecuaciones del sistema, denominadas ecuaciones de compatibilidad,
son vélidas a lo largo de haces de las asi llamadas curvas caracteristicas; en rigor, rectas (en
tanto que la celeridad de la onda, a, es generalmente constante) en el plano = — t definidas por

las segunda y cuarta ecuaciones del sistema (Fig. 9.3).

Ecuaciones en diferencias finitas

Una tuberia se divide en N tramos de igual longitud, cada uno Az, tal como se ve en la Fig.
9.4. Se determina el intervalo de tiempo congruente con esa discretizacién (At = Axz/a ) y la
segunda ecuacion del par 9.24 queda inmediatamente satisfecha por una diagonal positiva en
la malla que abarca el continuo bidimensional = — ¢. Si se conocen las variables V' 'y H en el
origen de esa diagonal, entonces la primera ecuacion de 9.24, que es valida a lo largo de la
curva caracteristica positiva C*, puede integrarse entre los limites Ay Py por lo tanto ser escrita
en términos de las variables desconocidas, H y V en el intervalo de tiempo subsiguiente, ¢ + At.
La integracion a lo largo de la curva caracteristica negativa C~ es en todo sentido analoga, y
conduce a una segunda ecuacion (la primera de 9.25) en términos de las mismas incégnitas. La
resolucion simultdnea de ambas ecuaciones permite entonces determinar los valores de H y de

V para el intervalo ¢ + At en el nodo en cuestién.

Al reformular la primera ecuacién de 9.24 de tal manera que las anteriores relaciones queden

expresadas en términos del caudal, @, en lugar de la velocidad, V, se obtiene:

gdat  dQ | fRIQI _
o dt ' Adt " 2DA
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t=At

t=0

Figura 9.4: Configuracién de la malla de diferencias finitas

Multiplicando por dt:

f
29D A2

dH + L.dQ + Q1Q|dr =0
gA

E integrando, resulta:
t+At

dH+a/Qi dQ+L/” QQ|dr =0
gA Jor ) 29DA? /.. | o

1 —

t+At
H;

/H’?

Donde los limites de integracion corresponden a las coordenadas ((i — 1) Az, t) y (iAx,t + At)
de los nodos por los que queda definida la curva caracteristica positiva C+.

Al resolver, se obtiene:
fAx

i—1 ’QE—l’ =0 (9.26)

At _ ppt & oAt _ ot
[ 7.—1+gA (Qt 2—1)+29DA2 7

La Ec. 9.26 conforma un sistema de ecuaciones junto con la aportada por la integracién a lo
largo de la curva caracteristica negativa C~ (Ec. 9.27):

fAz

t+At t a t+At t
H; - Hi, - 97A (Qi - i+1) - W i+l

Q| =0 (9.27)

Estas dos ecuaciones de compatibilidad son relaciones algebraicas basicas que describen la
propagaciéon impermanente de las fluctuaciones de presion y de velocidad en la tuberia.

Reagrupando levemente:

HES — HE 4+ B Q™ = Q1) + BQ! [Q1 ] =0
(9.28)
HEA = HL = B(QU = Qly) = RQly QL | =0

Donde B =a/gAy R = fAx/2gDA?.
Estas ecuaciones deben ser vélidas para el escurrimiento en estado permanente, que es un

caso particular de escurrimiento impermanente. En tal caso, el caudal de escurrimiento Q?At es
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independiente de ¢ y por tanto equivalente a Q!_, y Q' ,. El sistema se reduce entonces a la
siguiente expresién:
H;=H;_1 — RQi—1|Qi—1] (9.29)

Donde los superindices fueron suprimidos en razén de su irrelevancia.

Dado que RQ!_, \Q;?_l\ es en efecto la pérdida de energia piezométrica a lo largo de un tramo
de longitud Az, la Ec. 9.29 puede ser interpretada como una forma de la ecuacién de Bernoulli
formulada entre los puntos considerados, lo cual concluye la corroboracién.

La solucion al problema que plantea un fenémeno transitorio requiere, naturalmente, de una
condicién inicial: la impuesta por las condiciones correspondientes al estado permanente. En ese
estado, los valores de H y de ) son conocidos para cualquier seccién de la tuberia, incluyendo
aquellas coincidentes con los nodos definidos por la discretizacién. El procedimiento prosigue
por el célculo sucesivo de las variables H y @ a intervalos equidistantes At en todos los nodos
definidos.

A tal fin, el sistema puede reformularse se resuelve en términos de las incognitas Hf*“ y
QEJrAt:

H?H-At — OP _ BQ)H_At

(9.30)
HIYA = Oy + BQITA
Donde:
Cp=H}_,+BQ!_, - RQ!_, !ngl‘
Cu = Hiyy — BQiyy + RQi4 ’Q§+1|
La resolucion del sistema de ecuaciones es, finalmente:
HITA =05 (Cp + Cur) (9.31)
QA = 0,5M (9.32)

B

La Fig. 9.5 ilustra de qué manera progresa el procedimiento iterativo que, por aplicacién su-
cesiva del sistema de ecuaciones 9.30 para todos los valores de i (de 1 a NS = N + 1), permite
obtener los perfiles de H y de @ (este ultimo omitido en el grafico) para los instantes denotados
por ¢t = At (arriba a la derecha), t = 2At (abajo a la izquierda) y t = 3At (abajo a la derecha), una
vez calculados los valores correspondientes a ¢t = 0 (arriba a la izquierda). Los valores de H y de
@ se proyectan perpendicularmente al plano = — ¢ al que pertenecen las curvas caracteristicas
CtyC-.

Desde luego, el problema no esta perfectamente determinado hasta tanto no se impongan las
condiciones de contorno —ya se ha hecho mencién a cdmo se aplican las condiciones iniciales—,
de manera que queden restringidos todos sus grados de libertad. Dado que las ecuaciones di-
ferenciales que dan origen al presente sistema de ecuaciones algebraicas son de primer grado
tanto en H como en V, tal como revela una somera inspeccion, las condiciones de contorno

deben involucrar alternativamente a una (condicién de contorno de Dirichlet) como a la otra (con-
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Figura 9.5: Simulacién de un fenémeno transitorio por medio del método de las caracteristicas

dicion de contorno de Neumann).
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