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Abstract. Los sistemas de produccién-inventario son estudiados a través
de modelos lineales y no lineales, determindndose sus propiedades me-
diante cédigos numéricos. El aporte de este trabajo es la aplicacién de
la teorfa de sistemas dindmicos al anédlisis de un modelo no lineal de un
sistema de este tipo. Este enfoque nos permitié caracterizar en forma
rigurosa su dindmica, sin la necesidad de recurrir a métodos numéricos.
Demostramos que la politica de decisién propuesta conduce a soluciones
no oscilatorias y por lo tanto no es posible el régimen caético.
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1 Introduccién

El objetivo por excelencia de las empresas es el aumento de la productividad
con miras a mantener o mejorar la competitividad. La continua bisqueda en ese
sentido ha devenido en la implementacién de una serie de herramientas y técnicas
que apuntan a la mejora de procesos y a la toma de mejores decisiones. Entre
ellas, la que estd mds en boga es la Investigacion Operativa, cuya aplicacién
ha logrado grandes resultados a nivel industrial. Sin embargo, algunas de las
soluciones que de ella se derivan adolecen de no propiciar una visién sistémica
de la organizacién o el sector donde se utilizan. Un ejemplo es la optimizacién
de los costos de la gestién de stock para determinar las politicas de control de
inventario[1]. Por tratarse de la optimizacién de un subsistema, su concrecién no
garantiza la optimizacién del sistema global (de la organizacién)|2].

En la década de los 60, J. W. Forrester[3] di6 inicio a la Dindmica Industrial,
la cual tiene por finalidad la modelizacién y anélisis de sistemas o subsistemas
industriales. En los tdltimos anos, esta disciplina ha cobrado mayor importancia
y difusién gracias a la bibliografia presentada por autores como J. D. Sterman
[4] v P. Senge [5]. Estos la destacan como una de las principales herramientas
para lograr un enfoque sistémico a la hora de abordar y resolver los problemas
que surgen en el sistema bajo estudio.

En este trabajo, construimos un modelo no lineal simple de un sistema de
produccién-inventario basdndonos en los trabajos de J. W. Forrester [3] y J.
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D. Sterman [4]. A diferencia de ellos, optamos por llevar a cabo el anélisis del
modelo utilizando la teorfa cualitativa de sistemas dindmicos[6][7][8] con el fin
de caracterizar en forma completa su comportamiento. A la hora de evaluar
la efectividad de la politica de decisién propuesta nos basamos en los criterios
de mejora utilizados por M. Saleh et al[9]: la disminucién de las oscilaciones y
el aumento de la velocidad de respuesta. Esto es 16gico si consideramos que la
presencia de oscilaciones en la tasa de produccién provoca variaciones en la tasa
de utilizacién de recursos y dificultades en la programacién de la produccién, y
que una respuesta lenta implica ausencia de flexibilidad.

Este articulo estd organizado de la siguiente forma: en la seccién 2, comen-
zamos haciendo una descripcién general del modelo que concluye con el sistema
de ecuaciones del mismo. Dicho sistema da lugar a la definicién de dos regiones,
en las cuales las propiedades del modelo son diferentes. Estas son estudiadas
en detalle en los apartados 3 y 4. Por tdltimo, en la seccion 5 discutimos los
resultados y en la 6 presentamos las conclusiones.

2 Descripcién del modelo de produccion

2.1 Hipétesis del modelo y notacién

Los supuestos sobre los que se basa el modelo se dan a continuacion:

— La demanda es constante.

— La disponibilidad de materia prima es ilimitada.

— La capacidad maxima m incluye horas extra y horas subcontratadas, y las
demoras asociadas a la produccién son independientes del recurso empleado
para producir (horas normales, horas extra u horas subcontratadas).

— La tasa de produccién es aproximadamente continua, pudiendo variar desde
cero a m (no hay grandes discontinuidades en la tasa relacionadas con cues-
tiones técnicas y/o econémicas).

— La decisién acerca de cudnto producir (tasa de produccién) se determina en
funcién del estado actual del modelo. Como consecuencia, consideramos que
contamos con informacién relativamente exacta y oportuna.

— La distribucién de probabilidades de las demoras de las diferentes etapas del
proceso se supone exponencial.

— Al aumentar la cantidad de pedidos aumenta la tasa de entrega, no habiendo
limitantes en la capacidad de atencién de pedidos.

— Las variables de estado son positivas.

En este trabajo utilizamos la siguiente notacion:
Variables de estado

x1: productos en curso de elaboracién (WIP).

Zo: inventario real de productos finales.

x3: productos pedidos pendientes de entrega.

x4: productos cuya érden de produccién estd en proceso administrativo.
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Pardmetros

dy: demora media del proceso productivo (lead time de produccion).

da: demora media minima de entrega de pedidos.

ds: demora media adicional de entrega de pedidos cuando el stock es igual al
deseado.

dy: demora media del proceso administrativo de 6rdenes de produccién (lead
time administrativo).

a: factor de amplificacién usado para la decidir la tasa de produccion.

s: stock de seguridad definido como cantidad de tiempo que se espera que
el inventario cubra el nivel de demanda actual en caso que la tasa de salida del
proceso de produccion sea nula.

m: capacidad maxima de produccién.

ro: demanda.

2.2 Ecuaciones

Comencemos por describir la estructura del modelo, recurriendo a la Fig. 1 para
lograr una mejor comprensién. La demanda ry determina la tasa 7, a la que

7 x4 6

X1 -
d1 —
T2
_—
-
g
X2
T3ti

Fig. 1. Cursograma del modelo produccién-inventario. Por limitaciones del software
utilizado al pardmetro a le llamamos alpha en esta fig.
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ingresan los pedidos. La informacién sobre la cantidad de pedidos pendientes de
entrega x3, junto a la del nivel de inventario x, las 6rdenes en proceso adminis-
trativo x4 y el WIP z; se utilizan para determinar la decisién acerca de cudnto
ordenar a produccion, es decir la tasa Tg. Con esa frecuenca arriban las 6rdenes
al proceso administrativo, que consiste, entre otras cosas, en la programacién de
las mismas. Por lo tanto, la demora asociada d4 no sélo comprende cuestiones
burocréticas sino que también estd relacionada con la disponibilidad de recur-
sos y prioridades asignadas durante el secuenciamiento[10]. Una vez cumplida la
mencionada demora, las érdenes ingresan a produccién a una tasa 77 = T7. Los
productos en curso de elaboracién constituyen el WIP x; hasta que, luego de ser
procesados en un tiempo cuya media es el lead time d;, son enviados al inventario
T2 a una tasa Th. Los productos son finalmente entregados a los clientes a una
tasa T3. Evidentemente esta ultima es igual a T5 puesto que cuando una unidad
de producto es embarcada deja al mismo tiempo de formar parte del inventario
y de los pedidos pendientes.

Como mencionamos en el apartado anterior, suponemos que las distribuciones
de todas las demoras son exponenciales. Sin embargo, aquella que corresponde
al tiempo de entrega de pedidos posee, a diferencia de las demds, una media

variable d,, definida por:
STo

dp =do +d3—.
T2

Si se produjera un solo item y hubiera un nivel de stock total suficiente para
cubrir los pedidos, d, serfa igual a la demora media de despacho para un bien
cuando éste estd disponible dy. Como consideramos una produccién multipro-
ducto, podria suceder que la cantidad total de inventario fuera suficiente, pero no
asi su composicién. Con esto nos referimos a que podria haber en stock una can-
tidad insuficiente de un articulo en particular de los que conforman un pedido, lo
que provocaria cierta demora adicional. Cuanto menor es el nivel de inventario,
la probabilidad de que esto suceda es mayor y, en consecuencia, mayor es el
tiempo medio de entrega adicional. Légicamente, si x5 tiende a cero, la tasa de
entrega debe hacerlo también, lo que puede representarse con una demora muy
grande (tendiente a infinito) y ademds, cuando el nivel de stock es muy alto la
demora media deberia tender a la minima ds. Por dicha razén modelizamos esta
demora adicional como una funcién hiperbdlica de x5, de modo que ésta adopte
el valor ds cuando el inventario real se encuentra en el nivel deseado[3].

Ahondemos ahora en la construccion de la politica de decisién. Es frecuente
encontrar en la bibliografia modelos que utilizan, para decidir la cantidad a
ordenar, reglas heurfsticas basadas en la tasa demanda esperada y la discrepancia
entre el nivel de inventario real y el deseado[4][11]. En nuestro modelo la politica
de decision se construye a partir de informacion adicional, con lo que esperamos
un mejor comportamiento del sistema. Mds adelante compararemos ambas reglas
en base a los objetivos propuestos en la seccién 1. La politica (decision Tg) que
empleamos para decidir la tasa de produccién a ordenar Ty se escribe como:

g($17x2,$37l’4) Sing($1,$2,$3,$4)7

m sim < g(x1,xe,x3,24),
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donde g(x1, 2, 3, 24) = o+ (ke —x2)+ (k1 — (v1+2x4)) + (x5 —k3)], y ademés:

— ko = ros es el nivel de inventario deseado, que surge de multiplicar el tiempo
que se quiere que el inventario cubra la demanda por la tasa demandada,

— k1 = ro(d1 + dy) es la cantidad normal (o deseada) de unidades en proceso
administrativo més las que forman el WIP[12],

— ks = 1o (d2 + d3) representa la cantidad normal (o deseada) de pedidos pen-
dientes.

La decisién de la tasa de produccién surge entonces de sumar a la demanda
pronosticada (igual a la real por ser constante) un término adicional que tiene
en cuenta las discrepancias que ocurren entre los niveles reales y deseados de
las variables del sistema, al que denominamos término correctivo. Més especi-
ficamente, éste es mayor cuanto menores son los niveles de inventario real, de
ordenes en proceso administrativo y de WIP, y cuanto mayor es el nivel de pe-
didos pendientes de entrega. Las discrepancias antes mencionadas son afectadas
por el factor de amplificacién «, que depende en gran medida de las expecu-
laciones del decisor, de su personalidad, y hasta de las circunstancias. Por eso
podemos decir que su eleccién es en gran medida arbitraria y podria ser modifi-
cada en el tiempo. Sin embargo, en este modelo consideramos dicho pardmetro
como invariante.

Vale la pena destacar que si la decisién g(x1, 2,23, 24) €s mayor a la ca-
pacidad méxima del sistema m, se ordena producir dicha tasa (la mayor tasa
admisible), puesto que la tasa real no puede superar esta limitante técnica.

Estamos ahora en condiciones de escribir las ecuaciones del modelo, siendo
las mismas:

. T4 T
_ra 2l 1

T d4 dl ) ( a)

. 1

dy = o= = f(w2) @5, (1b)
1

&3 =19 — f(x2) 23, (1c)

564:771*% sim < g(x1, x2, 3, T4 ), (1d)

4
. T .
&g = g(z1, 22, T3, T4) — di sim > g(x1, x2, x3, T4 ), (le)
4

donde * = d/dt, z; > 0, j = 1,...,4, m > 0y f(z2) = (dp)~'. Mediante la
definicién de k1, ko, k3, la tasa de produccién se reescribe como:

g($1,$2,$37$4) = 7’0(1 —+ Ol(S + d1 —+ d4 — d2 — d3 — X1 — X2 + T3 — 1174)) (2)

El sistema (1) es invariante con respecto a la siguiente transformacién de
escala:
T m g
Tj— —, M —, g —.
To To To
De aqui en mds consideramos al mismo escrito en las nuevas variables, con lo cual
el pardmetro 79 no aparece en las ecuaciones. Sin embargo, las interpretaciones

de las soluciones se hardn de acuerdo a las definiciones originales.

39JAIIO - JI1 2010 - ISSN: 1850-2849 - Pagina 1979



6 F. D. Cuccioletta, A. Harari, and L. P. Lara

Teniendo en cuenta la relacién de orden entre m y g(x1, z2, 23, x4) definimos
dos regiones en el espacio de fase: 27 definida por m < g(z1,x2,x3,24) y {20,
por m > g(x1,x2,23,x4). Cabe destacar que para m = g(x1,22,23,24) las ecua-
ciones del sistema en la regién {25 y {21 son iguales, por tanto las trayectorias se
empalman con continuidad hasta la derivada primera.

En la seccién 5.2 nos ocupamos de analizar las condiciones para que las
variables sean siempre positivas.

3 Propiedades en la regién (2,

3.1 Solucién explicita

Dado que las Ecs. (1a) y (1d) estdn desacopladas del resto, las soluciones explic-
itas de &1 y x4 son:

_t
T4 = dym + cye 9,

_t d _t
1 =dim+ ce e +C4716 en , St dy #dy (3)
ds — dy
Cqy __t -t .
xr1 :d1m+j€ it +cre 9, st dy = dy ,
1

siendo ¢1, ¢4 constantes de integracién. De esta forma las Ecs.(1b) y (1¢) consti-
tuyen un sistema bidimensional no auténomo.

Los valores de stock y unidades pendientes de entrega son considerados en
la decisién de la tasa de produccién. Debido a esto, influyen directamente en el
nivel de érdenes en proceso administrativo e indirectamente en el WIP. Como
en (21 la decisién g resulta mayor que m, se ordena producir a la tasa maxima,
constante y en consecuencia independiente de las variables del sistema. Asi, el
nivel de x4 depende sélo de la cantidad acumulada de érdenes y de la demora
de programacién. E1 WIP, por su parte, crece a medida arriban a produccién las
ordenes programadas, y disminuye a medida que los productos son terminados.
El flujo de salida depende del lead time de produccién y del mismo WIP. En otras
palabras, las cantidades de productos en proceso productivo x; y administrativo
x4 son independientes de los niveles de inventario xo y pedidos pendientes x3.

Adicionalmente, es preciso senalar que cuando ambos niveles se estabilizan
sus tasas de arribos y partidas son iguales a m.

3.2 Puntos fijos y linealizacién

Los puntos fijos en la region {2 del espacio de fases existen solo param =1y
son no aislados, siendo los mismos:

* * * S *
xlzdl,x2,x3:d2+d3§,x4:d4. (4)
2

El dominio de =3 estd determinado por la condicién m < g, de donde resulta
que 0 < z5 < s.
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Linealizamos al sistema alrededor de los puntos fijos. Los autovalores de la
matriz jacobiana evaluada en (4) son:
1 — x4 — sds 1
M=0 d=—— Ng=—— 22— N\j=——.
d1 ZL’; (m§d2 + Sdg) d4
Dado que todos los pardametros son positivos, tres de los cuatro autovalores
son negativos. Sin embargo, como este resultado corresponde a un desarrollo
de primer orden, la presencia del autovalor nulo no nos permite garantizar la
estabilidad de los puntos fijos. Discutiremos esta cuestién en la seccién 3.4.

3.3 Trayectorias en 27

Utilizando las Ecs. (1a) a (1d) y (2), y derivando a g sobre una trayectoria obten-
emos § = —a (&1 + &2 + £4 — @3) = —a(m —1). Considerando que la trayectoria
se inicia en (2;:

a) Sim =1, entonces g es una curva invariante (el sistema es conservativo) y la
orbita permanece siempre en {2;. Teniendo en cuenta que x1+ s — T3+ x4 =

21(0)+22(0)—z3(0)+24(0) = C y usando las Ecs. (1b), (1¢) y (3) obtenemos
dy L

_t e

“rcie U —ce T+ C — (dy + d4). Entonces para t — oo,

xy = w5 —C+dy+dy , al ser x5 = dz +d3x, obtenemos el valor que asume
2

$2—.Z‘3=—d4

el punto fijo (4) en funcién de las condiciones iniciales:

1
af;dl,x;2(0d1d4+d2+\/(0d1d4+d2)2+4d35),

SC; = dz + dgi*, IZ = d4.
D)

En esta regién, el valor de equilibrio de la tasa de salida de produccién
T5 que alimenta al inventario estd dada por el limite de capacidad. Dado que
los pedidos arriban al ritmo de la demanda, que ésta es igual a la capacidad
maéxima, y que ademds las tasas de egreso desde los niveles de pedidos pendi-
entes y stock son las mismas, el sistema se aproxima al equilibrio, tendiendo
Ts y T3 al valor de T5.

b) Cuando m < 1, § > 0. Dado que ¢(0) > m, entonces g(t) > m y por lo
tanto la érbita permanece siempre en (27, como mostramos en la Fig. 2a.
Por igual razonamiento que en el caso anterior tenemos zo — x5 = (m— 1)t —

d4d—4d1 04e_i — 016_% + C — (dy + d4). Luego, para t > 1, x9 — x3 diverge

linealmente.
Por otra parte, cuando t — oco, 1 — diym y x4 — dym y por lo tanto resulta:

iy 2 M — f 3, (5)
T3 =1 — f x3. (6)
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Proponemos el ansatz 5 — 0. De la primera ecuacién obtenemos xz =
m (d2 +ds3 i) y restando las dos ecuaciones resulta 3 = 1—m. Combinando
ambos resultados concluimos que asintéticamente xz3 ~ (1 — m)t y a2 ~
dssm

(1—m)t’

En el largo plazo, la tasa de ingreso de productos al inventario tiende a la
capacidad médxima de produccién, que es menor que la demanda. Puesto que
la tasa de embarque T3 es siempre igual a la de egreso de pedidos pendientes
Ts, es evidente que el stock es insuficiente para cumplir con los pedidos.
Luego, la cantidad de productos pendientes de entrega crece indefinidamente
mientras que el inventario se va agotando. El ritmo al cual aumentan dichos
pedidos en espera es igual a la diferencia entre la demanda y la capacidad
maxima.

El 1ltimo caso corresponde a m > 1, para lo cual ¢ < 0. Por lo tanto, ain
cuando g(0) > m, existe un ¢t = t* a partir del cual g < m y la érbita pasa
a la region 25 como podemos ver en la Fig. 2b. El valor de t* es la raiz de
la ecuacién g(t*) = m.

Si la demanda es menor que la capacidad méxima, el stock comenzard a incre-
mentarse haciendo que la demora media de entrega d,, sea aproximadamente
constante. De esta forma, el nivel de pedidos z3 tenderd a estabilizarse, al
igual que x; y x4, mientras que el stock seguird aumentando. Llegard un
momento en que el exceso de stock real respecto del deseado hard que la
regla de decisién indique producir a una tasa menor al tope de capacidad.

Fig. 2. Curvas de g(t) en la regién 21 para m = 0,8 y m = 1,3, con distintas condi-
ciones iniciales, representadas en linea fina continua.

3.4 Plano de fases asintético

Cuando m < 1 la 6rbita permanece siempre en {2;. Entonces para ¢t > 1 uti-
lizamos el plano de fases asintético (ze, x3). A partir de las Ecs. (5) y (6)

39JAIIO - JI1 2010 - ISSN: 1850-2849 - Pagina 1982



Dindmica de un sistema produccién-inventario con restriccién de capacidad 9

definimos dos curvas: v, dada por x5 = m (da + sd3/x3), sobre la cual @3 = 0
¥ Yo, definida por x3 = dy + sd3/x2, donde se cumple #3 = 0. En la Fig. 3a
representamos el campo vectorial y ambas curvas. La regién contenida entre la
curva superior 7, y la inferior 7, es un atractor global de las trayectorias y, como
ya demostramos en la seccién 3.3, xo — 0y 3 — o0.

Basandonos en los resultados anteriores, podemos determinar la estabilidad
de los puntos fijos (4). Cuando m — 1, la curva v; — 7,5, y dado que los
pares {z3, x5} estdn contenidos en 7y, los puntos fijos {z}, x5, x%, z}} son
atractores globales. En la Fig. 3b se representa el campo vectorial y v5 = 7.
Asintéticamente las trayectorias son rectas ya que las componentes del flujo son
iguales.

VA Ve
K E XIS
FHEFFF K
K EF XKV
¥
¥

Ve Y
VY
VAV S Ve KV ¥ ¥y rry
VE K

¥ ¥
s
s
s

0 1 2 3 4 5 xZ 0 1 2 3 4 5 xZ

Fig. 3. Mapas de fases (z2,z3), para di = da = dg = d4s = ds = s = 1. Para la 3a
m = 0.5 y para la 3b m = 1. En azul las nullclines v; y 75. En amarillo y anaranjado,
dos soluciones particulares.

4 Propiedades en la regién (2,

4.1 Puntos fijos y estabilidad

La dindmica del sistema en la regién (2; estd definida por las Ecs. (1a) a (1c) y
(1e). De las mismas es simple obtener el punto fijo cuyas componentes son todas
positivas, siendo el mismo:

xy =dy x5 =s,25=dy+ds, x; =dy. (7)

Para que el mismo cumpla la condicién m > g es necesario que m > 1. En
particular, cuando m = 1 el punto fijo es solucién estacionaria para ambas
regiones, es decir se encuentra en la frontera que separa las regiones {27 y (2.
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Existe un segundo punto fijo con valor negativo de xs. Sin embargo, como
demostramos en la seccién 5.2, cuando los valores iniciales son mayores a cero, y
ademds g se mantiene siempre positiva, las variables nunca se hacen negativas.
Asi, el punto fijo (7) es el tnico atractor posible en esta region.

Analizamos la estabilidad linealizando el sistema alrededor del punto fijo.
Luego, los autovalores de la matriz jacobiana son:

1 1 —(d3 =+ S)
)\1 = _d717 )\2 = _d747 )\3 = —qQ, )\4 = m
Por ser todos los pardmetros positivos, el punto fijo es asintéticamente estable.

Notemos que los valores estacionarios del WIP, de la cantidad de pedidos
pendientes, y del nivel de 6rdenes en proceso administrativo son iguales a los
valores definidos como deseados y dependen directamente de las demoras asoci-
adas. Como consecuencia, vemos el potencial de mejora de las inversiones desti-
nadas a la disminucién de: 1) el lead time de produccién, para reducir el nivel
de productos en curso de elaboracién y las desventajas que esto provoca, como
problemas de gestién visual, accidentes, mermas por almacenamiento inadecuado
entre puestos de trabajo, alto costo financiero[13] y 2) el lead time de entrega,
para operar con una cantidad menor de pedidos pendientes, mejorando asf la
calidad de servicio al cliente.

Con un criterio similar, podemos resaltar la necesidad de reducir el nivel
inventario deseado, reduciendo los costos de gestién de stocks asociados al nivel
del mismo[14]. Si bien podria parecer arbitraria la decisién acerca del inventario
deseado que utiliza la politica propuesta, ésta tiene sus fundamentos racionales:
un stock deseado mayor a cero tiene sentido en la practica debido a la posibilidad
de que ocurran problemas que rompan el equilibrio entre la tasa de produccién
y la demanda. Este fenémeno puede ser originado por un aumento en el nivel de
la demanda, por la fallas o roturas de equipos, por conflictos de personal, entre
otros. Aqui se pone de manifiesto la necesidad de mejorar la precisién de los
prondsticos, de elevar el nivel de satisfaccién del personal de la empresa a través
de politicas adecuadas de administracién de RR. HH. y de contar con un proceso
de mejora continua con vistas a implementar el Mantenimiento Productivo Total
y reducir los tiempos de puesta a punto de mdquinas, por nombrar sélo algunas
de las posibles medidas.

Por 1dltimo, y no por eso menos importante, del andlisis de los autovalores es
inmediato que: 1) tanto la reduccién de los lead times y de s, como el incremento
de a, aumentan la velocidad con la que el sistema se estabiliza, es decir, su
flexibilidad, y 2) las soluciones en esta regién no oscilan por ser los autovalores
negativos.

4.2 Trayectorias en 2,

Combinando las ecuaciones del sistema para esta regién con la definicién (2), la
variacién de g sobre una curva solucién contenida en 25 es § = a (1 — g) y por
lo tanto:

g=1+cge . (8)
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Dindmica de un sistema produccién-inventario con restriccién de capacidad 11
Teniendo en cuenta que g < m tenemos los siguientes casos:

a) Cuando m > 1, y teniendo en cuenta que g — 1 para ¢ — oo, toda drbita

que se inicia en {25 permanece siempre en dicha regién, como mostramos en
la Fig. 4a.
En otras palabras, la variacién en la decisién de la tasa de produccién hace
que la misma se aproxime gradualmente a la demanda sin experimentar
oscilaciones. En definitiva, la politica empleada es efectiva a la hora de evitar
los efectos nocivos de la oscilacién en la tasa de produccién que mencionamos
en la seccién 1. Ademds, vemos que cuanto mayor es el factor de amplificacién
del término correctivo de la decisién, el sistema alcanza més rdpidamente
el régimen estacionario. Sin embargo, debemos tener cuidado a la hora de
escogerlo, pues un valor de o demasiado grande puede alejar excesivamente
las variables del punto de equilibrio durante el régimen transitorio.

b) Sim < 1, entonces 5 > 0, y por lo tanto existe un tiempo ¢ = t* para el cual
la 6rbita pasa a la regién (21, como podemos apreciar en la Fig. 4b.
Evidentemente, ante un demanda muy elevada (superior a la mayor tasa
maxima), el sistema aumentard la tasa de produccién intentando alcanzarla.
Sin embargo, no podrd aumentar dicha tasa més alld de lo técnicamente
factible y la decisién serd, una vez activa la restriccién, producir a la méxima
capacidad.

g(® s
1.5

Fig. 4. Curvas de g(t) en la regién 22 param = 2y m = 0,5, comenzando con distintos
valores iniciales, representadas en linea fina continua.

4.3 Soluciones explicitas

Reemplazando la Ec.(8) en la Ec.(1le) e integrando obtenemos:

dy a -4 .1

TSt gy tae T S
1 —at —at - 1

T4 = — +cge” "t +cye si — = dy,
« «
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12 F. D. Cuccioletta, A. Harari, and L. P. Lara

siendo ¢4 una costante de integracién y ¢, = (g(0) — 1). Sustituyendo esta solu-
cién en la Ec.(1a) e integrando obtenemos x; para los distintos valores de los
pardmetros:

dq oot 4 _h
(1—0[(11)(1—0[(14) g d4—d1
1 1
Si — #dy N — #dy Ndy # dy;
Q «

dl —at 1 —t —
mcge +j104€ d1t+01€ dl,

_t _t
1 =dy + cqe” U+ cre” 9,

1 =di +

1 1
si— #dy N— #dy Ndy = dy;
« «
(d4d1 — d12)C4 + d4d12Cg _t

t _t _t
1’1:d1+ (d d)2 e d4+ﬁldlcg€ dat 4 cre dlv
4 — a1

1 1
Sifzd4/\f7éd1;

(e «

d _t d _t

ml:dl—'_ﬁldlc‘le dt4_d4—1dlcge dt1t+cle dlvsii#dél/\*_dlv

i+ —eqe Tt b —cge B2 pere s 2 —dy—d
T = —Cyq€ 1 —Cg€ 1 c1e 1,81 — = = ;
1 1 d1 4 le ] 1 ) o 4 1

donde c; es una constante de integracién. Entonces, para cualquier valor de m,
tenemos que 1 — =] =dy y ¥4 — x} = d4 cuando t — oo.
4.4 Comportamiento asintético

Sim > 1y teniendo en cuenta el resultado anterior, cuando ¢ > 1 el sistema se
escribe como:

i‘g =1- f(&?g)xg,,
i3 =1~ f(z2)xs.

Restando ambas ecuaciones obtenemos x3 = x5 + C. El plano de fases (z2, z3)
de este sistema es similar al obtenido en (2; cuando m = 1, por lo tanto el punto
fijo contenido en {25 es un atractor en la misma.

5 Discusiones

5.1 Anadlisis de la interaccién entre regiones §2; y 25

El factor critico que determina las cualidades de la dindmica del modelo es m,
el cual indica la relacién entre la capacidad méxima y la demanda. Teniendo en
cuenta los resultados de las dos regiones:

39JAIIO - JI1 2010 - ISSN: 1850-2849 - Pagina 1986



Dindmica de un sistema produccién-inventario con restriccién de capacidad 13

— Para m = 1 el sistema se estabiliza en un punto fijo, tanto si parte de {24
como de {25.

— Param < 1, si las condiciones iniciales pertenecen a 21, el sistema permanece
alli indefinidamente, mientras que si pertenecen a {2, el sistema cambia de
regién en un tiempo caracteristico t*(2) para luego permanecer en 2, (ver
Fig. 5a).

— Para m > 1, si la trayectoria parte de {2, el sistema se dirige a un punto
fijo situado en la frontera que divide ambas regiones, sin cambiar nunca de
region, en tanto que si m < 1 s lo hace, en un tiempo ¢*(!), permaneciendo
luego en (2 (ver Fig. 5b).

— Cualquiera sea el valor de m, el comportamiento en ambas regiones no pre-
senta oscilaciones.

De esta manera, hemos demostrado en forma rigurosa la ausencia de oscila-
ciones en las tasas y niveles del sistema y, en consecuencia, la imposibilidad de
soluciones cadticas a pesar de que la dindmica es no-lineal[6].

Fig. 5. Comportamientos del sistema que exhiben cambios de regién. Los valores de m
se representan con linea llena negra, siendo: m = 1.3 para la Fig. 5.1 y m = 0.8 para
la Fig. 5.2.

Para dar cuenta del potencial de la regla de decisién utilizada, comparémosla
con una que no considere la discrepancia entre los niveles real y deseado de WIP,
es decir que g = 1 4 a(s — 2 + x3 — do — d3). Exceptuando la nueva ley de g,
el sistema de ecuaciones (1) permanece igual. Derivando g y utilizando las Ecs.
(1b) y (1c) resulta § = a(1 — Z-) que junto a las Ecs. (1a) y (le) conforma un
sistema lineal. La matriz de coeficientes del sistema resultante posee un par de
autovalores con parte imaginaria no nula, con lo que se demuestra la presencia
de oscilaciones en la tasa de produccién. Ademds, los puntos fijos de este sistema
son iguales a los calculados en las secciones 3 y 4. De este modo, resulta evidente
que pasar por alto o no disponer de informacion acerca del estado actual del
WIP puede traer consecuencias perjudiciales para la dindmica el modelo.
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14 F. D. Cuccioletta, A. Harari, and L. P. Lara

5.2 Condiciones suficientes para la positividad de los niveles

Tomemos las Ecs. (1b) y (1c). Sabiendo que f(z2) > 0 si z2 > 0 y suponiendo
z2(0) > 0, 3(0) > 0, k € (0,1) y x1/d1 > k, tenemos que: si x5 < k/f(z2),
xe > 0y xg > 0, entonces @3 > 0y @3 > 0, por ser z3f(z2) < k < x1/d;.
De esta forma si 23(0) < k/f(x2(0)), entonces x2 y x3 crecen ambas en forma
monétona hasta que x3 > k/ f(z2); mientras que si 23(0) > k/f(z2(0)), ni z2 ni
x3 pueden hacerse negativas puesto que para que esto suceda alguna de las dos
debe decrecer en la zona x3 < k/ f(x2), lo cual es imposible por las caracteristicas
del flujo en la misma. Asimismo, podemos escoger un k tan préximo a cero como
queramos y por lo tanto, si z; es siempre mayor a cero y los valores iniciales de x5
y x3 son positivos, entonces zo y x3 permanecen siempre positivos. Mostramos
geométricamente lo demostrado con un ejemplo en la Fig. 6.

'xl
06
05
04
a
03
c
02
0.1
b
t
2 4 6
x3
15} 4 A A 7
4 Pl
44 4
44 A
o A
4 p
44 t p
i /
A A § 4
|
OS‘AA 4
A A 4
't /
oo? *_x f
THT T T I |2
RIRESRERRERRRRI N
0.0 UIS 10 1‘5
()

Fig. 6. Gréfica de la evolucién de z1 en el tiempo y planos de fases (z2,23) para cada
punto senalado en la misma. En éstos, representamos la curva v (en rojo) de ecuacién
z3 = (z1/d1)/f(z2) . Debajo de ~, ambas componentes del flujo son positivas por ser
z1/d1 < 1, y por lo tanto lo son debajo de ¢ (en azul) de ecuacién zz = k/f(z2),
siendo kd; la cota inferior de z;. Para la gréifica (b) tenemos que v = ¢.
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Dindmica de un sistema produccién-inventario con restriccién de capacidad 15

Por otro lado, de la Ec. (1a) obtenemos que: para 21 < (d1/d4)z4 se cumple
#1 > 0. De este modo, si 1(0) > 0y x4 > 0, entonces z1 > 0 (ver Fig. 7).

De la Ec. (1d) es inmediato que para x4 < dym tenemos que ¢4 > 0. Esto
implica que, si se comienza en la regién £2; con 24(0) > 0, entonces x4 se mantiene
siempre positiva. Con un analisis similar de la Ec. (1e) tenemos que para x4 < d4g
se cumple 24 > 0, y en consecuencia si 4(0) > 0y g > 0, tenemos que x4 > 0.
En la Fig. 7 mostramos un ejemplo gréfico.

Y~
A A A

A N N N R I
A N N S 0 S NS
A N S S

e aTA AN Ny y KKK F

W W w4 h A

LU U N SR

e N A e

e . <

2 3 4

Fig. 7. En la 7a, el mapa de fases (z1,24). Observamos que para z1 a la izquierda de
la nullcline (z4 < Z—‘l‘xl) se cumple @1 > 0. En la 7b representamos el campo vectorial

V(x4,9) = (24,0). Es fcil ver que #4 > 0 cuando g > im.

Combinando todos los resultados obtenidos aqui y en la seccién 5, y con-
siderando que g es una funcién continua mondtona que tiende a 1 o a 400 segin
el valor de m, concluimos:

— Si el sistema comienza en la region {2; con condiciones iniciales positivas,
entonces las variables se mantienen siempre mayores a cero.

— Si en cambio comienza en {25 con valores iniciales mayores a cero y g(0) > 0,
los niveles permanecen siempre positivos.

Por lo tanto, siendo los niveles inicialmente positivos, es condicién suficiente
para garantizar la positividad de las variables que la politica de decisién arroje
al comienzo una tasa de produccién mayor a cero.

Podemos incluir en el modelo una condicién que impida que la decisién acerca
de cuédnto ordenar sea negativa. Para ello redefinimos la region 25 como aquella
en que 0 < g < m, y definimos la regién {23 para g < 0, donde &, = —%. El
sistema tiene, en la nueva regién (23, caracteristicas andlogas a las presenta en
(2,. Para obtenerlas basta con hacer m = 0 en los resultados obtenidos en la
seccién 3. Considerando las propiedades ya enunciadas de g es facil comprobar
que el sistema sé6lo puede operar en (23 si inicialmente se encuentra en dicha
regién. En tal caso, por ser ¢ = « en {23, indefectiblemente el sistema pasard a
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16 F. D. Cuccioletta, A. Harari, and L. P. Lara

{25 en un t = t* y a partir de ese momento se comportard del modo descrito en
la seccién 5.1.

5.3 Aplicabilidad del modelo

Una de las hipétesis que presentamos al comienzo del trabajo fue que todas las
demoras tienen distribucién Exponencial con media conocida. En la prictica,
sea por costumbre, por sus propiedades o por la facilidad de encontrar valores
de sus pardmetros para superar un test de bondad de ajuste, suele utilizarse la
distribucién Normal incluso para ajustar tiempos. Sin embargo, el dominio de
la funcién densidad de probabilidad asociada abarca a todos los reales; mientras
que lo teéricamente correcto es ajustar tiempos con distribuciones que no admi-
tan valores negativos. La distribucién Gamma posee estas caracteristicas y es lo
bastante flexible como para representar un elevado nimero de casos. Si la em-
pleamos para representar las demoras de produccién y proceso administrativo,
utilizando un nimero n de demoras exponenciales de primer orden en serie (con
medias distintas en el caso mds general), es fécil comprobar que el valor de los
puntos fijos y las propiedades cualitativas de g se mantienen iguales. Luego, un
sistema, de éstas caracteristicas se comporta cualitativamente en forma similar
al propuesto, lo que permite extender la aplicabilidad del modelo.

6 Conclusiones

El enfoque utilizado en este trabajo ha permitido describir andlitica y rigurosa-
mente la dindmica del modelo. La principal ventaja que de este hecho se deriva,
es la posibilidad de extraer conclusiones generales acerca del funcionamiento del
sistema de produccién ante la politica de decisién empleada.

Si bien su aplicacién no es universal, podemos nombrar varios tipos de em-
presa sobre los cuales el modelo tiene validez: agroindustrias (aceiteras, mo-
linerias, acopiadoras de granos), fibrica de productos alimenticios (fdbrica de
helados, dulces y bebidas), industrias autopartistas, petroleras. Por otro lado, la
simplicidad con la que representamos el sistema nos permite adquirir una buena
aproximacién global de su comportamiento y sirve al mismo tiempo de guia para
un andlisis més profundo, ya que comenzar por lo simple es en general el camino
m4ds rapido y directo para comprender lo complejol[7].

En nuestro modelo, se pone de manifiesto el beneficio de contar con un sis-
tema de informacién confiable y eficiente, que permita conocer de manera inte-
gral y precisa el estado del sistema. Disponer de informacién de calidad posibilita
implementar una politica de decisién més desarrollada, que tenga en cuenta vari-
ables adicionales al nivel de inventario, tales como el WIP, la cantidad de pro-
ductos programados que atin no han comenzado a manufacturarse y la cantidad
de pedidos pendientes de entrega.

En particular, la regla de decisién que hemos utilizado impide el compor-
tamiento oscilatorio del sistema, y por ende también el caético[6]. La implican-
cia préactica de tal resultado es la posibilidad de predecir cualitativamente la
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evolucién de todo el sistema, a pesar de haber obtenido la solucién explicita
sélo para la evolucién del WIP y la cantidad de 6rdenes en proceso administra-
tivo. Para ello se requiere conocer los valores de los pardmetros, siendo critico
m (relacién entre la capacidad méxima y la demanda). Ademads, en la seccién
5.1 pudimos ver cémo la regla heuristica propuesta supera a una més simple
frecuéntemente utilizada en el &mbito académico y en la préctica industrial, que
conlleva a soluciones oscilatorias.

Finalmente, logramos identificar oportunidades de mejora y proponer ac-
ciones que repercutan positivamente sobre el sistema. He aqui la utilidad de la
dindmica de sistemas desde el punto de vista ingenieril. Su aplicacién permite
evaluar, comprender y mejorar cualquier idea que busque incrementar la produc-
tividad de una organizacién, su flexibilidad y su nivel de competitividad en el
mercado. Serdn temas de investigaciones futuras el anélisis del comportamiento
del sistema ante distintos patrones de demanda y el estudio de una politica
de control de stock andloga a la del modelo EOQ[15], desde el punto de vista
sistémico.
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