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Resumo

O presente artigo, baseado na teoria de Vergnaud e dando continuidade a pesquisas anteriores,
investigou se a explicitacdo dos principios invariantes do raciocinio combinatorio teria um efeito
facilitador na resolucéo de problemas de produto cartesiano e de problemas de combinacao. Sessenta
criancas (idade média de 8 anos), alunas do 3° ano do Ensino Fundamental de escolas particulares da
cidade de Recife, foram solicitadas a resolver problemas de produto cartesiano e de combinagdo
apresentados em duas situagdes: problemas sem explicitacdo dos invariantes (Situacéo 1) e problemas
com explicitagdo dos invariantes em seu enunciado (Situagdo Il). Os resultados mostraram que
problemas de produto cartesiano sdo mais facilmente resolvidos do que os problemas de combinagéo e
que a explicitacdo dos invariantes favorece a resolugdo dos problemas de produto cartesiano, contudo,
o mesmo efeito ndo foi observado nos problemas de combinagdo. ImplicacBes educacionais sdao
discutidas.

Palavras-chave: Raciocinio combinatorio, problemas de produto cartesiano, problemas de
combinacgdo, invariantes operatdrios, criangas.

THE INVARIANT PRINCIPLES AND COMBINATORIAL
PROBLEM SOLVING

Abstract

This paper, based on Vergnaud's theory and following previous studies, investigated whether making
explicit the principles governing combinatorial reasoning would help children to solve Cartesian
product problems and combination problems. Sixty children (mean age 8years old), attending the 3rd
year of elementary school in Recife, were asked to solve Cartesian product problems and combination
problems under two different situations: without explanation about the principles governing
combinatorial reasoning (Situation I) and with explanation about these principles. The results showed



that Cartesian product problems are solved more easily than the combination problems, and that the
explanation about these principles has favoured the solution of Cartesian product problems only.
Educational implications are discussed.

Key-words: Combinatorial reasoning. Cartesian product problems. Combination problems. Invariant
principles. Children.

INTRODUCAO

O raciocinio combinatério desempenha papel importante no desenvolvimento
cognitivo de criangas e adolescentes (INHELDER; PIAGET, 1976) e na compreensdo de
diversos conceitos matematicos (VERGNAUD, 1998, 2009). Além de ser um dominio
especifico da Matematica, do ponto de vista psicoldgico, o raciocinio combinatério é
considerado um modo de pensar sofisticado que estd envolvido na solucdo de problemas
praticos complexos. Assim, sua relevancia, aplicabilidade e complexidade tornam este tema
de estudo desafiador tanto no ambito da Psicologia como no ambito da Educacéo.

A aprendizagem da combinatéria tem se apresentado aos estudantes como um grande
obstaculo, visto que diversos estudos apontam a complexidade deste raciocinio,
principalmente para estudantes dos anos iniciais do Ensino Fundamental. Tal fato, dentre
outros, gerou reflexdes que tiveram repercussdes sobre a proposta dos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN).

Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997) propuseram mudangas
expressivas para o Ensino Fundamental, acrescentando ao estudo de Numeros e Operacoes,
de Espaco e Formas e de Grandezas e Medidas o bloco de conteddos denominado
Tratamento da Informacdo, o qual se refere aos estudos sobre as nogdes de Estatistica,
Probabilidade e de Combinatéria. Logo, a Analise Combinatoria € um tema tratado como
relevante nesta proposta curricular, em que se aponta sua aplicabilidade em situacdes que
requerem tratamento de dados e tomada de decisfes por parte do individuo. Os PCN sugerem
como objetivo em relacdo a combinatoria para o 1° e 2° ciclos do Ensno Fundamental “levar
0 aluno a lidar com situagdes-problemas que envolvem combinagdes, arranjos, permutacdes e,
especialmente, o principio multiplicativo da contagem” (BRASIL, 1997, p. 57). Esses
objetivos passam a requerer a inclusdo da Andlise Combinatéria ja no 1° ciclo.

Ressaltando uma perspectiva psicologica para argumentar a favor da inclusdo da
combinatéria no Ensino Fundamental, Borba e Azevedo (2012, p. 90) afirmam que

Além da Combinatéria ter aplicagGes praticas e estar relacionada a outras areas do
conhecimento, é importante o desenvolvimento do raciocinio combinatério, pois
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este possui um carater hipotético-dedutivo; sendo, portanto, base de raciocinio
cientifico no qual é possivel isolar varidveis, manter algumas constantes e variar
outras. Por esse motivo, e 0s anteriormente descritos, o desenvolvimento do
raciocinio combinatério é de extrema relevancia e deve ser alvo do ensino na
educacdo bésica.

Essa afirmacdo segue a perspectiva de Inhelder e Piaget (1976) ao considerar as
operagbes combinatorias um componente essencial para o desenvolvimento do pensamento
l6gico (especialmente em relacdo ao possivel e ao hipotético).

Pelas razbes expostas, pesquisadores tém empreendidos esforcos para compreender
como criangas resolvem problemas que requerem este tipo de raciocinio, apontando os limites
e as dificuldades que enfrentam, como também tém empreendido esforcos no sentido de
promover situagbes que facilitem a resolucdo de problemas de combinatoria. E nessa segunda
vertente de estudos que a presente investigacdo se insere.

Fundamentando-se na teoria de Vergnaud (1998, 2009) a respeito dos campos
conceituais e da formacdo de conceitos matematicos, este artigo apresenta resultados de uma
pesquisa conduzida com criangas que examinou 0S esquemas organizadores da cognicdo
subjacentes ao raciocinio combinatorio presentes na resolucdo de dois tipos de problemas de
combinatéria: problema de produto cartesiano e problema de combina¢do. Os dados derivados
desta pesquisa trazem implicacbes educacionais, pois demonstram que criancas ja possuem
nocOes iniciais sobre combinatéria e que algumas situacdes de resolucdo de problemas podem
efetivamente favorecer seu desempenho, podendo ser adaptadas ao contexto escolar na busca

de desenvolver sua forma de raciocinar.

OS DIFERENTES TIPOS DE PROBLEMAS DE COMBINATORIA E SEUS
PRINCIPIOS INVARIANTES

Borba e Azevedo (2012), em extensa revisdao da literatura, especificam quatro tipos de
problemas matematicos que requerem o raciocinio combinatério: problemas de produto
cartesiano, de combinacdo, de permutacdo e de arranjo. Os dois primeiros sdo tratados a
seguir, uma vez que sdo eles os problemas apresentados as criangas nesta investigacao.

Os problemas de produto cartesianol (NUNES; BRYANT, 1997), também
denominados de produto de medidas por Vergnaud (1983, 2009), envolvem a ideia de

raciocinio combinatorio. Eles se configuram por uma relacdo de combinacdo entre elementos

1 No presente estudo foi adotada a denominagéo produto cartesiano,de Nunes e Bryant (1997).
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de dois ou mais conjuntos diferentes, sendo a tabela cartesiana de dupla entrada sua forma
mais usual de representagdo, assim como o diagrama denominado ‘4rvore de possibilidades’.

A ideia de combinacdo presente nos problemas de produto cartesiano pode estar
relacionada a situagdes resolvidas através da multiplicacdo ou da divisdo. Os problemas de
produto cartesiano resolvidos a partir da muktiplicagdo sdo denominados de problemas diretos
e seus enunciados apresentam o valor das medidas elementares?, sendo requerido o valor da
medida produto®. Por exemplo: Maria tem 2 saias e 3 blusas; de quantas maneiras diferentes
ela pode se arrumar?

Ja os problemas de produto cartesiano solucionados através da divisdo sdo nomeados
de problemas inversos e seus enunciados apresentam o valor da medida produto e de uma
medida elementar, sendo solicitado o valor da segunda medida elementar. Por exemplo:
Numa festa, formaram-se 12 casais diferentes para dancar. Se havia 3 mulheres e todos 0s
presentes dancaram, havia quantos homens?

No presente estudo, s&o abordados apenas os problemas de produto cartesiano direto e
os problemas de combinagdo, 0s quais serdo discutidos a seguir.

A combinagdo, segundo Santos, Mello e Murari (1998, p. 46), pode ser definida como
“A combina¢do de n elementos tomados p a p, a qualquer agrupamento ndo-ordenado dos p
elementos distintos escolhidos dos n elementos existentes”. Neste tipo de problema, trabalha-
se com um subgrupo do grupo, ndo havendo repeticdo de elementos e a ordem dos elementos
ndo é importante, ou seja, basta que a combinacdo ocorra apenas uma vez. Vejamos um
exemplo: cinco criancas (Ana, Daniel, Alex, Bia e Pedro) querem brincar de jogo de dama,
mas sO duas podem brincar de cada vez. Quantas duplas diferentes de criancas podem ser
formadas para brincar de jogo de dama?

Na combinacdo, sdo escolidos alguns elementos do conjunto para formar
subconjuntos, todavia a ordem de escolha desses elementos ndo gera possibilidades diferentes.
Dessa forma, observa-se que as propriedades combinatorias presentes nas combinacfes sdo
relagbes de escolha de elementos a partir de um conjunto maior, porém, no que se refere a
ordenacdo, a ordem de disposicdo dos itens ndo produz combinacdes diversas (BORBA,;
AZEVEDO, 2012).

2 por medida elementar ou conjunto elementar compreende-se o niimero de elementos de determinado conjunto
(por exemplo, o conjunto blusas).

3 Por medida produto ou conjunto produto compreende-se a combinacdo de duas ou mais medidas elementares.
Ela podeserexpressa pelarelacdo A x B, sendo A e B medidas elementares.
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Enquanto os problemas de combinacdo requerem que 0s elementos sejam combinados
a partir de um Unico conjunto, nos problemas de produto cartesiano, 0s elementos sao
combinados a partir de dois (ou mais) conjuntos. Neste trabalho, como mencionado, serdo
tratados apenas os problemas de combinagdo e produto cartesiano direto por serem menos
complexos para as criangas dos anos escolares iniciais.

O presente estudo fundamentou-se na Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud
(1998, 2009), a qual compreende que a formacdo de um conceito envolve mais do que a
descricdo de suas propriedades, requer estabelecer relagdes com outros conceitos e dominar
trés aspectos da sua estrutura: i. O conjunto das situacbes que d&@o sentido funcional ao
conceito, tornando-o significativo; ii. Os invariantes operatorios que representam as
propriedades que se conservam apesar das transformacdes ocorridas e permitem que o
conceito seja reconhecido em diferentes situacdes; e iil. O conjunto das representacGes que
permitem representar 0s invariantes e, portanto, representar também os procedimentos de
resolucdo adotados em dada situacdo. Deste modo, o dominio de um conceito matematico
ocorre por meio da experiéncia, maturidade e aprendizagem durante um longo periodo de
tempo, visto que o conceito ndo se desenvolve de maneira isolada, mas nas relagdes com
outros conceitos.

Da mesma forma, o raciocinio combinatério em todas as suas manifestacdes (tipos de
problemas) envolve essas trés instancias, sendo uma delas particularmente considerada nesta
investigagdo: os principios invariantes que governam o raciocinio combinatorio.

Muitas pesquisas que investigam o raciocinio combinatorio tém dado énfase as
situacdes e as representacdes, sendo poucas as que tratam dos invariantes operatorios, como é
0 caso de alguns estudos, como os de Mekmandarov (2000), Spinillo e Siva (2010) e
Spinillo, Ferreira e Lautert (2016). Tomando esses autores de forma conjunta, é possivel
identificar os principios invariantes que governam o raciocinio combinatorio na resolucdo de
problemas de produto cartesiano e de problemas de combinagdo, como discutido e

exemplificado a seguir.

Os invariantes que constituem o raciocinio combinatério em problemas de produto

cartesiano

Em problemas de produto cartesiano, trabalha-se com a combinacdo entre elementos
de dois ou mais conjuntos diferentes (conjunto elementar) de modo que produzam um novo

conjunto (conjunto produto) que contemple todas as possiveis combinacdes. Ndo ha repeticdo
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de elementos de um mesmo conjunto na formagdo das combinacGes e a ordem de combinagéo
dos elementos do conjunto elementar ndo é importante para a forma¢do do conjunto produto
(VERGNAUD, 2009).

Tradicionalmente, os estudos conduzidos com criangas sobre a resolugdo deste tipo de
problemas examinam as estratégias de resolucdo adotadas e o grau de dificuldade dos
problemas a fim de identificar um possivel desenvolvimento na construcdo deste conceito.
Observa-se que ha maior interesse dos pesquisadores em investigar problemas que requerem a
multiplicacdo (produto cartesiano direto) em sua resolugcdo em detrimento aos problemas que
requerem a operacdo de divisdo (produto cartesiano inverso), visto que estes sdo considerados

mais dificeis, principalmente para criangas nos anos iniciais.

Os invariantes que constituem o raciocinio combinat6rio em problemas de combinacéo

Em problemas de combinacdo, trabalha-se com a combinacdo de elementos de um
subgrupo do grupo, ndo ha repeticdo de elementos e a ordem de apresentacdo dos elementos
no subconjunto ndo € importante, basta que a combinacdo ocorra apenas uma Vez
(VERGNAUD, 2009).

Do ponto de vista psicoldgico, os dois tipos de problemas requerem o estabelecimento
da correspondéncia um-para-muitos entre 0s elementos dos conjuntos. A relevancia da
correspondéncia de um para muitos na resolucdo de problemas multiplicativos € amplamente
reconhecida e apontada como causa das dificuldades em problemas de combinatoria. Segundo
Piaget e Szeminska (1971), o esquema de correspondéncia um-para-muitos se caracteriza pela
relacdo de um elemento com outros elementos de forma exaustiva. Nunes e Bryant (1997)
afrmam que nos problemas de combinatoria as relacdes um-para-muitos estdo implicitas
diferentemente de outros problemas multiplicativos, nos quais estas relagdes estdo
explicitadas.

Em estudos anteriores, Spinillo e Silva (2010) e Spinillo, Ferreira e Lautert (2016)
examinaram se a explicitacdo verbal dos principios invariantes requeridos para a resolucdo de
problemas de produto cartesiano poderia melhorar o desempenho das criangas e promover 0
uso de formas de resolugdo apropriadas.

Spinillo e Silva (2010) investigaram o efeito da explicitacdo dos principios invariantes
sobre 0 desempenho e 0 uso de estratégias mais apropriadas na resolucdo de problemas de
produto cartesiano por criangas. Participaram da pesquisa 40 criangas, de oito anos de idade,

alunas do 3° ano do Ensino Fundamental, que ainda ndo haviam recebido instrucdo formal
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sobre a multiplicacdo no contexto escolar. As criancas foram solicitadas a resolverem dois
tipos de problemas de produto cartesiano (problemas de percurso e de traje), que foram
apresentados em trés situacOes distintas, as quais diferiam em funcdo da explicitacdo e da ndo
explicitacdo dos principios invariantes no enunciado dos problemas. Na situagdo I, a
correspondéncia um para muitos estava implicita nos enunciados dos problemas, sendo,
portanto, os problemas apresentados de forma classica. Na situacdo Il, as correspondéncias
multiplas estavam explicitadas no enunciado do problema e este era acompanhado também de
uma representacdo gréfica dos conjuntos elementares. A situacdo Ill caracterizava-se pela
explicitacdo das relagdes um-para-muitos no enunciado do problema e dos demais principios
invariantes que compdem o conceito do produto cartesiano direto.

Os resultados evidenciaram que a explicitacdo da correspondéncia um para muitos,
seja acompanhada de representacdo grafica ou dos principios invariantes, auxilia na resolucéo
de problemas de produto cartesiano. Observou-se também um efeito de ordem em relacdo a
aplicacdo das situacOes, pois quando as situagdes de explicitacdo antecediam a situagdo
implicita, o desempenho dos alunos nesta Ultima era melhor, se aproximando do desempenho
das demais situacfes. Além disso, verificou-se que a explicitagdo da correspondéncia um-
para-muitos também favoreceu o uso de estratégias mais sofisticadas.

A pesquisa de Spinillo, Ferreira e Lautert (2016) teve por objetivo refletir sobre
situacdes que cologuem os invariantes de conceitos matematicos em evidéncia, explicitando-
os para 0 aprendiz, a fim de promover uma compreensdo psicolégica de tais conceitos. Para
tal, foram discutidas duas investigacdes realizadas com alunos de anos iniciais do Ensino
Fundamental, a saber: uma que envolvia resolucdo de problemas de divisdo e outra sobre a
resolucdo de problemas de produto cartesiano. Apesar de contextos metodoldgicos distintos,
ambos 0s estudos buscavam criar situacbes que favorecessem a compreensdo das criangas
acerca de conceitos matematicos complexos a partir da explicitacdo dos invariantes que regem
esses conceitos.

A andlise de ambos os estudos levou as autoras a concluir que um dos fatores que
contribui de forma expressiva para a compreensdo acerca de conceitos matematicos
complexos por parte das criangas foi a explicitacdo dos invariantes relativos a esses conceitos.
Elas acreditam que € possivel adaptar esses contextos controlados de pesquisa ao ambiente
escolar a partir de situacdes de ensino em que 0s invariantes operatorios sejam objetos de
reflexdo durante o processo de resolucdo de situacdes-problemas que envolvam o conceito
trabalhado.
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Ademais, Spinillo, Ferreira e Lautert (2016) advogam que é necessario considerar 0s
dominios especificos do conhecimento nas situacbes de ensino. Para isso, € necessario
compreender os invariantes como instancias definidoras dos conceitos, sendo privativas a um
conceito e variando em relagdo a outros, bem como estdo relacionadas a formas de operar
sobre as situagcbes em que um dado conceito se insere.

Considerando este campo de investigacfes, o presente estudo buscou examinar o
efeito da explicitacdo dos principios invariantes em relagdo a problemas de produto cartesiano
e de combinagdo, sendo estes considerados mais complexos que os primeiros (PESSOA,;
BORBA, 2009). Neste sentido, a questdo de pesquisa a ser respondida €: sera que Se 0S
principios invariantes da combinacdo forem explicitados nos enunciados dos problemas
matematicos que envolvem a combinacdo ocorrerda 0 mesmo fendbmeno que aquele observado
nos estudos de Spinillo e Silva (2010) e de Spinillo, Ferreira e Lautert (2016), ou seja, sera
que a explicitacdo dos invariantes auxiliaria a crianca a resolver tais problemas de forma
apropriada?

Assim, 0 presente estudo teve por objetivo investigar o efeito da explicitacdo dos
invariantes sobre o desempenho em problemas de combinatéria. Especificamente, dois
problemas de combinatoria foram examinados: problemas de produto cartesiano e de
combinacdo. A apresentacdo desses problemas variava: ora eram apresentados de forma em
gue seus invariantes operatorios eram explicitados em seu enunciado, ora 0s seus invariantes

operatorios nao eram explicitados, conforme detalhado na descricdo do procedimento adiante.

METODO

Participantes

Participaram do estudo 60 criancas de ambos 0s sexos, com média de oito anos de
idade, alunas do 3° ano do Ensino Fundamental de escolas particulares da regido
metropolitana do Recife. Os participantes foram divididos em dois grupos em fungdo do tipo
de problema a ser resolvido:
Grupo 1: criangas que resolveram os problemas de produto cartesiano direto.

Grupo 2: criangas que resolveram os problemas de combinacéo.

Procedimento
As criangcas foram entrevistadas individualmente e solicitadas a resolver oito

problemas de produto cartesiano (Grupo 1) e oito problemas de combinacdo (Grupo 2). Os
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problemas foram divididos em duas situacGes: quatro problemas apresentados sem
explicitacdo dos invariantes (Situacdo 1) e quatro problemas apresentados com explicitacdo

dos invariantes (Situagdo 1), como ilustrado no Quadro 1.

Quadro 1 — Distribuicdo dos problemas em fun¢do das situacfes e dos grupos.

Situacédo | Situacéo 11
(sem explicitacéo) (com explicitacdo)
Grupo 1 4 4
(produto cartesiano)
Grupo 2
(combinacéo) 4 4

Os problemas foram apresentados por escrito em uma cartela e lido em voz alta pela
examinadora, juntamente com o participante. Apds a leitura do problema, a cartela ficava
disponivel para possiveis consultas, sendo a crianca solicitada a fornecer explicacdes e
justificativas a respeito da resolucdo adotada em cada problema. Com relagdo ao material,
foram disponibilizados lapis, papel e borracha. O tempo de resolucdo dos problemas era livre.
As entrevistas foram gravadas em 4audio e posteriormente transcritas em protocolos
individ uais.

A ordem de apresentacdo dos problemas foi aleatoria, decidida por sorteio com cada
participante. Entretanto, a ordem de apresentacdo das situagdes foi fixa, de modo que
inicialmente as criancas de ambos 0s grupos resolviam os problemas da Situacdo | (sem
explicitacdo) e, em seguida, os problemas da Situacdo Il (com explicitacdo).

Exemplos dos problemas apresentados em cada grupo em funcdo das situagdes sao

ilustrados a sequir:

Grupo 1: Problemas de produto cartesiano
Situacdo | (sem explicitacdo dos invariantes)
Problema: Ana tem duas saias (marrom e preta) e cinco blusas (rosa, laranja, azul, verde e
vermelha). Ela quer combinar as saias e as blusas para formar conjuntos. Quantos conjuntos

diferentes ela pode formar?

Situagdo Il (Com explicitacdo dos invariantes)
Problema: Pedro vai viajar para casa do seu avd. Na mala ele colocou trés calcas (preta,
marrom e azul) e cinco camisas (amarela, vermelha, verde, laranja e cinza). Ele pode

combinar as calcas e as camisas para formar conjuntos. Mas ninguém veste todas as calcas e
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todas as camisas de uma sé vez; sO usa uma calca e uma camisa de cada vez, ndo €?
Combinando as camisas com as calcas, ele pode ter conjuntos diferentes. Nesta viagem Pedro
quer usar uma roupa diferente a cada dia, ele ndo quer repetir os conjuntos. Por exemplo, um
dia ele pode usar a calca preta com a camisa laranja. No outro dia ele pode usar a mesma
calca preta com a camisa cinza, ja seria uma roupa diferente, ndo seria? Combinando todas as

calgcas com todas as camisas, quantos conjuntos diferentes Pedro pode formar?

Grupo 2: Problemas de combinagao

Situacdo | (sem explicitacdo dos invariantes)

Problema: Cinco criangas (Nina, Carla, Rafaela, Joel e Murilo) estdo participando do sorteio
em que trés delas serdo premiadas, cada uma ganhando um video game. Quantos grupos

diferentes de trés ganhadores podem ter nesse sorteio?

Situacdo 11 (com explicitacdo dos invariantes)

Problema: A escola vai fazer um sorteio de duas televisbes. Seis alunos (Artur, Toni, Silvio,
Flora, Paula e Lucia) estdo participando do sorteio. O sorteio pode ocorrer de Varias maneiras.
Mas nem todos os alunos ganhardo o prémio porgue tém seis alunos participando do sorteio e
sO tém duas televisGes para serem sorteadas, ndo €? As televisbes devem ser sorteadas para
dois alunos diferentes, entdo, um mesmo aluno ndo pode ganhar todas as televisdes, ndo €?
Podem ter varias combinacfes de dois ganhadores diferentes. Por exemplo, uma combinagdo
de dois ganhadores pode ser: Artur e Toni. Outra combinacdo diferente seria Artur e Silvio.
Com todos esses alunos, quantas duplas diferentes de ganhadores podem ter nesse sorteio?

Os problemas da Situacdo | (sem explicitacdo) sdo semelhantes aqueles usualmente
encontrados nos livros didaticos, sendo problemas prototipicos de produto cartesiano e de
combinagcdo. Nos problemas da Situagcdo Il (com explicitagdo), no enunciado constam o0s
principios invariantes que caracterizam a natureza do raciocinio combinatorio em cada tipo de
problema.

A seguir serdo apresentados trechos das entrevistas realizadas com os participantes do
estudo a fim de ilustrar as diferencas entre os tipos de problema e as resolugdes empregadas

pelas criancas.

Exemplo 1: Problema de produto cartesiano, Situacdo | - sem explicitacdo dos invariantes
(SILVA, 2010, p. 76-77).
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Ana tem 2 saias (marrom e preta) e 5 blusas (rosa, laranja, azul, verde e vermelha). Ela quer
combinar as saias e as blusas para formar conjuntos. Quantos conjuntos diferentes ela pode

formar?

Figura 1: Procedimento de resolucdo adotado no problema de produto cartesiano na Situacéo
I (sem explicitacdo dos invariantes).

)
¥

7.

: Como vocé fez?

: Eu pensei.

: Me diz como vocé pensoul.

: Eu fiquei pensando nas operagdes e somei 0s nUMeros.
: Vocé somou o que?

: Aqui (aponta para 0 2) e aqui (aponta para o0 5).
: Por que tu somou 0 2 com o 5?

: Pra saber os conjuntos.

: Esse 2 € 0 que?

: 2 saias.

Eo0b5?

: 5 blusas.

OmMOmMOmMOmMOMmMOMO

Exemplo 2: Problema de produto cartesiano, Situacdo Il - com explicitagdo dos invariantes
(SILVA, 2010, p. 86-87).

Bia foi ao shopping. Nesse shopping existem 2 entradas (A, B) e 6 saidas (1, 2, 3, 4, 5, 6).
Nesse shopping as pessoas tém que entrar pelas entradas e sair pelas saidas. Elas ndo podem
entrar e sair pela mesma porta, elas s6 podem entrar pelas portas de entrada e sair pelas portas
de saida. Bia pode, por exemplo, entrar pela entrada A e sair pela saida 1. Mas se ela entrar
novamente no shopping, ela pode novamente entrar pela mesma entrada A e sair pela saida 2;
esse seria um caminho diferente, ndo é? Nessas férias Bia quer ir ao shopping muitas vezes,
em dias diferentes. Mas ela ndo quer repetir os caminhos de entrada e de saida todos os dias,
ela quer fazer um caminho diferente a cada dia. De quantas maneiras diferentes Bia pode

entrar e sair desse shopping?
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Figura 2: Procedimento de resolucdo adotado no problema de produto cartesiano na Situacdo
I (com explicitacdo dos invariantes).

C: 12. Bia tem que entrar por uma entrada e sair por uma saida, né?

E: E

C: Entdo ela tem que entrar na A e sair na 1, por exemplo. Ela pode fazer A-2, A-3,
A-4, A-5, A-6. Ai deu 6 aqui (aponta para entrada A). Com a (entrada) B é a mesma
coisa. 2 x 6 da 12.

E: Entendi. Vocé poderia resolver esse problema de outra forma, com outra
continha? C: Sim. Com a conta de mais. Se fosse a continha de mais tinha que ser 6
+ 6, ai dava 12 caminhos também.

Exemplo 3: Problema de combinagéo, Situagdo | - sem explicitacdo dos invariantes (MELO,
2012, p. 100).

Cinco criancas (Nina, Carla, Rafaela, Joel e Murilo) estdo participando do sorteio em que trés
delas serdo premiadas, cada uma ganhando um video game. Quantos grupos diferentes de trés

ganhadores podem ter nesse sorteio?

Figura 3: Procedimento de resolucdo adotado no problema combinagdo na Situacdo | (sem
explicitacdo dos invariantes).
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: Tem que ser grupo de trés, né?

: De trés.

. laficar duas criangas sem participar porque se tivesse outra ia poder participar.
> Ah, porque ndo ia completar o grupinho de trés, €?

' E

: Entdo qual era o grupinho de trés que teria?

: Nina, Carla e Rafael.

: Rafaela, né? Ai sobraria Joel e Murilo, né?

E.

omomomomo

Exemplo 4: Problema de combinagdo, Situacdo Il - com explicitacdo dos invariantes (MELO,
2012, p. 101-102).

A escola vai fazer um sorteio de duas televisbes. Seis alunos (Artur, Toni, Silvio, Flora, Paula
e Llcia) estdo participando do sorteio. O sorteio pode ocorrer de varias maneiras. Mas nem
todos os alunos ganhardo o prémio porque tém seis alunos participando do sorteio e sd tém
duas televisbes para serem sorteadas, ndo €? As televisbes devem ser sorteadas para dois
alunos diferentes, entdo, um mesmo aluno ndo pode ganhar todas as televisdes, ndo é? Podem
ter varias combinacbes de dois ganhadores diferentes, ndo pode? Por exemplo, uma
combinacdo de dois ganhadores pode ser: Artur e Toni. Outra combinagdo diferente seria
Artur e Silvio, ndo seria? Com todos esses alunos, quantas duplas diferentes de ganhadores

podem ter nesse sorteio?

Figura 4: Procedimento de resolucdo adotado no problema combinagdo na Situagcdo Il (com
explicitacdo dos invariantes).

I N X f

C: (comeca a escrever)... Sdo com todos os alunos?

E: Com todos os alunos. Pra vocé ver quantas duplinhas diferentes pode formar, ta
certo?

C: (escreve)... Pronto.

E: Entdo, vocé formou nove duplinhas. Tu acha que consegue formar mais duplinhas
ou essa € a quantidade maxima de duplinhas?

C: Vou formar mais.

E: Quais as duplinhas que vocé poderia formar mais?

C: Artur e Lucia.
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E: Entdo copia ai. Ai quando vocé achar que terminou, vocé me diz, t4?
C: humrum (resposta positiva)
E: Formasse mais duas duplinhas, ficaram onze. Como é que vocé sabe que formou

todas as duplinhas?

C: Porque eu cologuei esse com esse daqui, esse com esse, ai esse com esse. Botei
esse com esse daqui, esse com esse. (a crianga sai apontando os nomes no protocolo e
dizendo que combinou determinado nome com outro, porém, ndo explicita nenhum
padrdo sistematico).

E: Entendi, vocé foi colocando um nome com cada um. Ai vocé formou essas onze
duplinhas. Vocé foi misturando.

C: humrum (resposta positiva)

E: E vocé foi misturando de uma maneira, assim, qualquer? Vocé ndo seguiu uma
ordem ndo, ne?

C:E

E: Entdo a gente acabou aqui as duplinhas. N&o tem como formar mais?

C. E

RESULTADOS E DISCUSSAO

Como mencionado na descricdo dos procedimentos de coleta dos dados, além de
resolver os problemas, a crianca era solicitada a fornecer explicacdes e justificativas acerca
dos procedimentos de resolucdo adotados, independentemente de estarem corretos ou
incorretos. Contudo, na presente investigacdo, a analise dos dados versou apenas sobre o
desempenho das criancas, uma vez que o0 objetivo do estudo era saber se a situacdo explicita
(principios invariantes mencionados no enunciado dos problemas) seria um fator que
facilitaria a resolugdo dos problemas quando comparados a uma situagdo em que tais
principios estavam implicitos.

A Tabela 1 mostra o percentual de acertos das criangas do Grupo 1 e do Grupo 2 nas

duas situacoes.

Tabela 1 — Percentual de acertos nos problemas de produto cartesiano e de combinacdo em
cada situagdo (n=120).

Situacdes Grupo 1 Grupo 2
(produto cartesiano) (combinagao)
Situacéo | 45,8 2,5
(sem explicitacdo dos invariantes)
Situacéo Il 60 1,6

(com explicitacdo dos invariantes)

As criancas do Grupo 1 que resolveram problemas de produto cartesiano tiveram

desempenho superior ao das criancas do Grupo 2 que resolveram problemas de combinagéo,
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em ambas as situagOes, conforme detectado pelo teste U de Mann-Whitney (Situacdo I: U=
242,0; p= .000; e Situacdo II: U= 146,0; p= .000). Na Situacdo I, o Grupo 2 (cartesiano)
obteve apenas 2,5% de respostas corretas, enquanto que entre as crian¢as do Grupo 1 (produto
cartesiano) o percentual foi expressivamente mais alto, chegando a 45,8% de respostas
corretas. Esses percentuais indicam que problema de combinacdo é mais dificil de ser
solucionado por criangas do que os problemas de produto cartesiano. Esse resultado corrobora
0 que foi observado em outros estudos, como o0s de Pessoa e Borba (2009, 2010), por
exemplo.

Importante comentar que esses dados podem se justificar de duas maneiras
complementares. Uma explicacdo é que os problemas de combinagdo estdo praticamente
ausentes nos livros didaticos, uma vez que nos anos iniciais do Ensino Fundamental os
problemas do tipo produto cartesiano s@&o o0s mais contemplados nos livros (PESSOA;
MATOS FILHO, 2006). Estes fatos parecem contribuir para o baixo indice de acertos nos
problemas de combinacdo e podem fornecer uma possivel explicacdo para o melhor
desempenho das criancas do 3° ano em problemas de produto cartesiano.

Outra explicagdo é que as dificuldades das criancas com problemas de combinagdo
decorrem do fato de que os invariantes operatdrios nos problemas de combinacdo sdo mais
complexos do que aqueles envolvidos nos problemas de produto cartesiano. Embora ambos 0s
problemas pertencam a mesma estrutura multiplicativa e correspondam a problemas de
raciocinio combinatorio, estes diferem em termos da natureza do raciocinio lbgico-
matematico empregado. O exemplo apresentado, a seguir, ilustra as diferencas entre os tipos

de problema e as estratégias de resolucdo empregadas pelas criancas.

Exemplo 1: Problema de combinacdo, Situacdo | - sem explicitacdo dos invariantes (MELO,
2012, p. 99)

Seis criangas (Luisa, Vitoria, Nanda, André, Beto e Junior) querem brincar de volei, mas s
podem brincar quatro criancas de cada vez. Quantos grupos diferentes de quatro criancas
podem ser formados para brincar de volei?

Figura 5: Procedimento de resolucdo adotado no problema de combinagdo na Situacdo Il
(com explicitacdo dos invariantes).
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Ao finalizar a resolucdo do problema, a criangca responde que apenas um grupo pode
ser formado “O grupo ¢ Luisa, Vitéria, Nanda e André”, e quando questionada se seria
possivel formar mais algum grupo, a crianca afirma que “s6é da pra formar este porque s
sobraram duas pessoas, né?”.

Enquanto os problemas de produto cartesiano trabalham com conjuntos distintos
(blusas e saias), o0 problema de combinacdo trabalha com a formacdo de subconjuntos de um
determinado conjunto (formar diferentes duplas de criancas a partir de um conjunto de cinco
criancas). O fato de ter que escolher um subgrupo de elementos no conjunto e, para isto,
necessariamente deixar de fora outros elementos pode dificuttar a compreensdo da
correspondéncia um para muitos, presente em problemas multiplicativos. Assim, a crianca
lanca mdo de um tipo de estratégia propria aos problemas aditivos, a correspondéncia um para
um ou termo a termo (PIAGET; SZEMINSKA, 1971). E possivel que a relagdo um para
muitos seja mais clara nos problemas de produto cartesiano do que nos de combinacdo, pois
naqueles problemas é mais evidente perceber as relacbes entre elementos de conjuntos
distintos do que entre elementos de um mesmo conjunto, como ocorre nos problemas de
combinacdo. Ao que parece, mesmo com a explicitacdo dos principios invariantes, esta
dificuldade ndo é superada, como discutido a seguir.

Como pode ser observado na Tabela 1, na Situacdo Il o padrdo de desempenho nos
problemas de produto cartesiano e de combinagdo é semelhante ao verificado na Situacao I,
isto é, os problemas de combinacdo (1,6%) continuam sendo mais dificeis do que o0s
problemas de produto cartesiano (60%), mesmo quando 0s principios invariantes que
caracterizam o raciocinio combinatério sdo explicitados no enunciado dos problemas.

Considerando o desempenho de cada grupo separadamente, o teste de Wilcoxon
realizou a comparacdo entre as situacfes e revelou que ha diferencas significativas apenas
para 0 Grupo 1 (Z= - 1,949; p= .05), visto que o desempenho na Situacdo Il (60%) foi melhor
do que na Situacdo | (45,8%). Este resultado indica que a explicitacdo dos principios
invariantes nos problemas de produto cartesiano facilitou a compreensdo das relagOes

subjacentes ao raciocinio combinatério. Tal resultado estd em acordo com os dados obtidos

EM TEIA— Revista de Educagdo Matematica e Tecnoldgica Iberoamericana-vol.7 -nimero 1-2016



17

em estudos anteriores (SPINILLO; SILVA, 2010; SPINILLO; FERREIRA; LAUTERT,
2016). O que se verifica, portanto, € que a explicitacdo dos invariantes tem efeito facilitador
na resolucdo de problemas de produto cartesiano, porém ndo surge como condicdo suficiente

para promover o bom desempenho das criangas em problemas de combinacéo.

CONSIDERACOES FINAIS

A relevancia do raciocinio combinatorio tanto em termos do desenvolvimento
cognitivo como em termos educacionais é reconhecida, assim como sua complexidade, o que
tem se transformado em um grande desafio para professores que desejam efetivamente
desenvolver este raciocinio em seus alunos. A investigacdo apresentada neste artigo baseou-se
na teoria de Vergnaud (1998, 2009) de que os conceitos se constituem a partir de um tripé
formado por um conjunto de invariantes, por representacdes e pelas situacdes, dando destaque
ao papel desempenhado pelos principios invariantes na resolucdo de problemas que envolvem
0 raciocinio combinatorio.

A importancia de se destacar os principios invariantes, por sua vez, teve por base
evidéncias empiricas, tais como as apresentadas nos estudos de Spinillo e Silva (2010) e
Spinillo, Ferreira e Lautert (2016).

O estudo conduzido por Spinillo e Silva (2010) revelou que a explicitacdo dos
principios invariantes do conceito de produto cartesiano auxilia as criancas na resolucdo desse
tipo de problema, ao melhorar seu desempenho, bem como ao favorecer o uso de estratégias
de resolucdo mais sofisticadas.

Spinillo, Ferreira e Lautert (2016), ao analisarem dois estudos distintos que
investigavam o desempenho e 0 uso estratégias de resolucdo por criancas em problemas de
divisdo, em uma pesquisa, € de produto cartesiano, em outra, concluiram que a explicitacao
dos invariantes dos conceitos contribui de forma significativa para a compreensdo de
conceitos mateméaticos complexos por partes das criancas. Ademais, as autoras acreditam que
é possivel ultrapassar os limites dos contextos controlados da pesquisa cientifica e trabalhar
conceitos matematicos em sala de aula a partir da reflexdo dos invariantes operatdrios que 0s
governam durante o processo de resolucdo de situacfes-problemas.

A partir dos resultados desses estudos, a presente pesquisa investigou se a explicitacdo
de tais principios teria um efeito facilitador também em problemas de combinacdo. Os dados
obtidos levaram & conclusdo de que explicitar os principios que governam o raciocinio

combinatdrio favorece o entendimento de problemas de produto cartesiano, contudo, 0 mesmo
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efeito ndo é constatado em relacdo a problemas de combinacdo. Se, por um lado, apresentar os
principios aumenta significativamente o ndmero de acertos em problemas de produto
cartesiano, por outro lado, o sucesso neste tipo de problema ndo garante 0 éxito na resolugdo
de problemas de combinagao.

A que se deve tal fato? Além das razGes apresentadas anteriormente, por se tratarem de
problemas com invariantes distintos, percebe-se que apesar de pertencerem ao campo das
estruturas multiplicativas e se configurarem como problemas de raciocinio combinatorio, ha
uma hierarquia no que se refere aos esquemas necessarios para a compreensdo adequada
destes conceitos, refletindo, assim, em niveis distintos de dificuldade. Ao que parece, as
relagbes um para muitos ndo se configuram de uma mesma maneira nos dois tipos de

problemas, sendo esta uma questdo tedrica que merece ser investigada com maiores detalhes.

IMPLICACOES EDUCACIONAIS

Embora alguns livros didaticos j& abordem os problemas de combinatoria nos anos
iniciais do Ensino Fundamental, parece que este tipo de problema ndo vem sendo explorado
de maneira satisfatoria em situacBes didaticas. Uma possivel explicacdo para tal fato é que
ainda se observa a existtncia de uma compreensdo um tanto limitada do raciocinio
combinatdrio, acreditando que por se tratar de um problema de divisdo e de multiplicacéo,
pode ser considerado como semelhante a outros problemas que também requerem essas
operacBes para sua resolucdo, como os problemas de isomorfismo de medidas que sdo, sem
duvida, mais facies que os de cominatoria. Outro exemplo dessa visdo ainda limitada € que os
livros didaticos e praticas em sala de aula, nos anos iniciais do Ensino Fundamental,
privilegiam apenas um tipo de problema de combinatéria, que é o de produto cartesiano.

Seria importante que o0s educadores tivessem uma compreensdo psicologica do
processo de aquisicdo e do desenvolvimento de conceitos matematicos, que esclarece o0s
limites e as possibilidades do raciocinio infantil.

Considerando o valor didatico da resolucdo de problemas no ensino da matematica,
sugere-se que 0 raciocinio combinatério possa ser introduzido no Ensino Fundamental a partir
da resolucdo de problemas de produto cartesiano, com base na explicitacio de seus
invariantes operatorios. Uma vez compreendidos tais principios, poderiam ser propostas
situacbes em que os invariantes da combinacdo fossem também explicitados e comparados
aos invariantes dos problemas de produto cartesiano. Dessa forma, seria possivel promover

reflexdes a respeito da natureza de cada tipo de problema, destacando o raciocinio necessario
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para a resolucdo desses problemas. Especial énfase poderia ser dada ao fato de como as
combinacBes entre 0s elementos se configuram em cada tipo de problema. Por exemplo, os
problemas de produto cartesiano e as relacbes entre os elementos se ddo entre conjuntos
distintos, enquanto que nos problemas de combinacgdo essas relagbes ocorrem entre elementos
de um mesmo conjunto, sendo este um aspecto dificil de ser entendido pelos alunos.

O uso de diferentes suportes de representacdo poderia ser explorado com o objetivo de
tornar as relagcbes um para muitos nos dois tipos de problemas mais evidentes. A construcdo
de arvores de possibilidades, a utilizagdo de material manipulativo, entre outros, poderiam vir
associadas a explicagdes verbais permitindo evidenciar de maneira mais clara as diferentes
relacOes entre os elementos na resolucdo desses dois tipos de problemas. Por fim, assim como
Borba e Azevedo (2012), destaca-se a importancia de se trabalhar com diferentes problemas
de raciocinio combinatorio (produto cartesiano, permutacdo, arranjo e combinacdo) ainda nos

anos iniciais do Ensino Fundamental.

REFERENCIAS

BORBA, R. E. S. R.; AZEVEDO, J. A construcdo de arvores de possibilidades com software:
o desenvolvimento do raciocinio combinatério de Karine e Vitdria. In: SPINILLO, A;
LAUTERT, S. L. (Orgs.), A pesquisa em Psicologia e suas implicagdes para a Educagéo
Matematica. Recife: Editora Universitaria, 2012.

BRASIL. Parametros Curriculares Nacionais. Matematica. 1° e 2° ciclos. Brasilia:
Secretaria de Ensino Fundamental, 1997.

INHELDER, B.; PIAGET, J. Da logica da crianca a logica do adolescente. S&o Paulo:
Pioneira, 1976.

MEKHMANDAROV, I. Analysis and synthesis of the cartesian product by kindergarten
children. In: NAKAHARA, T.; KOYAMA, M. (Ed.), Proceedings of the 24t Annual
Conference of the PME. Hiroshima: Hiroshima University, 2000, v.3, p. 295-301.

MELO, L. M. S. O efeito da explicitacdo dos principios invariantes na resolucédo de
problemas de combinagcdo por criangas. 2012. 183 f. Dissertagcdo (mestrado), Universidade
Federal de Pernambuco, Recife, 2012.

NUNES, T.; BRYANT, P. Criancas Fazendo Matematica. Porto Alegre: Artes Médicas,
1997.

EM TEIA— Revista de Educagdo Matematica e Tecnoldgica Iberoamericana-vol.7 -nimero 1-2016



20

PESSOA, C.A. S.; BORBA, R. E. S. R. Quem danga com quem: o desenvolvimento do
raciocinio combinatorio de criancas de 12 a 42 série. Zetetike, Campinas, v. 17, n. 31, jan/jun,
p. 105-150, jan-jun, 2009.

PESSOA, C.A. S.;BORBA, R. E. S. R. O desenvolvimento do raciocinio combinatério na
escolarizacdo basica. Revista de Educacdo Matematica e Tecnoldgica Iberoamericana, V.
1, p. 1-22, 2010.

PESSOA, C.A. S.; MATOS FILHO, M. A. S. Estruturas multiplicativas: como os alunos
compreendem os diferentes tipos de problemas? Simpoésio Internacional de Pesquisa em
Educacdo Matematica. Anais... Recife, 2006.

PIAGET, J.; SZEMINSKA, A. A génese do nimero na crian¢a. Rio de Janeiro: Zahar,
1971.

SANTOS, J. P.O.; MELLO, M. P.; MURARI, I. T. C. Introducéo a analise combinatdria.
Campinas, SP: Editora da UNICAMP, 1998.

SILVA, J. F. G. O efeito da explicitagdo da correspondéncia um-para-muitos na
resolucdo de problemas de produto cartesiano por criangas. 2010. 130 f. Dissertacdo
(Mestrado em Psicologia Cognitiva), Universidade Federal de Pernambuco, Recife, 2010.

SPINILLO, A. G.; SILVA, J. F. Making explicit the principles governing combinatorial
reasoning: does it help children to solve cartesian product problems? 34th Conference of the
International Group for the Psychology of Mathematics Education, Anais... Belo Horizonte,
2010, v. 4, p. 216-224.

SPINILLO, A. G.; FERREIRA, J.; LAUTERT, S. L. Ensino e aprendizagem de conceitos
matematicos a partir da explicitacdo dos principios invariantes. In: CASTRO FILHO, J. A;;
BARRETO, M. C.; BARGUIL, P. M.; MAIA, D. L.; PINHEIRO, J. L. (Org.) Matematica,
cultura e tecnologia: perspectivas internacionais. Curituba: CRV, 2016, v. 1, p. 35-47.

VERGNAUD, G. Multiplicative structures. In: LESH, R.; LANDAU, M. (Orgs.).
Acquisition of mathematics: concepts and processes. New York: Academic Press, 1983.

VERGNAUD, G. Multiplicative structures. In: HIEBERT, J..; BEHR, M. (Orgs.). Numbers
concepts and operations in the middle grades. Hillsdale, NJ: Lawrence Erlbaum, 1998.

VERGNAUD, G. A matematica, a crianca e a realidade: problemas de ensino da
matematica na escola elementar (M. L. F. Moro, Trad.). Curitiba: Ed. da UFPR, 20009.

EM TEIA— Revista de Educagdo Matematica e Tecnoldgica Iberoamericana-vol.7 -nimero 1-2016



