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Résumé Nous avions observé dans un travail précédent qu'un mouvement brownien réfléchi sur un
mouvement brownien rétrograde indépendant est encore un mouvement brownien. Nous
présentons ici la généralisation de ce résultat a des couples de diffusiopguées
(qui sont aussdualesau sens de Siegmundjour citer cet article: F. Soucaliuc, C. R.
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Reflection between two conjugate diffusions

Abstract We observed, in a previous work, that Brownian motion reflected on an independent time-
reversed Brownian motion is again Brownian motion. We present the generalisation of this
result to pairs of conjugate diffusions (which are also dual, in the sense of Siegritand).
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Abridged English version

Denote byE, (o, b) thestochastic differential equatiofsDE)
dX (1) =0 (X)) dB(t) +b(X (1)) dr
(in dimension 1) with starting poinkp = x. Its solution is a diffusion associated with the infinitesimal
generatoiG of coefficientse andb (i.e., Gf = af” + bf’) wherea := %02. Assumez is Cl-continuous.
The conjugatediffusion is by definition associated with the genera@or of coefficientsa andb*, where
b*:=a —b.
Consider the followingsDE with reflectioron a continuous “barrier” curvg:
dX (1) =0 (X (1)) dB(1) + b(X (1)) dr +dL (1),
denoted byRE; (o, b) when the starting point iXg = x. Here the time interval i§0, 1] and the barrier
Z = (Z(t), 0<t <1) is anycontinuous curve iR. Z may also beandombut is then assumed to be
independendf the Brownian motiorB driving the “reflected diffusion’X. We say that a pair of continuous
processesX, L) is a solution oRE, (o, b) with barrierZ if
— Xo=xandfor0<t <1, X; =Xo+ [y 0 (Xs)dBs + [ b(X;)ds + Ly;
— If x > Zg (respx < Zp), thenL is non-decreasin@resp.non-increasinyandX, > Z, (resp.X; < Z;)
for0< < 1;and, in both ca\seg’ol 1x,z,dL; =0.
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We assume that = 02/2 is Ct-continuous and does not vanish Bn(i.e., a(x) > 0 for all x € R),
and thatb is continuous. We also assume that, for ang R, path uniqueness holds f&E, (o, b) and
RE; (0, b*), and there exists a solution for the SIBE(o, b), resp.E, (o, b*). (For example, path uniqueness
holds forRE, (o, b) if b est Lipschitz-continuous anddf is Holdér-continuous of index 1/2.) One may
then define (uniquely) the following solutions &ndz are two fixed points ifR):

— (X, L) is a solution ofRE, (o, b) with barrierZ, and on the other haridl is a time-reversetl solution

of E, (o, b*); .
— (Z', L") is atime-reversed solution &E; (o, b*) with barrierX’, and on the other hand is a solution
of Ey (0, b).

THEOREM. —Under the above assumptions, the two pairs of procee¥e&) and (X', Z’) have the
same law.

In particular,X is a diffusion associated with (a generator of coefficieats) o2/2 andb, and Z’ is
a time-reversed diffusion associated witlandb»*. Our central case is concerned with pairs of conjugate
squared Bessel processes (i.e., of respective dimensems 2— §).

1. Introduction

Soit un mouvement brownieB = (B(r), 0 <t < 1) issu d’'un pointB(0) = x deR, et soit d’autre parg
une courbe quelconque dgdz1] ('espace des fonctions continues @ 1] dansR), telle queg(0) # x.
Supposons tout d'abord qg&0) < x. La réflexion(au sens de Skorokhod) desur la «barriere »g est
alors 'unique processuntinuX = (X (¢), 0<r < 1) tel que, en posart := X — B, on ait
() X(OO)=xetX()>g() pourtout0<r<11;
(i) Le processud = (L(t), 0<t < 1) est (continu) croissant ngl Ixy+gndL () =0.
Heuristiguement, on congalf = B + L comme un mouvement brownien « perturbé » aux seuls instants ou
il touche la barriére par I'addition de « pousséess.¢), et contraint de cette facon de rester «du méme
coté» deg.

Le lemme de Skorokhod/¢ir par exemple [6]) montre que le processtggue nous noteronB, dans
la suite) est déterminé par la description précédente et qu'il peut aussi étre décrit de fagon explicite par

By(1) = B(1) + sup (B(s) — g(s)) _ @)
0<s <t

(a— désigne la partie négative du nombre r&elOn étend de fagon symétrique et similaire la définition
de B, au cas oz (0) > x.

Soit 8 = (B(r), 0 <t < 1) un mouvement brownierétrogradeissu d’'un point8(1) = x’ (c’est-a-dire,
(B(1—1), 0< 1t < 1) estun mouvement brownien issu @@ indépendant d&. Dans I'article [10], nous
avons observé quBg est lui-méme un mouvement brownikEn fait, il S'avere queB et 8 jouent des rbles
symétriques : si on considére de plus la réflexiétmograde (i.e. effectuée «a rebours») gesur B —
notons-lag? — alors les lois des coupléss, B) et(B, B5) sontidentiques. Dans [10], la preuve (simple)
procéde par «discrétisation» : un argument combinatoire permet d’observer une identité en loi analogue
lorsque les mouvements browniens sont remplacés par des marches aléatoires discretes, puis le résultat s’en
déduit par passage a la limite. Dans [9], des preuves alternatives sont proposées directement dans le cadre
«continu», au moyen de calculs explicites de certaines lois et d'une idée de réflexion bidimensionnelle.

L'objet de cette Note est de présenter la généralisation de ce résultat au Bast@usont remplacés
par des diffusions. Dans ce cas, comme nous allons le voir, il faut que ces diffusionsenjeiguéegou
encoreduales au sens de Siegmund). Notons que les preuves proposées dans [10,9] ne se généralisent pas
simplement au-dela du cas des mouvements browniens : une expression «simple » telle (1) par exemple
n'existe plus. Les preuves détaillées des résultats généralisés se trouvent dans la thése [11].
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2. Diffusions réfléchies

Leséquations différentielles stochastiqU&dS)avec réflexioront fait depuis Skorokhod [8] I'objet de
nombreuses études sous des angles divers (e.g., [1,2,4]). Leur prototype correspond généralement & une
«EDS » formelle du type

dX (1) =0 (X (1)) dB(t) + b (X (1)) dr +dL(1), 2

dont une solutionX est un processus continu issu d’'un point preskii®) = x et sous la contrainte de
propriétés trajectorielles pow¥, L et et la barriere (donnég)comme dans le paragraphe précédent (par
exemple, dans le cas atr> g(0), les conditions (i), (ii)).

Un formalisme possible (inspiré pour I'essentiel de [5] et [3]) est le suivant. Peonitexte(set-upen
anglais)

{(@. F, (Foosi<r, P), B; (U, 2)} 3

on entendra que (2, F, (F;), P) est un espace de probabilité filtré satisfaisanttasditions habituelles
(cf.e.q. [5]) etB = (B;,0 <t < T) est un(F;)-mouvement browniesur cet espace; de plus, le couple
(U,Z) (ou Z = (Z;, 0<r<T)) estune variable aléatoitEy-mesurablesur (2, F, P) a valeurs dans
{(x.8); xeR, geC[0,T], g(0) #x}.

On appelle le coupléU, Z) lesconditions initialesdu contexte U et Z correspondent respectivement
a la position initiale (de la «diffusion réfléchieX) et a la courbe-barriére, et ce sont dksinéegiu
probléme, tout comme les coefficiendset b (mesurables, localement bornés)EDS avec réflexion
associée sera désignée [R¥(o, b). Plus précisément, par urselution (X, L) de RE(s, b) on entend
la donnée d’uncontexte(3), et sur(Q, F, (Frogi<r, P) d’'un couple de processus réels continus,
(Fy);-adaptés(X,, L;), 0<t < T),tels que, p.s.,

— Xo=U etpour0<+ < T, X; = Xo+ [o0(Xs)dBy + [y b(X,)ds + Ly ;

— Si Xo > Zo (resp.Xo < Zp), alors L estnon-décroissan{resp.non-croissantet X, > Z, (resp.

X, < Z;,) pour0< ¢t < T;danstous les ca%T Lx,2z,)dL, =0.

On peut alors étendre les notions d’existence/unicité faible/forte, unicité trajectorielle dans ce formalisme
[11] de maniére similaire a leurs homonymes en théorie des EDS sans réflexion. De méme, on peut montrer
pour les EDS avec réflexion :

— I'existence et unicité d’une solution forte dans le cas des coefficients lipschitzediesci pouvant se

construire par la méthode des approximations successives de Picard);

— le théoréeme de Yamada—Watanabe, assurant en particulier que l'unicité trajectorielle implique

I'unicité en loi;

— l'unicité trajectorielle pouro héldérien d’indice supérieur ou égal® 2 etb lipschitzien(permettant

notamment de traiter le cas des processus de Bessel) ;

— I'existence faible d’'une solution pour des coefficients continus bornéscawe@.

Accessoirement un théoreme d’approximation de solutioBED& avec réflexiompar des processus
discrets peut étre établi. Les preuves de ces résultats sont essentiellement une réécriture de celles du cadre
classique (i.e. de la théorie des EDS sans réflexion). Elles se trouvent dans [11], mais il est fort probable
gu’elles aient été rédigées sous une forme voisine (ou dans des cas particuliers) auparavant.

3. Réflexion entre diffusions conjuguées

Une solutionY de I'EDS « classique » (sans réflexion)

dY; = o (Y;)dB; + b(Y;) dt 4)
est une diffusion de générateur infinitésingatle coefficients: et :
d? d
Gf(x)=a(x) —J;(X) + b(X)—f(X), (5)
dx dx
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ola:= %02. Supposons de classe & La diffusionconjuguéedcf. [12]) est alors par définition associée
au générateu* de coefficients ethb*, oub*(x) = a’(x) — b(x). On désignera pak (o, b) 'EDS (4), par
E\ (o, b) si la position initialeYp = y était prescrite. Pour simplifier on se limite dorénavant, sans perte de
généralité, au cab = 1.
Dans le théoréme suivant, on supposera gaec?/2 est de classe ‘Cet ne s’annule pas sk (i.e.
a(x) > 0 pour toutx € R), et queb est continu. On suppose qu'il y a unicité trajectorielle pei(o, b) et
resp.RE(o, b*), et que pour tout € R il existe une solution de 'EDS classiqu# (o, b), resp.E, (o, b*).
Notons que la condition d'unicité trajectorielle po®E(s, b) est satisfaite dés lors que est
lipschitzienne (i.e}b(x) — b(x")| < K|x — x| pour unkK > 0 et tousr, x’ € R) et queo vérifie

|o(x) — a()c’)}2 <p(lx —x']) pourtousr,x’€R,

ou p est une fonction borélienne siir, qui envoye]0, +oo[ dans lui-méme et vérifianfO+ o)~ Ldu
= +o0 (par exempler holdérienne d’indice supérieur ou égal &1

On peut alors affirmer que les équatidrRE(o, b), et RE(o, b*), ainsi queE (o, b) et E(o, b*) sont
exactes? On peut donc définir les deux solutions suivantest(z désignant deux points fixés @ :

— (X, L) est solution ddRE(a, b) relativement a un certain contexte de condition initialeZ), et par

ailleursZ est solution rétrograde d&, (o, b*) ;

— (Z', L") est solution rétrograde dRE(c, b*) relativement a un certain contexte de condition initiale

(z, )?’), et par ailleursX’ est solution de£, (o, ).

Par solutiorrétrogradeon entend tout simplement tetournementians le temps d’une solution. Plus
précisément, s{X, L) est solution deRE(s, b) associée a un contexte (3), alors on dira qﬁei) est
solutionrétrogradede la méme équation (et relativement au méme contexte), ou pour toute fofi¢tjon
de 0, 1] on désigne paf la fonctionf 1t~ f(1—1). De méme st est solution d&y (o, b)) alors on
dira queY est solutiorrétrogradede la méme équation.

THEOREME 3.1. — Sous les hypothéses précédentes, on a l'identité en loi suivante
(X1 Z), 0<r < 1) 2 (X, 2)), 0<r < 1), (6)

En particulier,X est une diffusion associée & (un générateur de coefficierts)?/2 etb, et Z’ est une
diffusion rétrograde associéei®tb*.

Une motivation pour étudier ces problemes provient du lien avec certains processus auto-répulsifs qui
sont limite d’échelle de marches aléatoires renforcées discrétes [12]. Les limites ont alors des propriétés
d’invariance par changement d’échelle, et ceci améne naturellement a considérer le cas ou les diffusions
en jeu sont desarrés de processus de Bes@el., [5]), c’est-a-dire que (x) = 2,/x (sur I'espace d’'états
[0, 4+00)) eth(x) =8, o0 s € R correspond & la dimension. A cause de la forme de I'espace des états une
condition de réflexion/absorption au point frontiére 0 est maintenant nécessaire. Dans I'enoncé suivant on
désigne par I'abréviation BESQun carré de processus de Bessel de dimensiofR et on suppose que
8 < 2.

THEOREME 3.2. — Considérons un coupleX, Z) qui est tel queZ est un BES& rétrogradest queX
est un BES®indépendantéfléchi surZ etabsorbé en CConsidérons, d’autre part, la situation symétrique
qui consisterait & inverser les roles du BES& resp. du BES€Y? : c’est-a-dire, on suppose cette fois que
queX’ est un BES®absorbé en (et queZ’ estun BES® rétrogradeéfléchi surX. On a alors l'identité
en loi suivante

(en lop

X,2) =" (X", Z. )

Ci-dessus, les points dont sont issus les processus sont respectivereiy =a et Zy = Z) =/,
aveca, a’ deux points quelconques &&.. En particulier, les diffusions réfléchigset Z’ sont elles-mémes
des carrés de processus de Bes&¥ekét un BESO® absorbé en 0, eZ’ est un BESG? rétrograde).

1122



To cite this article: F. Soucaliuc, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 1119-1124

Avec § = 1 on retrouve le cas des mouvements browniens de l'introduction (sous une condition de
réflexion/absorption en @f. [10]).

La notion de conjugaison rejoint celle dealité au sens de Siegmund [7]. Deux diffusiakiset Y sont
duales au sens de Siegmund si la relation

P(X(T)>d | X(0) =a)=P(Y(T)<a|Y(0) =d) (8)

est valable pour tous,a’ € R et T > 0. (En fait, cette notion se référe chez Siegmund uniquement

a des diffusions positives, dont, a’ sont limités aR, et a (8) correspond alors une condition de
réflexion/absorption en 0; il en est d'ailleurs de méme pour la notion de dualité chez Téth [12].) L'identité
(p.s.) triviale{ X (T) > a’} = {Z(0) < a} dans le Théoréme 3.1 montre gkieetY = 7 sont nécessairement
duales. On constate ainsi I'identificati@onjugaison-dualité on atteint la généralisation « maximale »
envisageable pour notre résultat de départ (le cas des mouvements browniens rappelé dans le premier
paragraphe).

Une observation concernant les preuves des Théoremes 3.1 et 8@s preuves sont basées sur des
constructions comme limites d’approximations discretes. Pour prouver I'équivalent discret de l'identité en
loi (6), I'argument est similaire a celui déja employé dans le cas des mouvements browniens [10], mais il
s’avere qu'il n’est appliquable qu’a des processus discrets dudgpsches aléatoireséh.e. ne faisant que
des sauts de 1 ou1l modulo changement d’echelle). Les résultats d’approximations discrétes mentionnés
dans la section prédédente (qui utilisent des processus discrets faisant desHias-deou 0), doivent
donc étre spécialisés de maniere a éviter les sauts nuls. Notons que, déja pour une diffusion (sans réflexion)
de générateur (5) «convenable », il est relativement facile de I'approcher par des chaines deSarkov
faisant seulement des pas-#é&, —1, ou O (il suffit de faire en sorte que

(piv+qiv)/2—>a(x) et \/ﬁ(pfcv—q;v)eb(x) quandN — oo,

oup¥, gV etr¥ =1— pN — gV désignent les probabilités d’une transition.deersx + 1

1
N YT UN

et respx pour SV, les instants des transitions éta,f‘ft: ﬁ i=0,1...,N); mais qu'en revanche cela
est un peu plus délicat si on souhaite ¢ife soit unemarche aléatoirec’est-a-dire, que des transitions
x — x soient exclues. (Si on prend simplemept= 0 ci-dessus, on constate qu’une telle construction ne
peut convenir qu'au cas au est constant, a cause g€ + ¢V = 1.) Pour dépasser cette restriction on
utilise I'expédient suivant. On fait pour les probabilités de transition de la marche aléstoina choix
judicieux,différentsur les tempgpairs de celui sur les temgmpairs Alors, en regardarg” seulement sur
les instants pairson observe une chaine de Markov faisant des paslde-1, ou0 (modulo changements

d’échelle) ce qui nous raméne au cas ou on sait assurer la convergence faible vers la diffusion souhaitée.

1 For any continuous patfi thetime-reversegbath f is defined asf : ¢ — f(1—1).

2RE(o, b*) est diteexactesi pour tout contexte (3) il existe (& indistinguabilité prés) exactermeetsolution
associée a ce contextef.([5] pour la notion correspondante dans le cadre classique).
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