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ARITHMÉTIQUE DES REPRÉSENTATIONS GALOISIENNES 

p-ADIQUES 

par 

J e a n - M a r c Fon t a ine 

Résumé, — Soient K un corps p-adique, K une clôture algébrique de K, C le 
complété de K pour la topologie p-adique, B^ le corps des périodes p-adiques, 
GK = Gal(K/K). On commence par expliquer les calculs de Sen et Tate sur la 
cohomologie galoisienne continue de C et de GL>h(C). On donne ensuite une clas
sification, essentiellement due à Sen, des C-représentations de GK (c'est-à-dire des 
C-espaces vectoriels de dimension finie munis d'une action semi-linéaire et continue 
de GK) puis des B^-représentations de GK- On applique ceci aux représentations 
p-adiques de GK > puis on décrit les principaux faits de la théorie des représentations 
p-adiques semi-stables. On termine en prouvant que les seuls endomorphismes Qp-
linéaires continus Gx-équivar iants de C sont les homothét ies par des éléments de K, 
puis que, lorsque K est une extension finie de Q p , le foncteur d'oubli de la catégorie 
des C-représentations de GK dans celle des Banach p-adiques munis d'une action 
linéaire et continue de GK est pleinement fidèle. 
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2 J.-M. FONTAINE 

0. I n t r o d u c t i o n 

Dans ce texte on s'intéresse aux représentations p-adiques du groupe de Galois 

absolu d 'un corps p-adique et en particulier, on définit toute une hiérarchie parmi ces 

représentations (représentations presque de Hodge-Tate, de Hodge-Tate, de de Rham, 

semi-stables, cristallines). 

Ce texte contient des résultats classiques (notamment la théorie de Sen [Sen69], 
objet essentiel des chapitres 1 et 2) ou déjà publiés ailleurs (notamment le théorème 

faiblement admissible implique admissible [CF00], dont on parle dans le chapitre 5, on 

ne donne ici qu 'une esquisse de la preuve). Il contient aussi des résultats non publiés 

ailleurs comme 

- l 'analogue de la théorie de Sen lorsque l'on remplace le corps Cp par le corps B^R 

(chapitre 3), 

- la notion de représentation p-adique presque de Hodge- Tate et de représentation 

p-adique presque de de Rham et le fait que ces deux notions coïncident (chapitre 4), 

- le fait qu'il n ' y a pas d 'aut re Qp-endomorphisme continu de Cp, Galois-équi-

variant, que les homothéties par un élément du corps de base (chapitre 6). Ceci est 

— avec une version renforcée du lemme fondamental de [CF00] due à Pierre Colmez 

[Co02] — à la base de la théorie des presque Cp-représentations, développée ailleurs 

[Fo03]. 

Rentrons un peu plus dans les détails. Dans tout ce texte, K est un corps de 
caractéristique 0, complet pour une valuation discrète, à corps résiduel parfait k de 
caractéristique p > 0. On choisit une clôture algébrique K de K, on pose GK — 

G&\(K/K) et on note IK le sous-groupe d'inertie. On note C le complété de K pour 
la topologie p-adique (corps souvent noté Cp lorsque k est algébrique sur ¥p) et B^R 

le corps des périodes p-adiques (la définition de B^R est rappelée au chapitre 3). Il est 
muni d 'une topologie naturelle. Le groupe GK opère continûment sur C et sur B^R. 

Une représentation p-adique de GK consiste en la donnée d 'un Qp-espace vectoriel 

de dimension finie muni d 'une action linéaire et continue de GK- Avec comme mor-

phismes les applications Qp-linéaires G^-équivariantes, les représentations p-adiques 

de GK forment une catégorie abélienne que nous notons RepQp(Gx)-

Plus généralement, soient J un groupe topologique et B un corps muni d 'une 

topologie et d 'une action continue de J (compatible avec la s t ructure de corps). On 

appelle B-représentation de J la donnée d 'un £?-espace vectoriel W de dimension finie 

muni d 'une action semi-linéaire et continue de J (dire que l 'action est semi-linéaire 

signifie 

i) que l'on a g(wi + W2) — g(wi) + g{w2) si g G J et w\, W2 G 

ii) et que l'on a g(bw) = g(b)g{w) si g G J , b G B et w G W). 

Avec comme morphismes les applications ^-l inéaires J-équi variant es, les B-repré-

sentations de J forment une catégorie abélienne que nous notons R e p B ( J ) . 
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REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES 3 

Si l 'action de J sur B est non triviale, cette catégorie n'est pas 5-linéaire. Dans 

tous les cas, si E = BJ\ E est un corps et RepB(J) est i£-linéaire. 

On sait aussi définir la représentation unité (c'est B muni de l 'action donnée 

de J ) , le produit tensoriel de deux ^-représentat ions W\ et W2 (c'est W\ <8>B W2 

avec g(wi 0 w2) = g(wi) <8> 9(^2) si g G J , wi G Wi et w2 G W2) et la représenta

tion duale de la ^-représentat ion W (c'est le i?-espace vectoriel dual W* de W, avec 

(g(v))(w) = g(n(g-1(w))) si 0 G J , 77 G et w G W ) . 

Muni de ces structures, RepB(J ) devient ce que l'on appelle une catégorie tanna-

kienne sur E (cf. par exemple, [DM82]). 
Une sous-catégorie tannakienne de Repfî(J) est une sous-catégorie strictement 

pleine (Le. une sous-catégorie pleine telle que, si W est un objet de cette catégo

rie, alors tout objet de R e p # ( J ) isomorphe à W aussi) qui contient l 'objet-unité B et 

est stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel et dual. 

Ceci s'applique en particulier à B = K, C ou B^R et J = GK- Si V est une 

représentation p-adique de GK de dimension h, B ®QP V est de manière naturelle une 

^-représenta t ion de GK- Disons que V est B-admissible si cette ^-représenta t ion est 

triviale (i.e. isomorphe à BH). Les représentations admissibles forment une sous-

catégorie tannakienne de RepQp(G?x)-

Proposition 0.0. — Soit V une représentation p-adique de GK- Pour que V soit In

admissible, il faut et il suffit que le noyau de l'action de GK sur V soit un sous-groupe 

ouvert de GK-

Démonstration. — Le fait que la condition est nécessaire résulte immédiatement de ce 

que l 'action de GK sur K est discrète. Réciproquement, supposons que le noyau N de 
—N 

l 'action de GK sur V soit ouvert dans GK et soit L — K . Soit h la dimension de V sur 

Qp. Choisissons une base {ei, e 2 , . . . , eh} de V sur Qp ; elle s'identifie aussi, de façon 

évidente, à une base de L<S>QP V sur L ainsi qu 'à une base de K®QP V sur K. L'action 

de GK sur V se factorise à travers le groupe J = Gal(L/K). Pour tout g G J , notons 

p(g) la matrice dont la j - i ème colonne est formée des composantes de g(ej) sur la 

base {ei, e 2 , . . . , e^} . On obtient ainsi un homomorphisme p : Gal(L/K) —* GLh(QP) 

que l'on peut voir, via l'inclusion GLh(Qp) C GLh(L) comme un 1-cocycle de J à 

valeurs dans GLh(L). On voit que remplacer ce cocycle par un cocycle équivalent 

revient à changer la base du L-espace vectoriel L ®QP V. Comme l'ensemble pointé 

H1(J,GLh(L)) est trivial (cf. par exemple [CL], chap.X, prop.3) , il existe une base 

de L 0 Q P V sur L formée d'éléments fixes par J . C'est aussi une base de K <g>qp V 

formée d'éléments fixes par GK et l'existence d'une telle base permet de définir un 

isomorphisme de K sur K 0 Q V qui commute à l 'action de GK- D 

- C'est un théorème profond de Sen dont nous ne parlons pas ici (cf. [Sen73], 
cor. 1), que V est C-admissible si et seulement si le noyau de l'action de IK est un 
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4 J.-M. FONTAINE 

sous-groupe ouvert de IK (en particulier, lorsque k est algébriquement clos, si une 

représentation p-adique de GK est G-admissible, elle est déjà K-admissible). 

- Il n'existe pas (à notre connaissance) de caractérisation de ce type pour les 

représentations p-adiques de GK qui sont de de Rham (c'est ainsi qu'on appelle les 

représentations #dR-admissibles). 

Si V est une représentation p-adique de GK, G ®QP V (resp. BAR <S>QP V) est une 

C-représentation (resp. une jBdR-représentation) de GK qui est non triviale si et seule

ment si V n'est pas C-admissible (resp. n'est pas de de Rham) . D'où l'intérêt qu'il y 

a à étudier les catégories Repc(C/<:) et Repfî (G/c)^1). L'étude de la première est la 

théorie de Sen. Nous la reprenons, la poussons « jusqu 'au bout » et nous intéressons 

aussi à la seconde. On obtient une classification complète de ces représentations. Si 

C(K) (resp. C(K/Z)) désigne l'ensemble des orbites de K (resp. K/Z) sous l 'action 

de GK, les classes d'isomorphisme d'objets simples de Repc(G/ f ) (resp. RepSdR(Gi<:) 

sont paramétrées par C(K) (resp. C(K/Z)). Les classes d'isomorphisme d'objets in

décomposables de Repc(Gfc:) (resp. Rep#dR(Gx) sont paramétrées par C(K) x N* 

(resp. C(K/Z)xW). 

Décrivons maintenant le contenu des différents chapitres. 

L'objectif essentiel du chapitre 1 est d'exposer les résultats de Tate et Sen sur la 

cohomologie continue du corps C. Ils reposent sur une étude fine de la ramification 

dans la Zp-extension cyclotomique de K {Le. l 'unique Zp-extension de K contenue 

dans le sous-corps de K engendré sur K par les racines de l 'unité d 'ordre une puissance 

de p). 

Le point crucial est le théorème fondamental de Tate (th. 1.8) qui est à la base de 

toute la théorie des périodes p-adiques et qui, comme on le dit maintenant ([Fa02], 
§2), signifie que l 'anneau des entiers OM de toute extension finie M de ifoo est 

presqu'étale sur l 'anneau des entiers OK^ de K^. De façon précise, si tiM/K^ '• M —> 

KQQ est la trace et si est l'idéal maximal de OKX , ou bien trM/Koo (OM) — , 

ou bien trM/Koo{0M)= mKoo-

Posons HK = Go\(K/KQQ), r = GK/HK et notons L l 'adhérence de ifoo dans C. 

Les principaux résultats (dus à Tate et Sen) sont (th. 1.1) que CHK = L et que, pour 

tout h e N, Hlont(HK,GLH(C)) = 1; puis (th. 1.2) que Lr = C°K = K et que, 

pour tout h £ N, l 'application naturelle H^ONT(T, GLh(Koo)) ~> HlONT(Y,GLH(L)) = 

HLnt(GK,GLH(C)) est bijective. 

Dans le chapitre 2, on étudie la catégorie R e p c ( G x ) - Le premier théorème 

de Sen dit que, pour toute C-représentation W de GK, l 'application C-linéaire 

C <S>LWHK —> W déduite de l'inclusion de WHK dans W est un isomorphisme. 

(x)Le fait que K n'est pas complet rend illusoire l 'étude de la catégorie R e p ^ ( ( 7 x ) -
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REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES 5 

Autrement dit, le foncteur W i—• WHK définit une (^-équivalence de Rep ^ G ^ ) sur 

la catégorie RepL(r) des L-représentations de T (2\ 

Le deuxième théorème de Sen nous dit que, si X est une L-représentation de T et 

si Xf désigne le sous-i^oo-espace vectoriel de X réunion des sous-If-espaces vectoriels 

de dimension finie de X stable par G x , l 'application L-linéaire déduite par extension 

des scalaires de l'inclusion de Xf dans X est un isomorphisme. Autrement dit, le 

foncteur I H I J définit une (g)-équivalence de RepL(r) sur la catégorie RepKoo(r) 
des i^oo-représentations de T. 

Enfin, si Y est une -représentation de T, le fait que l'action de T sur 

soit discrète implique que l 'action de l'algèbre de Lie du groupe de Lie p-adique T 

est linéaire. De façon terre à terre, notons \ : GK —» Z£ le caractère qui définit 

l 'action de GK sur les racines de l 'unité d'ordre une puissance de p. En composant 

avec le logarithme p-adique, on obtient un homomorphisme continu de GK dans le 

groupe additif de Zp qui se factorise à travers T (et on note encore logx : T —>• Zp 

l'application ainsi obtenue). Alors le troisième théorème de Sen dit que, si Y est une 

i^oo-représentation de GK, il existe un et un seul endomorphisme s de ce Koo-espace 

vectoriel ayant la propriété que, pour tout y G Y, il existe un sous-groupe ouvert Ty 

de T tel que, pour tout 7 G Ty, on a 

l(y) = exp(logx(7) * s) (y) 

(il est immédiat qu 'é tant donné un endomorphisme s de y , on peut définir l 'endomor-

phisme exp(logx(7)*<s) pour tout 7 appar tenant à un sous-groupe ouvert suffisamment 

peti t de T). 

En résumé, pour tout corps E, notons SE la catégorie (tannakienne en un sens 

évident) des ^-espaces vectoriels de dimension finie munis d 'un endomorphisme. On 

dispose d 'un 0-foncteur 

ASen : RepC(GK) — • SKOO-

C'est celui qui associe à W le i^oo-espace vectoriel de dimension finie A s e n ( ^ ) — 

(WHK)f muni de l 'endomorphisme défini par le théorème précédent. En fait la 

connaissance de Asen(W) détermine W à isomorphisme près (il suffit même de 

connaître le C-espace vectoriel W muni de son endomorphisme sw déduit par 

l'extension des scalaires de à C de s) . On appelle sw Vendomorphisme de Sen 

de W. 

Nous décrivons ensuite une interprétation due à Colmez des résultats de Sen. Pour 

tout r G N, notons Kr l 'unique extension de K de degré pr contenue dans Koo et 

posons GKv — Ga\(K/Kr). Choisissons un générateur t du module de Tate, noté 

additivement, du groupe multiplicatif et introduisons l 'anneau i?sen = ^ { O 0 ^ } } 

(2)une <g>-équivalence entre deux catégories tannakiennes sur un corps E est une équivalence de 

catégories, commutant , en un sens évident (mais néanmoins pénible à formuler de façon précise), à 

l 'objet-unité, au produit tensoriel et au dual (cf. par exemple [ D M 8 2 ] ) . 
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6 J.-M. FONTAINE 

des séries formelles en logt à coefficients dans C de rayon de convergence non nulle. 

On peut alors décrire £?sen comme une réunion croissante de sous-C[log£]-algèbres 

topologiques -Bsen,r, pour r G N, avec action semi-linéaire continue de GKT sur Bsen,r, 

le groupe GK agissant sur logt via la formule 

g(logt) = log(x(#)) + log* pour tout g G GK. 

Pour toute C-représentation de GK, soit £>sen,oo(W0 la réunion des (Bsen,r®cW)GKr. 

C'est un sous-Koo-espace vectoriel de dimension finie de Bsen ®c W. On construit 

un isomorphisme canonique de Dsen,oo(W) sur Asen(W) et on montre que l'endo-

morphisme de Dsen,oo(W) déduit par t ranspor t de structure de l 'endomorphisme de 

Asen(W0 défini par la théorie de Sen est induit par la C-dérivation continue —d/dlogt 

de Bsen-

On donne enfin une variante algébrique de la construction de Colmez. Elle consiste 

à remarquer que l'on ne change pas le résultat en remplaçant Bsen par la sous-C-

algèbre B^n de Dase (en tan t que C-espace vectoriel) les (logt)m pour a G K et 

m G N, où l'on a posé = exp(a . logt ) . 

Ce dernier résultat peut s ' interpréter ainsi : Pour tout corps E, si Es désigne une 

clôture séparable de E notons le groupe proalgébrique commutatif diagonalisable 

défini sur E dont le groupe des caractères Hom^^S-g xEs,Gm) est E8, muni de 

l 'action naturelle de Gal(Es / E) ; posons aussi S# = x G a . Alors la catégorie SE 

s'identifie à la catégorie des représentations linéaires de dimension finie de SE, tandis 

que B^n peut s'identifier à C Ç^K^ BKOO ou BK^ désigne l'algèbre affine de SK^ • 

On donne ensuite la liste des objets simples et des indécomposables, à isomor

phisme près, de la catégorie Repc(Grx)- On termine avec quelques mots sur certaines 

représentations particulières : les représentations de Hodge-Tate et les représentations 

presque de Hodge-Tate. 

Dans le chapitre 3, on rappelle la définition du corps BdR, puis on étudie la catégorie 

RepBdR(GK). 

On procède d 'abord à la Sen : 

(1) Posons LdR = B*u£. Pour toute BdR - représenta t ion W de GK, l 'application 

BdR - l inéaire B^R <S>LdR WHK —» W évidente est un isomorphisme. Autrement dit, le 

foncteur W —> WHK définit une (^-équivalence entre RepBdR(Gx) et RepLdR(r). 
(2) Posons t = Le corps L d R contient le corps des séries formelles Koo^t)) 

qui est stable par T. On peut associer, de façon canonique et fonctorielle, à toute 

LdR - représentat ion X de T, un sous-iiC00((i))-espace vectoriel de dimension finie Xf 

stable par T et on définit ainsi une (^-équivalence de catégories entre RepLdR(r) et 

R e P K o c ( U ) ) ( r ) ' 

(3) Comme l'action de F sur K^^t)) n'est pas discrète, si Y est une i f oo ((£))-

représentation de T l 'action de l'algèbre de Lie de T sur Y ne définit plus un endo-

morphisme mais une connection régulière. 
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REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES 7 

Pour tout corps E de caractéristique 0, notons 7ÏE,t la catégorie tannakienne sur E 

(en un sens évident) des E((t))-espaces vectoriels de dimension finie munis d 'une 

connection régulière. La construction qui précède définit un foncteur 

AdR : RepBDK(GK) —> KK^^ 

Ici encore la connaissance de AdR (VF) détermine W à isomorphisme près. 

Ensuite on transpose la variante algébrique de la construction de Colmez. Pour tout 

corps E de caractéristique 0, notons B R # le sous-groupe de dont le groupe des 

caractères est le quotient de Es par Z et posons B R # = B R # xGa. On peut considérer 

l 'anneau B^ = B^R^K^^^K^ et définir, pour toute BdR-représentation W de GK, 

un sous-ifoo-espace vectoriel de dimension finie, canonique et fonctoriel DdR,oo(W) 

de ^dR ®B<m W, de manière analogue à ce qu'on avait fait pour les C-représentations. 

Comme on a fait le produit tensoriel au-dessus de Koo(t) et non de Zfoo, cet espace vec

toriel n'est pas muni d 'une action de SK^ mais seulement de son sous-groupe B R ^ . 

Une façon d'expliquer comment passer de AdR(VK) à DdR,oo(W) consiste alors 

à construire une (^-équivalence entre la catégorie tannakienne l^K^.t sur et la 

catégorie des représentations Koo-linéaires de dimension finie de B R / ^ (pour cette 

équivalence, on peut remplacer Koo par n ' importe quel corps de caractéristique 0). 

Enfin, on donne la liste complète des classes d'isomorphisme d'objets simples et 

d 'objets indécomposables de la catégorie RepjBdR(Gi<:). 

Dans le chapitre 4, on applique les résultats des chapitres 2 et 3 à l 'étude des 

représentations p-adiques de GK- Pour tout sous-groupe X de K stable par GK, 

notons S™ K le quotient de §K de groupe des caractères X, § ^ KQQ son extension des 

scalaires à et §X,K (resp. S x , / ^ ) le produit de § x , x (resp. § x , K o o ) Par 

On dit alors qu 'une représentation p-adique V est de type Sx (resp. est de type 

S™) si l 'action de SK^ sur Asen(C ®QP V) (ou sur Dsen,oo(C ® V), cela revient au 

même) se factorise à travers S x , K o o (resp. Koo). Il revient au même de demander 

que les valeurs propres de l 'endomorphisme de Sen s sur C<g)V soient dans X (resp. et 

que s soit semi-simple). Les représentations de type Sx (resp. de type S^) forment 

une sous-catégorie tannakienne de la catégorie des représentations p-adiques de GK • 

Le fait d 'être de type Sx est stable par extension. 

Les représentations de type 5™ son^ ce Que l ° n appelle d 'habitude les représenta

tions de Hodge- Tate. Nous appelons représentations presque de Hodge- Tate les repré

sentations de type Sz-

De même, pour tout sous-groupe X de K contenant Z et stable par GK, notons 

W&x K le quotient de B R ^ de groupe des caractères X / Z , B R ^ K O O son extension 

des scalaires à et B R X , K (resp. B R x , ^ ) le produit de B R ^ K (resp. B R ^ ^ ) 

par Ga. 

On dit qu 'une représentation p-adique V est de type dRx (resp. est de type 

dKx) si l 'action de B R x ^ sur Am,oo(#dR ®QP V) se factorise à travers B R x , / ^ 
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8 J.-M. FONTAINE 

(resp. DE^Koo) . Les représentations de type dRx (resp. de type dR^) forment une 

sous-catégorie tannakienne de la catégorie des représentations p-adiques de GK-

Le fait d 'être de type dRx est stable par extension. 

Les représentations de deRham sont les représentations qui sont de type dR™. 

On dit qu 'une représentation est presque de deRham si elle est de type dR%. 

Si X est un sous-groupe de K contenant Z et stable par GK , pour toute représen

ta t ion p-adique 7 de G x , on a les implications suivantes 

V est de type dR7^ = > V est de type S% 

V est de type dRx < > V est de type Sx 

En particulier, toute représentation de de Rham est de Hodge-Tate (mais il existe 

des représentations de Hodge-Tate qui ne sont pas de de Rham) , tandis qu 'une repré

sentation est presque de de Rham si et seulement si elle est presque de Hodge-Tate. 

Le chapitre 5 est consacré à l 'étude des représentations p-adiques semi-stables de 

GK- Les démonstrat ions des résultats déjà publiés ailleurs n 'y sont en général pas 

complètes. En revanche, on décrit complètement la construction des anneaux Acr[s, 

BCR[S et BST, on étudie la notion de (tp, N)-module filtré et on énonce le théorème 

principal de la théorie qui donne une (^-équivalence entre la catégorie des représenta

tions p-adiques semi-stables de GK et celle des (<p, 7V)-modules filtrés sur K qui sont 

faiblement admissibles. C'est la conjonction de l'équivalence « classique » entre repré

sentations p-adiques semi-stables et ((p, N)-modules filtrés admissibles et le résultat 

principal de [CFOO] qui dit que tout ((/?, A/~)-module filtré faiblement admissible est 

admissible. La preuve de ce résultat est esquissée dans le §5.6. Dans les §5.4 et 5.5, 

on trouve différents résultats non publiés sur la s tructure de BST qui nous paraissent 

intéressants : 

- dans le §5.4, on montre qu'il existe un sous-anneau BW(R) de AcriS, contenant 

< (̂̂ 4Cris) que l'on peut décrire simplement comme le complété pour la topologie p-

adique d 'un certain anneau de bivecteurs de Wi t t (la description de BW(R) se trouve 

essentiellement dans [Fo82] mais pas le lien avec Acris) ; 

- dans le §5.5, on explique comment décrire le sous-anneau B° de i?Cris formé des 

éléments b vérifiant (p(b) = b comme sous-anneau de B^R ; puis comment construire la 

partie de pentes finies de BST (qui est la seule utile pour construire les représentations 

p-adiques semi-stables) à part ir de B°. 

Enfin l'objet du chapitre 6 est la preuve du résultat suivant : l 'application naturelle 

K —> EndQ0rj^] (C) est un isomorphisme. 

Une conséquence frappante de ce théorème est que, lorsque K est une extension finie 

de Q P , le foncteur d'oubli de la catégorie Repc(GFK) dans celle des Banach p-adiques 

munis d 'une action linéaire et continue de GK est pleinement fidèle. 
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REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES 9 

A l'origine de ce texte, il y a un cours que j ' a i fait au centre Emile Borel du 20 

février au 15 mai 1997 dans le cadre du semestre spécial consacré aux cohomologies 

p-adiques et à leurs applications arithmétiques. Dans ce cours, j 'avais expliqué les 

fondements de la théorie des périodes p-adiques (ceux des résultats du chapitre 1 dont 

on a besoin pour introduire la notion de représentations de Hodge-Tate), défini les re

présentations de de Rham, puis les représentations semi-stables et les (</?, 7V)-modules 

filtrés, expliqué l'équivalence de catégorie entre représentations p-adiques semi-stables 

et (if, iV)-modules filtrés admissibles et la conjecture A qui dit que tout ((/?, 7V)-module 

filtré faiblement admissible est admissible. J'avais aussi décrit les grandes lignes d 'une 

théorie en grande partie conjecturale des prèsque-C-représentations de GK (espaces 

de Banach p-adiques munis d'une action linéaire continue de GK, isomorphe, à des es

paces de dimension finie sur Qp près, à des C-représentations). J 'avais prouvé quelques 

résultats partiels (notamment ceux que l'on trouve ici au chapitre 6) et expliqué pour

quoi cette théorie devait impliquer la conjecture A. Cette conjecture a depuis été 

prouvée [CFOO]. Mieux, des résultats ultérieurs de Colmez [Co02] contiennent ce qui 

est nécessaire pour développer la théorie des presque-C-représentations et je l'ai fait 

ailleurs [Fo03]. Du coup, cette rédaction ne contient pas tout ce que j 'avais expliqué 

dans mon cours. En revanche, j ' a i essayé de rédiger soigneusement la théorie de Sen, 

ses développements et ses transpositions au cas de B^R. 

Comme le cours du centre Emile Borel, ce texte ne demande que très peu de 
prérequis : les quatre premiers chapitres du livre de Serre sur les corps locaux (cité 
[CL] ) et la connaissance de quelques rudiments de cohomologie des groupes sont plus 
qu'il n 'en faut pour pouvoir le lire. Le langage des représentations linéaires des groupes 
pro-algébriques affines et plus abstrai tement des catégories tannakiennes est souvent 
utilisé : le lecteur constatera que ce n'est ici qu 'un langage commode et que nous 
n'utilisons aucun résultat profond de cette théorie. 

Un long délai s'est écoulé entre la rédaction de ce texte et sa parution et beau

coup de progrès ont été faits dans l 'étude des représentations p-adiques de GK- Deux 

des conjectures les plus importantes du sujet ont été démontrées. La première est la 

conjecture A dont je viens de parler. La seconde (conjecture B) est le fait que toute 

représentation de de Rham est potentiellement semi-stable. 

Le progrès conceptuel le plus important est le lien, établi par Berger [Be02], entre la 

théorie des représentations p-adiques de GK et la théorie des équations différentielles 

p-adiques sur l 'anneau de Robba. Dans [Be02], Berger utilise la théorie des ((p, T)-

modules développée dans [Fo91] et le théorème de sur convergence de Cherbonnier-

Colmez [CC98] pour associer à toute représentation p-adique V de GK un module 

muni d 'une connexion régulière et d 'un Probenius sur un localisé convenable d 'un an

neau de Robba. Après une extension des scalaires convenable, cette connexion devient 

la connexion régulière associé à B^R ®QP V dont on a parlé plus haut . Si la représen

tat ion est de de Rham, cette dernière connexion est triviale, ce qui permet à Berger 
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10 J.-M. FONTAINE 

d'étendre la sienne en une connexion sur l 'anneau de Robba et de ramener la preuve 
de la conjecture B à une conjecture de Crew sur les équations différentielles p-adiques. 
A peu près au même moment, cette conjecture de Crew est établie indépendamment 
par André [An02] et Mebkhout [Me02] puis par Kedlaya [Ke04]. 

Depuis, j ' a i obtenu [Fo04] une aut re preuve de la conjecture B, conceptuellement 
très proche de la première preuve de la conjecture A et reposant sur la version forte 
du lemme fondamental de Colmez. De façon symétrique, Berger vient de m'annoncer 
une nouvelle preuve de la conjecture A, conceptuellement très proche de sa preuve de 
la conjecture B et reposant sur les t ravaux de Kedlaya. 

Je voudrais remercier les auditeurs de mon cours au centre Emile BoreLpour leur 
patience, leurs questions et leurs remarques. Je voudrais aussi remercier Olivier Bri-
non, Pierre Colmez et le référée pour leurs suggestions et leurs critiques pertinentes. 

1. Le corps C e t sa c o h o m o l o g i e cont inue 

1.1. C o h o m o l o g i e cont inue . — Soit H un groupe topologique. Soit M un if-
module topologique (i.e. un groupe topologique abélien muni d 'une action additive 
et continue de H). Pour tout n G N, on note C™ont(H,M) le groupe des n-cochaînes 
continues de H à valeurs dans M , i.e. le groupe des fonctions continues sur Hn à 
valeurs dans M . En particulier, C°ont(iï, M ) = M. Pour tout n G N, on définit 
l 'opérateur bord dn : C™ont(H, M) —> C™^(H,M) par les formules usuelles : en 
particulier, 

i) si a G M = C°ont(iJ, M) et hx G H, on a dQa(hi) = (hx - l)a, 
h) si / G C£ont(H, M) et hi, h2 G if, on a 

dif(huh2) = fti(/(ft2)) - /(hifc2) + / ( / i i ) , 

iii) si / G C%ont(H, M) et hi,h2,h3e H, on a 

d2f(h1,h2, h3) = hi(f(h2, h3)) - f(hih2, h3) + f(hu h2h3) - f(huh2). 

On obtient ainsi un complexe de groupes abéliens. Pour tout n G N, on note 

Zcnont(iî,M) = KeYdn le groupe des n-cocycles continus de H h valeurs dans M , 

B?ont{H,M) C Z-on t ( i i ,M) le groupe des n-cobords (on a B°cont(H,M) - 0 et 

B?ont(H,M) = I m d n - i si n > 0) et H?ont(H, M) = Z™oxlt(H, M)/B™ont(H, M) le 

n-ième groupe de cohomologie continue. En particulier HçQnt(H, M) = MH. 

Il est immédiat que, si 

0 —> M' —> M —> M" —> 0 
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est une suite exacte courte de H-modules topologiques, alors on a une « suite exacte 

à six termes » 

0 — # c ° o „ t ( t f , M') — H°cont(H, M) — H?ont(H, M") 

—* Hlnt(H, M ' ) —» HçOIit(H, M) — • H]ont{H, M). 

Remarque. — Si 0 —> M1 —> M —> M " —• 0 est une suite exacte courte de i7-modules 
topologiques telle qu'il existe une section (ensembliste) continue de la projection de 
M sur M " , alors la suite exacte à six termes se prolonge en une suite exacte longue 
comme on pense ([Ta76], §2). 

Enfin, si H' est un sous-groupe fermé invariant de H, il est immédiat que, pour 
tout ff-module topologique la suite dite d'inflation-restriction 

0 — Hloat{H/H', MH) — . Hlont{H, M) — • Hlont{H\ M)»/»' 

est exacte. 

Le cas non abélien. — De la même façon, soit M un groupe topologique (pas né
cessairement commutatif) , muni d 'une action multiplicative et continue du groupe 
topologique H. On note Zlont(H, M) le sous-ensemble de l'ensemble CçQnt(H, M) des 
fonctions continues de H h valeurs dans M vérifiant /( /¿1/12) = f (h\)h\(f (J12)) pour 
/il, /12 £ H et HçOIit(H, M) le quotient de Zlont(H, M) par la relation d'équivalence 

f ~ f il existe a G M tel que f'(h) = a/( / i) / i (a_1) pour tout h e H. 

C'est un ensemble pointé, i.e. qui contient un élément privilégié, à savoir la classe, 
notée 1, du 1-cocycle trivial. 

Si H' est un sous-groupe fermé invariant de H, la suite d'inflation-restriction 

1 — HÌont(H/H',MH) HÏont(H,M) — Hloat{H',M)H'»' 

est maintenant une suite exacte d'ensembles pointés. 

1.2. La c o h o m o l o g i e de C e t des GLh{C). — On note O^ l 'anneau des entiers 
de K, Oc = l irn^rc Oj^/pnOj^ le complété de Oj^ pour la topologie p-adique et 
C — Oc[^/p] son corps des fractions. On note vp la valuation de C normalisée par 
vp(p) = 1 et I I la valeur absolue p-adique. Pour tout c € C, on a donc | c | = p~vp(c). 

Cette valuation fait de C un corps value complet et le lemme de Krasner ([La70], 
p. 43) implique que C est algébriquement clos. 

L'action de GK sur K s 'étend par continuité à C. 

On note x IE caractère cyclotomique, i.e. l 'homomorphisme continu de GK dans 
le groupe des unités p-adiques qui donne l'action de GK sur les racines de l'unité 
d'ordre p . 

Notons log : Z* —• Zp le logarithme p-adique usuel (on a donc log(x) = 

ZT=i ( - l )n+1(z - l )nM si x - 1 G pZp et log(z) = ^ j j l o g ^ - 1 ) en général). 
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12 J.-M. FONTAINE 

L'application logx : GK —» Zp est continue. On note HK son noyau et TK (ou Y s'il 

n 'y a pas de risque de confusion) le quotient GK/HK- On note la ZP-extension 

cyclotomique de K, i.e. l 'unique Zp-extension de K contenue dans le sous-corps de K 

engendré sur K par les racines de l 'unité d 'ordre une puissance de p. On a donc 

HK = G&ÇK/Koo) et T = Ga\.{Koo/K). On note L l 'adhérence de dans C. 

Le but de la fin de ce chapitre est de démontrer les deux théorèmes suivants dont 

les parties (i) sont dues à Tate ([Ta67], prop. 8 et 10) et les parties (ii) à Sen ([Sen80], 
th . 1) : 

Théorème 1.1 

i) On a CHK = L. 

ii) Pour tout entier h ^ l , H^ONT(HK, GLh(C)) = 1. 

Ce théorème implique donc que C°K = Lr et que, pour tout entier h ^ 1, 

HÎont{GK,GLh{C)) = Hç0nt(T, GLh(L)). 

Théorème 1.2 

i) On a CGk =Lr = K. 

ii) Pour tout entier h > 1, l'application 

^ ( r . G L f c ^ o o ) ) — Hloat{T,GLh{L)) = HÏont(GK,GLh(C)), 

induite par l'inclusion de GLhiKoo) dans GLh(C), est bijective. 

Remarque. — Tate montre aussi que H^ONT(GK,C) est un fC-espace vectoriel 

de dimension 1 et que, si rj : T —Zp est un homomorphisme non trivial, 

Hcont(GK,C(T))) = 0 ([Ta67], th . 1 et 2). Ces résultats dont la démonstrat ion 

directe est voisine de ceux de Sen en sont aussi des conséquences immédiates. 

Dans le § 1.3, on fait quelques rappels sur la théorie de la ramification telle qu'elle est 

développée dans les chapitres III et IV de [CL] et on prouve le théorème fondamental 

de Tate. Dans le § 1.4, on en déduit le théorème 1.1. Enfin on prouve le théorème 1.2 

dans le § 1.5. 

Remarque. — Essentiellement la même démonstrat ion permet de montrer aussi que 

H?ont(G'K,C) = 0 pour tout n ^ 2. 

1.3. Di f férentes , g r o u p e s d e ramif icat ion e t e x t e n s i o n s presqu 'é ta l e s 

On note m e l'idéal maximal de Oc- Pour tout sous-corps E de C, on pose OE = 

E D Oc et xriE = E n me- L'anneau OE est un anneau de valuation, de corps des 

fractions E et xriE est l'idéal maximal de OE- Si E est une extension finie de 

OE est un anneau de valuation discrète complet. On note alors VE l 'unique valuation 

de C normalisée par VE{E*) = Z et e# = VE(p) l'indice de ramification absolu de E. 

Pour tout idéal fractionnaire a de OE, on note VE(CÎ) la valuation d 'un générateur 

quelconque de a. 
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Dans toute la suite de ce chapitre, les extensions de K considérées sont toujours 

supposées contenues dans K. 

Soient E une extension finie de K et F une extension finie de E. Soit t r : F —• E 

la trace. L'application de F x F dans E qui envoie (x, y) sur tv(xy) est une forme 

bilinéaire symétrique non dégénérée qui permet d'identifier F en tant que ^-espace 

vectoriel à son dual. 

Appelons réseau de F tout sous-C^-module de type fini contenant une base de F 

sur E. Si V est un réseau de F , on définit le réseau dual V* par 

V* = {x e F \ tr(xy) g OE, pour tout y e V}. 

Si {v\, V2,..., Vd] est une base de V sur OE, alors V* est le réseau dont une base sur 

OE est la base duale {vj , f j , . . . , v^} de t>2, . . . , Vd}. 

Par définition, la codifférente de l'extension F/E est le réseau dual T>EjE = (OF)* 

de OF- C'est un idéal fractionnaire de OF contenant OF- La différente de l'extension 

F JE est l'idéal VF/E de inverse de T>EjE. 

Soit r l 'unique entier tel que = VFjE C\ OE- On a xnrEVEjE c Of- Si 

{ai , a2 , . • •, a^} est une base de OF sur (9e et si {a\, a ^ , . . . , a^} est la base duale et b 

un générateur de m^., alors ba\a\ G OF et t r(6aia*) = b. Comme tr (OF) est un idéal 

de OE, on en déduit que 

(1) MrEc t r ( 0 F ) 

On sait ([CL], chap.III , prop. 12) qu'il existe x G OF qui engendre OF en tan t que 

C^-algèbre et qu'alors (loc.cit., cor. 2 à la prop. 11), si P désigne le polynôme minimal 

de x sur E, VF/E est l'idéal de OE en engendré par P'(x). 

Supposons maintenant l'extension F/E galoisienne et soit J = Gal(F/E). Pour 

tout g G J , on pose ij(g) = vF((g ~ l)x). Si g = 1, ij(g) = +oc . Sinon, on a aussi 

2j(#) = VF((g — 1)CV) et c'est un entier qui ne dépend pas du choix du générateur x 

de la OE-algèbre OF. 

On a P ( X ) - Ugej(X ~9(x))i d'où r ° n déduit que P'(x) = Y[g¥ll(x - g(x)). Par 

conséquent 

(2) vF(VF/E) = ^g#12ij(g) 

Pour tout nombre réel z, on pose Ji = {g G J \ ij(g) ^ i + 1}. Bien sûr, si {i} 

désigne le plus peti t entier ^ z, on a ^ = On sa^ ([CL], chap. IV, prop. 1 et 

cor. 1 et 3 à la prop. 7) que les Ji sont des sous groupes invariants de J , que J _ i = J , 

Ji = {1} pour i > > 0, Jo est le groupe d'inertie (en particulier son ordre est égal à 

l'indice de ramification eF/E de l'extension F/E), J\ est un p-groupe et, pour chaque 

entier i ^ 1, Ji/Ji+i est un groupe abélien annulé par p. 

Les nombres de ramification de l'extension F/E sont les entiers i tels que J^+i 7̂  «/i-
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Soient Jf un sous-groupe de J et E' = FJ . Il est clair que, pour tout g G J', 

ij'(g) = ij(g)- Si J ' est invariant dans J , pour tout g G J / J 7 , on a (loc.cit., prop.3) 

(3) ij/J'(g)= — — yZ ^(flO-
1 9^9 

Proposition 1.3. — Soient E une extension finie de K, F une extension cyclique ra

mifiée de degré p de E, tip/E '• F —+ E la trace et i l'unique nombre de ramification 

de l'extension F JE. Alors 

i) on a i ^ ep/(p — 1) ; 

ii) si x e F, VF(trF/E(x)) ^ VF{X) + (p — l)i. 

Démonstration. — Soit r un générateur de Gal(F/E). On vérifie facilement que, pour 

tout x G F , on a VF((T — l)x) ^ vF(x) + z, avec égalité si et seulement si vF(x) est 

premier à p. On voit aussi qu'il existe un polynôme P(T) G Z[T], vérifiant P ( l ) = 1 

tel que 

1 -h T + T2 h Tp_1 = (T — l f " 1 + p P ( T ) . 

Pour tout x G F , on a donc 

(4) trF/B(a:) = (r - l ) * - 1 ^ ) + p P ( r ) ( x ) 

et vjp(pP(r)(x)) = 4- ^ ( x ) . 

Supposons d 'abord i divisible par p et choisissons y G F tel que vp(y) = 1. On a 

^ F ( ( T — = (p — l)z -f 1 qui n'est pas divisible par p ; comme VF(pP(r)(y)) = 

ep 4- 1 ne l'est pas non plus (ep est divisible par p) et comme vF(trF/E(y)) = 

p i ^ t r F / E { v ) ) , ° n doit avoir e/r -h 1 = (p — l)i 4- 1 et on a bien (i) dans ce cas. 

Si au contraire i est premier à p et si on choisit y G F tel que vF(y) — i, on a 

vF((r — l)p~1(y)) = (p — l)i -h i = pi tandis que vF(pP(r)(y)) — eF + i est premier 

à p . Toujours puisque vF(trF/E(y)) doit être divisible par p, on doit avoir pi < eF -\- i 

d'où (i). 

Dans les deux cas, pour tout x G F , (4) montre que 

VF(tTF/E(x)) ^ V F ( E ) 4- min{(p - eF} = V F ( # ) 4- (p - l)z. • 

La proposition suivante est un cas particulier d 'un résultat de Sen ( [Sen69], th . 1 ; 

voir aussi [Lu95]) : 

Proposition 1.4. — Soient n un entier ^ 1 et F une extension cyclique totalement 

ramifiée de degrépn d'une extension finie E de K. Soit 7 un générateur de G a l ( F / F ) . 

Alors, 

i) L'extension F JE a exactement n nombres de ramification distincts, 

io < h < • • • < IN-i, 

tous strictement positifs, 

ii) pour 1 < r ^ n — 1, on a ir = ir-i (mod pr), 
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iii) pour tout y G F non nul, il existe À G E tel que 

vP(y -X)> t>p ( (7 - 1)?/) " V ( P - ! ) • 

Lemme 1.5. — Soient m et n des entiers ^ 1 vérifiant n ^ m — 1 e£ ¿0, n , . . . , im-i 

des entiers vérifiant ir = iT-\ (mod pr) pottr 1 ^ r < m — 1. A/ors /es j + ^p(j) P0^r 

j G Z vérifiant 0 < j < pn et vp(j) < m sont tous distincts mod p71. 

Démonstration du lemme. — Supposons qu'il existe distincts comme ci-dessus 

et un entier a G Z tels que j ' -h iVp(j') = j + iVp(j) + pna. On peut supposer que 

s = vp(j) < s' = Vp^'') et on a donc 0 < s < m — 2. Mais alors — j = (i5 — v ) + p n a . 

On a vp(f — j) = s, tandis que vp((is — i8>) -f pna) ^ min{s -h l , n } = s + 1, d'où une 

contradiction. • 

Prouvons alors la proposition 1.4: — Notons E" (resp. F') l 'unique extension de de

gré p (resp. pn_1) de E contenue dans F. L'assertion (i) résulte immédiatement des 

propriétés des groupes de ramification rappelées plus haut de même que le fait que, 

si n ^ 2, les nombres de ramification de l'extension F'/E sont ¿0, ¿ 1 , . . . , in-2 et ceux 

de l'extension F JE' sont z'i, ¿ 2 , . . . , in-i-

Soit 7r une uniformisante de F de sorte que vf(tt) = 1. Posons J = Gal(F/E). Pour 

tout entier r vérifiant 1 ^ r < pn, on a ij(Y) = ^p(r) et ^ ( 7 r — l)(7r) = zVp(r) + 1. 

Posons 7T0 = 1 et, pour 1 ^ r < pn, 7rr = 7T7(7r)... 7 r _ 1 ( 7 r ) . Pour tout r , 

on a ^ir(7rr) = r et, comme l'extension F/E est totalement ramifiée de degré pn, 

les 7i> forment une base de F sur Pour 1 < r < pn, on a (7 — l ) (7 r r ) = 

7T7(7r).. .7r-1(7r)(7r(7r) - 7r)/7r donc V F ( ( 7 - !)(*>)) = r + *vp(r)- On voit aussi que, 

pour tout entier s e Z vérifiant < n, il existe 7rs G F tel que 1^(71-5) = s et 

^ F ( ( 7 — l)(7r«)) = s + %(s) : on le sait déjà si 0 < s < pn ; sinon, si r désigne le 

reste de la division de s par pn, il existe Às G E vérifiant vp(Xs) = s — r et il suffit 

de prendre 7rs = Xs7rr. En remplaçant E par E' et 7 par 7P, on voit également que, 

pour tout entier s G Z vérifiant vp(s) < n — 1, il existe zs G F tel que V F ( ^ ) = s et 

M ( 7 P ~ = « + + 

Prouvons (ii) par récurrence sur n. Le cas n ^ 1 étant trivial, on peut supposer 

n ^ 2. L'hypothèse de récurrence appliquée à F1 JE montre que ir = ir-\ (mod pr) 

pour 1 > r ^ n — 2 ; quand on l'applique à F/E' on trouve aussi que in-i = 

in-2 (mod pn~2). Posons s = in-2 — in-i ; il suffit de vérifier que si l'on suppose 

que vp(s) = n — 2, on obtient une contradiction. 

Choisissons zs comme ci-dessus, de sorte que vf{{ip — l)(zs) = s + fcn_i = zn_2 . 

Soit a; = ( 1 + 7 + 72 - - -+7p_1) (z5 ) . Comme 1 + 7 + 72 • • • + 7p-1 = ( 7 - - f ^ ^ ( 7 ) , 

où A(j) G Z[7], et comme vp{{l — > vf{O), pour tout a G F , on a vp(x) > s, 

tandis que V F ( ( 7 — = ^f((ip — l)(za)) = in-2- On peut écrire x = J]r=o Xrnr 

avec les Àr G F et on a vp{x) = mmo^r<pn{pnVE(Xr)-\-r}, donc pni>£;(Àr)+r > s pour 

tout r . On a (7 — l)x = YX=i Xr(l — l)(7Tr). Si vp(r) = n — 1, on a ^F(Ar(7 — l ) (7 r r ) ) > 
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s + in-1 = in_2- Le lemme précédent, appliqué avec m = n — 1, montre alors que 

in-2 = VF((7 ~ 1)0*0 = min ( p n ^ ( A r ) + r + iv (r)}. 
0<r<pn ^ 

uP(r)<2n_i 

Il existerait donc r tel que zn_2 = r + éw (r) (mod pn), ce qui est impossible puisque 

Vp(in-2 ~ ivp(r)) > vp(r) + 1-

Prouvons enfin (ii). On peut écrire y de façon unique sous la forme y — 5 ^ = 0 * Ar^r, 
avec les Àr G E et il suffit de prendre À = Ao- Il existe en effet un unique entier r0 

strictement compris entre 0 et pn tel que vE{y — A) = vF(Xro7rro). Le lemme 1.5 

appliqué avec m = n montre que 

* > F ( ( 7 - 1)2/) = min { v F ( A r 7 r r + iv ( r ) ) } ^ vF(2/ - A) + zn_i 

0<r<pn ^v ' 

et on a donc vF(y — A) ^ f F ( ( 7 — l)y) — *n- i» ou encore, si eF désigne l'indice de 

ramification absolu de F , vp(y — A) > ^ p ( 7 — l)y) — in-i/eF ^ ^ p ( ( 7 _ 1)?/) — l/(p — 1) 

d 'après la proposition 1.3 appliquée à l 'extension F/F'. • 

Remarque. — L'assertion (ii) de la proposition 1.4 est le théorème de Hasse-Arf dans 

le cas particulier d 'une extension cyclique totalement ramifiée (le cas général — cf. par 

exemple [CL] chap. V, th . 1 — qui concerne les extensions abéliennes se ramène à ce 

cas-ci). 

Proposition 1.6. — Soient n un entier ^ 1, F une extension cyclique totalement ra

mifiée de degré pn d'une extension finie E de K et t?F/E : F —• E la trace. Pour tout 

x e F, on a vp(tTF/E(x)) ^ vp(x) + n(p - l)/peE. 

Démonstration. — Soient ¿0 < i\ < • • • < in-i les nombres de ramification de l'ex

tension. On déduit de la proposition 1.3 que 

vP(tTF/E(x)) ^ vp(x) + ( p - l ) ( ^ + ^ + " ' + ^ r ) / e E . 

les relations de congruences entre les ir (prop. 1.4) impliquent que ir ^ pr pour tout r, 

d 'où vp(trF/E(x)) ^ vp(x) + (p - l)(n/p)/eE. • 

Dans toute la suite de ce chapitre, on note Koo une Zp- extension ramifiée de K (pas 

nécessairement la Zp-extension cyclotomique). Pour tout r G N, on note Kr l'unique 

extension de K de degré pr contenue dans K^. On pose aussi T = Gal^Koo/K), 

rr = Galfâoo/Kr). On choisit un générateur topologique 70 de F et on pose jr — 7pr 

(c'est donc un générateur topologique de Tr). 

On voit qu'il existe un unique entier rn > 0 et une suite strictement croissante 

d'entiers > 0 

¿0 < ii < - • - < ir-i < ir < • • • 

telle que Kro est l 'extension maximale non ramifiée de K contenue dans et que, 

pour tout entier r > rn, les nombres de ramification de l 'extension Kr/Kro sont 
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¿0, ¿ 1 , . . . , ir-ro-i- La suite (ir)reN s'appelle la suite des nombres de ramification de 

l'extension Koo/K. La proposition précédente implique que, pour tout entier r ^ 1, 

(5) ir = ir-\ mod pr. 

Soit alors F une extension finie galoisienne de K telle que K^ H F = K. Pour 

tout entier r ^ 0, soit Fr = KrF. Posons aussi F^ = K^F = UFr. Posons J = 

G a ^ F o o / i f o o ) , Jr = Gal(Fr/Kr) et soit wT l 'isomorphisme canonique de J sur Jr. 

Pour tout r G J , posons V ( T ) = ijr (TZV(T)). 

Proposition 1.7 (cf. [Sen69], Lemma 1, p. 40). — ^l^ec /es hypothèses et notations qui 

précèdent, pour tout r G J l a suite des ir(r) est stationnaire. 

Démonstration. — Quit te à remplacer K par ifm, avec m suffisamment grand, on 

peut supposer l'extension Foo/F totalement ramifiée. Soit (jr)reN la suite des nombres 

de ramification de cette extension. 

La formule (3) montre que, pour tout r G N, on a 

ir(r) = 
ir+i{r) 

i ( v + i ( r ) + ( p - l ) j r ) 

Si 2 r+i ( r ) < jr 

Si 2 r+ i ( r ) > jr 

d'où l'on déduit que 

2 r+ i ( r ) = 
ir + 1 (T) 

1/p (ir+1 (T) + (p-1)jr 

s i ir(r) < jV 

Si 2 r ( r ) > jr 

et il suffit de montrer qu'il existe r tel que ir(r) < jr- Sinon on aurait ir(r) > jr pour 

tout r, donc aussi ir+i(r) = p i r ( r ) — (p — 1 ) , d'où 

ir(r) = pri0(r) - ( p - l ) 0 V - i H - p j r - 2 H i"Pr Jo) 

et j r < prio(r) - (p - l ) ( j r - 1 + pjr-i H hpr 1jo), ce qui s'écrit aussi 

¿0 + 
j1 - j0 

p 

72 - 71 

p2 
. jr-l - jr-2 

pr-1 
Jr Ji—1 

pr 
: iQ(r) 

ce qui ne peut être vrai indéfiniment car le membre de gauche est ^ r + 1 puisque, 

d 'après la proposition 1.4, c'est une somme de r + 1 entiers ^ 1. • 

Théorème 1.8 ([Ta67], prop. 9). — Soit M une extension finie de Koo et trM/Koo : 

M —• Koo la trace. Alors trM/Koc(0M) D WKX-

Démonstration. — Quit te à remplacer M par une extension finie, on peut supposer 

M galoisienne. Quit te à remplacer K par une extension finie contenue dans K^, on 

peut supposer qu'il existe une extension finie galoisienne F de K telle que M — KooF 

et Koo D F = K. 

Avec les notations utilisées pour la proposition précédente, il résulte de (2) que, 

pour tout r G N, 

vFr{T>Fr/Kr) = 

iEJ,T#1 

ir(r) 
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18 J.-M. FONTAINE 

et cette proposition montre qu'il existe un entier ro et une constante c telle que 

VFr(E>Fr/Kr) = C Si r ^ r0. 

Si e est l'indice de ramification commun à toutes les extensions Fr/Kr pour r ^ ro 

et si n est le plus peti t entier tel que en ^ c, il résulte de (1) que C t r ^ r / ^ r ( ^ F R ) C 

^M/KOO(OM), et trM/Koo(0M) 3 Ur^rom£r = mKoo puisque vp(mKr) = n/eKr tend 

vers 0 lorsque r tend vers l'infini. • 

1.4. Calcul d e la c o h o m o l o g i e d e Ga\(K/Koo)» — Dans ce paragraphe, on 
prouve le résultat suivant, dont le théorème 1.1 est un cas particulier : 

Théorème l.V. — Soient L l'adhérence de Koo dans C et HK = Gal(K/Koo)-

i) On a CHk = L. 

ii) Pour tout entier h ^ 1, H^ONT(HK, GLh(C)) = 1. 

Commençons par un lemme : 

Lemme 1.9. — Soient M une extension finie galoisienne de Koo de groupe de Galois J 

et c un nombre réel > 1. Pour tout X G M, il existe a G Koo tel que 

\X — a\ < c - sup \{g — 1)A|. 
geJ 

Démonstration. — D'après le théorème 1.8, on peut trouver y G OM tel que x = 

^M/Kooiv) vérifie \x\ > 1/c. Si ¡1 = yX/x et si a = tr(/x), on a 

a = \ J2d(y)9(X) = ^ tr(y) + lJ2g(y)(g - i)A 
geJ geJ 

et 

| À - a | ^ sup \-g(y)(g- 1)A < c - s u p | ( p - 1)A|. • 
g€Jlx 1 g€J 

Prouvons Vassertion (i) du théorème. — Soit A G CHK . Choisissons une suite 

(An)n€N d'éléments de K telle que |A — An| < p~n. Pour tout h G HK, on a 

\{h — l)An| < p~n. Pour tout n, choisissons une extension finie galoisienne Mn de 

KQO contenant An et soit Jn = Gal(Mn/Koo)> On a \(g — l)An| < p~n, pour tout 

g G Jn et, d 'après le lemme précédent (en choisissant c = p), il existe an G Koo tel 

que |An — an\ < p • p~n = pl~n. On a donc |A — an\ < p1_n et A limite des an est bien 

dans L. • 

Lemme 1.10. — Soient H un sous-groupe ouvert de HK et m un entier ^ 2. Soit 

fm : H —• GLh(C) un 1-cocycle continu vérifiant /m(s) — 1 G p m M h ( O c ) , pour 

tout s e H. Il existe 6m G GLh(C) vérifiant 6m — 1 G prn~1Mh(Oc) tel que, si 

fm+i H —• GLh{C) est le 1-cocycle continu défini par /m+i ( s ) = fr"1 /m(s)s(&m), 

on az£ /m+i ( s ) - 1 G pm+1M/l((9c7), pour tout s e H. 
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Démonstration. — La continuité de /m implique l'existence d 'un sous-groupe ouvert 

invariant if ' de i f tel que fm(g) - 1 G pm+2M^((9C) si g G if'. Soient J = i J / ^ , 

i f ^ = KH et M ' = Jf H . On peut trouver une extension finie K' de K telle que K'^ 

soit une Zp-extension ramifiée de K1 et M' est une extension finie galoisienne de . 

D ' a p r è s le théorème 1 .8 , il existe y G Ow C O ^ h ' te* °lue 2 r e J r ( ^ ) = 

Choisissons un système de représentants T de J dans i f et posons 

bm = ^ yZfrn(g)g{y)-
71 * * P дет 

Si 1 'on pose fm{g) — 1 ~\~PrnQ"m{g)i les am(g) sont des matrices a coefficients dans 
Oc et l'on a fcm = 1 + p m " 1 YlgeT am{g)g{y), ce qui fait que bm - 1 G p ^ M / ^ O c ) . 
En particulier, 6M G GLh(Oc) С GLh(C). 

Par ailleurs, pour tout s G if, on a 

s(bm) = - Y] s(fm(g))(sg)(y) = - / m ( s ) _ 1 . V fm (sg) (sg) (y). 
^ дет y дет 

Quand g parcourt T, s g parcourt aussi un système complet de représentants de J 

dans if. Comme la condition de cocycle implique que fm(s'g) = fm(g) mod pm+2 si 

g G i f et sf G if', on en déduit que 

S(bm) = / m ( s ) _ 1 6 M mod pm+1, 

t.e. que 6 - 1 / m ( 5 ) s ( 6 M ) = 1 mod • 

Preuve de l'assertion (ii) du théorème. — Soit / : H к —• GLh(C) un 1-cocycle 
continu. La continuité implique l'existence d 'un sous-groupe ouvert, que l'on peut 
choisir invariant, i f de H к tel que f(s) — 1 G p2M2(Oc) pour tout 5 G if. En 
notant ¡2 la restriction de / à if, le lemme précédent nous permet de construire une 

suite (/m)m^2 de 1-cocycles continus vérifiant frn(s) — 1 G pmMh(Oc) pour tout 

s £ H et une suite (&m)m^2 d'éléments de GLh(C) vérifiant 6M — 1 G рш~1 Mh(Oc) 
et /m+i(s) = bn\1fm(s)s(brn), pour tout s G if. On voit alors que la suite des 
b2bs...brn converge dans GLh(C) vers un élément b vérifiant b~1f(s)s(b) = 1 
pour tout s G if. La suite exacte d'inflation-restriction ( § 1 . 1 ) montre que / est 
dans l'image de Hlont{Hx/'H, (GLh(C)H). Mais Нк/Н s'identifie au groupe de 
Galois de l'extension finie galoisienne Сн/СНк et H^ont(HK/Я, (GLh(C)H) = 
H^G&iC11 /CHK),GLh{CH)) est trivial ([CL], p r o p . 3 , p. 159). • 

1.5. Calcul d e la c o h o m o l o g i e d e Gal (if oo/ i f ) . — On dit que la Zp-extension 
KQO/K est régulière si elle est totalement ramifiée et si la suite (ir)reN des nombres 

de ramification de l'extension vérifie 

ir — ir-\ — ргек pour tout r ^ 1. 

On dit que l'extension K^/K est potentiellement régulière s'il existe un entier ro telle 

que KOQ/KTQ est régulière. Alors, pour tout r ^ ro, K^/Kr est régulière. 
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Proposition 1.11. — La Zp-extension cyclotomique de К est potentiellement régulière. 

Démonstration. — Supposons d 'abord que ек — p—1 (resp. 2) si p ф 2 (resp. = 2) et 
que К contient les racines£?-ièmes (resp. 4-ièmes) de l 'unité. On vérifie alors (cf. [CL], 
chap. IV, prop. 18, du moins lorsque le corps résiduel est Fp, mais la preuve est la même 

dans le cas général) que K^/K est totalement ramifiée et que, pour tout r G N, 

ir = pr+l — 1 (resp. 2r+2 — 1) et on en déduit que la Zp-extension cyclotomique de К 
est régulière. 

Le cas général est une conséquence immédiate du lemme suivant : 

Lemme 1.12. — Soit F une extension finie de K. La Zp-extension К^/К est poten
tiellement régulière si et seulement si FK^/F Vest. 

Démonstration. — Cela se vérifie très facilement en utilisant (3) et la proposition 

1.7. • 

Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose l'extension K^/K potentiellement 

régulière et on note L l'adhérence de Koo dans C. 

Remarque. — En fait, toute Zp-extension ramifiée de К est potentiellement régulière : 

on peut le montrer facilement à part i r de la théorie du corps de classes (cf. la discussion 

dans [Ta67], p . 71 ou [Fo71], prop. 4.3). 

Le théorème 1.2 est un cas particulier du résultat suivant : 

Théorème 1.2' 
i) On aLr = K. 

ii) Pour tout entier h ^ 1, l'application t : H^ont(T, GLh(Koo)) —> H^ont(T, GLh(L)), 

induite par l'inclusion de GLh(Koo) dans GLh(L), est bijective. 

Pour tout r G N, notons trxr/K : Kr —> К la trace. Pour tout x G K^, choisissons 
r G N tel que x G Kr et posons tx(x) = trKr/K(x). Le résultat ne dépend pas 
du choix de r et l 'application tx ainsi définie est un projecteur du if-espace vectoriel 
KQQ sur son sous-X-espace vectoriel K. 

Rappelons que 70 désigne un générateur topologique de Г = Gal(Koo/K). 

Proposition 1.13. — Pour tout x G К00, on a 

vp(tK(x) -x)^ vp((7o - l)x) - PKP - 1). 

Commençons par établir un résultat auxiliaire : 

Lemme 1.14. — Pour tout entier r ^ 0 et tout x G Kr+i, on a 

vp(x - - trKr+l/Kr(x)) ^ vp((>yo - l)x) - 1. 
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r 
Démonstration. — Rappelons que l'on a posé 7r = 7o • On a 

p—i p—i 

px - trKr+l/Kr(x) = - 7 ^ ( 3 ) ) = E (* " ^ O * ) ) = A ( » ( 7 r - l ) ( z ) , 
m=0 m=l 

où A(p/r) G Z[7r] et par conséquent 

vp(px - trKr+l/Kr{x)) ^ vp((~/r - l){x)) ^ ?;p(70 - l)(x) 

puisque (7r - 1) = £(70X70 - 1), avec Б(70) G Zfro]. 

Prouvons la proposition 1.13. — Posons с = 1 — io/рек et, pour tout entier r ^ 1, 
dr = с + ir-i/pre-K, de sorte que di = 1. Pour tout r ^ 1, on a 

dr-\-\ — dr — 
(ir —pir-i) 

рг+1ек 
VP ек - (P - i j V - i ) ^ 0 

car ir_i ^ e ^ r / ( p - 1) = PreK/(p - 1) (cf. prop. 1.3). 
Montrons que, pour tout entier r ^ 1, on a, pour tout x G Kr , 

^D(¿K - l)x > ^ ( (70 - - dr. 

Pour r = 1, cela résulte du lemme précédent. Supposons que c'est vrai pour r et 

montrons-le pour r + 1 : Si x G Kr+\ et si y = trK,^ / ^ f a ; ) , on a 

x – tk (x) = 1 

P 
(px - y) -f-

1 

P 
[y-tK(y)). 

D'après le lemme précédent, 

vp 
1 

P 
(px - y) > up 'yo – 1) x) – 1)x-1 > vp (y0-1)x dr+ 1 

Par hypothèse de récurrence, vp(-(y — tx(y))) ^ — 1 + ^p((7o — 1)2/) — dr- Mais 

(7o - 1)2/ = (7o - l)(trKr.^/K(x)) = trK^/K(Ho - l)x) 

et, d 'après la proposition 1.3, ^ ( (70 — l)y) ^ ^p((7o — + (p — 1)гг/рг+1ек-, de 
sorte que l'on a aussi 

Vp( KP 
[y-tK(y)^ > vP((jo - l)x) + • 

(p - l)ir 
рг~^1ек 

- 1 - dr = vp((jo - l)x) - dr+i 

car 

dr+\ — dr -f-
ir 

Г)г'гхек 
ir-i 

preK 
= dr ir - ir -

P'eK 
[p - l)ir 
r+1 

et ir — ir-i — prCK puisque K^/K est régulière. 

On voit que, pour tout r, 

ir = i0 +p-{ \-pr 1)eK=i0- P(pr - 1) 
p - l 

•ек = го 
рек 

v-1 

r+l 

p - l -eK 

donc que 

dr = 1 - 1 ГЛ 
peK 

ir-l 
PreK 

= 1 - io 
рек 

го 
PreK 

1 
vr-\p-i) 

1 
P-l 

^p/(p-l). 
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Proposition 1.15 

i) L'application tx ' ifoo ~* K est continue; 

ii) notons tj£ • L —> i f le prolongement de tx par continuité et Lo le noyau de tx ; 

on a L = i f 0 Lo, 70 — 1 est bijectif sur Lq et son inverse p est continu; 

Hi) si KQQ/K est régulière, on a vp(tK(x)) > vp(x) — p/(p — 1) pour tout x G L et 

vp(p(y)) ^ vP(y) ~ P/(P ~ 1) P°UR tout V £L0; 

iv) pour tout x G L, la suite des tKs{x) tend vers x lorsque s tend vers l'infini. 

Démonstration. — Choisissons un entier ro tel que l'extension i foo/ ' i f ro est régulière. 

Montrons (i) : On a tx — p~r° trKr /K °tKrQ • L'application p~r° trKr /K est évi

demment continue et txro l'est d 'après la proposition 1.14, donc ÏK l'est aussi. 

Montrons (ii) et (iii) : Supposons d 'abord i f o o / i f régulière. 

Si x G i foo , comme ^ ( (70 — ^ vp(x), il résulte de la proposition 1.14 que 

vp(tK(x)) ^ vp(x) — p/{p— 1) et on en déduit que, si x G L, on a aussi vp(tK(x)) ^ 

vp(x) -p/(p- 1). 

Si maintenant x G i f , tK{x) = x, donc t^ = tx et L = K 0 Lq. Pour tout 

x G L, ^K (7O(^)) = ^K (^) et (70 — l)x G L0. En particulier (70 — 1)(L0) C L0. 

Posons ifoo,o = i f 0 0 H Lo et, pour tout r G N , ifr,o = Kr Pi Lo, de sorte que if00,0 

est la réunion des ifr?o et que Lo est l 'adhérence de if00,0 dans L. Comme 70 — 1 

est injectif sur chacun des if-espaces vectoriels de dimension finie ifn,o il est bijectif 

sur chacun d'eux de même que sur leur réunion i f 00,0 • Si p est son inverse, pour 

tout y G ifoo,o> comme tK(p(y)) = tK(p(y)) = 0, on a, d 'après la proposition 1.13, 

vp(p(y)) ^ vp(y) —p/(p—1) et p est continue. On peut donc la prolonger par continuité 

en une application continue, que nous notons encore p, de Lo dans lui même qui est 

bien un inverse de 70 — 1. Le fait que vp(p(y)) ^ vp(y) — p/{p — 1) pour tout y € Lo 

se déduit par continuité de ce que c'est vrai pour y G if00,0• 

Passons au cas général. Soient tKrQ le prolongement par continuité de txro à L, 

Lro le noyau de tKrQ et pro : Lro —» Lro l'inverse de la restriction de 7ro — 1. 

On a L = i f 0 Lo = ifro 0 Lro et, comme Lro C Lo, 

Lo = Lo H i f ro 0 Lro. 

Sur Lo Pi i f r o , qui est de dimension finie sur i f , 70 — 1 est injectif, donc bijectif et son 

inverse est continu. Par ailleurs on peut écrire 7ro — 1 = (70 — 1)£, avec S G ^[70]. On 

en déduit que 70 — 1 est bijectif sur LrQ avec comme inverse ôpro qui est continu. 

Montrons (iv) : Soit (xn)neN une suite d'éléments de ifoo telle que vp(x — xn) ^ n 

pour tout n. Pour chaque n, xn G i f s si s est suffisamment grand et on a alors 

tKs(%n) = xn. Si l'on choisit s suffisamment grand pour que i f o o / i f « soit régulière, 

on a, d 'après (iii), 

Vp(tKa(x) - tKa{xn)) = vp(tKs(x -xn)^n - ———, 
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donc, puisque x — tKs{x) = (x — xn) — (tKs(x) — £*:s(£n)), on a 

vp(x - tKa(x)) ^ n - p_(p-1) 

et la suite des txs (x) tend bien vers x. • 

Proposition 1.16 ([Sen80], prop.3). — Tout sous-K-espace vectoriel de dimension finie 

de L , stable par 70, est contenu dans ifoo-

Démonstration. — Soit V un tel sous-espace-vectoriel. La restriction de 70 à V est 

un endomorphisme u de ce i f-espace vectoriel. Soit i f ' l 'extension de i f obtenue en 

rajoutant les racines du polynôme caractéristique de u dans i f et i f ^ — K'K^. 

L'extension i f ^ / i f ' est potentiellement régulière (lemme 1.12). Quit te à remplacer 

i f par i f ' , V par i f ' F , 70 par 7q , si pr désigne l'ordre du quotient de T par l'image de 

G a ^ i f ^ / i f ' ) , et L par le complété de i f ^ , on peut supposer que les valeurs propres 

de u sont dans i f . Quit te à décomposer V en somme directe de ses sous-espaces 

caractéristiques, on peut supposer que V n 'a qu 'une seule valeur propre a. 

Si y est un vecteur propre non nul, on a 70(2/) = ay, donc 70 (y) = of y, pour tout 

r G N et la continuité de l'action de T sur L implique que a est une unité principale. 

Quit te a remplacer i f par i f r , avec r suffisamment grand, on peut supposer que 

vp(a — 1) > p/p— 1. La décomposition en somme directe L = i f 0 L o (prop. 1.15) nous 

permet de nous ramener à montrer que y ne peut pas appartenir à Lq. Supposons le 

contraire. Comme 7 — 1 est bijectif sur Lq, on a a ^ 1. On a alors p(y) = -^hjy, donc 

vp(p(y)) < vp{y) —p/(p— 1), ce qui contredit l 'assertion (iv) de la propostion 1.15. • 

Prouvons alors le théorème 1.2\ — On a LR = {x G L | (70 — l)x = 0} et (i) résulte 
de l 'assertion (ii) de la proposition 1.15. 

Prouvons alors l'injectivité de 1 : Soient / , / ' : T —> GLh(Koo) deux 1-cocycles qui 

deviennent cohomologues dans GLh(L). Il existe donc b G GLh(L) tel que / ' (70) = 

(70)70(6) et il suffit de montrer que b G G L ^ i f o o ) - Mais cette relation se réécrit 

7o(b) = f(lo)-1bf'(jo). 

Soit i f ' l 'extension (finie) de i f contenue dans i f00 engendrée par les coefficients de 

/(70) et de / ' (70)- Le sous-if ' -espace vectoriel V de L engendré par les coefficients de 

b est un if-espace vectoriel de dimension finie et la formule ci-dessus montre qu'il est 

stable par 70. Comme 70 est un générateur topologique de T et comme V est fermé 

dans L , la proposition 1.16 implique que V C i f 0 0 , donc b G GFL^(ifoc) . 

Pour prouver la surjectivité, commençons par établir un lemme : 

Lemme 1.17. — Pour toute matrice a G Mh{L), notons v(a) le minimum de la va-

luation p-adique de ses coefficients. Soient r un entier tel que l'extension Koo/Kr est 

régulière et m un entier ^ 5. Soient am G GLh{L), xm G GLh(Kr) des matrices 
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vérifiant 

v(am - 1) ^ 
3p 

( P - l ) 
et v(am - xm) ^ 

mp 
(p-1) 

7/ existe 6m 6 GLh(L) vérifiant v(bm — 1) ^ ( m — 2)p/(p — 1) xm+i G GLh(Kr) 

tels que, si am+i = 6~1am7r(6m)? on az£ 

^ O m + l - 1) ^ 
3» 

( p - l ) 
et v(am+i - Xm+l) ^ 

(m + l)p 

( P - l ) 

Démonstration. — Soit Lr — Ker£#r • £ —• ^ r - Alors (prop. 1.15 appliquée à l'ex

tension Koo/Kr), o n a L = Kr 0 Lr et 7r est bijectif sur Lr. On peut donc écrire 

dm = # m + i + ( 7 r - l ) s avec xm+i G Mh(Kr) et 5 G M / J i ^ ) . 

Posons 6m = 1 — s et montrons que 6m et xm+i conviennent. 

On a xm+i - xm + ( 7 r - l ) s = am - xm, donc 

v(xm+i - xm + (7r - l)s) ^ 
mp 

( P - l ) 
v(7r - 1) s > 

mp 

( p - i ) 

et (assertion (iii) de la proposition 1.15), si pr désigne l'inverse de 7r — 1 sur Lr, 

v((jr - l)s) = V(pr(-yr - 1)2S) ^ 
(m — l)p 

( p - i ) 

de même, v(s) = v(/9r(7r —l)s) ^ (m—2)p/(p— 1). En particulier, on a bien v(bm — l) ^ 

(m - 2)p/(p - 1) et, comme (m - 2)p/ (p - 1) > 0, bm G GLh(L). 

Si l'on pose am = 1 -f c, on a i>(c) ^ 3p/ (p — 1) et 

« m + i = ( l + s + s2 + . . . ) ( l + c ) ( l - 7 r ( s ) ) = l + s + c - 7 r ( s ) + c/ = a m - ( 7 r - l ) s + c/, 

avec c G Mh[L) vérifiant 

v(c ) > min 
(2(m-2)p (m-2)p 3p 

(p-l) ' ( p - l ) (p-l) 

(m + l ) p 

( P - l ) 

puisque m ^ 5. En particulier am+i — 1 = (am — 1) — (7r — l ) s + c' et 

^(ûm+i - 1) ^ min 
3p (m — 1)» (m + l ) p 

( p - i ) ' b - i ) ( p - i ) 

3r> 

( P - l ) 

Enfin am+i - xm+i = am - (7r - l)s + c' - am + (lr - l)s = cf donc 

v(am+i - xm+{) ^ 
(m + l ) p 

( p - i ) 

et xm+i - 1 = (am+i - 1) - (am+i - xm+i) vérifie w(xTO+i - 1) > 0, donc xm+i € 

GLh{Kr). • 

Prouvons alors la surjectivité. — Soit / : Y —> GLh(L) un 1-cocycle continu. Il existe 

un entier r , que l'on peut choisir suffisamment grand pour que l'extension K^/Kr 

soit régulière, tel que v(f(/yr) — 1) ^ 5p/ (p — 1). Posons as = f(lr) et £ 5 = 1. Le 

lemme ci-dessus nous permet de construire des suites de matrices ( a m ) m ^ 5 , ( 6 m ) m ^ 5 

dans GLh(L) et ( x m ) m ^ 5 dans GLh(Kr) telles que, pour tout m ^ 5 on ait 
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v(am - 1) ^ 3p/(p - 1), v(am - Xm) > rap/(p - 1), v(bm - 1) ^ (m - 2)p/ (p - 1) et 

ûm+l = b^am^ribm). 
La suite des b^bç .. .bm converge vers une matrice b G GLh(L) tandis que la suite 

des am et celle des xm tendent toutes deux vers la même limite x G GLh(Kr). On a 

&_ia57r(b) = x. 

Soit f :T —> GLh(L) le 1-cocycle, cohomologue à / défini par / ' ( 7 ) = (7)7(^)7 
pour tout 7 G T. On a f'{^r) = x G GLh{Kr). 

Pour tout 7 G T, 77r = 7r7, donc / / (7)7( / / (7r) ) = f'{lr)lr(ff(l)) ou encore 

7r(/7(7)) = / , ( 7 r ) " 1 / , ( 7 ) 7 ( / , ( 7 r ) ) = x - 1 / , ( 7 ) 7 ( ^ ) . On en déduit que le sous-/fr-

espace vectoriel de L engendré par les coefficients de / ' ( 7 ) , qui est de dimension finie, 

est stable par *yr. D'après la proposition 1.16, ceci implique que / ' ( 7 ) G GL/l(if00). 

Autrement dit / est cohomologue à un cocycle à valeurs dans GLh(Koo) et est bien 

dans l'image de t. • 

2. G-représentations : la théor ie de S e n 

2 . 1 . C, L e t i foo -représentat ions . — On reprend les notations de l ' introduction. 
Soient J un groupe topologique, B un corps muni d 'une topologie et d 'une action 
continue de J compatible avec la structure de corps et E = BJ. 

Soient W une B-représentât ion de J et £ : B —> W une application B-linéaire 
J-équivariante. Pour tout b G B, on a £(6) = 6£(1) et l 'application £ 1-» £(1) identifie 
le ^-espace vectoriel HomRePfî(j)(jB, W) à H®ont(J, W) — WJ. De même, soit U une 
^-représentat ion de J extension de B par une ^-représentat ion de sorte que l'on 
a une suite exacte 

0 —> W —> U —• B —> 0. 

Si x G U est un relèvement de 1 G B, l 'application / : J —• W qui à g associe (g — l)x 

est un 1-cocycle continu de J à valeurs dans W, dont la classe [U] dans HçQnt(J, W) 

ne dépend pas du choix du relèvement. L'application U \-+ [U] ainsi définie induit 
un isomorphisme du 2£-espace vectoriel Ext^epe( j ) (B, W) sur B^ont(J,W) que nous 
utilisons pour identifier ces deux ^-espaces vectoriels. 

Soient W\ et W2 deux ^-représentat ions de J et W = W* <S>B W2. 

L'isomorphisme naturel du 5-espace vectoriel des applications ^-linéaires de W\ 

dans W2 sur W induit un isomorphisme du E'-espace vectoriel HomRePs(j)(Wi, W2) 

des applications 5-linéaires équivariantes de W\ dans W2 sur H^ont(J,W) — WJ = 

HomRePfî(J)(5,VT). 

Soit V une ^-représentat ion de J , extension de W\ par W2- En tensorisant la suite 

exacte 

0 —>W2 —>V —>W! —>0 
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avec W1* on obtient une suite exacte 

0 —> W —> W* <S>B V —> ®B W1 — * 0 

de sorte que l'image inverse de B identifiée aux homothéties dans W* (g) W\ = 

EUÔ.B(WI) est une extension de B par W. La classe de cette extension dans 

^x^RepB(J)(-^' W) ne dépend que de la classe de V dans Extp p ^ j ^ W i , W2) et 

l 'application 

ExtLPB(J)(Wi, W2) — Ext^PB{J)(B,W) = Hlont{J,W) 

ainsi définie est un isomorphisme de ^-espaces vectoriels. 

Proposition 2.1. — Soient J,B et Ë comme ci-dessus. Pour toute B-représentation 

W de J, l'application B-linéaire 

pB(W):B®E WJ—>W, 

déduite par extension des scalaires de l'inclusion de WJ dans W, est injective. 

Démonstration. — Supposons que c'est faux et soit m le plus peti t entier tel qu'il 

existe w±, W2,.. •, Wm G WJ, linéairement indépendants sur K et bi, 6 2 , . . . , 6m G B 

pas tous nuls avec Yl'jLi ^jwj — 0- Si l'on a une telle égalité, la minimalité de m 

implique que les bj sont tous non nuls et, quit te à diviser par 61, on peut suppo

ser bi — 1. Pour tout g G J , on a alors 0 — gÇ%2,bjWj) = ^2g(bj)vjj donc aussi 

^2^=2(9 — ^){^j)wj — 0 puisque g(b\) = b\. L'hypothèse de minimalité implique que 

les (g — sont tous nuls, donc que bj G E pour tout j , d'où une contradiction. • 

On dit qu 'une ^-représenta t ion W de J est triviale si elle est isomorphe à Bh 

pour un entier h convenable. Pour toute ^-représenta t ion W de J , on voit que l'on 

a dim¿; WJ < d im^ W ; on a l'égalité si et seulement si la représentation est triviale 

ou encore si et seulement si pw est bijective. Le foncteur W 1—• WJ induit une 0 -

équivalence entre la sous-catégorie tannakienne de RepB(J) dont les objets sont les 

représentations triviales et celle des ^-espaces vectoriels de dimension finie. 

Dans toute la suite du chapitre, est la Xp-extension cyclotomique de K conte

nue dans K et L son adhérence dans C. On pose HK = Gsl(K/KQQ) et Y = 

Gal(-K"oo/K). Comme au chapitre précédent, on choisit un générateur topologique 70 

de T. Pour tout r G N7 on note Kr l'unique extension de K de degré pr contenue 

dans KOQ et on pose jr = 7Q ; c'est un générateur topologique de Tr = G&\(Koo/Kr). 

Rappelons (th. 1.1) que CHK = L et (prop. 1.16) que est la réunion des sous-X-

espaces vectoriels de dimension finie de L, stables par T. 

Soient Y une i^oo-représentation de V et {2 / 1 , 2 / 2 , • • • » y h} une base de Y sur KOQ. Les 

coefficients de la matrice dont les colonnes sont les composantes des 70(2/7) sur cette 

base engendrent une extension finie Kr de K ; on appelle degré de la base l'entier r . 

Pour tout n G N, la matrices dont les colonnes sont les composantes des 7o Q/j) sur la 

base est encore à coefficients dans Kr. Comme N est dense dans Zp et Kr est complet, 
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le fait que l 'action de T sur Y soit continue implique que le sous-Xr-espace vectoriel 

de Y engendré par les yj est stable par Y. 

Si Y est une ifoo-représentation de T, L ^K^ Y est de façon évidente une 

L-représentation de Y. Si X est une L-représentation de T, C <8>L X est une C-

représentation de GK- On obtient ainsi des (g)-foncteurs 

RepXoo(r) —+RepL(r) et RepL(r) —- Repc(GK)-

La théorie de Sen construit des foncteurs dans l 'autre sens. 

Théorème 2.2 ([Sen80], th. 2). — Toute C-représentation de HK est triviale. 

Démonstration. — Il s'agit de prouver que, pour toute C-représentation W de HK, 

l 'application injective PB(W) : C <S>L WHK —> W est bijective. 

Soit {w\, W2,... yWh} une base de W sur C. L'application / : HK —* GLh(C), qui 

à g associe la matrice dont la j - i ème colonne est formée des composantes sur cette 

base de g(wj), est un 1-cocycle continu de HK à valeurs dans GLh{C). Si l'on change 

de base et si b est la matrice de passage, le cocycle correspondant à la nouvelle base 

est donné par f'(g) = bf(g)g(b~1). Comme l'ensemble pointé Hç0nt(HK,GLn(C)) 

est trivial (th. 1.1, (h)), on peut choisir les Wj pour qu'ils soient fixes par HK- Si 

w = J2i=i cjwj G VF, on voit que w G WHK si et seulement si Cj G CHk = L (th. 1.1, 

(i)). Alors WHK est le L-espace vectoriel de base les Wj et le théorème est clair. • 

Corollaire 2.3. — Pour toute C-représentation W de HK, on a H^ont(HK, W) = 0. 

En effet le théorème signifie que le foncteur W —» WHK induit une équivalence entre 

la catégorie des C-représentations de HK et la catégorie semi-simple des L-espaces 

vectoriels de dimension finie On a donc H^ont(HK, W) — E x t ^ p ^ ^ ^ C , W) = 0. 

Théorème 2.4 ([Sen80], th.3). — Soit X une L-représentation de Y. Notons Xf la 

réunion des sous-K-espaces vectoriels de dimension finie de X stables par Y. L'appli

cation L-linéaire 

L 0XOO Xf — • X, 

déduite, par extension des scalaires, de l'inclusion de Xf dans X, est bijective. 

Démonstration. — Soit {x\,X2,... ,Xh} une base de X sur L. L'application / : Y —> 

GLh(L), qui à 7 associe la matrice dont la j - i ème colonne est formée des composantes 

sur cette base de 7(XJ) , est un 1-cocycle continu de T à valeurs dans GLh(L). Si 

l'on change de base et si b est la matrice de passage, le cocycle correspondant à 

la nouvelle base est donné par / ' ( 7 ) = 6 / (7)7(6-1) . La surjectivité de l 'application 

- ^ c o n t ( r ^ ^ ^ ( ^ o o ) ) —> Hlont(Y,GLh{L)) (th. 1.2, (ii)) implique que l'on peut choisir 

les Xj pour que le sous-ifoo-espace vectoriel Y de X qu'ils engendrent soit stable 
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par T. En particulier Y est une i^oo-représentation de T. Comme l'application L-

linéaire L 0 ^ Y —> X déduite de l'inclusion de Y dans X est bijective, il suffit pour 

achever la preuve du théorème de vérifier que Xf = Y. 

Soit r le degré de la base des Xj. Pour tout entier s ^ r, le ifs-espace vectoriel 

engendré par les X{ est de dimension finie sur K et est stable par Y. On en déduit que 

YcXf. 

Pour tout 7 G r, il existe une matrice carrée (cLij(j))i^ij^h £ GLh(Kr) telle que 

l{xj) = Hiai,j{l)xi, pour tout j . 

Soit maintenant x = 5^=1 QXJ avec les Q G L, un élément de Xf. Pour tout 7 G T, 

on peut écrire ^(x) = X^=i ci{l)xi, avec les £ L. Le fait que x G X / implique 

que le sous-ifr-espace vectoriel E de L engendré par les ^ ( 7 ) , pour 1 ^ I < /1 et 7 G T 

est de dimension finie. 

Mais ^ C i ^ X i = X^7(cj)7(xj) = J2l(cj)aij(/l)xi' On en déduit que E est aussi 
le ifr-espace vectoriel engendré par les 7(cj) , pour 7 G T et 1 < j ^ / 1 . En particulier, 

est stable par T, ce qui implique (prop. 1.16) E C iiToo- On a bien Cj G E G K^, 

pour tout j et X / C Y. • 

Le théorème 2.2 implique que le foncteur W 1—> induit une (^-équivalence de 

la catégorie Repc ( i J x ) sur la catégorie des L-espaces vectoriels de dimension finie, 

le foncteur Y t—> C 0 £ Y é tant un quasi-inverse. Les théorèmes 2.2 et 2.4 impliquent 

que les foncteurs 

RepXoo(r)-^RepL(r) et RepL(r) — > R e p c ( G x ) 

définis plus haut sont des 0-équivalences de catégories : un quasi-inverse du premier 

est celui qui à la C-représentation W de Gk associe WHk ; un quasi-inverse du second 

est celui qui à X associe Xf. 

2 .2 . É t u d e d e s i f o o - r e p r é s e n t a t i o n s . — Reprenons les notat ions du début du 

§1.2. Le caractère additif l ogx • Gk Zp se factorise à travers Y et on note encore 

l ogx : T —* Zp le caractère additif de Y ainsi obtenu. Remarquons que, si ep = 1 si 

p ^ 2 (resp. 2 si p — 2), on a log(Z*) = p£pTLp. On note tk l 'unique entier tel que 

logx(r) — prKZp. On a tk ^ £P avec égalité lorsque K est absolument non ramifié. 

Si s est un endomorphisme d 'un i^oo-espace vectoriel de dimension finie Y, il existe 

un sous-groupe ouvert Ys de Y tel que, pour tout 7 G Ts, la série exp( logx(7) • s) = 

]Cn<EN ( l o g ^ 7 ) ) ) sn converge dans l 'anneau des endomorphismes de ce i^oo-espace 

vectoriel : en effet, soient {yi, y<i, • • •, y h} une base de Y sur ; pour tout nombre 

rationnel m, notons le sous -Ok^ -module de Y formé des éléments qui peuvent 

s'écrire sous la forme Yli=i ciyi^ avec les ci € vérifiant vp(ci) ^ m ; soit a un 

nombre rationnel tel que s(Yq) est contenu dans Ya. Il est bien connu (et facile à 

vérifier) que, pour tout n G N, vp(n\) — n~^^ où s(n) désigne la somme des chiffres 

de l'entier n écrit en base p. Si l'on prend Ys = Tr, avec r le plus peti t entier ^ 0 tel que 
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r + rK+a > l/(p-1), pour n G N et 7 G Ts, on a (1°Ë(XJ,7))R ^ ( F 0 ) C Yn{r+rK__^+a) 

et la série exp(logx(7) • s) converge bien. 

Proposition 2.5 ([Sen80], th.4). — Soit Y une Koc-représentation de T. Il existe un 

unique endomorphisme s du K^-espace vectoriel Y qui a la propriété que, pour tout 

y G y , il existe un sous-groupe ouvert Ty de T tel que 

l{y) = exp(logx(7) • s) (y) 

pour tout 7 G T r Le polynôme caractéristique de s est à coefficients dans K. 

Démonstration. — Soient { 2 / 1 , 2 / 2 , • • • , y h} une base de Y sur K^. 
Si s et s' sont deux endomorphismes de Y ayant la propriété requise, on voit qu'il 

existe un sous-groupe-ouvert Tro de T tel que pour tout 7 G Tro, on a 

j(Vj) = exp(logx(7) • s)(yj) = exp(logx(7) • 

On a donc exp(logx(7) • s) = exp(logx(7) • sf), pour tout 7 G Tro, donc s = s' et s, 
s'il existe, est bien unique. 

Soit 7*0 le degré de la base des yj. Le sous-Kro-espace vectoriel Yq de Y engendré par 
les yj est stable par T et l 'action de Tro est linéaire. Pour tout 7 G Tro suffisamment 
proche de 1 mais distinct de 1, l 'endomorphisme log7 de Yo est bien défini et so — 
iogx(7) ne dépend pas du choix de 7. Notons s l 'unique endomorphisme du KOQ-
espace vectoriel Y dont la restriction à Yo est so. Si r ^ ro est un entier suffisamment 
grand, pour tout 7 G Tr, l 'automorphisme exp(logx(7) • s) de Y est bien défini et, 
pour tout y G Y0, 7(2/) = exp(logx(7) * s)(y)- Si maintenant y = Y!Ï=\ciVi € Y, 
avec les Q G i f00 et si ifry est l'extension de Kr engendrée par les Q , on a j(y) = 
exp(logx(7) • s)(y), pour tout 7 G rr?/ et s convient. 

Soit a la matrice de s dans la base des yj. Pour tout 7 G Tr, on a 

(7(2/i), 7 (2 /2) , • • •, 7(2/fc)) = (2/i>2/2,..., 2/fc) exp(logx{l)-o). 

En écrivant que 770 = 707, on en déduit que, pour tout 7 G Tr, 

(7(70(2 /1)), 7(70(2/2)), • • •, 7(7o(2/^)) = (70(2/1), 7 0 ( 2 / 2 ) , . . . , 7o(2/fc)) exp(logx(7) -7o(a)), 

donc que la matrice de s relativement à la base des 70(2/7) est 7o(«)« Les matrices 
7o(a) et a sont donc semblables, ce qui implique que le polynôme caractéristique de 
a, qui est aussi celui de s a ses coefficients fixes par 70, donc dans K. • 

Remarque. — Le fait que le polynôme caractéristique de s soit à coefficients dans K 

signifie qu'il existe une base de Y sur KQQ par rapport à laquelle la matrice de s est 
à coefficients dans K ([Sen80], th . 5). 

Comme dans l ' introduction, pour tout corps E, on note SE la catégorie suivante : 

- un objet est un couple (Y, s) formé d 'un E'-espace vectoriel de dimension finie Y 
et d 'un endomorphisme s de cet espace, 
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- un morphisme / : (Yi , s i ) —• ( 1 2 , 5 2 ) est une application E'-linéaire de Y\ dans 

Y2 telle que S 2 ° / = / ° s i -

Cet te catégorie a une s tructure de catégorie tannakienne sur E : l 'objet unité est 

(E1,0), on définit le produit tensoriel par 

( l i , s i ) 0 (I2, s2) = (Yi <8>JE; Y2, s i 0 idy2 -h idYl ® s2 

et le dual de (Y, s) est (Y*, —*s), où y * est le E-espace vectoriel dual de Y et * s est 

la transposée de s. 

Supposons maintenant que E est un corps contenant Koo (par exemple E = Koo ou 

E = C). Soit Y une i^oo-représentation de T. Posons YE = E ^ et notons s^ le 

E-endomorphisme de YE déduit par extension des scalaires du i^oo-endomorphisme s 

de Y défini par la proposition 2.5. On peut considérer la correspondance 

Y^(YE,8E) 

comme un 0-foncteur de la catégorie RepKoo(r) dans SE> 

Proposition 2.6 {cf. [Sen80], th. 6 et 7). — Soient E un corps contenant Koo et Yi, Y2 

deux Koo-représentations de T. 

i) L'application E-linéaire naturelle 

E<g)K HomRePKoo(r)(Yi, Y2) —> HomsE((YliE,sE), (Y2jE,sE)) 

est un isomorphisme. 

ii) Pour que Y\ et Y2 soient isomorphes comme -représentations de F, il faut 

et il suffit que (Yi,E,sE) et (Y2^E,SE) soient isomorphes comme objets de SE-

Démonstration. — Montrons (i) : Avec des notations évidentes, on a 

HomRepKoo (r) (Yi, Y2) = HomRepKoo (r) (K^, Y* 0 Y2) 

et ttomsE(YhE,Y2,E) = UomSE(E, Y*E 0 Y2,E), 

ce qui nous ramène au cas où Y\ = Koo- Si l'on pose Y — Y2, on a alors 

HomRepK (F)(i(roo,Y) = Yr tandis que Homs (E , YE) = Ker SE- Il s'agit donc 

de prouver que l 'application naturelle 

p : E 0 x Yr — • Ker sE 

est bijective. 

On voit qu'il suffit de prouver ce fait lorsque E = K^. Qui t te à remplacer Y par 

Ker s, on peut supposer s = 0. 

On sait que p est injective (prop. 2.1). Soit {w\, w2,..., Wh} une base de Y sur 

Soit Kro l 'extension de K engendrée par les coefficients de la matrice dont les 

colonnes sont les composantes des 70(wj) sur la base des Wi. Le fait que s — 0 implique 

qu'il existe un entier r tel que 7 r ( ^ j ) = Wj pour tout j . Qui t te a remplacer r par 

un entier plus grand, on peut supposer r ^ 7*0. Le sous- i^-espace vectoriel Yr de Y 

engendré par les Wj est stable par T qui agit à travers le quotient Gal(Kr/K). Quand 
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on écrit l 'action de ce groupe sur les Wj, cela définit un 1-cocycle de Gal(Kr/K) à 

valeurs dans GLh(Kr). Comme i J1 (Ga l ( i f r /K) , GLh(Kr)) = 1 (cf. par exemple [CL], 
chap.X, prop. 3), il existe une base de Yr sur laquelle Gal(Kr/K) opère trivialement, 

i.e. une base de Y formée d'éléments fixes par F et p est bien surjective. 

Compte-tenu de (i), l 'assertion (ii) devient un cas particulier du lemme suivant : 

Lemme2.7. — Soient Z\ et Z2 des espaces vectoriels de dimension finie sur un 

corps E. Soit Eo un sous-corps infini de E et L un sous-Eo-espace vectoriel du E-

espace vectoriel LE(Z\,Z2) des applications E-linéaires de Z\ dans Z2- Pour que le 

sous-E-espace vectoriel LE de CE(Z\, Z2) engendré par L contienne un isomorphisme 

de Z\ sur Z2, il faut et il suffit que L en contienne un. 

Démonstration. — Il est clair que la condition est suffisante. Montrons qu'elle est 

nécessaire. Soit donc / : Z\ —* Z2 un élément de LE qui est un isomorphisme. Le fait 

que / existe implique déjà que Z\ et Z2 ont même dimension h sur E. 

Soit { / 1 , / 2 , • • •, fn} une base du ^-espace vectoriel LE formée d'éléments de L. 

Choisissons une base de Z\ et une base de Z2 sur E et, pour 1 ^ j ^ n, soit Aj G 

Mh{E) la matrice de fj par rapport à ces bases. Soit 

P(XUX2, . . . , * „ ) = detpTiAi + X2A2 + • • • + XnAn) G E[XUX2,..., Xn\. 

On peut écrire / = Yln=i ^nfn, ayec des Àn G E et le fait que / soit un isomor

phisme implique que P(Ài , À2, • . . , An) 7̂  0. Le polynôme P n'est donc pas identique

ment nul. Comme le corps Eo est infini, il existe donc /xi,/¿2^ • • • > £ Eo tel que 

P(pi,l^2, • • • jMn) 7^ 0, ce Qui signifie que l 'application Y^Pjfj es^ un élément de L 

qui est un isomorphisme de Z\ sur Z2. • 

Soit W une C-représentation de Gk- Alors WHK est une ^-représentat ion de T 

et {WHk)j une i^oo-représentation de T. On note A s e n ( ^ ) l'objet de Sk^ formé 

du Xoo-espace vectoriel sous-jacent à (WHK ) / et de l 'endomorphisme de cet espace 

défini par la proposition 2.5, que l'on note sw,f- On voit que l'on peut considérer Asen 

comme un foncteur (même un 0-foncteur) de Repc(G/<:) dans Sk^- Ce foncteur est 

exact et fidèle et la proposition précédente montre que la connaissance de Asen(W) 

détermine W, vu comme C-représentation de Gk, à isomorphisme près. Si sw désigne 

le C-endomorphisme de W = C Ç^k^ Asen{W) déduit par extension des scalaires de 

l 'endomorphisme swj, on voit aussi que (W,sw), vu comme objet de Se, détermine 

encore W à isomorphisme près. 

Remarque (Changement de base). — Soient K' une extension de K munie d'une va-

luation discrète prolongeant celle de K et complet pour cette valuation, K' une clô

ture algébrique de K' contenant ce qui fait que C s'identifie à un sous-corps 

du complété C' de K' pour la topologie p-adique. On a un homomorphisme natu

rel de Gk1 — G&\(Kf/K') dans Gk- En particulier, si W est une C-représentation 
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de G x , le C"-espace vectoriel W' = CF <g>c W peut être considéré comme une C-

représentation de G K ' - Avec des notations évidentes, on voit que K'^ D Xoo et que 

A s e n , K ' ( W ) = ®KOC A s e n ( ^ ) , l 'endomorphisme de Sen de ASen,K'(W) é tant 

l 'endomorphisme déduit de s par l'extension des scalaires —» K'^. 

Un cas particulier de cette situation est celui où K' est un élément de l'ensemble JC 

des sous-corps fermés K' de C contenant K tels que la restriction de la valuation à K' 

est encore discrète. Il revient au même de dire que K' est le complété d 'une extension 

de K contenue dans K telle que la restriction de la valuation à cette extension est 

encore discrète. 

Dans ce cas C' = C et l 'homomorphisme G K 1 —» G K est injectif et identifie GK' 

à un élément de l'ensemble H des sous-groupes fermés H de G K tels que H (1 IK 

est ouvert dans IK (où IK C G K est le sous-groupe d'inertie). Compte-tenu de cette 

identification, l 'application K' »—> G K 1 est une bijection de JC sur 7i (la bijection 

réciproque étant l 'application H \-+ CH). 

2 .3 . Le p o i n t d e v u e d e C o l m e z . — Soit Zp ( l ) le module de Tate du groupe 

multiplicatif, noté additivement. Fixons une fois pour toute un générateur t de ce 

Zp-module libre de rang 1. On a donc g(t) = x ( # ) ^ pour tout g G GK-

On note Zp[log£] l 'anneau des polynômes en une indéterminée, notée logt , à coeffi

cients dans Z p . Si u — mt € Z p ( l ) , on pose logix = l og ra+ log t (où log(prrao) — lograo 

si r G Z et mo G Z * ) . Le groupe G K opère de façon naturelle sur Zp[log£] : c'est 

l 'unique action Zp-linéaire compatible avec la s tructure d 'anneau telle que g(\ogt) = 

logx(#) + log£, pour tout g G GK-

Le couple (Zp[log t], log) est solution d 'un problème universel évident et, en part i

culier, sa construction est indépendante, à isomorphisme unique près, du choix de t. 

La construction de l 'anneau Bsen ci-dessous nécessite, elle, que l'on ait fait un choix 

de t. Toutefois, le lecteur remarquera que la construction du sous-anneau -£?sen,o de 

-Efeen est indépendante de ce choix. 

Avec Colmez [Co94], on note J3sen = C{{\ogt}} l 'anneau des séries formelles 

à coefficients dans C, en l ' indéterminée logt , à rayon de convergence non nul. On 

note aussi s : Bsen —> #Sen la dérivation —d/dlogt, i.e. on a s(Y2n>0 cn(log£)n) = 

- E n ^ i n C n O o g * ) " - 1 . 

Pour tout r G N, on note i?sen,r le sous-anneau de i?sen f°rmé des J^^Lo cn(log£)n, 

avec les cn G C vérifiant vp(cn) + n(rK + r) tend vers l'infini avec n (l'entier TK a été 

défini au début du § 2.2). C'est une sous-C-algèbre stable par s et Bsen = UrGN^Sen,r-

Si b e C vérifie v(b) ^ + r, alors, pour tout ^ cn(log£)n G Bsen,r et tout n G N, 

E m G N c m + 4 m n n ) r converge dans C et 

nGN 

cn(\ogt + b)n = 

nGN mGN 
^ m + n ( 

m+n\^m 
n ) (log*)" 6 Bsen.r-
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Soit alors GK,T le sous-groupe ouvert de G K image inverse de Tr. Le groupe Gx,r 

oDère semi-linéairement sur Bi„n -r Dar 

g\ c„(log t)" = 

nEN 

«7(c„) (log i + log(X(<?))n. 

L'action de Gx,r commute à celle de s. 

Pour toute C-représentation W de G K et tout r G N, posons 

DamJW) = ( B s « n . r 0 c WrK-r. 

Si l'on fait agir s sur Bsen,r 0 c W par s(6 <S) w) = s(b) 0 u>, cette action commute à 

celle de GK,V et on note sw,r le ifr-endomorphisme de -Dsen,r(VF) qui est la restriction 

de s à ce ifr-espace vectoriel. Pour tout r , on a une inclusion évidente Dsen,r(W) C 

£*Sen,r+i(VF) et sw,r est la restriction à Dsen,r(W) de s\y,r+i- On pose £>Sen,oo(VF) — 

UreN-Psen,r(WO C Bsen ® c VF. C'est un i^oo-espace vectoriel. On note sw,oo Tunique 

i^oo-endomorphisme de £>Sen,oo(VF) tel que, pour tout r , sa restriction à Dsen,r (VF) 

est sw,r-

Pour tout r 6 N, l 'anneau £?sen,r est intègre et l 'action de G/c,r s'étend à son corps 

des fractions Fraci?sen,r-

Proposition 2.8 (Colmez, [Co94], th. 2) 

i) Pour tout r e N, on a (#sen , r )GK'r = (Frac BSen,r)GK'r = Kr. 

ii) Soit W une C-représentation de GK- On a d i m ^ £>Sen,oo(VF) = d ime VF 

(et donc (£>sen,oo(VF), sw,oo) est un objet de SK^)- Soit Colw : Asen(W) —• 

Bsen 0 c VF Vapplication qui envoie x sur exp(—(log t)sw,f)(%) £ Bsen 0 c VF. ^l/ors 

Col^y induit un isomorphisme, dans la catégorie S K ^ , de (Asen(VF) , sw,f) sur 

(Dsen,oo(W),SWi00). 

Démonstration 

(i) Pour tout sous-corps E de C, notons E{{\ogt}}r l 'anneau des séries de la forme 

Y^=o xn(l°ët)n ayec les xn G E vérifiant vp(xn) + n ( r ^ + r) tend vers l'infini avec 

n. En particulier, i?Sen,r = C{{logt}}r . 

On a K r C (£?Sen,r)G^'r- Soit 6 G (Frac5sen,r)GK'r- On veut montrer que b G Kr 

et il est clair qu'il suffit de prouver que b G ifoo> ¿-6- on peut remplacer r par un 

entier plus grand. Comme l 'anneau Bsem qui est la réunion des J?sen,s pour s G N , est 

un anneau de valuation discrète (non complet) admet tant logt comme uniformisante, 

ceci nous permet de supposer que b peut s'écrire b — (log£)~m Yl^Lo cn(log£)n, avec 

m G N, les cn G C vérifiant vp(cn) -j- JI(TK + R) tend vers l'infini avec n et CQ 7̂  0 si 

m ^ 0. 

Pour tout g G HK, s ( ( l o g £ ) - m 5 > n ( l o g t ) n ) = ( logt)"m £ s(cn)( logt)" , donc 

:haque cn G C ^ * = L et J2cn(logt)n G L{{log£}}r. 

Pour tout entier s ^ r, soit 7S un générateur topologique de I \ et posons as = 

-og(x(7s))- C'est un élément non nul de Zp. Le groupe rr opère sur AT5{{log£}}r. Si 
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X>n( log£)n G Ks{{logt}}r, on a 7f l (£xn( log£)n) = ] T ^ n ( l o g t + a5)n, ce qui fait 

que (Ks{{\ogt}}r)r* = Ka, done (Ks{{\ogt}}r)r^ = Kr. 

On a jr(b) = (log* + a r )_m J ] Cn(log£ + ar)n et on doit avoir 

(logt)m ^ c n ( l o g * + ar)n = (log* + ar)m cn(log*)n. 

Si m était non nul, le terme constant du membre de gauche serait nul, contrairement 

au terme constant du membre de droite qui est a™co, donc m = 0. 

Rappelons (prop. 1.15) que, pour tout s, on dispose d 'une application continue, 

T-équivariante îks • L —> Ks. Quit te à remplacer r par un entier plus grand, on 

peut supposer l'extension K^/Kr régulière (prop. 1.11). Comme, pour tout en

tier s > r et tout x G L, on a vp(tKs{x)) > vp(x) — p/(p — 1) (prop. 1.15,(ni)), 

on peut définir une application ts : L{{log£}}r —> ifs{{log£}}r, en posant 

t s ( J ] x n ( l o g t ) n ) = ^2tKs(xn)(logt)n. On voit que ts est rr-équivariante. Par 

conséquent ts(52cn(\ogt)n) G (ifs{{logt}}r)GKr = Kr, ce qui implique que, pour 

tout n ^ 1, on a £s(cn) = 0 pour tout s ^ r, ou encore (prop. 1.15, (iv)) que cn = 0. 

Donc 6 = co et l 'assertion résulte de ce que CGK'r = Kr (th. 1.2). 

(ii) D'après la proposition 2.1, l 'application naturelle 

#Sen,r <8>Kr £>Sen,r(W) • £Sen,r ®C W 

est injective, donc dim/rr Dsen,r(W) < d i m e VF ; par conséquent, d i m ^ Dsen,<x>(W) ^ 

d i m e W. 

Il est clair que Colvy est une application T^oo-linéaire injective. Par ailleurs, soit 
{wi,W2,... ,Wh} une base de Asen(W) sur Xoo . Il existe un entier r tel que le sous-
i^r-espace vectoriel Ar engendré par les Wj est stable par swj et Tr et que, si 7 G Tr, 
alors l 'action de 7 sur Ar est l 'endomorphisme exp(log(x(7))s), si s désigne la res
triction de swj à Ar . On voit alors que Co\w{Ar) c Dsen,r(W). On en déduit que 
diixiKr Dsen,r(W) = diiiiK^ Dsen,oo(W) = h — d i m e W et que Colw est un isomor
phisms de Asen(W) sur Dseili00(W). Enfin le fait que, dans cet isomorphisme l'endo
morphisme swj de Dsen(W) correspond à l 'endomorphisme sw,oo de Dsen,oo(W) est 
immédiat . • 

2.4 . Q u e l q u e s rappe l s sur les g r o u p e pro-a lgébr iques c o m m u t â t ifs. — Dans 

ce paragraphe, E est un corps de caractéristique 0, E est une clôture algébrique de E 

et GE = Ga l (Ë /E ) . 

Si G est un groupe pro-algébrique affine sur E, on note OE(&) son algèbre affine. 

On fait opérer G sur 0 E ( G ) par translation à gauche, i.e., si / G OE(&) et g, h G G, 

on convient que (gf)(h) — f(g~1h). 

Il revient au même de se donner un groupe pro-algébrique multiplicatif Tm sur E ou 

un G^-module discret X {i.e. un groupe abélien muni d 'une action linéaire discrète 
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de GE) - à Tm, on associe son groupe des caractères 

X = X(Tm) - Hom^ (Tm x Ë , Gm) 

que nous notons multiplicativement. 

Se donner une action de Tm x E sur un ^-espace vectoriel V revient à se donner 

une graduation indexée par X,V = ÇBxexVx • on a g(v) = x(g)v sigeGetveVx. 

Se donner une action de Tm sur un ^-espace vectoriel V revient à se donner une 

graduation V = ®xexVx de V = E ®E V telle que ^(Vx) = V^x) si 7 G GE et 

x G X (on a muni V de l 'action semi-linéaire naturelle de GE)-

Les poids de la représentation V sont les x G X tels que Vx ^ 0. 

L'algèbre affine de TmxE est l'algèbre E[X] du groupe X à coefficients dans E. On 

a donc E[X] = ÇBxexEx. On prendra garde que, pour tout x G X, (J5[X])X = Ex"1, 

autrement dit la représentation (E[X])X a un seul poids et celui-ci est x - 1 . Enfin, le 

groupe GE opère semi-linéairement sur E[X] et on a DE(T) = (E[X])GE. 

Se donner une action du groupe additif Ga sur un E'-espace vectoriel V revient à 

se donner un endomorphisme nilpotent v de V (alors À G E = Ga(E) agit sur V via 

exp(À^)). Si l'on note u la coordonnée canonique de Ga (un élément de OE{^O) peut 

être vu comme une fonction polynomiale de E dans E et u est l 'identité sur E), alors 

OE{^O) — E[u] et l 'endomorphisme v sur E1^] est — J j j . 

Posons T — TmxGa. Se donner une action de T sur un ^-espace vectoriel V revient 

à se donner 

- une action de Tm, donc une décomposition de V = E 0 E V en somme directe 

V = ®xexVx telle que i(VX) = V^X) si 7 G GE et x G X, 

- une action de Ga, donc un endomorphisme nilpotent v de V, 

ces deux actions commutant , ce qui signifie, que, si on note encore v l 'endomorphisme 

de V déduit de v par l 'extension des scalaires, chaque VX est s table par v. 

Si X' (resp. X") est un sous-groupe (resp. un quotient) de X stable par GE, le 

groupe multiplicatif T ^ , (resp. T ^ „ ) de groupe des caractères X' (resp. X") s'identifie 

à un quotient (resp. un sous-groupe) de Tm et tout quotient (resp. tout sous-groupe) 

est de ce type. De même, 

- les quotients de T sont d 'une par t les T ^ , et d 'autre par t les Yxf = Y7^, x Ga 

pour X' sous-groupe de X stable par GE ; 

- les sous-groupes de Tm sont d 'une par t les T ^ „ xGa et d 'autre par t les T ^ „ pour 

X" quotient de X stable par GE-

Nous notons le groupe Tm de groupe des caractères E avec action naturelle 

de GE et BIR^ le sous-groupe correspondant au groupe des caractères E/TL. On pose 

§>E = §>E x(&a et on note DB&E son sous-groupe B R # x G a . Remarquons que, pour 

toute extension algébrique F de E, Sp s'identifie à 8E X e F et BRF à B R # x E F. 

En fait le groupe SE s'identifie au groupe des 0-automorphismes du foncteur fibre 

tautologique de la catégorie SE introduite plus haut . De façon terre à terre, si V est 
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un ^-espace vectoriel de dimension finie muni d 'un endomorphisme s, on obtient une 

action de sur V en procédant ainsi : on écrit s = so + snu, avec So semi-simple, 

snii nilpotent et soSnu = sNUSO et on note encore SQ l 'endomorphisme du i^-espace 

vectoriel V = E ®EV déduit de SQ par extension des scalaires ; alors 

- pour tout a G E, le sous-espace VA de V est le sous-espace propre correspondant 

à la valeur-propre a de SQ ; 

- l 'endomorphisme nilpotent de V définissant l 'action de Ga est snu. 

Cette construction est fonctorielle en V, envoie l 'objet-unité sur l 'objet-unité, com

mute au produit tensoriel et à la formation du dual. Le résultat suivant est évident : 

Proposition 2.9. — La construction ci-dessus induit une ^-équivalence entre SE et la 

catégorie ~RepE(SE) des représentations E- linéaires de dimension finie de SE-

Comme cette équivalence envoie le foncteur fibre tautologique de la première ca

tégorie sur celui de la seconde, elle permet d'identifier le groupe S^; au groupe des 

0-automorphismes du foncteur fibre tautologique de la catégorie SE-

Dans la suite, on note B7^ (resp. BE) l 'algèbre affine du groupe S7^ (resp. SE)- On 

convient de noter (t^)aeË ^e groupe additif de E noté multiplicativement de sorte 

que ces t ^ forment une base de B^ sur E et que 

8 E = { Y. ò - t ( a ) e Blï I B9(*) = 9{ba) pour g G G E et a G Ë}. 

On convient de noter logf la coordonnée canonique de Ga, de sorte que BE = 
/3jJ?[log£], algèbre des polynômes en l ' indéterminée log£ à coefficients dans BE-

Pour tout sous-groupe du groupe additif X de E stable par GE-> on pose S g x = 

(SE)X (resp. SE,X — (SE)X = §E,X x ( ^ a ) et on note &E,X (resP- &E,X) son algèbre 

affine. Tout élément de Bx s'écrit donc, d 'une manière et d 'une seule sous la forme 

^2a£X bat^ avec les 6A presque tous nuls vérifiant g(ba) = 6P(A) pour g G GE et 

a G X. On a BE,x = B%jX[\ogt\. 

2.5 . Le p o i n t d e v u e a lgébr ique . — Nous nous proposons d'identifier BK à une 

sous-K-algèbre de Bsen- Pour tout r G N, l 'anneau BK,V = &K H Bsen,r sera stable 

par GK,T (le groupe GK,V va agir sur BK^, de façon non triviale, via son quotient 

Tr = G&lfâoo/Kr)). Pour toute C-représentation W de G ^ , Dsen,r(W) va s'identifier 

à {BK,r ®K W)G«><-. 

Pour cela, il suffit de reprendre les notat ions ci-dessus et de poser, pour tout a E K 

00 N 

№ = e x p ( a l o g t ) = Y, ^r( loSf)"-
n = 0 

Alors Bjf s'identifie à la sous-K-algèbre de Bsen dont une base, en tan t que if-

espace vectoriel est formée des t^( logt)-7 ' , pour a G K et j G N et BK s'identifie au 
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sous-anneau de i?sen formé des éléments qui s'écrivent sous la forme 

]TaeK,JEN XaJt^\logty 

avec les Xaj G i f presque tous nuls et vérifiant g(Xaj) — ^g(a),j pour tout g G GK, 
a G i f et j G N (et une telle écriture est unique). On voit aussi que, par extension 
des scalaires, C ®K &K s'identifie à la sous-C-algèbre de Bsen dont une base sur C 
est formée des t^a\logty pour a G i f et j G N. 

L'action de SK sur BK par translation à gauche correspond par la proposition 2.9 
à une application if-linéaire de BK dans lui-même. On voit que c'est la if-dérivât ion, 
restriction à BK de la C-dérivation s = —d/d\ogt de i?sen. On a s(logt) = — 1 et 
s ( t ^ ) = -at(aï pour tout a G ïf. 

Pour tout r G N, notons ar le sous-Oj^-module de i f formé des a vérifiant vp(a) > 
—r — VK + p-zj- Rappelons que, pour tout entier n > 0, si s (ri) désigne la somme des 
chiffres de n écrit en base p, on a vp(n\) = (n — s(n))/(p — 1). Un petit calcul montre 
que, si a G i f et r G N, alors t ^ G #Sen,r si et seulement si a G ar. On en déduit que 
BK,T — BK H Bsen,r est l'ensemble des éléments de BK qui lorsqu'on les écrit sous la 
forme ci-dessus vérifient Xaj — 0 si a £ ar. C'est l'algèbre affine du quotient S ^ a r 
de SK et on a S>K = lim T̂ SK r • 

Si b = ^Xajt^(logty G ̂ x , r , on voit que pour tout h G GK,V, 

h(b) = ^ M A ^ O e x p ^ ^ l o g x W ^ ^ O o g x W + log*) ' 

= E AMa)Jexp(/i(a)logxW)t(Ma))(logx(/i) + log*) ' 

= J2Xajexp(a\ogx(h))t^(\ogX(h) + l o g t ) ' G BKr. 

En outre, / i (6) = 6 si b G ii^r, ce qui fait que GK,V agit sur BK,T via son quotient Tr. 
Pour tout r G N, C ®K BK,T s'identifie à la sous-C-algèbre de £?sen,r dont une base 

sur C est formée des t^a\\ogty, avec a G ar et j G N. 

Soit alors W une C-représentation de G ^ . On a BK,V®KW = (C®KBK,r)Ç>>cW C 
#Sen,r 0 c VF, pour tout r G N et BK ®K W = (C ®K BK) 0 c W C BSen 0 c W. En 
outre SK opère sur # K 0 ^ W (avec des conventions évidentes, a(b ® iu) = cr(fr) (g) iu) ; 
comme cette action est ifoo-linéaire, cela définit en fait une action de SK^ • Chaque 
BK,T 0 W est stable par SK^ qui opère via son quotient S x ^ , ^ -

Proposition 2.10. — Soit W une C-représentation de GK-

i) Pour tout r G N, l'inclusion 

(BK,r ®K W)G«- C DSENR(W) 

déduite de l'inclusion de BK,V ®K W dans Bsen,r 0 c W est une égalité. 
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ii) Le KoQ-espace vectoriel Dsen,oo(W) est alors un s OUS-KOQ-espace vectoriel de 

BK ®K W stable par SK^ ; l'action de SK^ sur Dsen,oo(W) que l'on obtient ainsi 

coïncide avec celle qui est définie (prop. 2.9) par l'endomorphisme s\y,oo-

Démonstration. — Le fait que tout élément de -Dsen,oo(W) soit de la forme 

exp(— \ogt)swj))(x) avec x G &sen(W) C W (prop. 2.7) implique que 

^Sen ,oo (W) C C[(t<a>]a€lrpogt] ®c W = (C ®K BK) ®CW = Bk ®k W. 

L'assertion (i) résulte alors de ce que, pour tout r G N , on a 2?sen,r H (C <S>K &K) — 

C<8>KBK,r. 

L'assertion (ii) est alors une conséquence immédiate de ce que l 'action de S>K sur 

BK correspond à l 'application if-linéaire de BK dans lui-même qui est la restriction 

à BK de la dérivation s = —d/dlogt (cf. plus haut ) . • 

2.6. Class i f icat ion d e s C - r e p r é s e n t a t i o n s . — Soit W une C-représentation de 

GK- On appelle poids de Sen de W l 'ensemble des valeurs propres de sw,oo (on de 

sw,f, ou de sw, cela revient au même) dans K. Le fait que le polynôme caractéristique 

de 

sw,oo soit à coefficients dans K signifie que cet ensemble est stable par GK-

Soit X une part ie de K stable par GK- On dit qu 'une C-représentation W de GK 

est de type Sx si ses poids de Sen sont dans X. On dit que W est de type Sx si en 

outre s ^ o o est semi-simple. 

Lorsque X est un sous-groupe de GK, dire qu 'une C-représentation W de GK est 

de type Sx (resp. de type S™) revient à dire que SK^ agit sur DseTli00(W) à travers 

son quotient SK^.X (resp. §jj£ x ) -

L'énoncé suivant est évident : 

Proposition2.11. — Soit X un sous-groupe de K stable par GK- La sous-catégorie 

pleine Repcx(GK) (resp. ~Rep™X(GK)) de Repc(Cfcr) dont les objets sont les C-

représentations de GK Qui sont de type Sx (resp. de type Sx) est une sous-catégorie 

tannakienne. 

La catégorie Repc x(GK) est stable par extension et Rep™ x(GK) est la sous-

catégorie pleine de Repc x(GK) dont les objets sont ceux qui sont semi-simples. 

Soient r G N et X un sous-groupe de ar stable par GK- On a B7^x C &K,X C 

Bsen,r- Si l'on pose Bx1 = C <S>K B7^\x et Bx = C ®K BK,x, on a 

B% = ®a£XCtW et Bx = B%[\ogt}. 

On a (Bx1)0**' = (Bx)GK'r = Kr. Pour toute C-représentation W de GK, les Kr-

espace vectoriels 

Dx,r(W) = (BK,x ®K W)g«" = (Bx 0 c W)GK" 

et D^r(w) = №K,X ®K W)Gk>* = (B% 0 c W)GK" 
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sont de dimension finie inférieure ou égale à la dimension de W sur C. Les applications 

évidentes 

pxAW) : Bx ®Kr DxAW) ^Bx®cW 

et P%r(W) : B% ®Kr D%AW) — # x ® c ^ 

sont injectives. La représentation W est de type Sx (resp. de type Sx) si et seule

ment si diuiKr Dx,r(W) (resp. dim/rr D^r(W)) = d i m c W, ce qui se produit si et 

seulement si px,r(W) (resp. P x , r ( ^ ) ) est bijective. 

Il est maintenant facile de donner une classification complète à isomorphisme près 

des C-représentât ions de GK-

Pour tout entier d ^ 1, notons Zp(0;d) le sous-Zp-module de BK,{O} formé des 

polynômes en logt de degré < d à coefficients dans Zp. Il est libre de rang d et stable 

par GK-

Les représentations à poids de Sen 0, ou encore de type £{0}» correspondent aux 
représentations de Ga. On voit donc qu 'à isomorphisme près, il y a un et un seul 
indécomposable de poids 0 de dimension d sur C qui est CK(0; d) = C 0Zp Zp(0; d). 

Notons C(K) l 'ensemble des classes de conjugaison de K (i.e. des orbites de K sous 

l 'action de GK)-

Pour tout objet indécomposable de R e p ^ G ^ ) , il existe un unique A G C(K) tel 

que cet objet est de type SA-
Soient W un objet simple de Repc ( G ^ ) et A l 'unique classe de conjugaison de 

K telle que W est de type SA- Alors, pour tout entier d ^ 1, W ®zp Zp(0;d) est 
un objet indécomposable de type SA- Inversement une G-représentation W de GK 
est un indécomposable de type SA si et seulement s'il existe d G N* (nécessairement 
unique) tel que W ~ W <g>zp Zp(0; d) et alors W est simple si et seulement si d = 1. 

Pour obtenir une classification complète des G-représentations de G x , il suffit 
donc de rechercher, pour tout A G C(K) si oui ou non il existe un objet simple de 
R e p c { G K ) de type SA- Nous allons voir que la réponse est toujours oui en construisant 
effectivement un tel objet. 

Mais auparavant, commençons par un préliminaire sur les algèbres simples cen

trales. 

Soient F un corps commutatif, E un sous-corps de F , Es une clôture séparable 

de E, GE — Gal(Es/E), 77 : GE —• Q / Z un homomorphisme continu et 6 G F un 

élément non nul. A ces données nous allons associer une F-algèbre AE,F(VI b). 

Notons E' le sous-corps de Es formé des éléments fixés par le noyau de 77, N le 

degré de l'extension cyclique E' JE et a le générateur de G a l ( F ' / F ) tel que, si a est 

un relèvement de 77 dans GE, alors rj(d) = l/N mod Z. 
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On note alors AE^FÌVI b) la E' <g>E F-algèbre associative et unitaire (mais non com
mutat ive si TV > 1) engendrée par un élément c soumis aux relations 

cN = 1 (g b et c(u (g) x) = (a(u) (g) x)c si u G E' et x G F. 

Proposition2.12. — L'algèbre AE^FÌV^) est une algèbre simple centrale de centre F 

et de dimension N2 sur son centre. Toute extension F' de F telle qu'il existe un 

E-plongement de E' dans F' neutralise AE,F(VI b). 

Démonstration. — Il est clair que c'est une algèbre contenant F dans son centre et de 

rang TV2 sur son centre. Il suffit donc de montrer que s'il existe un F-plongement t de 

E' dans F , alors on peut fabriquer un homomorphisme (de F-algèbres) de AE,F{JÎ-> b) 

dans l 'anneau M/v(F) des matrices carrées à iV-lignes et iV-colonnes à coefficients 

dans F . Si l'on utilise L pour identifier E' à un sous-corps de F , on voit qu'il suffit 

d'envoyer c sur la matrice 

/ о о . . . о ъ \ 
1 о . . . о о 
О 1 . . . о о 

^ О 0 . . . 1 O y 
et, pour tout u£Eetx£F,u®x sur la matrice diagonale 

faN~1(u)x 0 . . . 0 0 \ 
0 aN~2(u)x... 0 0 

0 0 . . . a(u)x 0 
^ 0 0 ... 0 uxj 

• 

L'algèbre AE,F(VI b) s'identifie donc à une algèbre de matrices carrées à coefficients 

dans un corps gauche et nous notons DE,F(w,B) ce corps gauche. Notons (rj,b) la 

classe d'isomorphisme de DE,F{tl,b) dans le groupe de Brauer B r ( F ) de F . Le choix 

d 'une clôture séparable Fs de F et d 'un F-plongement de Es dans Fs définissent 

un homomorphisme continu v : GF = G a l ( F 5 / F ) —> GE. Notons ôrj G H2(E, Q/Z) 

l 'image de 77 G H1 (GE, Q / Z ) par le cobord correspondant à la suite exacte 

0 —> Z —> <Q> —> Q/Z —> 0 

et v*(Srj) son image dans H2(GF, Q/Z). On vérifie facilement que (n,b) = b • z/*((Sr/), 

cup-produit de b G H°(GF, (Fs)*) avec 2 / * ( ¿ 7 7 ) . Dans le cas particulier où E = F , on 

retrouve le symbole local usuel (cf. [CL], chap.XIV, §1). Le cas général s'y ramène 

puisque ( 7 7 , b) = (v*(rj), b) = (77 o v, b). Dans le cas où F est une extension finie de Qp, 

on sait donc calculer l 'invariant du corps gauche DE,F(TI^O) (loc.cit, p rop .3) . 
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Soit alors A G C(K). Posons PA = YYa^A^ ~~ A) E C'est aussi le polynôme 

minimal de n ' importe quel élément de A sur if. Notons i f A le corps K[X]/(P(X)) 

et ¡3 l ' image de X dans F. Notons aussi <IA le nombre d'éléments de A . C'est aussi le 

degré de PA et celui de l'extension KA/K. Notons enfin TA G N le plus petit entier r 

tel qu 'un élément quelconque a € A soit dans ar- Si l'on note encore vp la valuation 

p-adique sur KA c'est le plus peti t entier r tel que vp(f3 \ogx(j)) > pour tout 

7 G r r . Ceci permet de définir un homomorphisme continu PA '- TrA "~* KA en posant 

pA{l) = exp( /?logx(7)) , 

pour tout 7 G TRA. On note M [A] le i f ^-espace vectoriel de dimension 1 qui est 

KA lui-même, muni de l'action linéaire et continue de FrA définie par le caractère 

pA- On note N[A] la représentation K^-linéaire de T induite. On a donc N[A] = 

KA\T] ®KA[rrA] M [A], C'est un K ^-espace vectoriel de dimension prA, puisque, si 70 

est un générateur topologique de T, les 7Q (g) 1, pour 0 ^ i < prA forment une base 

de N[A] sur KA- On note A ^ y ! ] = K^ <8>x N[A] la ifoo-représentation de T déduite 

de N[A] par l'extension des scalaires K —> ifoo- On choisit un sous-objet simple de 

NQOIA] dans RepKoo(r) et on le note Koo[A]. On note C[A] — C K^A] la 

C-représentation de GK déduite par extension des scalaires. 

Proposition 2.13. — Choisissons un générateur topologique 70 de V et soit rj : GK —> 

Q / Z l'unique caractère qui se factorise à travers T et envoie 70 sur l/prA mod Z. 

Posons b = PA(7O )• La K A-algèbre EA — EndRePx (r) ( NQQ [A] ) s'identifie à 

A ^ A f e ^ Le corps gauche DA = ^ K . X A ^ ^ ) es^ de rang p2sA sur son centre KA, 

où SA est un entier qui vérifie 0 ^ SA ^ TA- On a dim ^ (ifoo [̂ 4]) = d imc C[A] = 

dA-PSA - En outre C[A] est un objet simple de R e p C ( G K ) de type SA et on a 

EndRep^(r) ( i foo[^D = EndRePc(Gi0(C[.4]) = DA. 

Démonstration. — Posons M ^ A ] = i f^ ® # M [A]. Pour tout s G N, posons aussi 

MA[A] = KS 0 X M [A] et N8[A] = KS ®K N[A]. 

Avec des conventions évidentes, on a des inclusions 

M[A] c MS[A] c M^A] 

n n n 

N[A] C NS[A] C N^A] 

s 
Posons r = rA- Pour tout entier s ^ r, 7S = 7J est un générateur topologique 

de Ts qui agit sur M [A] par multiplication par bpS r = exp(/31ogx(7o ))• L'anneau 

des if-endomorphismes de M [A] qui commutent à l 'action de TS s'identifie à l 'anneau 

des if-endomorphismes / de KA tels que f(bpS r x) = IP* r f(x) pour tout x G i f A-

Mais on a KA = K((3) = K(bPs~r) puisque (3 = log (&P"r) / logOt^o*)) . Comme KA 

est une sous-if-algèbre commutative maximale de l 'anneau des if-endomorphismes 

de i f A , l'injection naturelle de KA dans EndRePK(rs)(M[^4]) est un isomorphisme. 
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Soit {ei, e 2 , . . . , e<j} une base de i f a , VU comme anneau des endomorphismes Ts-

équivariants du if-espace vectoriel M [A], sur if. Soit / G EndRepK (rr)(Moo[A]). Il 

existe un entier s que l'on peut supposer ^ r tel que f(M[A]) C MS[A]. Comme / 

est ifs-linéaire, on a aussi f(Ms[A]) C Ms[^4] et la restriction fs de / à MS[A] est un 

ifs-endomorphisme rr-équivariant de MS[A]. Comme Ts opère trivialement sur i fs , 

l 'anneau EndRePKs(rs)(Ms[A]) s'identifie à Ks ®K EndRep^(rs)(M[A]) = Ks ®K KA 

et il existe Ai, À 2 , . . . , G Ks tels que fs = ^ 0 e$. En écrivant que fs commute 

à l 'action de 7r, on voit que l'on doit avoir jr(K) = pour tout z, i.e. que G ifr . 

il en résulte que l 'anneau EndRePx ( r r ) ( ^ o o ( ^ ) ) s'identifie à KR <S>k Ka-

L'application de Ea dans HomRepK (rr)(Moo[A], N^A)) qui à / associe sa res

triction ip à Moo[^4] est bijective (tout élément de N^A] s'écrit, d 'une manière et 

d 'une seule sous la forme x = Y^i^Q1 7o(x*)> avec ^es xi £ Moo[A] et on a f(x) = 

^2 7o(^(xé))). Par ailleurs, il existe un unique c G Ea tel que c(x) = jo(x) pour 

tout x G M [A] (on a c(Xx) = \c(x) = Xjoix) si À G ifoo et x G M [A]). Il est 

alors immédiat que tout / G Ea s'écrit d 'une manière et d 'une seule sous la forme 

^C^Lô* où la restriction de fi à Moo[A] est un endomorphisme de Moo[A], donc 

un élément de ifr 0 K i f A- Par conséquent Ea est une ifr 0 K i f a-algèbre engendrée 

par un élément c dont on vérifie immédiatement qu'il satisfait les relations cpT = b et 

c(u 0 x) — (70(w) 0 x)c. D'où Ea = Ak,kA{VI b). Le reste de la proposition est alors 

évident. • 

Le résultat suivant est alors clair : 

Théorème 2.14. — Soit W une C-représentation de Gk-

i) Pour que W soit simple, il faut et il suffit qu'il existe A G C(K) tel que W ~ 

C[A] ; alors W est de type S™ et de dimension dAPSA sur C. 

ii) Pour que W soit indécomposable, il faut et il suffit qu'il existe A G C(K) et 

d G N* tels que W ~ C[.A;d] = C[A] 0zp Z P ( 0 ; d ) ; alors W est de type SA et de 

dimension d.dAPSA sur C. 

iii) Il existe des entiers naturels (JiA,d(W))Aec(R) deN* Vresque tous nuls, unique

ment déterminés, tels que 

w ^®Aec(KuenMA-AhAAW)-

Remarques 

( 1 ) On a aussi le même énoncé en remplaçant les C-représentations de Gk par les 

ifoo-représentations de T, à condition de remplacer C[A] par i f ^ A ] et C[A;d] par 

Kao[A; d] = KcolA] 0Zp ZP(0; d). 

(2) Lorsque k est algébriquement clos, tous les corps gauches considérés sont com-

mutatifs et on peut construire une 0-équivalence (non canonique) entre R e p ^ G ^ ) 

et la catégorie des représentations linéaires de dimension finie du groupe pro

algébrique Sk-
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Lorsque k est fini au contraire, les corps gauches considérés ne sont pas tous com-

mutatifs et, en tant que catégorie tannakienne sur if, la catégorie RepC(GK) n'est 

pas neutre. 

(3) On a vu que, pour qu 'un objet (Y, s) de la catégorie SK^ soit dans l'image 

essentielle du foncteur Asen, il est nécessaire que le polynôme caractéristique de s soit 

à coefficients dans if. Ce qui précède montre 

i) que, lorsque k est algébriquement clos, c'est aussi suffisant ; 

ii) alors que, lorsque k est fini, cela ne l'est pas. Par exemple, si A G C(K) et si 

{Y, s) est un objet de SK^ tel que le polynôme caractéristique de s est P a , on voit 

que, si h G N, pour que (Y, s)h soit dans l'image essentielle de SK^, il faut et il suffit 

que h soit divisible par pSA. 

Rappelons que, pour tout d G N, (7(0; d) — C <g>zp Zp(0; d) = <7[{0}; d]. 

Proposition 2.15 

i) Pour tout entier d ^ l , on a H°(GK, (7(0; d)) = i f et H^ONT(GK^ C(0; d)) est un 

K-espace vectoriel de dimension 1 engendré par la classe de l'extension 

0 —> (7(0; d) —> C(0; d+1) —> C —> 0 

où l'application (7(0; c? H- 1) —> (7 est celle qui envoie J2^=0Cj(logty sur Cd-

ii) Pour toute C-représentation W de GK, on a 

dimK H°(GK, W) = dimK H^GK, W) = ] T h{0}TD(W). 

deN* 

Démonstration. — On a i f C C(0'd)GK C (B{0})GK = if, donc C(0;d)GK = if. 
Toute extension de (7 = (7(0; 1) par (7(0; d) est un C-espace vectoriel de dimension 
d + 1 qui n 'a que 0 comme poids de Sen et qui contient un sous-objet isomorphe 
à (7(0; d). A isomorphisme près, il n 'y en a que deux : le premier (7(0; d) 0 (7(0; 1) 
correspond à une extension de C = (7(0; 1) par (7(0; d) qui est scindée tandis que le 
second (7(0; d-h 1) est aussi une extension de C par (7(0; d), mais n'est pas scindée 
puisque (7(0; d + 1) est indécomposable. L'assertion (i) en résulte. 

Si W est une (7-représentation de GK qui n 'a pas 0 comme poids de Sen, on a 
HomRepc(GK)((7, W) = ExtRepc(Gx)((7, W) = 0. Toute (7-représentation W de GK 

se décompose de manière unique sous la forme W = Wo 0 W, où Wo n 'a que 0 
comme poids de Sen, tandis que W n 'a pas 0 corne poids de Sen. Pour i = 0 , 1 , on 
a donc Hlcont(C, W) = Hlcont(C, W0). Comme W0 ~ 0dGN*<7(O; d)h^^w\ l 'assertion 
(ii) résulte de (i). • 

Remarque. — Plus généralement, le calcul des if-espaces vectoriels 

H o m R e p ^ c ^ O ^ , ^ ) et Ext1RePc(GK)(W1,W2) 

pour W\ et W2 des (7-représentations de GK est très facile : on peut 
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- soit se ramener par décomposition en somme directe au cas où W\ et W2 sot tous 

deux indécomposables et faire alors un calcul direct, 

- soit remarquer que l'on a vu au début de ce paragraphe que, si W = 

W ? 0 c W 2 , alors RomRePc(GK)(WuW2) = H°(GK,W) et ExtRepc(GK)(W1; W2) = 

HçQNT(GK, W), ce qui nous ramène à la proposition ci-dessus. 

2.7. C -représen ta t ions p r e s q u e d e H o d g e - T a t e . — On dit qu 'une C-

représentation W de est déployée sur i f si tous ses poids de Sen sont dans if, 

i.e. si elle est de type SK- Evoquons un cas particulier de la notion de représentation 

déployée sur if. 

Notons (Xq- = doHif l'idéal fractionnaire de OK formé des éléments dont la valuation 

p-adique est > —rx + ^zr- Parmi les représentations déployées, les représentations 

de type S a K sont particulièrement agréables : tout objet simple de type S a K est de 

dimension 1 sur C et l 'anneau de ses endomorphismes est réduit à if. 

Parmi ces représentations, il y a celles qui sont de type S% et en particulier celles qui 

sont de type 5™. Ces dernières s'appellent d 'habi tude les C-représentations de Hodge-

Tate. On pose BUT = B% et, pour toute C-représentation W de GK, DHT(W) = 

D™Z(W) = (BUT®cW)G«. 

De même, nous appelons C-représentations presque de Hodge-Tate les C-représen-

tat ions qui sont de type S%. On pose BPUT = B% et, pour toute C-représentation W', 

DPHT(W) = D0,z(W) = (£PHT 0 c W)G". 

Pour toute C-représentation W de GK, DHT(W) (resp. Dpwr(W) est un if-espace 
vectoriel de dimension inférieure ou égale à la dimension de W sur C et on a l'égalité 
si et seulement si W est de Hodge-Tate (resp. presque de Hodge-Tate). 

On a S H T = C\t^\ l/i^1)], algèbre des polynômes de Laurent en l ' indéterminée 

t^\ Remarquons que se donner t générateur de Zp( l ) revient à se donner une suite s = 

( s ^ ) n e N » où est une racine primitive pn-ième de l 'unité dans if, avec ( £ ( n + 1 ) ) P = 

pour tout n. Si p 7^ 2, notons 7rt l 'unique uniformisante de Qp(e^) telle que 

(nt)*"1 + p = 0 et vp(eM - 1 - 7Tt) = 2/(p - 1). Si p = 2, posons TT* = 2e(2). 

L'application de Zp( l ) = Zp£ qui envoie Xt sur À ^ ^ 1 ^ est injective. Elle commute 

à l 'action de GK et nous l'utilisons pour identifier Zp( l ) à un sous-Zp-module de 

Kt^ C Ct^ C 5HT- H n'est pas difficile de voir que cette identification ne dépend 

pas du choix de t (ce qui a un sens puisque i?PHT es^ en fait un sous-anneau de #Sen,o 

dont la construction ne dépend pas du choix de t). On voit que l'on a aussi 

BUT = C[t, 1/t] et £pHT = £HT[logt]. 

Remarque. — Pour tout g G GK, on a gt = x(#)£, alors que gt^ = exp(logx(<?))£^. 

C'est pourquoi, lorsque le corps i f ne contient pas les racines 2p-ièmes de l 'unité, 

l 'application Zp-linéaire qui envoie t sur t^ ne commute pas à l 'action de GK-
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Pour tout i G N , on note ZP(Z), la puissance symétrique Z-ième du Zp-module Z p ( l ) 

et Zp(—i) son ZP -dual . Pour tout i G Z , Zp(2') est un Zp-module libre de rang 1 de 

base tl. Pour tout Zp-module M et tout Z G Z , on pose M(i) = M <S)zp Zp(i) (c'est le 

« i-ième tordu à la Tate de M » ) . Si x G M et n G ̂ pOO? on Pose ^ = ^ ^ ^ ^ M(i). 

L'application A: I—>• est une bijection Zp-linéaire de M sur M(i) qui, en général, 

dépend du choix de t. 

Pour tout Z G Z , le groupe GK opère sur ZP(Z) : on a gu = Xl(9)u, pour tout 

g G GK et tout u G ZP(Z). Si M est un Zp-module topologique muni d 'une action 

linéaire et continue de GK, GK opère aussi linéairement et continûment sur chaque 

M(i) : on a g(xtl) = xt(9)d(x)tt, pour tout g G GK et tout x G M . 

L'identification de t G Z p ( l ) à tt*^1) permet, pour tout i G Z , d'identifier C(ï) = 

Ct1 à Ct^. L'application ct^ I—> c est alors un isomorphisme (non canonique, mais 

Gx-équivariant) de C(Z) sur C [ { Z } ] . De même, pour tout entier d strictement positif, 

C[{Z};d] est isomorphe, non canoniquement, à C(i;d) = C(ï) (S>zp Zp(0;d) . Une C-

représentation de GK est presque de Hodge-Tate si et seulement si elle est isomorphe à 

une somme directe d 'un certain nombre de C(i\ d) pour des entiers i et d convenables. 

Une C-représentation W de GK est de Hodge-Tate si et seulement si elle est semi-

simple et ses poids de Sen sont dans Z . Dans ce cas, ses poids de Sen s'appellent aussi 

les poids de Hodge-Tate de W ; il existe des entiers naturels hi(W) presque tous nuls, 

uniquement déterminés tels que W ~ ®i£zC(i)hi^w^ (avec les notations du théorème 

2.14, on a hi(W) = i (MO)• L'entier hi(W) s'appelle la multiplicité de i comme 

poids de Hodge-Tate dans W. 

3 . i?dR-représentat ions 

3 . 1 . Le corps BdK d e s pér iodes p -ad iques . — Pour tout anneau A et tout entier 

m ^ 1, on note Wm(A) l 'anneau des vecteurs de Wit t à coefficients dans A. Pour tout 

a G A, on note [a] = (a, 0 , 0 , . . . , 0 , . . . ) le représentant de Teichmùller de a dans 

W(A). 

Pour tout entier n > 1, l 'application wn : W n + i ( 0 ^ ) —• Qjç qui envoie 

(ao, a i , . . . , an) sur Y17=oPl(li es^ un homomorphisme d'anneaux. Le noyau de 

l 'application composée de wn avec la projection de Ojç sur Oj^/pnOj^ contient 

l'idéal de Wn+i(0K-) des éléments de la forme (pbo,pbi,... ,pbn-i,an), avec 

bo,bi,... ,bn-i,an G O-jç. Comme cet idéal est le noyau de la projection natu

relle de Wn+i(0K-) sur Wn(Ojç/pO-g), on en déduit, par passage aux quotients, un 

homomorphisme d 'anneaux 

0(n) : Wn(Ow/pOw) —+ 0^/pnOw. 

Notons fn : Wn+i (O-j^/pO^) —» Wn(0-j^/pO-^) l 'homomorphisme d 'anneaux qui 

est le composé de la projection naturelle avec le Frobenius (Le. l 'application qui envoie 
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(xo,xi,.. .,xn^i,xn) sur (xZ.xl,... , a £ _ i ) . Le carré 

Wn+1 (OL / POK) 17 n 4-1 
OK/pnn+1 OK 

fn 

WAOKIPOK) -
On 

0„lpnOK 

est commutatif. Comme Oc = lim 0-K-/pnO-K-, par passage à la limite, on en déduit 

un homomorphisme d 'anneaux 6 : lim^. Wn(0^/pO^) —> Oc-

Notons alors R l 'anneau qui est la limite projective, indexée par N, des Ojç/pOj^, 

les applications de transit ion étant données par le Frobenius (un élément x de R est 
donc une suite (xn)neN d'éléments de Oj^/pOj^ vérifiant (#n+i)p = xn pour tout n ) . 

Soit x = (xn)neN £ R- Pour tout entier m G N, choisissons un relèvement xm 
de xm dans Oc- Pour tout n G N, la suite (x£+m)mÇN tend vers une limite x^ 

indépendante du choix des relèvements et on a (#(n+1))p — x^n\ On obtient ainsi 
une application de R dans l'ensemble des suites (x^)ne^ d'éléments de Oc vérifiant 
^x{n+i)y _ x(n) pOUr £OUt n Qn vérifie facilement que cette application est bijective 
et nous l'utilisons pour identifier R à l'ensemble de ces suites. Si x, y G R, on a 
(X + y){n) = Izmm^+00(x(n+m) + y{n+m)y™ et (X2/)(n) = x(n)y(n)a 

Le corps résiduel k de K est une clôture algébrique de k. Pour tout a G A:, on a 
[a] G W(k) C (9c- L'application de k dans i2, qui envoie a sur ([ap "])nepj identifie k 
à un sous-corps de R. 

Pour tout x G Z?, posons (a;) = i?p(a^0)). Alors est une valuation sur R et R 
est un anneau de valuation complet, de corps résiduel k. L 'anneau R est parfait. Il 
n'est pas difficile de montrer que son corps des fractions est algébriquement clos. 

Soit x G W(R). On peut écrire x = (xo, xi, #2, - - • ), avec pour tout m G N, xm G R. 

On peut donc écrire indifféremment xm = (xm,n)neN avec les xm,n G Oj^/pOj^ vé

rifiant (xm,n+i)p = £m,n pour tout n, ou Xm — (x^)neN avec les x$ G O c véri

fiant (xm+1^)p = pour tout n (alors xm n est l 'image de x^ dans Oc/pOc = 

Pour tout entier n ^ 1, l 'application de W(i?) dans W^Oj^/pO-^) qui envoie 

(x0îXi,tt2, • • • ) sur (x0,n 5 #i,n? • • • 5 xn—i,n) es^ un homomorphisme d 'anneaux. Par 

passage à la limite, il induit un homomorphisme de W(R) sur lim Wn(Ojç / pOjA 

qui est en fait un isomorphisme ; nous utilisons ce dernier pour identifier ces deux 

anneaux. L'application 9 : W(R) —• Oc peut s'écrire 

Ок/рОк)-

Wn+1 (OK / POK) 
oc 

T7—D 
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c'est un homomorphisme de W(k)-algèbre. Comme C est algébriquement clos, l'appli

cation de R dans Oc qui envoie x sur x^ est surjective. A fortiori l 'application 6 est 

surjective. 

En utilisant la surjectivité de l 'application x i—• x^ de R dans Oc et le fait que 

W(R) est séparé et complet pour la topologie p-adique, on vérifie facilement que 

le noyau de 0 est un idéal principal : si a = (ao, a i , a2, • • • ) G ker #, les assertions 

suivantes sont équivalentes : 

(i) le noyau de 6 est engendré par a, 

(ii) on a vR(ao) = 1, 

(iii) on a VR(CII) = 0. 

Choisissons un élément 7r G P tel que = p ; alors £ = [K] — p engendre le noyau 

de 0. 

On note Po — W(k)[l/p] le corps des fractions de W(k). L 'anneau W(R), sous-

anneau de l 'anneau de valuation discrète W ( F r a c P ) , est un anneau intègre et s'iden

tifie en particulier à un sous-anneau de W(R)[l/p). L'application 6 induit un homo

morphisme surjectif de Po-algèbres, encore noté 0, de W(R) [ l /p ] sur C. On note B^R 

le séparé complété de W(R)[l/p] pour la topologie ker 0-adique. Il est facile de vé

rifier que W(R)[l/p] est séparé pour cette topologie et ceci nous permet d'identifier 

W(R)[l/p] à un sous-anneau de B^R. Comme W(R)[l/p] est intègre et le noyau de 9 

un idéal principal, P~[~R est un anneau de valuation discrète de corps résiduel C. On 

note BdR son corps des fractions. Pour tout i G Z, on note Fil* PdR l'idéal (fraction

naire si i < 0) qui est la puissance z-ième de l'idéal maximal de B^R. En particulier, 

Fil°£?dR = i?+R. 

Par fonctorialité le groupe GK opère sur P , W(R), P~f~R et BdR- Bien qu'il existe 

des sections de la projection de B^R sur C, projection que nous notons encore #, 

on peut montrer qu'il n 'en n'existe pas qui commute à l 'action de GK- Toutefois, 

notons P la fermeture algébrique de Po dans C ; c'est un corps algébriquement clos 

contenant K (et égal à K si k est algébriquement clos). Comme P est réunion de 

ses sous-Po-algèbres étales, il existe une unique application s : P —> P~f~R telle que 

0 o s = idp . Elle est donc G^-équivariante et nous l'utilisons pour identifier P à un 

sous-corps de PdR-

On a noté Zp( l ) le module de Tate du groupe multiplicatif, désignons par Zp(l)* le 

même module, mais noté multiplicativement. On voit que Zp(l)* s'identifie au sous-

groupe du groupe multiplicatif des éléments inversibles de l 'anneau R formé des x = 

(#(n))nGN tels que x^ = 1. On a choisi (§ 2.3) un générateur t de Zp( l ) ; il correspond 

à un élément e = (^n))neN de Z p ( l ) x . Pour tout n ^ 1, on a vp(e^) ~ l/pn~1(p—l), 

donc VR(E — 1) = p(p — 1). 

On a [s] G W(R) C B+R et 9([e] - 1) = 0, donc [e] - 1 G Fil1 PdR- Par conséquent 

la série X^nLi(—l)n ~ l ) n / ^ converge, dans P~[r vers un élément logfe]. 

Proposition 3.1. — L'élément log[e] est une uniformisante de B^R. 
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Démonstration. — Il est clair que log[e] G Fil1 B^R. Comme log [e] = [e] — 1 
mod Fil2 BdR, il s'agit de prouver que [e] — 1 ^ Fil2 BAR. Comme [e] — 1 G W(R) et 
comme Fil2 B^R П W(J?) est l'idéal engendré par £2 = ([7r] — p)2, il faut vérifier que 

[e]-lteW(R). 

Supposons d 'abord p ф 2. Si ce n 'étai t pas le cas, il existerait 

a = ( a 0 , a i , . . . , a n , . . . ) G 

tel que [e] — 1 = a£2. Si [e] — 1 = (so, £ i , . . . , en,... ), on aurait во = а^-к2, ce qui 
contredit le fait que VR(S — 1) = p / ( p — 1) < 2 = г>я(7г2). 

Si maintenant p = 2, soit ж G tel que x2 = s. On a = -1 , et on peut écrire 

[x] + 1 = £r/, avec 77 G W(-R). Si [x] + 1 = ( x o , x i , . . . , ж п , . . . ), on a xo — x + 1 et 
40) = Hmn^+00(xW + l)2" = l i m n ^ + 0 0 ( ^ + 1 ) -h l)2n donc vR(x0) = 1, d'où l'on 

déduit que 77 est une unité de W(R). On a alors 

И - 1 = И 2 - 1 = ([x] + l)([x] - 1) = - 2) = -2»£ mod eW(R) 

qui n'est pas nul puisque 2 n'est pas dans le noyau de в. • 

Ceci nous permet en particulier d'identifier Zp( l ) au sous-Zp-module de Fil1 B^R 
engendré par log[e], i.e. de poser t — log[e], ce que nous ferons dans la sui te; on voit 
que cette identification est indépendante du choix du générateur t de Zp( l ) . 

Pour tout i G Z, on a donc FiP Д ш = B^Rtl — B^R(i), tandis que gr* B^R — 
Fil* BdR/ Fïll+1 BdR s'identifie à C(i). En particulier, l 'anneau gradué associé à l'an

neau filtré B&R s'identifie à ФгехС'(г) = Днт-

3 .2 . La t o p o l o g i e de B&R. — Rappelons qu' un espace de Banach p-adique est un 
Qp-espace vectoriel norme complet. Nous appelons Banach p-adique tout Qp-espace 
vectoriel V dont la topologie est celle d 'un espace de Banach p-adique. Nous appelons 
réseau de V tout sous Zp-module V de V qui est la boule unité pour l 'une des normes 

équivalentes de V. Se donner un couple (V, V) formé d 'un Banach p-adique et d 'un 

réseau revient à se donner un Zp-module V séparé et complet pour la topologie p-

adique et sans p-torsion ; on a alors V = Qp <g>zp V avec la topologie correspondante 

(i.e. les pnV, pour n G N forment un système fondamental de voisinages ouverts de 0 

dans V et dans V). Si V est un réseau de V', pour qu 'un sous-Zp-module V de V soit 

un réseau, il faut et il suffit qu'il existe r, s G Z tels que psV С V С prV. 
Nous appelons algèbre de Banach p-adique la donnée d 'une Qp-algèbre topologique 

dont la topologie est celle d 'un Banach p-adique et qui admet un réseau qui est un 

sous-anneau. 

Pour tout r G N, on pose Br = B^R/ Filr B^R, de sorte que B^R = limrGN Br. On 

voit que Br s'identifie au quotient de W(R)[l/p] par l'idéal engendré par £r. C'est de 

façon naturelle une algèbre de Banach p-adique avec l'image de W(R) comme réseau. 

La projection de Br+\ sur Br est continue. On appelle topologie naturelle sur B^~R 

la topologie de la limite projective des Br, avec la topologie de Banach p-adique sur 
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chaque Br. Elle est moins fine que la topologie d 'anneau de valuation discrète (qui 

est la topologie de la limite projective, avec la topologie discrète sur chaque Br). 

Sauf mention explicite du contraire, tout P^"R-module de type fini est muni de la 

topologie définie par la topologie naturelle sur B^R. On a BdR = UiefqB^R(—i) et on 

définit la topologie naturelle sur BdR comme étant la topologie de la limite inductive. 

Notons BftT = C[[t]] l 'anneau des séries formelles en t à coefficients dans C et 

-£?HT = C((t)) son corps des fractions (qui s'identifie au complété de -BHT pour la 

topologie définie par la valuation f-adique). Les corps B^T et BdR ne sont pas iso

morphes mais ont des propriétés très voisines. Ce sont les deux seuls de leur espèce. 

De façon précise, on a le résultat suivant : 

Proposition 3.2. — Soit B une algèbre de Banach p-adique munie d'une action Qp-

linéaire et continue de GK- On suppose qu'il existe un entier r ^ 1, un élément 

u G B, un homomorphisme d'anneaux 6& : B -+ C qui est Gx-équivariant et un 

sous-anneau A de B qui est un réseau tel que u est un générateur du noyau de 9s, 

9&(A) = Oc, g(u) = x(d)u> P°ur tout 9 € GK, ur 0 et ur+1 = 0. Alors : 

- ou bien, il existe un homomorphisme d'anneaux continu 

s : C[t]/(£r+1) —-> B 

tel que s(t) — u et 9s(s(c)) = c pour tout c e C ; 

- ou bien non, et alors il existe un homomorphisme d'anneaux continu 

s: Br —> B 

tel que 9s(s(c)) = c pour tout c e C. 

Dans les deux cas, l'application s est unique, GK équivariante et est un homéo-

morphisme. 

Par passage à la limite, cette proposition implique que, si B est une Qp-algèbre 

topologique, munie d'une action Qp-linéaire et continue de GK, d'un homomorphisme 

GK-équivariant, 9 : B —> C, contenant un élément u non nilpotent vérifiant g(u) = 

XÌ9)U> pour tout g G GK, telle que 

- d'une part, B est séparé et complet pour la topologie u-adique, 

- d'autre part, pour tout r ^ 1, urB est fermé et B/urB est une algèbre de Banach 

p-adique admettant un réseau qui est un sous-anneau qui se projette surjectivement 

sur Oc, 

alors B s'identifie soit à B^T = C[[t]] soit à B^R et ces deux possibilités s'excluent 

mutuellement (attention que dans le premier cas, l'identification est faite en décidant 

d'envoyer u sur £, alors que dans le second cas, il existe À G K, non nul tel que u 

s'envoie sur Àt, mais on ne peux pas choisir À). 

Prouvons la proposition 3.2. — Commençons par remarquer qu'il existe un unique 

homomorphisme d 'anneaux continu p : W(R) —» A tel que 9& o p — 9. En effet, si 9j± 

désigne la restriction de 9s à A , le noyau de 9^ est un idéal nilpotent et on en déduit 
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que, si / = К е г 0 д + рА, A est séparé et complet pour la topologie 7-adique. Il en 
résulte que, si x — (х^)пещ G R et si xn désigne un relèvement de x^ dans Л , alors 

- d 'une par t la suite des x^ converge dans A vers un élément u(x) indépendant 

des choix des relèvements, 

- d 'aut re par t , on doit avoir p([x]) = v(x), pour tout x G R. 

Pour tout (XQ,XI, . . . , # m , . . . ) G W(R), on doit donc avoir 
oc 

p((x0,Xi,...,Xm,...)) = ^Р^^ЦХтпУ 

n = 0 

ce qui montre l 'unicité de p et on vérifie facilement que l 'application ainsi définie 
convient. Remarquons aussi que l 'application p est Gx-équi variante. 

Posons J — Ker B. Pour tout entier n vérifiant 0 ^ n ^ r, J n / J n + 1 est un C-espace 
vectoriel de dimension 1 engendré par l'image de un qui est isomorphe, en tan t 
que С-représentation de G к à C (n ) . En revanche, si n > r, on a Jn+1 = J n . 

(i) Supposons d 'abord qu'il existe une section continue so : С —» В de la projection 
0#. Si l'on pose Ai = A + so(Oc), c'est un sous-anneau de В qui est encore un réseau 
et s'envoie surjectivement sur Oc. L'unicité de p reste vraie si l'on remplace A par Ai 
et on doit donc avoir p = SQOQ. Ceci montre que l'on doit avoir Ker p = Ker в et que SQ 
est nécessairement l 'application induite par p par passage au quotient (en particulier, 
A = Ai). Il existe alors une unique façon de prolonger l 'homomorphisme so en un 
homomorphisme, que nous notons encore so, de C[t]/tr+1 dans /3, tel que so(t) = u. Il 
est clair que, si s existe, on doit avoir s = SQ. On voit aussi que SQ est un isomorphisme 
d 'anneaux G^-équivariant et il reste à prouver que c'est un homéomorphisme, ce qui 
revient à vérifier que A! = so(Oc\t]/tr+1) est un réseau de B, i.e. qu'il existe c, cf G Z 
tels que pc> A' С Л С p°A!. 

Mais on a Af = So(Oc)[u]- Comme -и7*"1"1 = 0, si b est un entier tel que pbuEA, 
on a pbr A' С Л et on peut prendre c' = br. Inversement, pour 1 ^ n ^ r, l 'image 
In de Л П Jn dans Jn/Jn+1 est un sous-C^-module non nul, séparé pour la topolo
gie p-adique. Ceci implique, que, si l'on pose an = {A G С \ Xûn G In}, il existe 

un nombre rationnel an tel que, ou bien an = {X G С \ vp(X) ^ an} ou bien 
un = {X G С | vp(X) > a n } . En particulier, il existe bn G N tel que /п С p~bn(9c • 

On va en déduire, par récurrence décroissante sur n que pour 0 ^ n ^ r , il existe 
un entier cn tel que A П J n С р-СпЛ' (il suffira donc de prendre с = —со). Cela est 
vrai pour r = n avec sr = cr. Supposons donc n < r. Soit x G Л f l J n . On peut écrire 
x = p-bnXun + y, avec A G Oc et г/ E J n + 1 . On a donc рп6+ь-# = A(p6u)n 
et pnb+b™y G Л П Jn+1 С p~Cri+1 Л , d'où pnb+b"X G р~Сп+1Л et il suffit de prendre 
cn = cn+i -h n& + bn. 

(ii) Supposons maintenant qu'il n'existe pas de section continue de вв- Si £ G VF(i?) 

est un générateur du noyau de 0, on a p(£) G Ker 0g, mais p(Ç) ф 0. Remar
quons que l 'application p se prolonge en un homomorphisme de Br dans В qui 
est G^-équivariant . Mais p induit un isomorphisme С-linéaire, G^-équivariant de 
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gr1 Br = C ( l ) sur C(m). On doit donc avoir m = 1 et il en résulte immédiatement 

que p induit un isomorphisme d 'anneaux so : Br —» B qui est G^-équivariant . Il est 

clair que si s existe, on a s = so et il reste à vérifier que so est un homéomorphisme. 

Si l'on note A ! l 'image de W(R) par p, cela revient à prouver que A ' est un réseau 

de B. Comme AF C A , il suffit de prouver qu'il existe c G N tel que A C pCA!ce qui 

se fait comme dans, le cas (i). • 

Pour alléger les notations, notons t l'élément de BK,O C #Sen,o noté Rappelons 

(§2.7) que l'on a identifié t à l'élément ntt de I?sen,o (où nt est un élément bien défini 

de K). Inversement on peut identifier £ à un élément de B^R en posant t = t/nt. On 

voit que c'est encore une uniformisante de B^R. 

Proposition 3.3. — Posons LdR = B*^ et L^R = (B^r)Hk . Alors L^R est un sous-

anneau fermé de B^R et LdR est son corps des fractions. L'anneau L^R est aussi un 

anneau de valuation discrète complet, dont l'idéal maximal est engendré par t et dont 

le corps résiduel est L . Pour tout r G N*; l'application naturelle L^R —> B**K est 

surjective. 

Démonstration. — Il est clair que t G L~J"R. On a B\ = B^R/ Fil1 BdR = C, donc 

B?* = CHK = L (th. 1.1). Pour tout r G N*, la suite exacte 

0 — • C( r ) —> Br+1 —> Br —> 0 

induit une suite exacte 

0 —> C{r)HK —> Br+i —• BrK — • 0 

puisque Hlont(HK i C (r)) = 0 (cor. 2.3). Le reste de la proposition est alors évident. 

• 
Proposition 3.4. — On a (L+R)r = (£+R)G* = (LdR)r = (BdR)G* = K. 

Démonstration. — On a, K C (B^R)GK C (B<m)GK et il suffit de vérifier que 

(B<m)G]K C Hf, ce qui, comme grI?dR = BUT = B% résulte immédiatement de ce que 

(BZ)G« = DHT(C) = K (§2.7). • 

3 .3 . É t u d e d e s B£R-représent at ions : r é d u c t i o n a u x i f oo [[£]]-représentât ions 

Si B est un anneau topologique (commutatif) muni d 'une action continue 

(compatible avec la s tructure d 'anneau) d 'un groupe topologique J , on appelle 

B-représentation de J la donnée d 'un P-module de type fini muni d 'une action 

semi-linéaire continue de J. Avec comme morphismes les applications P-linéaires 

J-équi variant es, ces représentations forment une catégorie abélienne que nous notons 

RepB(J ) . 

Remarquons que l 'anneau i^oo[[£]] des séries formelles en t à coefficients dans 

KQQ s'identifie à un sous-anneau de L^R stable par T. Nous allons nous intéresser 
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ici aux ^ ^ - r e p r é s e n t a t i o n s de GK, aux LjR-représentations de V et aux l^oo [[£]]-

représentations de Y. 

Remarquons qu 'une C-représentation de G K n'est autre qu 'une .ET^-représentation 

de G K annulée par t ; de même une L-représentation (resp. une ifoo-représentation) 

de T n'est aut re qu 'une LjR-représentation (resp. une lfoo[[£]]-représentâtion) de T 

annulée par t. 

Si X est une Z/JR-représentât ion de T, B^R ®L+ ^ nne ^ ^ - r e p r é s e n t a t i o n 

de GK- SI Y est une KQQ [[£]]-représentation de T, T¿R ®-K"oo[[í]] ^ es^ une ^ ] r " 

représentation de T. On obtient ainsi des foncteurs 

ReP¿¿R(r) — RepBd+R(Gx) et RepKoo[[ i ] ] (r) — R e p ^ j r ) . 
Comme dans le cas tué par t, ce sont des équivalences de catégories. Cela résulte 

des deux théorèmes qui suivent : 

Théorème3.5. — Soit W une B¿R-représentation de HK- L'application B¿R-linéaire 

déduite, par extension des scalaires, de l'inclusion de WHk dans W est bijective. 

Démonstration. — En écrivant W = lim^eN W/trW, on se ramène à prouver le théo

rème pour W de longueur finie sur B¿R, donc a fortiori de longueur finie en tan t que 

-B¿"R-représentation de GK- On va prouver en même temps que H^OUÍ.(HK, W) = 0 et 

procéder par récurrence sur cette dernière longueur. Si celle-ci est 1, W est tué par t 

et les deux assertions sont vraies (th. 2.2 et cor. 2.3). Sinon, on peut trouver une suite 

exacte courte non triviale de ^ ^ - r e p r é s e n t a t i o n s de G K 

0 — > W —> W —>W" —y 0. 

Par hypothèse de récurrence H^ont(HK, W) et HçOIlt(HK,W") sont nuls et 

HçOIlt(HK,W) l'est donc aussi. La nullité de H^ont(HK, W) implique aussi que 

la suite 

0 — • (W')HK —> WHK — • (W")HK — • 0 

est exacte. On a alors un diagramme commutât if 

o - + s + R ® L Î R (w')Hk —• b+r ®£Í r wH* s+R ®l+r {W")HK —> 0 

ï i ï 
o > w > w > W" > 0 

dont les lignes sont exactes. Par hypothèse de récurrence, les flèches verticales de 

droite et de gauche sont des isomorphismes ; donc celle du milieu aussi. • 

Théorème 3.6. — Soit X une L¿R-représentation de T. 

- Si X est de longueur finie sur L¿R, soit Xf la réunion des sous-K-espaces vec

toriels de dimension finie de X stables par T ; 

B+dR O L-R XWhk —> 
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- sinon, soit Xf = limr (X/trX)f. 
Alors, i) Xf est aussi la réunion des soг¿s-if00[[¿]]-modules de type fini de X stables 

par Y, 

ii) l'application L\R-linéaire 

Pf(x) : LdR ®*oo[[*]] Xf —> X 

déduite, par extension des scalaires, de l'inclusion de Xf dans X est un isomorphisme. 

Démonstration. — Il est clair qu'il suffit de prouver (ii) pour les représentations de 

longueur finie. 

Soient X' et X" deux LjR-représentât ions de T. On note Ext1(X/ / ,X/ ) 

(resp. Ext* + (X",X')) le groupe des classes d'extensions de X" par X' dans la caté-

gorie RepL+ ( r ) (resp. dans la catégorie des L~[~R-modules). Le noyau Ext J ( X " , X ' ) de 

l'application naturelle de Ext1(X/ / ,X/) dans Ext* + (X",X') classifie les extensions 
LdR 

de X" par X' qui sont scindées en tant qu'extensions de LjR-modules. 

Disons que X est de type / si Pf{X) est bijective. C'est le cas si X est tué par t 

(th. 2.4). Par récurrence sur la longueur, on en déduit que Pf(X) est toujours injective 

et que dim n ^ Xf ^ lgL+ X avec égalité si et seulement si X est de type / . On en 

déduit qu'être de type / est stable par somme directe, sous-objet, quotient. 

Il en résulte que, si X' et X" sont de type / , le sous- ensemble E x t } ( X " , X ' ) de 

Ext 1(X// ,X/) qui classifie les extensions de X" par X' qui sont de type / est en fait 

un sous-groupe. Si Ext J ^ X " , X') = Ext J ( X " , X ' ) H Ext } (X" , X'), on a alors un 

diagramme commutatif 
0 —> ExÛ ÀX",X') — • Ext1f(X,,,X/) — • E x t l + (X",Xr) 

n n II 
0 — > E x t J ( X " , X ' ) — > ^ t 1 ( X " , X ' ) —• Extl+ (X",X') 

dont les lignes sont exactes. 

On va montrer que X est de type / par récurrence sur le plus petit entier r tel 

que X est tué par tr. Comme c'est vrai pour r = 1, on peut supposer r ^ 2. Posons 

alors X' = tr~1X, X" — X/Xf et X = X/tX. L'hypothèse de récurrence implique 

que X', X" et X sont de type / et il nous reste à montrer que la classe [X] de X 

dans E x t ^ X " , X ' ) appart ient en fait à E x t } ( X " , X ' ) . 

Si Z est un L^R-module de type fini, on appelle base de Z la donnée d'éléments non 

nuls z\,zi,...,Zd de Z tels que Z = ^f=iL^RZi. Comme X" est de type / , on peut 

choisir une base x'{, x'^,..., x"d de X" formée d'éléments de X'j. Soit 70 un générateur 

topologique de T. On voit qu'il existe s G N et une matrice ( a^ ) G GLh(Ks[[£]]) 

telle que 70(x") = Yli=i aijx'l (si l 'annulateur de x'{ est l'idéal de L^R engendré par 

tri, chaque aij n'est défini que mod tri, mais rien ne nous interdit de choisir un 

relèvement). 
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Pour 1 ^ i ^ d, on choisit un relèvement xi de x" dans X ; les Xi forment une base 

de X. Notons XQ le LjR-module qui est X, muni de l'action semi-linéaire de 70 défini 

par 70(^7) = aijxi' H est clair que cette action s'étend uniquement en une action 

semi-linéaire continue de F sur XQ qui devient ainsi une L~[~R-représentation de T, 

extension de X" par X'. On voit que sa classe [Xo] G Ext J ( X " , X') et que [X] et [ X ] / 

ont même image dans Ext ^+ (X", X'). On a donc [X]- [X0] G Ext J ( X " , X ' ) et il suffit 

de vérifier que Ext j j p f " , * ' ) = Ext J ( X " , Mais Ext J ( X " , X ' ) = Ext £ ( X , X ' ) et 

Ext J / ( X / / , X / ) = Ext J j ^ X ' ) . Comme Ext J ( X , X ' ) est le Ext1 dans la catégorie 

des L-représentations de T, ceci résulte du théorème 2.4. 

Prouvons (i) : Soit Xj la réunion des sous-Ko [[t]]-modules de type fini de X stables 

par T . L'assertion (h) implique que Xf est de type fini sur Ko [[t]], donc que Xf C Xf. 

Pour prouver l'inclusion inverse, on peut supposer X de longueur finie. Il s'agit de 

vérifier que, si Y est un sous-Ko [[£]]-module de type fini de X stable par T, alors Y 

est réunion de ses sous-if-espaces vectoriels de dimension finie stable par T. Soient r 

un entier tel que tr annule J e t 1 / 1 , 1 / 2 , . . . , ^ des éléments de Y engendrant Y comme 

^00[[£]]-module. Si 70 est un générateur topologique de T, il existe des G i f o o > 

pour 1 < I, j < h et 0 < / < r tels que 70(2/7) = E I ^ J ^ ^ o ^ K R ai,j,itlyj- Soit s0 € N le 

plus petit entier tel que les a^?/ sont tous dans KSQ. Pour tout entier 5 ^ 5o, le sous-

Ks[t\/tr-module de Y engendré par les yi est stable par 70, donc aussi par T. Mais 

chaque Ys est de dimension finie sur i f et y est la réunion des Ys, d'où le résultat. • 

3 . 4 . ÉTUDE DES KO[[T]]-REPRÉSENTÂTIONS. — Notons O+Ko[[t]]Ko le m°dule des 

KOQ-différentielles continues logarithmiques de Koo [[t]], autrement dit le i f 00 [ [ £ ] ] -

module libre de rang 1 de base dt/t. Remarquons que cette base ne change pas si l'on 

remplace t par À £ , avec À un élément non nul de i f 0 0 . Soit Y un i f00[ [ i ] ] -module . Se 

donner une application V : Y —> Y 0 QK revient à se donner une application 

Vo : Y —> Y : il suffit de poser Vy = Voy <8> dt/t pour tout y EY. 

Nous appelons Koo^]-module à connexion la donnée d'un i foc [ [ t ] ] -modu le de type 

fini Y muni d'une connexion, i.e. d'une application 

qui est Koo-linéaire et vérifie la règle de Leibniz. Il revient au même de demander 

que l'application Vo : Y —> Y soit additive et vérifie V$(\y) = J^ty + ÀV'oy, pour 

À G Koo* [ [ t ] ] et y G F , ou encore que Vo soit i f^- l inéaire continue et vérifie Vo(ty) = 

t(y + Vo(î/)) pour tout y G Y. 

Les Koo [[t]]-modules à connexion forment, de manière évidente, une catégorie abé-

lienne Koo-linéaire que nous notons I ^ K ^ [[*]] • 

Proposition 3.7. — Soit Y une Koo [[t]]-représentation de T. Il existe une unique 

connexion V sur Y qui a la propriété que, pour tout r G N s et tout y G Y, il existe 

D : —> Y O O+Koo [t]] / Ko 
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un sous-groupe ouvert Tr^y de T tel que, pour tout 7 6 Yr,y, 

7(2/) = exp(logx(7) ' Vo)(2/) (mod trY). 

Démonstration. — Il est clair que l'on peut supposer que Y est annulé par tr et 

qu'il s'agit alors de prouver qu'il existe une unique connexion V sur Y telle que, 

pour tout y G F , il existe un sous-groupe ouvert Ty de T tel que, si 7 G Ty, alors 

7(2/) = exp(logx(7) * V0)(y). 
Mais Y est alors un Koo-espace vectoriel de dimension finie muni d 'une action semi-

linéaire continue de T et, d 'après la proposition 2.5, il existe un unique endomorphisme 
Vo du KOQ-espace vectoriel sous-jacent à Y qui a la propriété requise et il s'agit de 
vérifier que V est bien une connexion, i.e. que, pour tout y G F , on a V0(ty) = 
t(y + V0(y)). 

Soient 2/1,7/2 5 • • • 5 y h une base de Y, i.e. des éléments non nuls de Y tels que Y = 
®i=iKoo[[t\]yi- Soit 70 un générateur topologique de T et soit r G N tel que les 70(2/*) 
sont tous dans le sous-ifr[[£]]-module Yr de Y engendré par les yi. Alors Yr est stable 
par l 'action de T. On voit que Yr est stable par Vo et que si l'on choisit un a G T, 
différent de l'élément neutre mais suffisamment petit , l 'action de a sur Yr est Kr-
linéaire et la série Y^=i(~l)n+1(^ — l ) n / n converge vers un endomorphisme / du 
ifr-espace vectoriel sous-jacent à Yr qui s'identifie à la restriction à Yr de logx(c) • Vo-

Pour tout y G Yr, on a cr(ty) — x(o~)cr(y)t, donc cr(tYr) C tYr. On en déduit que 
f(tYr) C tYr et que f(ty) = t(\ogx(<r).y + / ( y ) ) , ou encore que 

logx(or) • Vo(&/) = ÉOogxMî/ + logx(0")Vo(2/)) 

d'où l'égalité cherchée pour |/ G 7r et le cas général s'en déduit par extension des 

scalaires de Kr à Koc- • 

La correspondance qui à tout i f oo [[£]]-module de type fini Y muni d 'une action semi-
linéaire continue de T associe Y muni d 'une connexion peut être considérée comme 
un foncteur additif, if-linéaire, exact et fidèle de la catégorie if-linéaire RepK-oo t̂j](r) 
dans la catégorie ifoo-linéaire ^ ^ [ [ t ] ] - La proposition 2.6 se généralise : 

Proposition 3.8. -— Soient Yi, Y2 deux ifoo[[£]]-représentations de T. 
i) Le K-espace vectoriel HomRepK [[t]](r)(Yi, Y2) est de dimension finie inférieure 

ou égale à dim ^ Y1/ÎY1 x dim ^ I 2 / É Y 2 et Vapplication Koo-linéaire naturelle 

ifoo ®K HomRepKoo[[i]](r)(Yi, Y2) — • Hom^oo[[t]](yi,y2) 

es£ un isomorphisme. 

ii) Pour que Y\ et Y2 soient isomorphes comme ifoo[[£]]-représentations de T, il faut 

et il suffît qu'il existe un isomorphisme f : Y\ —> Y2 des K^Ht]]-modules sous-jacents 

qui est horizontal (i.e. vérifie /(Vo?/) = Vo( / (y ) ) pour tout y G Y\). 

Démonstration. — Montrons d 'abord (i). Soit Y le ifoo[[£]]-module des applications 
[[£]]-linéaires de Y\ dans Y2. Il est muni d 'une action naturelle de T (en posant 
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7(77) = 7 o 77 o 7 x, pour 7 G r et 77 G y ) et d 'une connexion définie par V(ry) = 

V o 77 — 77 o V. On a un carré commutât if 

ifoo ® K HomRePXoo[[i]](r)(yi, F2) y ¥LomnKoo[[t]] (YUY2) 

% HomRepKoo[[i]](r)(if00[[i]], F ) > Hom^Koo[[i]] [[£]], y ) 

dont les flèches verticales sont des isomorphismes. On peut donc remplacer Y\ par 

-Koo[[£]] e t ^2 par y . On voit aussi que l'on peut supposer que Y est annulé par 

une puissance de t, le cas général s'en déduisant par passage à la limite. Mais 

HomRepKoo[[i]](r) ( ^ 0 0 [[£]], y ) s'identifie à YT tandis que Hom 7̂ Koo[[i]] (Koo[[t]],Y 

s'identifie à yv=o = KerVo • Il s'agit donc de prouver que l 'application naturelle 

p : Koo <&K y r —> KerVo est bijective. Mais Yr s'identifie à HomRepK ^(K^^Y) 

tandis que KerVo s'identifie à Hom ^ ^ (Km, Y) et c'est l 'assertion (i) de la proposi

tion 2.6. 

Pour prouver l'inégalité annoncée sur la dimension de HomRepjf ^ ^ O ^ i ? ^2)? il 

suffit donc de prouver que d i m ^ Yy=o ^ d i m ^ Y/tY, ce qui résulte de ce que 

l 'application ifoo[[£]]-linéaire /foo[[£]] yv=o —> Y est injective. 

Pour prouver (ii), il suffit d 'adapter la preuve de l'assertion (ii) de la proposition 

2.6 (i.e. du lemme 2.7) : La condition est nécessaire. Montrons qu'elle est suffisante. 

Soit { 2 / 1 , y 2 , • • •, Vh} (resp. {zi,z2l. • . , Zh>} une base de Y\ (resp. Y2) sur ifoo[[£]] et soit 

/ : Y\ —> Y2 un isomorphisme dans la catégorie T^Kc» [[*]]• Le fait que / existe implique 

déjà que h! — h et qu 'une application ^^[[i]]- l inéaire de Y\ dans Y2 est un isomor

phisme si et seulement si sa réduction modulo t est injective. Soit { / 1 , / 2 , • • • ? fn} une 

base de HomRePfc, rr _.(T)(Yi,Y2) sur K. Pour 1 ^ j ; ^ n, il existe une matrice carrée 

^ = (aJrs)i^r,s^h (pas uniquement déterminée si Y\ et y2 ne sont pas libres) tels que 

fj(Vs) = Shr = 1 ajrszr. Soient 

P(XUX2, ...1Xn)= àet(XxAx + X2A2 + • • • + XnAn) G Koo [[t]] X 1 , X 2 , . . . , X n ] 

et P(Xi, X2,..., Xn) son image dans K^Xi, X2,..., Xn], Il existe Ai, À 2 , . . . , An G 

Koo tels que / = X) ^ ' / j» ce Qui implique que P(Ai , A 2 , . . . , An) n'est pas nul. Comme 

le corps K est infini, il existe donc ¿¿1, p2,..., pn G K tels que P(p\,p2,..., pn) 7̂  0, 

ce qui signifie que la réduction modulo t de l 'application / ' = ^2fJ>jfj, °XUI EST U N 

homomorphisme dans la catégorie RepKoo^j(r), est un isomorphisme. Il en est de 

même de ff. • 

Soit W une B+dR-représentation de GK• Alors WHK est une L^p-représentation de T 

et (WHK)f est une ifoo[[£]]-représentation de T. Notons A¿R(VF) l'objet de ^ ^ [ [ t ] ] 

formé du ifoo[[£]]-module sous-jacent à (WHK)f, muni de la connexion V définie 

par la proposition 3.7. On peut considérer A~["R comme un foncteur de la catégorie 
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RepB+ (GK) dans T^K"», [[*]]• Ce foncteur est exact et fidèle et la proposition précédente 

montre que la connaissance de A~["R(I/F) détermine W à isomorphisme près. 

Remarquons aussi qu 'une C-représentation W de GK n'est autre qu 'une 5^"R-repré-

sentation tuée par £, de même qu 'un objet de la catégorie SK^ n'est autre qu 'un objet 

de OC.[[*]] Par t- Pour toute C-représentation W de GK, A^R(W) s'identifie à 

A s e n ( ^ ) . 

Remarques 

(1) Ce que l'on a fait dans le paragraphe précédent pour étudier les B^R-

représentations de GK fonctionne exactement de la même façon lorsque l'on remplace 

B^R par l 'anneau B^T — C[[t]] : 

Posons L+T = (B+T)HK. On a L^YY — [[£]]• Pou1" tout v G N, l 'application natu

relle L ^ T —> (BftT/trBftT)HK est surjective, de noyau engendré par tr. 

Pour toute 5^T-représentat ion W de HK, l 'application évidente 

^ H T ® î + T W^K > W 

est un isomorphisme. 

Soit X une LjT-représentat ion de GK- Si X est de longueur finie, notons Xf la 

réunion des sous-if-espaces vectoriels de dimension finie de X stable par GK ; sinon, 

posons Xf = \im ^(X/trX)f. Dans tous les cas, l 'application évidente 

LHT ®tfoo[H] Xf —* X 

est un isomorphisme. 

On dispose alors d 'un foncteur A j T : Rep^+ (GK) —> ^ [ [ t ] ] . C'est celui qui 

à W associe (WHK)f muni de la connexion V définie par la proposition 3.7 et, pour 

toute ifoo[[£]]-représentâtion W de GK, ^ H T ( ^ ) détermine W à isomorphisme près. 

(2) Soit alors W une ^ ^ - r e p r é s e n t a t i o n de GK- Elle est munie d'une filtration 

naturelle, indexée par N, par des sous-objets dans la catégorie RepB+ (GK) obtenue 

en posant Filr W = trW. Alors gr W = l\7=o ™r W/ Filr+1 W est defoçon naturelle 

une BHT-représentation de GK-

La filtration sur W en induit une sur A~["R(VF) et 

gr AJR(W) = J T FiT A+R(W)/ Filr+1 A+R(W) 

est encore un i f œ [[£]]-module de type fini. La formule Vo(ty) = t(y + V o ( y ) ) montre 

que V0(Filr(AjR(Wr)) C A^R(W), pour tout r e N. Ceci permet de définir une 

application gr Vo : gr A~["R(W) sur gr A^R(W) d'où une connexion gr V sur ce module 

(en posant grV(y) = grVo ® dt/t). On voit que A^T(gr(W)) s'identifie à gr A^R(W) 

muni de la connexion gr V. 

(3) Il n'est pas difficile de voir que, si W est comme ci-dessus, les ifoo[[£]]-modules à 

connexion AjR(W) et A^T(gr(W)) = gr A^R(W) ne sont pas en général isomorphes. 
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On remarquera aussi que ce dernier module à connexion a une s t ructure naturelle de 

^oo[[£]]-module gradué et que la connexion gr V respecte cette graduation (z.e., si on 

note Y ce module, on a gr Vo(grr Y) c grr Y, pour tout r G N. 

3 .5 . É t u d e d e s i?dR-représenta t ions : P r e m i è r e a p p r o c h e . — Un réseau d 'un 

^dR -espace vectoriel W de dimension finie est un sous-JB^R-module de type fini qui 

contient une base de W sur B^R. 

Si W est une i?dR-représentation de HK (resp. GK) et si W est un réseau de VF, la 

continuité de l 'action de HK (resp. GK) sur W implique qu'il existe un sous-groupe 

ouvert U de HK (resp. GK) tel que g(w) G W, pour tout g G U et w G W ; par 

conséquent YLgeHK d(W) (resp. J2geGK 90^)) est encore un réseau de W. 

Ceci montre que toute i?dR-représentation W de HK (resp. GK) admet un réseau 

stable par GK-

De la même façon, et avec une définition évidente, on voit que toute L d R -

représentation de V admet un réseau stable par T. 

Le résultat suivant est alors une conséquence immédiate des théorèmes 3.5 et 3.6 : 

Théorème 3.9 

i) Soit W une B^R-représentation de HK- L'application B^R-linéaire 

BdR ®LdR WH« — w 

déduite, par extension des scalaires, de l'inclusion de WHk dans W est un isomor-

phisme. 

ii) Soit X une LdR-représentation de T. Soit Xf la réunion des sous-Koo[[£]]-

modules de type fini de X stables par T. C'est un sous-K^^t))-espace vectoriel de X 

de dimension finie et l'application naturelle 

LdR ® A - o o ( ( t ) ) xf —> x 

est un isomorphisme. 

Autrement dit, on a des (^-équivalences de catégories 

i) entre KepBDK(HK) et la catégorie des LdR-espaces vectoriels de dimension finie, 

ii) entre RepfîdR(G?K), RepLdR(r) et RepKoo(a))(r). 

Soit E un corps de caractéristique 0. On considère le corps E((t)) des séries for

melles à coefficients dans E en l ' indéterminée t. Un réseau d 'un £?((£))-espace vecto

riel Y de dimension finie est un sous-i2[[t]]-module de type fini contenant une base 

de Y sur E((t)). 

On note ^E((t))/E le E((t))-espace vectoriel solution du problème universel pour 

les ^-dér ivat ions continues de E((t)). C'est un E((t))-espace vectoriel de dimension 1 

de base dt/t. Le sous-.E[[£]]-module ^%^yE de flE((t))/E de base dt/t est un réseau 

de Q,E((t))/E qui ne dépend pas du choix de l'uniformisante t de E((£)). 
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Soit Y un E((t))-espace vectoriel de dimension finie. Rappelons qu 'une connexion 

sur Y est une application ^-l inéaire V : Y —• Y ®E((t)) ^E((t))/E vérifiant V(Xy) = 

y 0 dX -h ÀV(y) pour À G E((t)) et y G Y. Se donner une application V : Y —• 

F 0 ŒJE((t))/.EÎ revient à se donner l 'application Vo : Y —• Y caractérisée par V(y) = 

Vo(2/) 0 pour tout y G F . Dire que V est une connexion revient à dire que Vo 

est une application additive vérifiant Vo(Ay) = ^ty + XVoy si À G E((t)) et y G Y, 

ou encore est une application ^-l inéaire continue vérifiant Vo(ty) = t(y + Vo?/), pour 

tout y G N . 

Un module à connexion sur E((t)) est un E((t))-espace vectoriel de dimension finie 

muni d 'une connexion. 

Si Y est un module à connexion sur E((t)), un réseau régulier y de Y est un réseau 

de Y tel que V(y) C 0 (*))/#» ce revient à dire que Vo(Y) C Y. On dit que 

la connexion V est régulière s'il existe un réseau régulier. 

Les modules à connexion régulière forment une catégorie abélienne ^-l inéaire. Elle 

possède un objet-unité qui est E((t)) avec V = d. On peut définir le produit tensoriel 

de deux modules à connexions régulières Y\ et Y2 : le i£((¿))-espace vectoriel sous-

jacent est Y\ 0 £((*)) ^2 et V(i/i 0 y2) = yi 0 V2/2 + V2/1 0 2/2. On peut aussi définir 

le dual d 'un module Y à connexion régulière : le E((t))-espace vectoriel sous-jacent 

est le dual Y* de y et on a V77 = d o rj — (77 0 idnEat))/E) o V. Avec ces structures 

supplémentaires, cette catégorie est une catégorie tannakienne sur E que nous notons 

nE,t-

Si Y est un objet de HE,± et si y est un réseau régulier de F , y/ty est un i£-espace 

vectoriel de dimension égale à la dimension de Y sur E((t)) ; si y G 3^, et si Voy = z, 

l 'image z de z dans y/ty ne dépend que de l'image y de y dans y/ty et ne dépend 

pas du choix de l'uniformisante t. L'application 

resy : y/ty —> y /£V , 

qui à y associe z, est un endomorphisme du i£-espace vectoriel y/ty que l'on appelle 

le résidu de V relativement au réseau régulier y. 

Une section horizontale de Y est un élément y G y tel que Vy = 0. 

L'application naturelle E((t)) 0 # yv=o —• y est toujours injective et on dit que V 

est triviale si elle est bijective, ce qui revient à dire que dim^; Yv=o — dim£((t)) Y. 

Il résulte de la classification des modules à connexion régulière sur E((t)) lorsque 

E est algébriquement clos [Ma65] que la connexion V est triviale si et seulement 

s'il existe un réseau régulier, relativement auquel le résidu de la connexion est nulle ; 

ce réseau est alors uniquement déterminé : c'est le réseau engendré par les sections 

horizontales. 

La proposition 3.7 implique immédiatement le résultat suivant : 

Proposition 3.10. — Soit Y une i^oo((£))-représentation de T. Il existe une unique 

connexion régulière V sur Y qui a la propriété que, pour tout réseau régulier y de Y, 
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tout r G N et tout y £ y, il existe un sous-groupe ouvert Yy,r,y de Y tel que, pour tout 

7 € ^y,r,y, 

7(2/) = exp(logx(7) • Vo)(î/) (mod fy). 

Le Koo((t))-espace vectoriel sous-jacent à une ifoo((£) ^représentat ion de F est donc 

muni d 'une connexion régulière et la proposition 3.8 entraîne le résultat suivant : 

Proposition 3.11. — Soient Y±, Y2 deux Koo((t))-représentations de Y. 

i) L'application K^-linéaire naturelle 

Koo ®K HomRepKoo(a))(r)(Fi, Y2) — > HomnKooit(Vi, Y2) 

est un isomorphisme. 

ii) Pour que Y\ et Y2 soient isomorphes comme KOQ ((t))-représentations de Y, il 

faut et il suffit qu'elles le soient en tant qu'objets de l^K^.t-

Soit W une jBdR-représentation de GK- Alors WHK est une LdR-représentation 

de T et (WHx)f est une Koo ((t))-représentation de Y. Notons AdR(W) l 'objet de 

T^Koo.t formé du ifoo((£))-espace vectoriel sous-jacent à (WHK)/, muni de la connexion 

régulière V définie par la proposition 3.10. On peut considérer AdR comme un foncteur 

de la catégorie RepB+ (GK) dans IZK^^- L'énoncé suivant est évident : 

Théorème 3.12. — Le foncteur 

AdR : RepBDN(GK) — • KK<yo,t 

est un (&-foncteur exact et fidèle. 

Si W\ et W2 sont deux B^-représentations de GK, l'application naturelle 

Koo ®K HomHepfldR(GK)(Wi, W2) — • Hom7eKoo,i(AdR(Wi), AdR(W2)) 

est un isomorphisme. 

Si W est une B ^-représentation de GK, la connaissance de AdR (VF) détermine 

W à isomorphisme près. En particulier, W est triviale si et seulement si AdR (VF) 

l'est. 

Remarque. — Pour toute #dR-représentation W de GK, notons A d R , / ( W ) la réunion 

des sous-if-espaces vectoriels de dimension finie de WHK stables par Y. C'est aussi 

la réunion des sous-ifoo-espaces vectoriels de dimension finie de AdR (VF) stables par 

Vo- On verra au §3.8 que AdR, / (W) est un ifoo[£, t_1]-module libre de rang h et que 

l 'application naturelle Koo((t))^K^t-1] AdR,/(W) —> AdR(W) est un isomorphisme. 
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3.6 . É t u d e d e s .BdR-représentations : d e u x i è m e approche . — Reprenons les 

notations des § 2.4 à 2.6. Si r G N et si X est un sous-groupe de ar stable par GK 

et contenant Z, les if-algèbres BK,X et B^R contiennent toutes deux la if-algèbre 

&K,z = K%t_1] avec la même action de GK,V- Posons aussi £?dR,x = #dR0#™ Z # K , x -

Pour toute J5dR-représentation de GK, on pose 

DDR,X,R(W) = (BK,x ® B - Z W)g— = (BdR,x (g)BdR W)G^. 

Théorème 3.13. — Soient r G N et X un sous-groupe de ar stable par GK et conte

nant Z. Soit W une BDR-représentation de GK- L'application évidente 

PDR,xAw) ' BDR,x ®KR D d R , x A w ) — > &K,X <8>B™2 W 

est injective et DDR,x,R(W) est un Kr-espace vectoriel de dimension inférieure ou 

égale à la dimension de W sur BDR. 

Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

i) on a dimKr DDR,X,R(W) = dimfldR W 

ii) l'application pDR,x,R(W) est bijective, 

iii) il existe un réseau W de W stable par GK tel que la C-représentation W/tW 

est de type Sx, 

iv) pour tout réseau W de W stable par GK, la C-représentation W / £ W est de 

type SX-

Démonstration. — Si a G i f et g G GK sont tels que g(a)—a G Z, on a nécessairement 

g (a) — a. On en déduit que l'on peut choisir un système de représentants S de X/Z 

dans X, stable par GK-

Notons alors E l'ensemble des éléments de BDR^x de la forme t^(\ogt)rn^ avec 

a G S et m G N et B^R x le sous-i?~[p-module de Bd^x engendré par les éléments 

de E. On voit que B^R x est un sous-i^R-module libre stable par GK de J3dR,x, que 

E est une base de BDR,x sur i?dR et de B^R x sur B^R, que BDR,x = B^R x[l/t]. 

Le choix de S nous permet aussi de décomposer la C-algèbre Bx = C ®K BK^X 

introduite au §2.6 en somme directe Bx — © i e z g r ^ x , de sous-C-espaces vecto

riels stables par GK en posant grz Bx = ^aGS^enCt^^ (\ogt)rn. En particulier, 

pour toute C-représentation U de GK, on a Dx,r(U) = (Biez gr* Dx,r(W) en posant 

gr* DX,R(W) = (gr* Bx 0 c U)G^. 

Choisissons un réseau W de W stable par GK et posons i^dR,x,r(W) = 

DDR,x,R(W). Pour tout i G Z, posons 

Fil* DdR,x,r(W) = (B+^xè ®B+R W)Gk--. 

Ce sont des sous-ifr-espaces vectoriels de AiR,x , r (W) qui définissent une fil-

t ra t ion décroissante (Le. FiP+1 AdR,x,r(W) C Fil* AiR,x , r (W)) exhaustive (Le. 

UFiPDdR,x , r (W) = D D R , x , R ( W ) ) et séparée (Le. HFil* DdR,x,r(W) = 0). Soit 
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W = W/tW. C'est un C-espace vectoriel de dimension finie h égale à la dimension 

de W sur B ^ R . On voit que le quotient 

grzAiR,x , r (W) = 
FiP DdR.xJW) 

Fi l î+1AiR,x, r (W) 

s'identifie à un sous-ifr-espace vectoriel de gr* D x , r ( W ) , donc que gr AdR,x , r (W) 

s'identifie a un sous--Z^Tr- espace vectoriel de £>x,r(W). On a 

dimKr DdRixAW) = dîmKr gr £>dR,x,r(W) ^ dimXr D x , r ( W ) ^ fc 

d'où dim/<:r DdR,x,r{W) ^ h et l'égalité implique que W est de type Sx-

On définit une filtration indexée par Z , décroissante, exhaustive et séparée, sur 

BdR,x ® K R ^dR,x , r (W) en posant 

FiP(5dR,x ®Kr A m , x , r ( W ) ) = B^x?1 ®Kr Fil'2 AlR ,X,r(W). 
il+Ï2=i 

L'application pdR,x(W) envoie F i P ( £ d R , x ®Kr £>dR,x,r(W)) dans B^KXtl <g>B+ W 

et induit, avec des notat ions évidentes, un diagramme commutatif 

F i r + 1 ( £ d R , x ®KR BdR,x ,r(W)) > B^xt'+1 ®B+R w 

FiP(5dR,X ®Kr AiR,X,r(>V)) • # d R , x f ®B+ W 

gr*(#x ®KR DXtr(W)) • gr* Bx ®c W 

L'injectivité de la flèche horizontale du bas pour tout i (cf. §2.6) implique celle de 

pdR,x(W). 

Ces diagrammes commutatifs nous montrent aussi l'équivalence des propriétés (i) 

et (ii). Comme on sait déjà que (i) implique (iv) et comme (iv) implique trivialement 

(iii), il nous reste à vérifier que (iii) implique (i). Il suffit de vérifier que, é tant donné 

z G Z et un élément non nul b G (gr* Bx <8>c W)GK'r, alors b se relève en un élément 

de (B^R xtl <g)B+ W ) G x r . Quit te à changer W en W(— i) , on peut supposer i = 0. 

Lemme 3.14. — Soient r G N et V un B^R-module libre de rang fini muni d'une action 

linéaire et continue de G K etV = V/tV. L'application naturelle 

( 5 + J l o g i ] ®b+r Vf" — (Cpogt] ®Bd+R Vf* 

est surjective. 

Le lemme implique ce que l'on veut : Supposons d 'abord que X C Kr. Alors, pour 

tout a G X , C[log C g r ° # x et B^R[\ogt]t^ C B +R x sont stables par GK,r-

On peut écrire b = Ylaex ® avec les ba G C[log£] <S>c W presque tous nuls et 
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chaque ta <g>ba G (gr° Bx 0 c W)GKr. Quit te à décomposer b en somme des 0 6a, 

on peut supposer qu'il existe a tel que b = t ^ 0 ba. Quit te à remplacer W par 

W ^BdR Bdnt(~a\ on peut supposer a = 0 et le lemme permet de conclure. 

Dans le cas général, on peut remplacer X par le sous-Z-module de K engendré 

par Z et les poids de Sen de W ; en particulier, on peut supposer que X est de type 

fini sur Z. Choisissons alors une extension finie galoisienne L de K contenue dans K 

telle que X C Lr. Avec des notations évidentes, soient D = (B^RX 0#+R W))GLr, 

D" — (gr° Bx 0 c W)Gl"r et Df le noyau de l 'application Lr-linéaire évidente de D 

dans D". On a une suite exacte 

0 —> D' —> D —> D" —> 0. 

Mais Df comme D et D" est un Lr-espace vectoriel de dimension finie muni d 'une 

action semi-linéaire de J = Gal(Lr/Kr). Si Df est de dimension hf, le choix d'une 

base de D' sur Lr permet d'identifier Df à Z,£ et l 'action de J est alors définie par un 

1-cocycle de J à valeurs dans GLh> (Lr) et la trivialité de HX(J, GLh> (Lr)) montre que 

D1 ~ (Lr)h en tan t que ifr-espace vectoriel avec action de J . Comme H1^, Lr) = 0, 

HX(J, Df) - 0 et l 'application (B+RX 0 W)Gk>' = DJ -> (gr° Bx 0 W)Gk><- = {D")J 

est bien surjective. • 

Démonstration du lemme. — Soient a i , . . . , am les poids de Sen de V. Pour tout 

entier i les poids de V(i) sont les an + i et il n 'y a qu 'un nombre fini de i G N tels 

que 0 est poids de Sen de W(i). Par passage à la limite, le lemme 3.14 se déduit du 

lemme suivant : 

Lemme 3.15. — Soient r et V comme dans le lemme précédent. Pour i et d entiers 

> 0, notons Bi(0;d) l'ensemble des polynômes de degré < d en \ogt à coefficients 

dans Bi. Alors 

i) sii ^ 1 est tel que 0 n'est pas poids de Sen deV(ï), pour tout d ^ 1, l'application 

naturelle 

(S i+ i (0 ; d) 0 ^ V)Gk —+ (Bi(0; d) ®b+r V)GK 

est bijective. 

ii) Quelque soient les entiers i,d^ 1, il existe un entier m tel que tout élément de 

(Bi(0; d) ®B+r V)°K admet un relèvement dans ( ^ + i ( 0 ; d + m) ®B+R V)GK-

Démonstration. — On peut supposer K = Kr. Remarquons que l'on a une suite 

exacte 

0 — • C(i]d) —> £ i + i ( 0 ; d ) — • £ i ( 0 ; d ) —> 0. 

Si 0 n'est pas poids de Sen de V(z), il n'est pas non plus poids de Sen de C(i; d) 0 V, et 

on a donc (prop.2.15), H°(GK, C(i; d) 0 V) = H^ont(GK, C(i\d) 0 V) = 0. L'assertion 

(i) s'obtient en prenant les invariants sous GK dans la suite exacte 

0 — > C { i ; d ) ® c V — • £ i + i ( 0 ; d ) < 8 > B + V — • B i ( 0 ; d ) ® B + V — > °-
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Pour prouver (ii), remarquons que, pour tout entier m ^ 1, on a un diagramme 

comhiutatif 

0 > C(i- d) <g>c V > ^z+i (0 ; d) (8)B+R V y £¿(0; d) V y Q 

ï _ l ï 
0 — > C ( i : d + m) <8>c V — y Bi+1(0;d + m) ®B+ V—y £¿(0 ;d + m) ®B+ V — y o 

^ ' dR dR 

dont les lignes sont exactes et, induit, en prenant les invariants sous GK, un diagramme 

commutât if 

(Bi+1(0;d) ®BiRV)G* >(Bi(0;d) ®B+R V ) G « > H^ont{GK,C(i;d) ® C V ) 

4- i i 
(B i+1(0; d + m) ®B+R V ) G * (Bi(0; d + m) ®B+R V ) G * - + H^GK, C(i; d + m)®c V ) 

dont les lignes sont encore exactes et il suffit de vérifier que, pour tout entier m 

suffisamment grand, l 'application naturelle 

Hlont{GK, C(i; d) ® V ) — H^GK, C(i; d + m) ® V) 

est identiquement nulle. 

Mais, pour cf = d o u d + m, o n a 

H ^ G K , C(i; d') ® V ) = H ^ G K , C(0; d') ® V ( * ) ) = H ^ G K , C(0; d') ® tf) 

en notant £7 le plus grand sous-C-espace vectoriel de V(i) stable par qui n 'a que 

0 comme poids de Sen. Mais U est somme d 'un nombre fini de C-représentations de 

GK isomorphes à des C ( 0 ; r ) pour des entiers r convenables. Le lemme est donc une 

conséquence du résultat suivant : 

Lemme 3.16. — Soient d et r des entiers ^ 1. Pour tout entier m ^ r, l'application 

naturelle 

Hlnt(GK, C(0; d) ® C(0; r )) — - H^ont(GK, C(0; d + m) ® <7(0; r ) ) 

est identiquement nulle. 

Démonstration. — Remarquons d 'abord que, si s, s1 sont des entiers ^ 1, on a 

dimK HomRepc(Grx)(C(0;s),C(0;s/)) = m i n { s , s ' } . 

Comme C(0; s) est isomorphe à son dual, on a 

HomRepc(GK)(C(0; s) , C(0; s')) - HomRePc(GK)(C, C(0; s) 0 C(0; s')) 

= J f f° (GK,C(0 ;«) (8 )C(0;s / ) ) -

On a donc 

dimK H°(GK, C(0; 5 ) 0 C(0; s7)) = min{s, s'} 

et c'est aussi (prop. 2.15) la dimension de HçOILT(GK, C(0; 5 ) (g) C(0; s ')) . 
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Or on a une suite exacte courte 

0 — y C(0; d) —> C(0; d + m) —> C(0; m) —> 0 

qui, en tensorisant avec C(0; r) induit une suite exacte courte 

0 —> C(0; d) 0 C(0; r) — • C(0; d + m) 0 C(0; r) —> C(0; m) 0 C(0; r) — • 0, 

d'où une suite exacte longue 

0 —> H°(GK, C(0; d) 0 C(0; r)) — • H°(GK, C(0; d + m) 0 (7(0; r )) 

— , C(0; m) 0 C(0; r)) H^NT(GK, C(0; d) 0 C(0; r )) 

— H ^ G K , C(0; d + m) 0 C(0; r)) H^NT(GK, C(0; m) 0 C(0; r )) 

En comptant les dimensions, on voit que l 'application H°(GK, C(0; m) 0 C(0; r )) —> 

HlONT(GK, C(0; cf) 0 C(0; r )) est surjective, ce qui implique que 

H ^ G K , C(0; d) 0 C(0; r)) —> H^NT(GK, C(0; d + m) 0 C(0; r)) 

est bien nulle. • 

Soit W une .BDR-représentation de de dimension /I. Choisissons un réseau W 

de VF stable par et posons W = W/tW. Pour toute JBDR-représentation W de 

(7^5 on peut poser 

DáR,r(W) = (BK,r ®BK,Z W)G«'R. 

Compte-tenu du théorème précédent, c'est un ifr-espace vectoriel de dimension finie 

inférieure ou égale à h avec égalité dès que les poids de Sen de W sont dans a r . 

La réunion DdRiQO{W) des DdR,r(W) est alors un sous- i f^-espace vectoriel de 

&K ®&KZ W de dimension h et l 'application naturelle 

BDR ®KOO L>DR,OO(W0 — > BK ®BK,Z W 

est bijective. 

Le groupe S>K opère sur BK par translations à gauche mais cette action ne s'étend 

pas à BK ®BK,Z W (parce qu'on fait le produit tensoriel au dessus de BK,Z)- En 

revanche l'action du sous-groupe D R ^ (rappelons, cf. §2.4, que D R ^ = D R ^ x Ga 

où BR^J est le groupe multiplicatif de groupe des caractères K/Z) s 'étend en posant 

a(b 0 w) = a(b) 0 w, pour a G B R ^ , b G BK et w G W. 

On voit que DdRj00(W) est stable par cette action, qui, en fait, est KOO-linéaire. De 

façon précise, soient r G N et X un sous-groupe de K, stable par GK, contenant Z et 

les poids de Sen de W . Si BRK,x = D R ^ x x G a , où D l ^ x est le quotient de B R £ de 

groupe des caractères X / Z , l'action par translations à gauche de §K,X sur BK,X induit 

une action de son sous-groupe B R x , x qui se prolonge de façon évidente en une action 

sur BK,X®BK,ZW et DdR,x,r(W) est stable par cette action, qui est i^r-linéaire, ce qui 

fait que le Kr-espace vectoriel DdR,x,r(W) est muni d 'une action du groupe algébrique 

M&K,X x ^ r - Comme A I R , o o ( W ) = Koo ®Kr DdR,x,r(W), ce ifoo-espace vectoriel est 

muni d'une action du groupe D R x , x xKoo quotient de B R / ^ = DK/r XKOQ. 
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On peut alors considérer DdR,oo comme un foncteur, de la catégorie des BdR-

représentations de G K dans la catégorie RepKoo(DRx) des représentations Koo-

linéaires de dimension finie du groupe pro-algébrique . 

Théorème 3.17. — Le foncteur 

AÎR,OO : RepBdK(GK) — RepKoo(DRXoo) 

est un (g)-foncteur exact et fidèle. 

Si W\ et W2 sont deux B^-représentations de GK, l'application naturelle 

Koo <S>K H o m R e p f l d R ( G K ) ( W i , W2) —> RomRepKoo{BRKoo)(DdR^00(W1), DdRiOQ(W2)) 

est un isomorphisme. 

Si W est une BdR-représentation de GK, la connaissance de DdRiQO(W) détermine 

W à isomorphisme près. En particulier, W est triviale si et seulement si DdRi00(W) 

l'est. 

Démonstration. — L'exactitude à gauche du foncteur DdRi00 est claire. Le fait que, 

pour tou te .BdR-représentation W de GK, on ait d i m ^ DdRi00{W) = diniBdR W 

implique alors que DdRiOQ est exact et fidèle. 

On a 

HomRepBdR(GK)(iyi3 W2) = HomRepBdR(GK)(J5dR, Wf <8> W2) 

tandis que 

HomRePx (DE к oc ) (Am ,oc [W1),DdR<x(W2)) 

= H o m R e p K (DMKOO)(^OO, AIR,OO( ®W2)). 

Mais 

®K HomRep (GK)(BdR: W) 

s'identifie à Koo ®K WGK et 

HomRe (DR ko) 
( ^ d R , o o ( ^ l ) , ^ d R , o o № ) ) 

à DdRioo(W)BRK°° . Pour r suffisamment grand, on a DdRi00(W) = Koo<S>KR DdRir(W) 

donc 

DdR^(W)BR«~ = Xoo (8)ir. DMJW)™*' = Ko, ®K„ WG*"-

puisque (BK,r ®BK,Z BdR)mK- = BdR. Montrer que 

Koo ®K H o m R e p R (GK)(W1'W2) * H o m R e p ^ (BRK„ ) ( A i R , o o ( W l ) , DdR,oc(W2)) 

3st un isomorphisme se ramène alors à montrer que l 'application Koo ®K WGK —> 

Koo ®KR W°Kr est un isomorphisme, ce qui est clair. 

La dernière assertion en résulte grâce au lemme 2.7. • 
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Il s'impose bien sûr de comparer la classification des J5dR-représentations de GK 

via les i^00((t))-modules à connexions régulières donnée par le théorème 3.12 avec la 

classification via les représentations linéaires de DR^oo et c'est ce que nous ferons 

au §3.8. Mais nous allons auparavant donner la liste des classes d'isomorphismes 

d'indécomposables dans la catégorie des 5dR-représentations de GK-

3.7 . Class i f icat ion d e s £?dR-représentations. — Pour toute £?dR-représentation 

W de GK, on appelle poids de de Rham de W les poids de DdRi00(W) munis de l'action 

du sous-groupe D R ^ de BRKoo. 

Remarquons (th. 3.13) que, si W est un réseau de W stable par GK, et si W = 

W / £ W , les poids de de Rham de W sont les a + Z, pour a poids de Sen de W. En 

particulier, les poids de de Rham de W forment un sous-ensemble fini de K/Z stable 

par GK-

Soit X un sous-ensemble de K stable par GK et contenant Z. On dit qu 'une BdR-

représentation W de GK est de type dRx si ses poids de de Rham sont dans X/Z. On 

dit que W est de type dRm si en outre l 'action de DR*:^ = D E ^ x G a sur AIR,OO(W0 

se factorise à travers M ^ , i.e. si Ga opère trivialement. 

En particulier, on dit que W est presque de de Rham (resp. est de de Rham ) si 

elle est de type dR% (resp. dR™). Dire que W est de de Rham signifie que W est 

triviale, i.e. isomorphe à BdR pour un entier h convenable. On a BdR^z = -BdRpogt] 

et #™R,Z ='BdR. 
Comme dans le cas des C-représentations (prop.2.11), lorsque X est un 

sous-groupe, la sous-catégorie pleine RepBDRIX(^K) (resp. RepjgdRjX(GK)) de 

RepBdR(Gfi<:) dont les objets sont les i?dR-représentations de type dRx (resp. dRx) 

est une sous-catégorie tannakienne. La catégorie RGPB X(GK) est stable par exten

sion et Rep#,R X(GK) est la sous-catégorie pleine de RepB X(GK) dont les objets 

sont ceux qui sont semi-simples. 

Rappelons que C(K) (resp. C(K/Z)) désigne l'ensemble des orbites de K 

(resp. K/Z) et que l'on a construit au §2.6, pour chaque A G C(K), un objet 

simple i^oo[^4] de la catégorie des -représentations de F dont la if-algèbre des 

endomorphismes est un corps gauche DA de centre KA- Posons alors ifoo((£))[A] = 

Koo((t)) ®AToo Koo[A] et BdR[A] = BdR ®Koo K^A] = BdR ®KooW) Kao((t))[A]. 

Proposition3.18. — Pour tout A G C(K), Koo((t))[A] est un objet simple de 

-^ePKoo((t))(F) tandis que BdR[A] est un objet simple de RepSdR(GrK). On a 

Ei id^p^ ( ( t . . ( r ) ( t foo ( (* ) ) [4 ) - EndKe„{Gl<)(BdR[A]) = DA. 

Si A, A' G C(K) et si A, A' désignent leurs images dans C(K/Z), on a 

KooiWW - Koo№№'] < = • BiR[A] - BdR[A'] ^=>A = A'. 
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Démonstration. — Il suffit de vérifier ces deux assertions pour les C-représentations. 

Rappelons que l'on a noté p2sA la dimension de DA sur KA> Alors ifoo[^] est 

un Koo ®K ^Ci-module libre de rang pSA et on voit qu'il en est de même de 

DDR,oo(BDR[A]) ; en outre les poids de d e R h a m sont les a + Z, pour a G A. On en 

déduit immédiatement que, si I?dR^4] — I ^ R ^ ' ] , alors A — A'. Réciproquement, 

si A — A', comme GK opère trivialement sur Z, il existe i G Z tel que a + i G A'. 

Le sous-Xoo-espace vectoriel de £?dR[AI formé des tl 0 avec x G ifoo[A] est alors 

isomorphe à iiroo[A/] et cet isomorphisme induit, par extension des scalaires un 

isomorphisme de #dR[A] sur I ^ R ^ ' ] . 

Prouvons alors la première assertion. On voit que EndRePK (PRKOO ) ( AiR,oo {BDR[A]) 

s'identifie à une algèbre de matrices carrées à pSA-lignes et colonnes à coefficients dans 

®K KA- D'après le théorème 3.17, c'est aussi Koo ®K EndRePB^GK^(BdR[A]). 

Par fonctorialité DA = EndRepKoo (r)(Koo[A]) s'envoie dans ENDREP (GK)(5DR[A]) 

d'où une flèche injective de Koo ®K DA dans Koo ®K EndRepB (GK)(BdR[Â\). 

Pour des raisons de dimension, cette flèche est bijective. L'inclusion DA —>• 

EndRePB (GK^(BdR[Â\) est donc bien un isomorphisme; en outre le fait que ce 

dernier anneau soit un corps implique que £?dR[A] est bien un objet simple de 

RepBdR(G^). • 

Le résultat suivant est alors immédiat. 

Théorème 3.19. — Pour tout a G C(K/Z), notons a son image inverse dans K, choi

sissons un relèvement Aa G C(K), posons K^((£))[«] = Koo((t))[Aa], BdR[a] = 

BdR[Aa) et da — dA, sa = SA- Pour tout d G N*, posons aussi K00((t))[a; d] = 

Koo((t))[a] 0Zp ^p(0; d) et BdR[a; d] = BdR[a] 0Zp Zp(0; d). 

Soit W une BDR-représentation de GK (resp. une Koo((t))-représentation de F). 

Alors 

i) Pour que W soit simple, il faut et il suffit qu'il existe a G C(K/Z) tel que 

W ~ BdR[a] (resp. W ~ Koo((t))[a\); alors W est de type dR£ et de dimension 

dapSa sur BdR (resp. Koo((t))). _ 

ii) Pour que W soit indécomposable, il faut et il suffit qu'il existe a G C(K/Z) et 

d G N* tels que W ~ BdR[a;d] (resp. W ~ Koo{(t))[a\d]) ; alors W est de type dRâ 

et de dimension d.dapSa sur BDR (resp. Koo((t))). 

iii) il existe des entiers naturels (ha^(W)aec(R/z) deN* PresQue t°us nuls, unique
ment déterminés, tels que 

W * ®a€C(K/z),deN>B<mla;d}h'-d{W) resp. W ~ ®aeC(Km,deN.K00((t))[^d]h^iw)• 

Le théorème 3.13, nous dit que, si X est un sous-groupe de K stable par GK et 

contenant Z, pour qu 'une #dR-représentation W de GK soit de type dRx, il faut et 

il suffit qu'il existe un réseau W de W stable par GK tel que W/tW est de type Sx 

et alors la même chose est vraie pour tout réseau stable par GK-
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Pour le type dRx en revanche, on remarque qu'une BdR-représentation W de GK 

peut très bien admet t re un réseau W stable par GK tel que W/tW est de type Sx 

sans que Wqui est alors de type dRx soit pour autant de type dRx. On peut par 

exemple prendre W = BdR + #dR log t C i?dR,z avec W le réseau engendré par 1 et 

tlogt. En revanche, si tous les réseaux W de VF sont de type Sx, W est de type dRx 

comme le montre l 'analogue du théorème 3.13 : 

Proposition 3.20. — Soient r G N et X un sous-groupe de ar stable par GK et conte

nant Z. Soient W une B^-représentation de GK et 

D?K,x,r(W) = (B^x 0 B » , W)G*--. 

L'application évidente 

P^xAW) : B?R<X ®Kr D^xAW) — B$tX 0 ^ W 

est injective et x r(W) est un Kr-espace vectoriel de dimension inférieure ou 

égale à la dimension de W sur B^R, avec égalité si et seulement si W est de type 

dH%. 

Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

i) on a d imxr ^dR,x,r(^) = dim£dR W 

ii) l'application P d R X r ( ^ ) es^ bijective, 

iii) pour tout réseau W de W stable par GK, la C-représentation W/tW est de 

type S £ . 

Démonstration. — Cela peut se voir 

- soit en se ramenant , par décomposition en somme directe au cas où W est indé

composable et en utilisant la classification des indécomposables ; 

- soit en recopiant la preuve du théorème 3.13, à ceci près que pour montrer que 

(iii) implique (i), les mêmes techniques permettent de se ramener au cas où W est 

de type dRz, i.e. est presque de d e R h a m et on remplace alors le lemme 3.14 par le 

résultat suivant : 

Proposition 3.21. — Soit W une BdR-représentation de GK- Pour que W soit de 

deRham, il faut et il suffit que, pour tout réseau W de W stable par GK, la C-

représentation W/tW soit de Hodge-Tate. 

Démonstration. — Le théorème 3.13 nous permet de nous ramener au cas où W 

est presque de Hodge-Tate, donc est isomorphe à une somme directe de BDR-

représentations du type BDR(0;d) et le résultat devient évident. • 

3.8 . C o n n e x i o n s régul ières e t r eprésenta t ions d e DM. — Cachée derrière 

la comparaison entre la classification des J5dR-représentations par des modules à 

connexion et celle par des représentations linéaires de B M / ^ ? il y a une (^-équivalence 
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entre les catégories tannakiennes 7ÏE,t et R e p ^ B R ^ ; ) , valable pour tout corps E de ca

ractéristique 0. Pour énoncer ce résultat , remarquons que, si Ton pose encore t = t^\ 

la i?-algèbre Be,z s'identifie à E^tr1}. 

On note d : Bg —> BE<g)dt/t la dérivation canonique, i.e. l 'unique i£-dérivation qui 

envoie t ^ sur at^ <g>dt/t, pour tout a E E et log£ sur dt/t. Par restriction elle induit 

une dérivation de Be dans Be ® dt/t et la restriction de cette dernière à E[t,t~x] est 

la restriction à cet anneau de la dérivation canonique 

d : E((t)) — E((t)) <g> dt/t = SîEm/E. 

On appelle module à connexion sur E[t,t~l] (resp. Be) la donnée d 'un module Z 

sur cet anneau muni d 'une application ^-l inéaire Vo : Z —> Z telle que l 'application 

Z i—Y \J Z = Vqz (G) dt/t vérifie la règle de Leibniz. 

Soit alors Y un -espace vectoriel de dimension finie h muni d 'une connexion 

régulière V. Soit Yq la réunion des sous-E'-espaces vectoriels de dimension finie de Y 

stables par Vo- Il est clair que c'est un sous-E'[t,t~1]-module de F , stable par Vo-

Autrement dit, on peut considérer Yq comme un module à connexion sur E[t, 

Par extension des scalaires, on munit Be ^E^t-1] Yo d 'une s tructure de B^-module à 

connexion. On le munit aussi d 'une action de B R # en posant o~(b <G> y) = cr(b) (G> y si 

a G BRE, b G BE et y G Y0. 

Il est clair que le sous-E-espace vectoriel Ie(Y) = (BE^E^t-1] ^o)v=o des sections 

horizontales est stable par l 'action de B R # . 

De même, soit Z une représentation E-linéaire de dimension finie de B R # . Le 

groupe D)Re opère sur BE et sur Z, donc aussi sur le produit tensoriel BE ®e Z. On 

définit une connexion sur ce B#-module en posant V(b<g>Z) = Z<8)db. Il est clair que le 

sous-E-espace vectoriel Zq = (Be®eZ)BRE formé des éléments sur lesquels l 'action de 

BRE est triviale est en fait un sous-E[t,t~x]-module de (BE <&e Z)BRE , stable par V. 

Par extension des scalaires, on en déduit une connexion sur le i£((£))-espace vectoriel 

ME(Z) = E((t)) ®s[t,4-i] Z0. 

Théorème 3.22 

i) Soit Z une représentation E-linéaire de dimension finie h de B R # . Alors Zq est 

un E^tT^-module libre de rang h et la connexion sur Me{Z) est régulière. De plus 

l'application naturelle 

Be ®E[t,t-i) Zo — > BE ®e Z 

est un isomorphisme. 

ii) Soit Y un E((t))-espace vectoriel de dimension finie h muni d'une connexion 

régulière. Alors Yq est un E\t,trl\-module libre de rang h et Ie{Y) est un E-espace 

vectoriel de dimension h. De plus les applications naturelles 

E((t)) ®B[fe,t-i] — • Y et BE ®e Ie(X) — • BE ®E[t_,t_-i] *o 

sont des isomorphismes. 
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iii) Le joncteur ME • R e p ^ D R ^ ; ) —• 71E,t induit une 0-équivalence entre ces deux 

catégories et IE est un quasi-inverse. 

Commençons par énoncer deux lemmes : 

Lemme 3.23. — Si Z est comme dans le théorème et si Y = ME(Z), l'application 

naturelle Zo —* Yo est une bijection. 

Lemme 3.24. — Le joncteur ME ' R e p ^ D R ^ ; ) —> 7ZE:I es^ essentiellement surjectij. 

Montrons comment le théorème se déduit de ces deux lemmes. 

Prouvons d 'abord (i) : Notons CE l 'algèbre affine de DRj£. On voit facilement que 

ZQ0 = (CE ®E Z)BRE est un ^-espace vectoriel de dimension h et que l 'application 

naturelle CE ®E ZOO —> CE <S>E Z est un isomorphisme. 

Choisissons un système S de représentants de E/Z dans E, stable par GE- Pour tout 

i G Z fixé, les t^a+^(logt)J , pour a G 5 et j G N sont des éléments de B^ linéairement 

indépendants sur E. Notons gr^ B-g le sous-^-espace vectoriel qu'ils engendrent et 

posons grLSBE — g r ^ l ^ n C'est un sous-E'-espace vectoriel de BE stable par 

D R # . La projection de BE sur CE induit un isomorphisme de gr^S^? sur CE et la 

multiplication par № un isomorphisme de gr^Sjs? sur g r ^ B ^ . On en déduit que le 

choix de S nous permet d'identifier Zo à E^IT1] 0 # ZOO qui est bien un E^t'1]-

module libre de rang h et que BE O s ^ t - 1 ] ZQ ^> BE®E Z est bien un isomorphisme. 

On voit que E[t\ ®E ZOO est stable par Vo, donc aussi E[[t\] <S>E[t\ %oo qui est un réseau 

de ME(Z) et la connexion sur ME(Z) est bien régulière. 

Montrons maintenant (ii) dans le cas où Y = ME(Z), avec Z comme ci-dessus. 

D'après le lemme 3.23, l'inclusion Zo C Yo est une égalité. En particulier, Yo est libre 

de rang h sur E[t,t~l] et l 'application E((t)) YQ-+Y est un isomorphisme. 

On a aussi BE ^E^t-1} Yo = BE Ç&E&t-1] Zo = BE <S>E Z, donc IE(Y) = Z puisque 

(BE)V=O — E. Il en résulte bien que BE <8>E IE(Y) s'identifie bien à BE *] ^o-

Il est maintenant clair que ME induit une 0-équivalence entre R e p ^ B R ^ ) et la 

sous-catégorie tannakienne de 71E,t image essentielle de ce foncteur et que la restric

tion de IE à cette sous-catégorie est un quasi-inverse. Le lemme 3.24 permet donc de 

conclure. • 

Preuve du lemme 3.23. — Quit te à remplacer E par une extension finie galoisienne, 

on peut supposer que les poids de Z , pour l 'action de B R # , sont dans E/Z. Par 

dévissage, on se ramène au cas où Z est simple, ce qui implique que GA opère tri

vialement donc que Z est de dimension 1 avec un unique poids a G E/Z. Soit z une 

base de Z sur E. Si S est comme ci-dessus et si a désigne le relèvement de a dans 5 , 

ZQ (resp. Y = ME(Z)) est le E[t,£-1]-module libre de rang 1 (resp. le E'((t))-espace 

vectoriel de dimension 1) de base u — t^~°^ 0 z et on a Vo(u) = —au. Nous devons 

montrer que si y G Y est tel que le sous-i£-espace vectoriel de Y engendré par les 

VQ(?/), pour j G N est de dimension finie, alors y G ZQ. Considérons un tel y. Il existe 
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un entier m ^ 1 et XQ,XI,. .. , x m - i G E pas tous nuls tels que Yl^Zo xj^o(y) — 0-

Si y = Œ,nezcntn)ui on voit que ^o(2/) = (I]neN(n ~~ a)jcntn)u. On doit donc avoir 

X ^ o 1 £ n e z x j ' ( n ~ a)Jcnt.n = 0, ou encore 

m—1 

(n — a)jXj — 0 pour tout entier n tel que cn ^ 0 
j=0 

Si no, n i , . . . , nm_i sont des entiers distincts, le déterminant de la matrice des (n^ —a)j, 

pour 0 ^ i,j ^ m — 1 est non nul. On en déduit qu 'au plus m — 1 des cn sont non 

nuls, donc que y G ZQ. • 

Preuve du lemme 3.24- — C'est une conséquence immédiate de la classification des 

modules à connexion régulière sur E((t)) (cf. [Ma65], th . 4, lorsque E est algébrique

ment clos, le cas général s'en déduit facilement). • 

Pour toute i?dR-représentation W de Gk, notons AdRj(W) la réunion des sous-

if-espaces vectoriels de dimension finie de WHK stable par T. C'est aussi la réunion 

des sous-ifoo-espaces vectoriels de dimension finie de AdR(W) stables par Vo- C'est 

un sous-Koo[£>£-1]-module de AdR(W). Le théorème précédent montre qu'il est libre 

de rang la dimension de W sur i?dR et que l 'application naturelle 

Koo{{t)) O ^ f e t - i ] AdRf/(W0 — AdR(H0 

est bijective. 

Par ailleurs, 

AIR,oo(W0 C BK ®K&t-i] W = BKoG W D BKoo 0 ^ ( ^ - 1 ] A D R Ï / ( W ) . 

Proposition 3.25. — Soit W une BdR-représentation de Gk de dimension h. On a 

AIR,oo(W0 C BKoo Shoote,*-1] A D R , / ( W ) et l'application BKoo-linéaire 

BKoc ®Koo DdR^(W) BKoo ^ o o f c t - i ] ADR , / (W) 

déduite de cette inclusion est bijective. 

Cette bijection est compatible avec les extensions naturelles de V et de l'action de 

Skoc • En particulier, 

DdR,oo(W) = IKoa(AdR(W)) = (BKoa 8 * ^ - 1 ] AdRi / (W))v=o 

et 

AdR(W) = MKoo(DdKoo(W)) = K o o ( a ) ) ^K^t-1) DdRt00(W)f^ . 

Démonstration. — Compte-tenu du théorème précédent, c'est une simple analyse de 

la définition des différents foncteurs qui interviennent dans cet énoncé. 

Toutefois, le lecteur consciencieux remarquera que l'on n 'a besoin pour la preuve 

que de la part ie facile du théorème précédent : on sait a priori que, pour toute BdR-

représentation W de Gk, AdR(W) est dans l 'image essentielle du foncteur Mk^- On 
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n 'a donc pas besoin de connaître l'essentielle surjectvité de ce foncteur, ce qui fait que 

l'on n'utilise pas la classification des modules à connexions régulières sur F((£)) . • 

Remarques 

(1) Soit i?HT = C((t)) le corps des séries formelles en l 'indéterminée t à coefficients 

dans C sur lequel GK opère comme on pense (l 'indéterminée t est toujours un géné

rateur de Z p ( l ) ) . C'est le corps des fractions de B^T = C[[t]] = lim ^ C[t]/tr et on 

munit BftT de la topologie de la limite projective (chaque C[t]/tr étant muni de sa 

topologie d'espace vectoriel de dimension finie sur C). Tout ce qu'on vient de raconter 

dans ce chapitre se transpose mot pour mot à l 'étude des ^HT-représentations de GK 

(mais comme la projection B^T —» C admet une section continue Gx-équivariante, 

ces résultats sont essentiellement triviaux). 

En particulier, on peut associer à toute i?HT-représentation W de GK un Koo-

espace vectoriel de dimension finie DHT,OO(W) muni d 'une action de B R / ^ et la 

connaissance de D H T , o o ( W ) détermine W à isomorphisme près. 

(2) Soit W une i?dR-représentation de GK et W un réseau de W stable par GK-

Le choix de ce réseau permet de munir W d'une filtrat ion, indexée par Z , décroissante, 

exhaustive et séparée en posant Fil^y W = tfW — f W , pour tout i G Z . On voit 

alors que grw W = 0 ^ z g^yy avec grl W = F i l iW/F i l i+1 W a une structure 

de I?HT-représentation (en fait graduée) de GK- Les représentations DDRI00(W) et 

^HT,oo(gr>v(Wr) de B R ^ o o = M j ^ m x G a ne sont pas forcément isomorphes. On 

vérifie que l'action de D R J J est la même mais que celle de Ga peut être différente 

(la classe d'isomorphisme de £>HT,oo(gryv) muni de l'action de Ga dépend en général 

du choix du réseau W ) . 

4. Généra l i t é s sur les représenta t ions p -ad iques 

4 . 1 . P o i d s e t t y p e s d 'une représenta t ion . — Dans ce chapitre, F est un sous-

corps fermé de K. La catégorie RepF(Gr^) est donc la catégorie des F-espaces vec

toriels de dimension finie sur F munis d 'une action linéaire et continue de GK- Dans 

le chapitre suivant, on va s'intéresser aux représentations p-adiques, i.e. au cas où 

F = QP. 

Nous allons voir rapidement comment les résultats des chapitres 2 et 3 s'appliquent 

aux F-représentations de GK- Dans tout ce qu'on va faire, on ne change rien en 

remplaçant la représentation V considérée par VK = K ®F V ce qui fait que l'on 

pourrai t aussi bien ne parler que de ^- représenta t ions . 

Soit V une F-représentat ion de GK- Alors Ve = C <S>F V est de façon évidente une 

C-représentation de GK et VdR = B^R^FV une BdR - représentat ion de GK- Pour tout 

foncteur D défini sur la catégorie des C-représentations (resp. i?dR-représentations) 

de GK, on pose D(V) = D{VC) (resp. D(V) = D(VDR)). 
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Les poids de Sen (resp. de de Rham ) de V sont les poids de Sen de Vc (resp. de 

d e R h a m de VdR,). Les premiers forment un sous-ensemble fini, stable par GK de K 

et les seconds sont leurs images dans K/X. 

Si Xes t un sous-ensemble de K stable par GK et contenant Z, on dit que V est de 

type Sx (resp. S%) si Vc l'est, que V est de type dRx (resp. dR™) si VdR l'est. On 

voit donc (th. 3.13 et prop. 3.20) que l'on a les implications 

V est de type dK% => V est de type S% 

• I 
V est de type dRx <=> V est de type Sx 

On dit aussi que V est de Hodge-Tate (resp. presque de Hodge-Tate) si Vc l'est 

(c'est-à-dire si V est de type S% (resp. Sz)- De même on dit que V est de deRham 

(resp. presque de de Rham ) si VdR l'est (c'est-à-dire si V est de type «iRJ1 (resp. dRz). 

On a donc les implications 

V est de de Rham = = = > V est de Hodge-Tate 

I l 
V est presque de de Rham <=> V est presque de Hodge-Tate 

4 .2 . G r a d u a t i o n s , ^ -graduat ions , f î l trations e t z/-filtrations. — Soit E un 
corps commutatif. Pour tout E-espace vectoriel D , on appelle graduation sur D la 
donnée d 'une graduation par des sous-E-espaces vectoriels indexée par Z, i.e. d 'une 
décomposition de D en somme directe de sous-E-espaces vectoriels D = ® * E Z gr* D. 

Un E-espace vectoriel gradué est un E-espace vectoriel muni d 'une graduation. Avec 
comme flèches les applications E-linéaires qui respectent la graduation, les modules 
gradués forment une catégorie abélienne E-linéaire qui s'identifie à la catégorie des 
représentations E-linéaires (pas nécessairement de dimension finie) de Gm (pour tout 
i G Z, gr* D est la part ie de poids i). 

On définit de façon évidente le produit tensoriel de deux jE-espaces vectoriels gra
dués, de même que le dual d 'un E-espace vectoriel gradué de dimension finie. Le 

E-espace vectoriel gradué unité est E avec gr° E = E et grz E = 0 si i ^ 0. 

On appelle ^-graduation sur un E-espace vectoriel D la donnée d 'une graduat ion et 

d 'un endomorphisme nilpotent v : D —• D qui respecte la graduation. Les E-espaces 

vectoriels v-gradués forment, de manière évidente, une catégorie abélienne E-linéaire 

qui s'identifie à la catégorie des représentations E-linéaires de GmxGfl (cf. §2.4). 

On définit de façon évidente le produit tensoriel de deux E-espaces vectoriels v-

gradués (on a v(d\ (gxfe) = ^ ( r f i ) ( 8 ) c ( 2 + ^ i ® ^ № ) ) , de même que le dual d 'un E-espace 

vectoriel ^-gradué de dimension finie (on a v(f)(d) = — f(v(d))). C'est clair aussi ce 

qu'est la s t ructure de E-espace vectoriel v-gradué unité sur E . 

Pour tout E-espace vectoriel D, on appelle filtration sur D la donnée d 'une filtration 

par des sous-E-espaces vectoriels indexée par Z, décroissante, exhaustive et séparée, 
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i.e. on se donne des sous-F-espaces vectoriels (Fil* D)ieZ de D vérifiant Fil*+1 D C 

FiP D, pour tout i, Uiez Fil* D = D et n^ez Fil1 D = 0. Un E-espace vectoriel filtré 

est un .E-espace vectoriel muni d 'une filtration. Avec comme flèches les applications 

F-linéaires qui respectent la filtration, les F-espaces vectoriels filtrés forment une 

catégorie additive, f?-linéaire, qui n'est pas abélienne. 

Un morphisme strict de F-espaces vectoriels filtrés est un morphisme / : D\ —• D2 

de F-espaces vectoriels filtrés tels que /(Fil1 Di) = Fi\lD2 H f{D2), pour tout i G Z. 

Une suite de morphismes de F-espaces vectoriels filtrés est dite exacte si tous les 

morphismes de la suite sont stricts et si c'est une suite exacte en tant que suite 

d'applications linéaires. 

Si D est un F-espace vectoriel filtré, un sous-objet Dr de D (resp. un quotient D" 

de D) est un sous-F-espace vectoriel (resp. un F-espace vectoriel quotient) muni de la 

filtration induite. Pour tout sous-F-espace vectoriel D' du F-espace vectoriel filtré D, 

si D" = D/D', la suite 

0 —> D' —> D —> D" —> 0 

est exacte. 

Si Di et D2 sont deux F-espaces vectoriels filtrés et si l 'un des deux au moins est 

de dimension finie, on définit une filtration sur DI®E D2 en posant 

F i l ^ D i 0 D2) = ] T Fil*1 £>i 0 Fil*2 D2. 
i\-\-ii=i 

De même, le dual d 'un F-espace vectoriel filtré L>, de dimension finie sur E, est le 

F-espace vectoriel dual Z)*, avec Fil* £>* égal à l 'orthogonal de Fil-*+1 D. Le F-espace 

vectoriel filtré unité est E avec 

F i l * R — E si i ^ 0 
0 sinon 

A tout ^-espace vectoriel filtré D, on peut associer le E'-espace vectoriel gradué 

gr D = Ç&iez gr2 D , avec gr* D = FiP D/ Filz+1 D. On obtient ainsi un foncteur additif 

^-l inéaire de la catégorie des ^-espaces vectoriels filtrés dans celle des ^-espaces 

vectoriels gradués. Ce foncteur est exact (au sens qu'il transforme toute suite exacte 

en suite exacte) et fidèle. C'est un 0-foncteur au sens qu'il commute de manière 

évidente au produit tensoriel, au dual et envoie l 'objet-unité sur l 'objet-unité. 

Une u-filtration sur un ^-espace vectoriel D est la donnée d'une filtration et d 'un 

endomorphisme nilpotent v respectant la filtration. Les E-espaces vectoriels v-filtrés 

forment de manière évidente une catégorie additive ^-l inéaire. Un morphisme de 

^-espaces vectoriels ^-filtrés est dit strict s'il est strict en tant que morphisme des 

^-espaces vectoriels filtrés sous-jacents. On définit de même la notion de suite exacte 

de ^-espaces vectoriels z/-filtrés. 

Un sous-objet (resp. un quotient) d'un E-espace vectoriel v-filtré est un sous-E-

espace vectoriel stable par v (resp. le quotient par un sous-E-espace vectoriel stable 
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par v) que l'on munit de la filtration induite. Pour tout sous-objet D' du E-espace 
vectoriel z/-filtré D, si D" = D/ D', la suite 

0 — y D' —> D —> D" —> 0 

est exacte. 

On définit comme on pense le produit tensoriel de deux E-espaces vectoriels v-û\trés 

dont au moins l 'un des deux est de dimension finie, le dual d 'un E-espace vectoriel 

z/-filtré de dimension finie, la s tructure d'objet-unité de la catégorie des E-espaces 

vectoriels z/-gradués sur E. 

A tout E-espace vectoriel ^/-filtré D , on peut associer le E-espace vectoriel ^-gradué 

grD. Le foncteur D I—• g? D est un foncteur additif E-linéaire, exact et fidèle qui 

commute au produit tensoriel, au dual et à l 'objet-unité. 

Enfin, il est commode de convenir que tout morphisme de E-espaces vectoriels 
gradués (resp. v-gradués) est strict. 

4 . 3 . A p p l i c a t i o n s a u x r e p r é s e n t a t i o n s presque d e H o d g e - T a t e . — Les 

FiP Д щ = B^Rtl — В£к(г), pour i G Z, munissent BdR d 'une filtration naturelle 
qui en font non seulement un if-espace vectoriel mais aussi, en un sens évident une 

if-algèbre filtrée. La if-algèbre graduée associée est Вцт = C[t, La graduation 
sur Вцт est la même que celle qui provient du fait que £?нт = B% = С <&к 
algèbre affine sur С du groupe T^1 = Gm. 

De même l 'anneau BpdR = BdR[logt] a une structure d'algèbre z/-filtrée : on a 

FiP BpdR = B+Rpogt]*4 = B+K[logt](i) 

et l 'application v est la BdR-dérivâtion —д/dlogt. Cette dernière est celle qui cor

respond à l 'action de Ga = DR^ sur BpdR. L'algèbre z/-graduée gi Bpdn s'identifie 

à Врнт- Sur cette dernière la v-graduation provient de ce que Gm x GA opère par 

translat ions à gauche sur son algèbre affine sur С qui est précisément Bpwr = B%. 
L'action de G к sur BDR, Д н т , BPDR et Врцт est compatible, en un sens évident, 

avec ces structures supplémentaires. Pour toute F-représentat ion V de G к, et pour 
* G {dR,pdR, H T , p H T } le Б^-module Б* <S>F V = Б* 0 к VK est muni d 'une action 
de GK (on pose g(b (g v) = g(b) (g g(v), pour g G GK-> b G B* et v G V ; on le 
munit de la s t ructure de if-espace vectoriel filtré (resp. i^-filtré, gradué, i/-gradué) 
produit tensoriel de la s t ructure donnée sur B* avec la s tructure triviale sur VK-
Alors D*(V) = (B*®F V)GK est un sous-if-espace vectoriel de B* ®F У qui est 
un sous-objet pour la s t ructure de if-espace vectoriel filtré (resp. i/-filtré, gradué, 
z^-gradué) de B* (g)F V. 

On note p*(V) : В* ®к D*(V) —• В* 0_p V l 'application i?*-linéaire déduite par 
extension des scalaires de l'inclusion D*(V) С В* (g) V. 

Les deux théorèmes qui suivent contiennent des résultats qui sont soit évidents soit 

des conséquences immédiates des résultats des chapitres 2 et 3. 
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Théorème 4.1. — Soient V une F-représentation de GK et h la dimension de V sur F. 

(1) Pour * G {dR,pdR, H T , p H T } ; D*{V) est un K-espace vectoriel de dimension 

finie ^ h. L'application p*(V) est infective et c'est un morphisme strict de K-espaces 

vectoriels filtrés (resp. v-filtrés, gradués, v-gradués). 

(2) Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

i) la représentation V est de de Rham (resp. presque de de Rham, de Hodge-

Tate, presque de Hodge-Tate) 

ii) on a dim K D*(V) = h, 

iii) l'application p*(V) est un isomorphisme. 

(3) On a 

DPKT(V) = gvDPDR(V), DHT(V) = (DpHT{V)„=(h DDR(V) = DpdR(V)„=Q. 

L'application naturelle g r D d R ( ^ ) —• DUT(V) est injective. 

(4) Si V est presque de Hodge-Tate (ou presque de de Rham, cela revient au même), 

V est de de Rham si et seulement si v = 0 sur DPDR(V), alors que V est de Hodge-Tate 

si et seulement si i/(Fil* DPDR(V)) C FiP+1 DPDR(V). 

Théorème 4.2. — Soit * G {dR,pdR, H T , p H T } . La sous- catégorie pleine RepF *(GK) 

de la catégorie R e p F ( G x ) formée des représentations qui sont de de Rham 

(resp. presque de de Rham, de Hodge-Tate, presque de Hodge-Tate) est une sous-

catégorie tannakienne et la restriction à cette catégorie du fondeur D* est un 

fondeur strict (i.e. pour tout morphisme / de cette catégorie, D*(f) est strict^, 

exact et fidèle, qui commute au produit tensoriel et au dual. 

4.4 . R e p r é s e n t a t i o n s presque de H o d g e - T a t e de d i m e n s i o n 1 

Proposition 4.3. — Soit V une représentation p-adique de GK de dimension 1. Les 

propriétés suivantes sont équivalentes : 

i) la représentation V est presque de de Rham, 

ii) la représentation V est presque de Hodge-Tate, 

iii) la représentation V est de Hodge-Tate, 

iv) la représentation V est de de Rham, 

v) il existe i G Z tel que le groupe d'inertie IK de l'extension K/K opère sur V(—i) 

à travers un quotient fini. 

Démonstration. — Comme V est de dimension 1 sur Q P , AdR,oo(^0 est de dimension 1 

sur KOQ et l 'action de Ga est triviale. Les équivalences des propriétés (i) à (iv) sont 

alors claire. 

Montrons l'équivalence de (iii) et (v). On voit que les poids de Sen d'une C-

représentation de GK ne change pas lorsque l'on remplace K par une extension qui 

est un sous-corps fermé de K sur lequel la valuation est encore discrète. Quit te à rem

placer K par le complété de l'extension maximale non ramifiée de K contenue dans 

K, on peut supposer que le corps résiduel est algébriquement clos, i.e. que GK — IK-
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Le fait que (v) (iii) est alors immédiat. Montrons l'implication inverse. Qui t te 

à remplacer V par V(—i), pour un entier i convenable, on peut aussi supposer que le 

poids de Sen de V est 0. Si v est un élément non nul de V, il existe alors un élément 

non nul c de C tel que c (g) v G (C <8>QP V)GK . Si rj : GK —» Z* est le caractère 

qui donne l 'action de GK sur V, on a gc = rj~1(g)c, pour tout g G G/f. Quit te à 

remplacer i f par une extension finie puis à multiplier c par un élément non nul de 

i f bien choisi, on peut supposer que c — 1 G m e , idéal maximal de Oc- Si a = loge 

et si p = — logor/ : GK —• Q p , on a, ga — a = p(g), pour tout # G G^- Le lemme 

ci-dessous implique que a G i f , i.e. que p — 0, donc que rj est d 'ordre fini et on a bien 

( i i i ) ^ (v ) . • 

Lemme 4.4. — Supposons k algébriquement clos et soit a G C tel que ga — a G QP, 

pour tout g G GK- Alors a € K. 

Démonstration. — Il s'agit de prouver que ga = a pour tout a G GK- Supposons que 

ce ne soit pas le cas. Alors l 'application g i—> ga — a défini un homomorphisme continu 

non nul p : GK —• Q p et l 'image de p est un sous-groupe compact non nul de Q p . 

Qui t te à multiplier a par un scalaire non nul, on peut supposer que cette image est 

égale à Z p . Soit H le noyau de p. Alors i f est une Zp-extension ifoo de i f et CH = L 

est l 'adhérence de i f ^ dans C (th. 1.1'). Si F = G a l ( i f o o / i f ), il existe un générateur 

topologique 70 de T tel que 70(a) = a H- 1. Pour tout n G N , si Kn est l 'unique 

extension de degré pn de K contenue dans i f 00 , 7o est un générateur topologique de 

G a ^ K o o / K n ) et JQ (a) — a = pn. Si l'on choisit an G ifoo tel que vp(a — an) ) n , on a 

VP(7O — l ) ( a n ) ^ rc; d 'après l 'assertion (iii) de la proposition 1.4, il existe ÀN G i f n 

tel que vp(an — \n) ^ n — l/(p — 1 ) et on a aussi vp(a — Xn) ^ n — l/(p — 1) . On 

peut alors écrire 70(An) = Àn + 1 — xn où xn G i f n vérifie vp(xn) ^ n — l/(p — 1) . 

Comme trKn/K(70(An)) = trXn/K(An), on en déduit que t rKn/K(xn) = pn. Pour n 

suffisamment grand, cela contredit le fait que vp(trKn/K{.xn)) ^ vp(xn) + (p—l)n/peK 

(prop. 1.6). • 

Remarque. — En utilisant une analyse de la ramification encore plus fine que celle 

que nous avons faite ici ([Sen72]), Sen a montré plus ([Sen80], cor .au th . 1 1 ) : Pour 

qu 'une représentation p-adique V de GK soit de Hodge-Tate, avec seulement 0 comme 

poids de Sen, il faut et il suffit que le groupe d'inertie IK opère sur V à travers un 

quotient fini. Sen montre en fait un résultat beaucoup plus fort ([Sen73] dans le 

cas Hodge-Tate et [Sen80], th . 1 1 dans le cas général) : Comme l'image du groupe 

d'inertie IK dans le groupe Aut<QP (V) des automorphismes du Qp-espace vectoriel V 

est un sous-groupe fermé, c'est un groupe de Lie p-adique et son algèbre de Lie g est 

une sous-algèbre de Lie de EndQp(V). Sen montre que g est le plus peti t sous-Qp-

espace vectoriel de Enâ.Qp(V) tel que C 0 Q P 9 contient l 'endomorphisme de Sen. 
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5. R e p r é s e n t a t i o n s s e m i - s t a b l e s e t (<p, 7V)-modules filtrés 

5 .1 . Les ((p, N)-modules fi ltrés. — Le corps résiduel A: de i f est une clôture al
gébrique de k. On note ifo (resp. Po) le corps des fractions de l 'anneau des vecteurs 
de Wi t t à coefficients dans k (resp. k) et a le Frobenius absolu agissant sur k, k (via 
x i—• xp), ifo et Po-

On appelle <p-module sur k (ou (p^module, s'il n 'y a pas de risque de confusion 
sur k) la donnée d 'un ifo-espace vectoriel D muni d 'une application cr-semi-linéaire 
<p : D —> D (i.e. d 'une application additive vérifiant tp(Xd) = a(X)ip(d) si À G Ko, 

d G D). On appelle (ip, N)-module (sur k) la donnée d 'un (^-module D muni en outre 
d 'une application ifo-linéaire N : D —> D vérifiant 

N(p = p<pN. 

Un ip-module fini (resp. un ((p, N)-module fini) est un module (resp. un (ip,N)-

module) D qui est de dimension finie en tan t qu'espace vectoriel sur Ko et tel que ip 

est bijectif sur D (il revient au même de demander que (p est injectif ou surjectif). Un 
(^-module fini est donc ce que l'on appelle d 'habitude un F-isocristal sur k. 

Les (^-modules (resp. les (</?, TV)-modules) forment de façon évidente une catégorie 
abélienne Qp-linéaire, la catégorie des y>-modules pouvant être identifiée à la sous-
catégorie pleine de celle des (<p, N)-modules dont les objets sont ceux sur lesquels 
N — 0. Les sous-catégories pleines des ^-modules finis et des ((p, 7V)-modules finis 
sont stables par sous-objet, quotient, somme directe et sont encore abéliennes. Celle 
des (np, 7V)-modules finis est aussi stable par extension. 

On peut définir le produit tensoriel D\ (g D<i de deux (ip, 7V)-modules D\ et D<i ; 

le ifo-espace vectoriel sous-jacent est le produit tensoriel des ifo-espaces vectoriels 
sous-jacents et, si d\ G D\ et £¿2 G D2, on a <p(d\ (g ¿¿2) = <pd\ (g <pd2 et N(d\ (g £¿2) = 
Nd\ (g G?2 + d\ (g Nd2- Le produit tensoriel de deux (^-modules est encore un ip-

module (on a encore TV = 0) et le produit tensoriel de deux ((p, 7V)-modules finis est 
encore un (<p, AQ-module fini. Si D est un ((p, iV)-module fini, on peut définir son dual 

D* ; le ifo-espace vectoriel sous-jacent est le dual de D, si rj G D* et d G D, on a 
(<prj)(d) — a(r]((p~1d)) et (Nrj)(d) = —rj(Nd). La catégorie des ((p, N)-modules finis 
devient ainsi une catégorie tannakienne sur Qp dont l 'objet-unité est Ko, avec (p = a 

et TV = 0. Il en est de même de la sous-catégorie pleine des (^-modules finis. Comme, 
pour tout (</?, 7V)-module fini D, l 'action de N est nilpotente (cf. plus bas) et comme 
le noyau de N est un sous-objet, les objets simples de la catégorie des ((p, N)-modules 
finis sont les mêmes que ceux de la catégories des (p-modules finis. 

Le résultat suivant est essentiellement dû à Dieudonné [Di57], voir aussi Manin 
[Ma63] ou Demazure [De72] : 

Proposition 5.1. — La catégorie des cp-modules finis sur k est semi-simple. 

Pour tout nombre rationnel a, posons a = r/h avec r, h G Z, h ^ l, r et h premiers 

entre eux. Soit l'unique ip-module fini sur k dont le Po-espace vectoriel sous-jacent 
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est PQ, avec, si {di ,d2l . . . ,dh) désigne la base canonique, 

(p(di) = di+i si i ^ h et (p(dh) = pr d\. 

Alors chaque D[a] est un objet simple et chaque objet simple de cette catégorie est 

isomorphe à un et un seul de ces . 

Si D est un (^-module sur k et si a — r/h est comme ci-dessus, le sous-PQ-espace 

vectoriel Da de D engendré par les d tels que <phd — prd est stable par ip et est la 

somme des sous-<^-modules de D isomorphes à D[a]. Si D est fini, presque tous les Da 

sont nuls et D = (&aeqDa. 

Si maintenant D est un (^-module sur A:, D = Po ®K0 D a une s tructure évidente 

de (^-module sur k et D s'identifie à un sous-i^o-espace vectoriel de D stable par (p. 

On pose Da = D fï Da. On appelle Da la partie de pente a de D. Si D est fini, on a 

encore 

D — © Q Ç Q D Û 

et on appelle cette décomposition la décomposition isopentique de D. Les nombres 

rationnels a tels que Da est non nul s'appellent les pentes de D. 

Si D est un W)-module fini et si D = 0 a e Q ^ a es^ la décomposition isopentique 

du (p-module fini sous-jacent, la relation N(p = pcpN implique que N(Da) C £>a-i5 

pour tout a G Q (et donc, en particulier, que TV est nilpotent sur D). 

On appelle (cp, N)-module filtré sur K (ou (</?, N)-module filtré s'il n 'y a pas de 

risque de confusion sur K) la donnée d 'un (y?, iV)-module D et d 'une s tructure d'es

pace vectoriel filtré sur le if-espace vectoriel DK = K ®K0 D (§4.2). Les (ip,N)-

modules filtrés forment, de manière évidente, une catégorie additive Qp-linéaire que 

nous notons M . 

Si / : D' —> D et g : D —• D" sont des morphismes de ((/?, 7V)-modules filtrés, on 

dit que 

0 —> D' —> D —> D" —> 0 

est une suite exacte courte de (<p, N)-modules filtrés si la suite sous-jacente de (<p, N)-

modules est une suite exacte courte et si 

0 • D'K —• DK — • D'K > 0 

est une suite exacte courte de if-espaces vectoriels filtrés. 

Un sous-(ip, N)-module filtré D' d 'un (</?, 7V)-module filtré D est un sous-ifo-espace 

vectoriel stable par <p et TV, où l'on munit D'K — K <S>K0 Df C K D = de la 

filtration induite. Il existe alors sur le ifo-espace vectoriel quotient D" = D/D' une 

unique s t ructure de (</?, 7V)-module filtré telle que 

0 —> D' —> D —> D" —> 0 

soit une suite exacte courte de (</?, iV)-module filtrés ; on l'apelle le (<p, N)-module filtré 

quotient de D par D'. 
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On dit qu 'un (</?, 7V)-module filtré est fini si le (tp, A^)-module sous-jacent l'est. Si 

D\ et Z>2 sont deux (<p, A/")-modules filtrés et si l 'un des deux est fini, on peut définir 

le ((/?, 7V)-module filtré Di 0 J92 : le (p, A/")-module sous-jacent est le produit tensoriel 

sous-jacent et le if-espace vectoriel (DI®D2)K s'identifie à (D\)K®K (D2)K et a une 

s tructure d'espace vectoriel filtré (§4.2). On peut définir de la même façon le (ip, N)-

module filtré dual d 'un ((p, JV)-module filtré fini. La catégorie des (p, iV)-modules 

filtrés finis n 'é tant pas abélienne n'est pas tannakienne, mais le produit tensoriel a 

toutes les bonnes propriétés qu'on pense. En particulier, Ko, avec ip — a, N = 0 et la 

filtrat ion de K <S>K0 Ko = K définie par 

est un objet-unité. 

A tout (<p, AF)-module filtré fini D, on peut associer deux invariants numériques 

tN(D),tH(D) G Z (ici N = Newton et H = Hodge) : 

i) Le premier ne dépend que de la structure de (^-module sous-jacente à D : si 

dim^o L> = 1, si d est un générateur de D et si ipd = Xd, tjy(D) est la valuation p-

adique de À (si k ^ ¥p, À dépend du choix de la base, mais pas sa valuation p-adique) ; 

si maintenant dim^o D = h, on pose tjy(D) = t]v{/\hD) (on peut voir AhD comme 

un sous-objet de ). Si D = ÇBaeQDa est la décomposition isopentique de D, pour 

tout a G Q , aàm\K0 Da G Z , pour tout a et on a aussi £jv(i2) = Y^aeQa^mKo Da-

h) Le second ne dépend que de la filtration de D K '• si dimx0 D = 1, tu(D) est 

le plus grand entier i tel que Fil2 D K = D K ; si maintenant dim^o D — h, on pose 

tH(D) = tH(AhD). On a aussi tH(D) = ^ieZi • dimK(FiP DK/F'ûi+1 DK). 

On appelle (tp, N)-module filtré faiblement admissible tout (p, N)-modu\e filtré 
fini D vérifiant les deux conditions suivantes : 

i) on a tH(D) = tN(D); 

ii) pour tout sous-((/?, N)-module filtré D' de D, tn(D') < tN(D'). 

On note MFA la sous-catégorie pleine de M dont les objets sont les (<p, AQ-modules 

filtrés faiblement admissibles. Le résultat suivant est facile à vérifier (cf. [Fo94b]) : 

Proposition 5.2. — La catégorie Mfa est abélienne. Si D est un objet de Mfa, les sous-

objets de D dans Mfa sont les sous-(p, N)-modules filtrés D' de D tels que tu(D') = 

En revanche, le résultat suivant est beaucoup plus difficile : 

Proposition 5.3. — Le produit tensoriel de deux ((p, N)-modules filtrés faiblement ad

missibles est faiblement admissible. 

Ce résultat équivaut au fait que la catégorie Mfa est tannakienne sur QP. Il avait 

d 'abord été prouvé lorsque N = 0 sur chacun d'eux par Laffaille [La80] pour K = ifo 

FìliK=(K s H < 0 

Ì O si г > 0 

tN(D'). 
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et par Faltings [Fa94] pour K quelconque ; puis dans le cas général par Totaro [To96]. 
C'est aussi une conséquence triviale du théorème 5.9 ci-dessous. 

5.2 . Les a n n e a u x Bcv\s e t Bst. — On se propose de rappeler brièvement la 
construction de quelques unes des principales propriétés des anneaux Bcris et Bst. On 
renvoie à [Fo94a] pour les preuves qui sont immédiates, sauf celles des propositions 
5.4 et 5.5. 

Reprenons les notations du §3.1 . En particulier, 6 désigne la projection de B¿R sur 
C et £ est un générateur du noyau de la restriction de 0 à W(R). Notons AcriS le sous-
anneau de B¿R formé des éléments qui peuvent s'écrire sous la forme X^m=o a m £ m / ^ 7 
avec les am G W(R) tendant p-adiquement vers 0 lorsque m \—> -foc. Cet anneau 
s'identifie au complété pour la topologie p-adique de la sous-VF(i?)-algèbre A®ris de 
B¿R engendrée par les £m/ra!, pour m G N (qui est contenue dans W(R)[l/p] et 
séparée pour la topologie p-adique). 

L 'anneau 4̂Cris contient t et tv~x G pACTXS. On pose B+is = Acris[l/p] c B¿R et 
#cris = B+is[l/t] = Acris[l/t] c BdR. 

On note <p l 'endomorphisme de Frobenius sur W(R) et W(R)[l/p\. L 'anneau A®ris 

est stable par ip qui s'étend à v4criS par continuité, ainsi qu 'à B*is. On a (pt = pt et (p 

s'étend aussi à BCTiS en posant ip(l/t) = l/pt. 

Remarque. — Rappelons (§3.2) que B¿R = jHnr>1 &r et °lue chaque Br a une struc

ture d'espace de Banach p-adique. Munissons B¿R de la topologie de la limite projec-

tive des Br (qui est moins fine que sa topologie d 'anneau de valuation discrète). Alors 

B*1S est fermé dans B¿R et c'est un espace de Banach p-adique dont la topologie est 

induite par celle de B¿R. 

On a £ — [TT] — p. Pour tout g G GK, il existe un unique a(g) G Zp tel que, dans i?, 
g(n) = eA^7T. On note Bst l 'algèbre des polynômes en une indéterminée notée log[7r] 
à coefficients dans i?Cris- On prolonge l'action de (p et celle de GK sur I?cris à _Bst, en 
posant, avec des notat ions évidentes, 

^(^6„( l0g[7T ] r ) = ^^(6n)pn(l0g[7T])-

et s ( ^ & n ( l o g [ 7 r ] r ) = ^i /(6n)(log[7r] +a(g)t)n pour tout g G GK. 

Enfin, on note N l 'unique i?cris-dérivation de Bst telle que iV(log[7r]) = — 1. 

L'action de (p et celle de N commutent à celle de GK - Comme on a aussi N<p = pipN, 

cela nous permet de considérer Bst comme un (<¿?, 7V)-module sur k et sur k (en un 
sens évident, c'est une (ip,N)-algèbre, munie d'une action de GK)-

Cette construction est indépendante du choix de n en ce sens que si l'on choisit un 
autre 7r' G R tel que 7r'(°) = p, il existe b G Zp tel que 7r' = eb7r et l 'homomorphisme 
de Bcris—algèbre de -BcrispogM] sur ^cris[log[7r]] qui envoie log[7r'] sur log[7r] + bt est 

un isomorphisme compatible avec toutes les structures dont on vient de parler. 
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Dans B^R, ^ — 1 = £ /p G Ker# , ce qui fait que la série 

OO r I n OO 

j2(-ir+i{^--i) /n = j2(-ir+1e/nP

n 

n=l P n = l 

converge vers un élément qu'il est naturel de noter log([7r]/p). Par conséquent, si l'on 

prolonge le logarithme p-adique usuel en posant log(p) = 0, on peut voir log[7r] comme 

un élément de BDR. On a le résultat suivant : 

Proposition 5.4 ([Fo94a], th.4.2.4). — L'unique homomorphisme de K <S>K0 Bcris-

algèbres 

K ® K 0 # s t — • BdK 

qui envoie log[7r] sur log([7r]/p) est injectif et compatible avec l'action de GK-

On utilise ce résultat pour identifier non seulement Bcrm mais aussi K <S)K0 BcriS, 

Bst et K <S>K0 Bat à des sous-anneaux de BDR. On munit K <S>K0 Bst de la filtration 

induite par celle de B^R. Ainsi Bst a une structure naturelle de (p, A/")-module filtré 

sur k et sur k. En un sens évident, c'est une (<p, N)-algèbre filtrée munie d'une action 

de GK-

Il est immédiat que J3Cris s'identifie au noyau de N dans Bst. On pose 

B° = {b G Bcris | <p(b) = b} = {beBst\Nb = 0 et <p(b) = &}. 

L'application qui à n : Ko —> Bst associe r/(l) permet d'identifier la Q p -algèbre 

Hom( V p A / ) _ m o d u i e s (K 'O5 ftt) à B°. 

Proposition 5.5 ([Fo94a], th. 5.3.7). — On a B° H B+R = Qp. 

5.3 . R e p r é s e n t a t i o n s s e m i - s t a b l e s e t (p, AQ -modules filtrés admiss ib le s 

Soit V une représentation p-adique de GK- Le £? s t-module Bst 0 Q P V a une struc

ture naturelle de (</?, 7V)-module filtré sur K : c'est un ifo-espace vectoriel, on pose 

(p(b <g>v) = pb®v, N(b 0 v) = Nb 0 v ; on a (JB S T ® Q P V)K = BstfK ®QP V et, pour 

tout i G Z, on pose F i P ( £ s t 0 Q P V)K = Fil* BBt,K ®QP V. 

On pose DST(V) = (Bst ®QP V)GK. Comme l'action de GK commute à celle de ip 

et à celle de N, c'est un sous-(y?, Af)-module filtré de Bst 0 V. La proposition 5.4 nous 

permet d'identifier K <S>K0 L)ST(V) = (BBTIK ®QP V)GK à un sous-if-espace vectoriel 

de (BdR 0 Q p V)GK = DDR(V) ; on a donc 

dim K o DST(V) = dim K ( B s t , K ® V)°K < dim K DDR(V) < dim Q p V. 

Comme l'action de tp est injective sur Bstj DST(V) est un (<p, AQ-module filtré fini 

sur K. On voit que l'on peut considérer DST comme un foncteur Q p-linéaire de la 

catégorie R e p Q (GK) des représentations p-adiques de GK dans celle des (p,N)-

modules filtrés finis. 

On dit que la représentation V est semi-stable si d i m x 0 DST(V) = diniQ V (ce qui 

implique que V est de de Rham et que K 0 K O L)ST(V) s'identifie, en tan t que if-espace 
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vectoriel filtré à Ddji(V)). On dit que la représentation V est cristalline si elle est 

semi-stable et si en outre N = 0 sur Dst(V). Cela revient à demander que le Xo-espace 

vectoriel DcriS(V) = DST(V)]y=o — (Bcris <S)QP V)GK qui, a priori, est de dimension 

finie inférieure ou égale à la dimension de V sur Qp est égale à cette dimension. 

On dit qu 'un (</?, 7V)-module filtré D est admissible s'il existe une représentation 

p-adique semi-stable V de GK telle que D ~ Dst(V). Cela implique en particulier 

que D est fini. On note Ma la sous-catégorie pleine de M dont les objets sont les 

((/?, 7V)-modules filtrés admissibles. 

Rappelons que BCTis contient le corps Pq des fractions de l 'anneau des vecteurs de 

Wi t t à coefficients dans k. La fermeture algébrique P de P dans BdR est une clôture 

algébrique de Po contenant le corps P = KPQ et le groupe d'inertie IK de l'extension 

K/K s'identifie au groupe de Galois de l'extension P/P. 

Proposition 5.6 

i) Soit V une représentation p-adique de GK de dimension 1 surQp. Les assertions 

suivantes sont équivalentes : 

(a) la représentation V est cristalline, 

(b) la représentation V est semi-stable, 

(c) il existe un entier i G Z tel que V(—i) est non ramifiée. 

S'il en est ainsi, il existe un sous-K^-espace vectoriel E de dimension 1 de Pq stable 

par GK tel que, si v est un élément non nul de V et si bo est tin élément non nul 

de E, alors bç)t~l (g) v est une base de DST(V) sur Kq. 

ii) Soit D un ((p, N)-module filtré de dimension 1 sur Kq. Alors D est admissible 

si et seulement s'il est faiblement admissible. 

Lemme 5.7 

i) Soit Gk = Gal(k/k) = GK/IK- On a_H^ont(Gk, W(k)*) = 0. 

ii) Pour toute unité u de Vanneau W(k), il existe un élément non nul x G W(k) 

tel que (f(x) = ux. 

Démonstration. — Prouvons (i) : Posons Uq = W(k)* et, pour tout entier n ^ 1, UN = 

1 + pnW(k). Les (t /n)neN forment une filtration décroissante, exhaustive et séparée 

de W(k)* par des sous-groupes fermés,la topologie induite sur chaque Un/Un+i é tant 

la topologie discrète. Il suffit donc de vérifier que, pour tout n G N et tout 1-cocycle 

continu / : Gk —> Uni il existe a G Un tel que f — da soit à valeurs dans £/n+i, ou 

encore que if1(G/c, Un/Un+i) — 0 pour tout n, ce qui est bien connu, puisque Uq/U\ 

s'identifie à k , tandis que, pour n ^ 1, Un/Un+i est isomorphe au groupe additif 

de k. 

L'assertion (ii), facile à vérifier directement, est un cas particulier du théorème sur 

la classification des F-isocristaux sur un corps algébriquement clos (prop.5.1). • 

Prouvons la proposition 5.6. — L'implication (a) (b) est claire. 
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Montrons que (b) (c). Il est clair que, si V est semi-stable en tant que repré

sentation de GK, elle l'est aussi en tan t que représentation de IK = G a l ( P / P ) et on 

peut supposer k algébriquement clos. Come V est de de Rham, il existe (prop. 4.3) 

i G Z tel que GK opère sur V(—i) à travers un groupe fini. Comme tl est un élément 

inversible de Pst qui est un générateur du Qp-espace vectoriel Qp(i), V(—ï) est aussi 

semi-stable et l'on peut supposer que i = 0. Si v G V est non nul, il existe alors un 

élément non nul c G K = P tel que D<m(V) est le K-espace vectoriel engendré par 

c<8>v. Comme Dst(V) C DdR(V), on peut choisir c G Pst. Mais Pst fl K — Ko (pour 

tout c G Pst D K — Ko, on a K(c)o — Ko et l 'application K(c) ®K{C)0 Bat —* B&R est 

injective) donc c G Ko et l 'action de GK = IK sur V est triviale. 

Montrons que (c) => (a). Si \ '• GK —• ̂ p désigne le caractère cyclotomique, il existe 

un homomorphisme continu rj : Gk —> Z* tel que opère sur V via le caractère 

r)x%'• On peut voir 77 comme un 1-cocycle continu de à valeurs dans Z* C VF(A:)* 

et l 'assertion (i) du lemme 5.7 implique qu'il existe u G W(k)* tel que g(u) = rj(g)u, 

pour tout g G Gk- Si v est un élément non nul de V, on voit que ^jr®v est un élément 

non nul de £>cris(^0 et la représentation V est bien cristalline. En outre, si l'on pose 

60 = l/u, on voit que Dcr[s(V) est bien comme on veut, ce qui termine la preuve de 

l'assertion (i). 

Montrons alors (ii). Si D est admissible, alors, avec les notations ci-dessus, on peut 

supposer que D est le ifo-espace vectoriel engendré par d = bot~% 0 v. On voit que 

(p(d) = p~lcd, où c — <p(bo)/bo = o-(bo)/bo est une unité de KQ et tjy(D) — —i. On 

voit aussi que d G Fil-* PdR mais d 0 Fi/~*+1BdR et tn(D) = —i = tN(D). 

Réciproquement si D est faiblement admissible et si tji(D) — t^iD) — —i, et si 

l'on choisit un élément n on nul d de D, on a (p(d) = p~lcd, avec c G W(k)*. D'après 

l'assertion (ii) du lemme 5.7, il existe x G W(k) tel que p(x)/x = 1/c. On voit que 

le sous-Qp-espace vectoriel V de PCris engendré par v — xtl est stable par GK et que 

~ (g) v G £*cris(^)> ce qui implique que V est cristalline. Comme le (p, 7V)-module 

filtré DcriS(V) est isomorphe k D, D est admissible. • 

Soit maintenant D un (p, 7V)-module filtré fini. On pose 

Vst(D) = HomM(ifo, Bst 0 D). 

L'application qui envoie 77 G Vst(D) sur 77(1) permet d'identifier Vst(D) au sous-Qp-

espace vectoriel de Pst ®K0 D formé des x vérifiant <px = x, Nx = 0 et l'image 

de x dans PdR DK est dans le Fil0 de ce if-espace vectoriel. Cet espace est stable 

par GK , ce qui permet de considérer V t̂ comme un foncteur Qp-linéaire de la catégorie 

des (p, iV)-modules filtrés finis dans celle des Qp-espaces vectoriels munis d'une action 

linéaire de GK- Lorsque D est tel que Vst(D) est de dimension finie sur Qp, l 'action 

de GK est continue, ce qui permet de considérer Vst(D) comme une représentation 

p-adique de GK-
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Théorème 5.8 

i) L'application évidente 

K0^Dst(Qp) ( r e s p . Qp^Vst(K0)) 

est un isomorphisme de ((p, N)-modules filtrés (resp. de Qp-espaces vectoriels). 

ii) Pour toute représentation p-adique semi-stable V de GK, l'application Bst-

linéaire 

Bst <8>K0 Dst(V) — • Bst <g>Qp V 

déduite de l'inclusion de Dst(V) dans BST<S>V est un isomorphisme de (cp, N)-modules 

filtrés. 

iii) La sous-catégorie pleine Repst(Gj<:) de RepdR(G/r) dont les objets sont les 

représentations semi-stables est une sous-catégorie tannakienne. 

iv) Comme sous-catégorie pleine de M_, la catégorie Ma est stable par facteur direct, 

somme-directe, produit tensoriel et dual. 

v) Tout (cp, N)-module filtré admissible est faiblement admissible. La catégorie Ma 

est abélienne et, si D est un objet de M_a, les sous-objets (resp. les quotients) de D 

dans Ma sont les les sous-objets (resp. les quotients) de D dans Mfa. 

vi) La restriction de Dst à Repst(GRK) est une <S>-équivalence de Repst(GFK) sur M_a 

et la restriction de Vst à Ma en est un ®-quasi-inverse. 

De façon précise, l 'assertion (iii) signifie que, en tan t que sous-catégorie pleine 

de R e p d R ( G K ) , la catégorie Repst(Gft:) est stable par sous-objet, quotient, somme 

directe, produit tensoriel et dual. L'assertion (vi) signifie que Vst : Reps t (Gx) —• Ma 

est une équivalence de catégorie et jDst : Ma —» Repst(G/<:) est un quasi-inverse et 

qu'en outre, 

a) si V\ et V2 sont deux représentations semi-stables, l 'application 

Ar t (Vi) <8> Dst(V2) — Dst(V! ® V2), 

induite par la multiplication dans Bst, est un isomorphisme de (<p, 7V)-modules filtrés ; 

b) si V est une représentation p-adique semi-stable et si V* désigne la représentation 

duale, l 'application bilinéaire évidente 

D8t(V*) x Dst(V) — Dst(V* <g) V) — • D s t ( Q p ) - Ko 

induit une dualité de (<p, iV)-modules filtrés ; 

c) que si Di et D2 sont des (</?, 7V)-modules filtrés faiblement admissibles, D\ 0 D2 

est aussi faiblement admissible et l 'application 

^st(£>i) <8> Vst(D2) — VstiD! <8> D2), 

induite par la multiplication dans Bst, est un isomorphisme de représentations p-

adiques de GK ; 
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d) que si D est un (</?, 7V)-module filtré faiblement admissible, le (<p, iV)-module 

filtré dual D* l'est aussi et que l 'application bilinéaire évidente 

Vst(D*) x Vst(D) — Vst(D* Vst(K0) = Qp 

induit une dualité de représentations p-adiques. 

La preuve du théorème 5.8, qui repose sur les propositions 5.4, 5.5 et 5.6, est donnée 

en détail dans [Fo94b]. En voici les grandes lignes : 

(1) On montre d 'abord (i) : On a Dst(Qp) = BftK. Comme i ^ o C ^ C ^ = K, 

AST(Qp) est une extension finie K' de Ko contenue dans K D Bst. Le fait que l'appli

cation naturelle K 0 ^ Bst —> BdR soit injective (prop.5.4) implique que K' — Ko. 

De même, l 'application rj \—> rj(l) identifie Vst(QP) à B° Pi B¿R et l'égalité Qp = 

Vst(Ko) n'est autre que la proposition 5.5. 

(2) On montre ensuite (ii) : On a un carré commutatif 

Bst ®K0 D^V) y B^ ®QP V 

i i 
BdR ®K DdR(V) —• BdR 0Qp V 

et les deux flèches verticales ainsi que la flèche horizontale inférieure sont injectives. Il 

en est donc de même de la flèche horizontale supérieure qui nous permet d'identifier 

Bst 0 D s t ( V ) à un sous-(y?, 7V)-module de Bst 0 V. Soient vi, v<¿,..., Vh une base de V 

sur Qp et di, (¿2, • • •, dh une base de Dst(V) sur Ko. Le déterminant b de la matrice 

dont les colonnes sont les composantes des 1 0 d{ sur la base des 1 0 v¿ est un élément 

non nul de Bst • On voit que v — v\ A v<¿ A • • • A Vh est une base de la représentation 

p-adique de GK de dimension 1 qui est det V = AHV et que 6 0 v est un élément non 

nul de Dst(det V). Par conséquent, det V est semi-stable. Il en résulte (prop. 5.6), 

que b est de la forme b = bot~z, avec i G Z et bo G Po, non nul donc que b est inversible 

dans Bst-

Ceci prouve que l 'application qui nous intéresse est un isomorphisme de (p, N)-

modules. Le fait que c'est aussi un isomorphisme de (p, 7V)-modules filtrés résulte 

alors de l 'assertion (1) du théorème 4.1. 

(3) Si V est une représentation p-adique semi-stable et si D = Dst(V), l 'application 

naturelle 

V^Vst(D) 

est un isomorphisme : en effet l 'assertion précédente montre que Bst 0 D s'identifie à 

Bst 0 V en tant que (<p, iV)-module filtré et 

Vst(D) = H o i i i m ( K o , Bst ®V) = HomM(ifo, Bst) 0 V = Vst{K0) 0 V = Qp 0 V = V. 

(4) La catégorie Reps t (Gx) est une sous-catégorie pleine de RepDR(GK) stable par 

somme directe, sous-objet, quotient (donc est abélienne) et toute suite exacte courte 

0 — • V — • V —• V" —y 0 
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de représentations p-adiques semi-stables induit une suite exacte courte de (<£, N)-

modules filtrés 

(*) 0 — Dst(V) —> Dst(V) —+ DM') —> 0. 

La stabilité par somme directe est évidente. Si 

0 —> Y —> V —> V" —> 0 

est une suite exacte courte de représentations p-adiques, on a une suite exacte courte 

0 — DM') — Dst(V) —> DM")-

Si V est semi-stable, on a dim^O Dst(V") = dimQp V. Comme dim^0 Dst(Vf) ^ 

dimQp V' et dim^O Dst(V") ^ dimQp V", ces deux inégalités sont nécessairement des 

égalités. Par conséquent V et V" sont bien semi-stables et la suite (*) est bien une 

suite exacte courte de (<¿>, N)-modules. Le fait que ce soit aussi une suite exacte de 

(if, N)-modules filtrés résulte du théorème 4.2. 

(5) La catégorie Ma est abélienne, la restriction de Dst à Repst(Gj<:) induit une 

équivalence de cette catégorie sur M a , la restriction de Dst à Ma é tant un quasi-

inverse : cela résulte formellement de (3) et (4). 

Si Vi et V2 sont deux représentations p-adiques semi-stables, V\ ®QP V2 l'est aussi 

et l 'application naturelle, 

ART(Vi) ® x 0 Dst(V2) —+ DMi ®Qp V2), 

induite par la multiplication dans Bst, est un isomorphisme de (y?, iV)-modules filtrés : 

On a un diagramme commutatif 

£>st(Vi) ®Ko DM) — y Dst{Vi ®QP v2) 

I I 
DdM) ®K0 DdM) —> DdM ®Qp V2) 

dont les deux flèches verticales et la flèche horizontale inférieure fx sont injectives. 

On en déduit que la flèche horizontale supérieure / est injective. Pour des raisons de 

dimension, V\ <S> V2 est donc semi-stable et / est un isomorphisme de ((/?, 7V)-modules. 

Comme JK est un isomorphisme de if-espaces vectoriels filtrés (th. 4.2), / est bien 

un isomorphisme de (<p, N)-modules filtrés. 

(6) Si V est une représentation p-adique semi-stable, il en est de même de sa duale 

F * et l 'application bilinéaire naturelle D8t(V*) <8>K0 Dat(V) —» Dat(Qp) = K0 identifie 

le (<p, iV)-module filtré Dat(V*) au dual de D8t(V) : 

Soit h = dimQp V. Le cas où h = 1 est immédiat. Le cas général s'en déduit en 

remarquant que V* s'identifie à A ^ - 1 ! ^ (g) (AhV)*. 

(7) Tout morphisme de Ma est strict. Autrement dit, si ô : D\ —> D2 est un 

morphisme de (<p, N)-modules filtrés et si Di et D2 sont admissibles, alors, pour tout 

i e Z, SKÍFÜ^D^K) = F iP (D2)x DÓK^D^K) : 
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D'après (5), on peut supposer qu'il existe un morphisme de représentations p-

adiques semi-stables 77 : V\ —> V2 tel que S est le morphisme Dst(r]) : Dst(Vi) —• 

Dst(V2)- Le morphisme de if-espaces vectoriels filtrés qui en résulte s'identifie au 

morphisme DdR(n) ' D<m(Vi) —> A I R ^ ) qui est bien strict ( th.4.2) . 

(8) Si D est un (<p, 7V)-module filtré admissible, alors D est faiblement admissible. 

Si h = dimj^0 D, alors AhD, facteur direct de D® est admissible (cf. aussi (2)) et 

de dimension 1 : on a donc tH(D) = tH(AhD) = tN(AhD) = tN(D). Soit D' un 

sous-ifo-espace vectoriel de D de dimension r stable par p et N. Il faut montrer 

que tn{Df) ^ tjsfiD'). Qui t te à remplacer D par ArD (qui est admissible comme 

facteur direct de D®r) et D' par ArD'', on peut supposer r = 1. Supposons que 

tii(D') > tN(D') et soit A le (<£>, 7V)-module filtré de dimension 1 sur ifo qui est D' 

en tant que (p, 7V)-module et sur lequel la filtration est définie par 

Alors A est un (ip, N)-module filtré faiblement admissible de dimension 1, donc ad

missible (prop. 5.6) et l'inclusion de D' dans D induit un morphisme de A dans D. 

Ce morphisme n'est pas strictement compatible aux filtrations, ce qui contredit (8). 

(9) Si D est un ((/?, )-module filtré admissible, les sous-objets de D dans MA sont 

les sous-objets de D dans Mfa : 

D'après (9), si D' est un sous-objet de D dans M a , il est faiblement admissible. Il 

s'agit donc de montrer que tout sous-objet de D dans Mfa est admissible, i.e. que si 

D' est un sous-ifo-espace vectoriel de D, stable par p et N qui est tel que t//(JD/) = 

tN(D'), alors D' est admissible. Si D' est de dimension 1, cela résulte de la proposition 

5.6. Le cas général s'en déduit ainsi : on peut supposer qu'il existe une représentation 

p-adique semi-stable V de G K telle que BST ®K0 D s'identifie à £?st <8>Qp V. Un lemme 

facile d'algèbre linéaire nous dit que si M est un sous-J5ST-module libre de rang 7* de 

BST ®K0 D — BST 0Qp V, alors, pour qu'il existe un sous-Qp-espace vectoriel V de V 

tel que M = BST <S)qp V, il faut et il suffit qu'il existe une droite L de AqPV telle que 

AJGstM = BST ®QP L ; ceci nous ramène au cas où D ' = 1. • 

Remarque. — Il résulte de ce théorème que, si V est une représentation p-adique 

de GK, les if0-espace vectoriels D*T(V) = HomQp[G/c](Vr, BST) et ^*r is (^) = 

HomQp[QK](V, i?cris) sont de dimension inférieure ou égale à la dimension de V 

sur QP et que V est semi-stable (resp. cristalline) si et seulement si on a l'égalité. 

Dans ce cas D*T(V) (resp. £>*ris(^0) s'identifie au (</?, A/")-module filtré dual de D8T(V) 

(resp. DCTIS(V)). 

Conjecturé depuis longtemps, le résultat suivant a été prouvé récemment [CFOO] : 

Théorème 5.9. — Tout (p, N)-module filtré faiblement admissible est admissible 

i (Ак si i ^tN(D') 
F Ú = i O si i >tN(D>) 
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Autrement dit, compte-tenu du théorème 5.8, on a Ma = M , ce qui fait que 

l'on a une description explicite et élémentaire de l'image essentielle de la restriction 

à la catégorie des représentations p-adiques semi-stables du foncteur Vat . Ou encore, 

comme sous-catégorie pleine de M , la catégorie Mfa est stable par produit tensoriel 

et dual et devient ainsi une catégorie tannakienne, Vst induisant une (^-équivalence 

entre Repst(Gif) et Mfa, la restriction de Dst é tant un quasi-inverse. 

Dans le reste du paragraphe 5, nous allons d 'abord (§5.4 et 5.5) établir quelques 

propriétés supplémentaires concernant les anneaux Bcris et Bst qui nous paraissent 

intéressantes. Certaines d 'entre elles sont utilisées pour prouver le théorème. Enfin 

(§5.6), nous donnerons quelques idées de la preuve du théorème 5.9 (mais on renvoie 

à [CFOO] pour une démonstrat ion complète). 

5.4 . L 'anneau BWCTis(R). — Soient £ et n comme au paragraphe 3.1. Soit 

W(R){X} le sous-anneau de l 'anneau W(i?)[[X]] des séries formelles en X à co

efficients dans W(R) formé des séries dont le terme général tend vers 0 pour la 

topologie p-adique. On note BWCTiS(R) (resp. BWCT-ls(R)) le quotient de W(R){X} 

(resp. W(i2)[[X]]) par l'idéal engendré par pX — Çp. Comme il existe /3 G W(R) tel 

que £P = [TT]P + p2fi, BWCTis(R) (resp. BWcr[S(R)) s'identifie aussi au quotient de 

l 'anneau W(R){Y} (resp. W(P)[[y]] ) par l'idéal engendré par pY - [TT]P (il suffit de 

poser Y = X — p/3). 

Pour tout m G N, on a (£p/p)m = ((pra)!/pm)(£pm/(pra)!) et, comme la suite des 

(pm)!/pm tend p-adiquement vers 0, il existe un unique homomorphisme continu T de 

W(R)-slgèbres de BWcriS(R) dans ACT[S qui envoie l'image de X sur £p/p> ou encore 

l 'image de Y sur [7r]p/p. On note aussi t : BWcriS(R) —• A^ris le composé de Tavec la 

flèche naturelle de BWcrîS(R) dans BWcris(R). 

Proposition 5.10. — Les homomorphismew T et i définis ci-dessus sont injectifs. Si on 

les utilise pour identifier BWCTiS(R) et BWcriS(R) à des sous-anneaux de AcriS, ces 

sous-anneaux sont stables par GK et par p et on a 

p(Acris) c BWcris{R) C BWcris(R) C Acris. 

Démonstration. — Montrer l'injectivité de Prévient à vérifier que le noyau / de l'appli

cation de iy(i?)[[X]] dans B+R qui envoie £ ^ = 0 anXn sur X^=o an£np/pn est l'idéal 

engendré par £p — pX. 

Tout a G W(P)[[X]] peut s'écrire a = a + Xaf, avec a G W(R) et a' G W(P)[[X]] . 

Comme l'image Çp/p de X est dans F i P BdR, si a G / , on a a G Filp BdK D W(R) = 

ÇpW(R) et il existe b G W(R) tel que a = £pb', on peut donc écrire a = b(Çp - pX) + 

X/3, avec (3 = o! -h pb G W(P)[[X]] . On a X(3 G / et donc aussi /3 G / . 

Si a G / , on voit donc que l'on peut construire de proche en proche des suites 

&o, &i, • • •, bn,... d'éléments de W(R) et a — a0 , a i , . . . , a n , . . . d'éléments de / tels 
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que, pour tout n G N, an = (£p — pX)bn + Xan+\. On a alors a = (£p — pX)j, avec 

7 = 2^Lo ^ n ^ n et a appart ient bien à l'idéal engendré par £p — pX. 
Si a G W (R) {X}, alors 7 aussi et ceci montre que ¿ aussi est injective. 

Pour tout g G G AT, il existe a G Zp tel que #(7r ) = £a7r ; on a donc #([7r]p/p) = 

[eap][ir]p/p et la stabilité de BWcris(R) et £Wcr i s (# ) par G x s'en déduit. La stabilité 

par (p résulte de ce que (p([7r]p/p) = [7Tp]p/p = Pp~1([TT]p/p)p. 

Enfin, il existe a G W(R) tel que </?(£) = p ( ^ - + a) . Comme tout élément x G ACRIS 

peut s'écrire Yln°=o an£,n/n\, avec les an G tendant p-adiquement vers 0, on a 

= £ ~ = o ^ ( a „ ) ( p " / n ! ) ( a + ^ / p ) » € BWcris(fl). • 

Remarque. — La proposition précédente implique que pour étudier les représenta

tions p-adiques semi-stables, on peut remplacer Acr[s par BWcris(R). De façon pré

cise, on a £ G BWCTÏ8(R) et tp~l G pBWcv\s{R), ce qui fait que BWCTÏ8(R)[l/p, 1/t] = 

BWcris(R)[l/t] et, pour toute représentation p-adique V de GK, 

Dais(V) = (£WCRIS(fl)[lA]®QpF)GK et DBt(V) = (BWcriB(R)\fog[ir],l/t]®QpV)ax. 

Soient alors 

So(Xo, Yo) = XQ + Y0, 

S^X0,XUY0,Y{) =X1+Y1- £ £ 1 ( p - H ? ) ) ^ ^ " ' . - • •. 

Sn(Xo, X\,..., Xn, Yb, Y\,..., Yn), ... 

les polynômes à coefficients dans Fp en les indéterminées (Xn)ne^ et (Yn)nG^ qui 

définissent l 'addition dans les vecteurs de Wi t t (cf. par exemple, [CL], chap.II , § 6 ) . 

Notons de même 

Po(Xo, Yo), PI(XQ, Xi,Yo, Yi), Pn(Xo, X\,..., Xn, Yo, Y\,..., Yn),... 

les polynômes qui définissent la multiplication. 

La proposition suivante permet de considérer BWcr\8(R) comme le complété d 'un 

anneau de « bivecteurs de Witt » pour la topologie p-adqiue : 

Proposition 5.11. — Notons BWU(R) l'ensemble des « bivecteurs de Witt unipotents 

à coefficients dans R », i.e. des éléments de la forme 

a = ( ^ n ) n e z = (•••? a - m ; • • •, ^o, a i . . . , an , . . . ), 

avec les an G R pour tout n G Z vérifiant an = 0 pour n < 0 . 

i) L'application qui à a = (an)nez £ BWU(R) asocie 

(a0,ai , . . . ,an, . . . )+m>1£[am]pm/pm € W(R) [1/p] 

est une bijection de BWU(R) sur W(R)[l/p\. 

ii) Utilisons cette bijection pour identifier BWU(R) et W(R)[l/p]. Soient a — 

(a>n)nez,b = (bn)nez G BWU(R), s = (sn)nez = a-\-betu = (un)nez = ab. Pour tout 
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n G Z fixé, la suite des 5m(an_m, a n _ m + i , . . . , an, 6N_M, 6 N _ M + 1 , . . . , 6N) est station-

naire et sa limite est sn, la suite des Pm(an_m, a n _ m + i , . . . , an, 6N_M, 6 n _ m + i , . . . , bn) 

est stationnaire et sa limite est un. 

iii) Avec Videntification précédente, le sous-anneau W(R)[^p/p] de W(R)[\/p] 

s'identifie au sous-anneau BW™IS(R) de BWU(R) formé des a = (an)nez vérifiant 

VR^m) ^ mp1~rn pour tout m > 0. Il est séparé pour la topologie p-adique et 

BWCris(R) est le complété de BW^RIS(R) pour la topologie p-adique. 

Démonstration. — Les assertions (i) et (ii) sont des conséquences immédiates de la 

définition des vecteurs de Wi t t . 

On a W(R)[Çp/p] = W(R)[TTP]/P et VR(TT) = 1. Dans W(R)[l/p], pour tout entier 

m ^ 1, on a ([7rp]/p)m = [7rmp]/pm. C'est le bivecteur dont toutes les composantes 

sont nulle sauf celle d'indice —m qui est ( 7 rmp)p m = (7r)mp ™ dont la valuation est 

égale à mp1_m. L'assertion (iii) s'en déduit facilement. • 

5.5. Les a n n e a u x P ° , P ^ t , B™,.... — On note B° la sous-Qp-algèbre de PCris 

formée des b tels que pb — b. C'est aussi le sous-anneau de Bst formé des b tels 

que pb = b et Nb = 0. En tan t que Qp-espace vectoriel, B° s'identifie au Qp-espace 

vectoriel des morphismes de (<p, 7V)-modules de Ko dans Bst. On note aussi P ^ = la 

sous-Qp-algèbre de Bst formée des b tels que pb — b (observons que B ^ n'est pas 

stable par N). 

Pour tout nombre rationnel a , on note BCris,a (resp. P s t , a ) la part ie de pente a 

de PCris (resp. Bst) vu comme un p-module sur k (si a = r/h, avec r et h entiers, 

c'est donc le sous-Po-espace vectoriel de PCris (resp. P s t ) engendré par les b tels que 

phb = prb. Pour tout entier h ^ 1, on pose aussi 

-^cris — ® h a e z P c r i s , a et Pg\ = © h a e ^ P s t , » -

On voit que PCris,o (resp. Pst,o) est le plus peti t sous-anneau de PCris (resp. B8t) 

contenant B° (resp. P ^ = 1 ) et Po. On voit aussi que chaque Pcris,a est un sous-Pcris,o-

module de PCris et chaque B^ris une sous-Pcris,o-algèbre. De même, chaque P s t , a est 

un sous-Pst,o-module de Bst et chaque B^t une sous-Pst,o-algèbre. 

Si H divise h', B[\ C B^t. Posons enfin B% = Uh^B^. On voit que, si V est une 

représentation p-adique semi-stable, on a DST(V) = (B™ 0 Q P V)GK et si D est un 

((p, N)-modu\e filtré admissible, on a Vst(D) = Hom M ( K o , D 0 B™), ce qui fait que, 

pour l 'étude des représentations semi-stables, on peut remplacer P s t par B™. Pour une 

représentation semi-stable V donnée (de même que pour toute la 0-catégorie qu'elle 

engendre) on peut même remplacer P s t par un P^ t , avec h un entier convenable. 

Nous nous proposons dans ce paragraphe de décrire les objets qui viennent d 'être 

introduits à l 'intérieur de P d R , avec l 'action de p et de N. En particulier, on va 

voir que, pour tout OJ, PCris,a est un PcriS5o-module libre de rang 1, P s t , a un P s t , c r 

module libre de rang 1 et que, pour chaque /i, B^ris = Pciïs,o[^> (resp. B^t — 
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Bst,o[thi ^h1])' algèbre des polynômes de Laurent à coefficients dans -Bcris,o (resp. .Bst,o) 

en une indéterminée bien choisie th- Il va être assez facile de caractériser un th qui 

convient dans BdR par des conditions galoisiennes, mais un peu pénible de décrire 

l 'action de <p sur ce th-

Notons Ux le sous-groupe du groupe multiplicatif des éléments inversibles de l'an

neau R formé des éléments x tels que x — 1 G Шд, idéal maximal de R. Un élément 
x G IIх est donc une suite (х^)пещ d'éléments de Oc vérifiant (x^n+l^)p = x ^ pour 

tout n et G 1 + mes si m c désigne l'idéal maximal de Oc-

Soit Ux le sous-groupe de Ux formé des éléments x tels que VR(X — 1) ^ 1, i.e. tels 

que x^ G 1 -\-pOc- On voit que Ux est sans p-torsion, séparé et complet pour la 

topologie p-adique et a donc une structure naturelle de Zp-module et que Ux s'identifie 

au Qp-espace vectoriel Qp <g>zp U*. En particulier, Ux a une structure d'espace de 

Banach p-adique. 

Pour tout x G Ux, [x] G W(R) et la série 

oo 

logM = £ ( - l ) n ( M - l)n/n 
n = l 

converge dans Acr-ls. En rendant p inversible, on étend l 'application x »—> log[#] en 

une application notée de la même manière de Ux dans B+is С B^R et on note С/ son 
image. C'est un fermé de l'espace de Banach p-adique B*ïe et cette application est 

un homéomorphisme de Ux sur U. Pour e générateur de Z p ( l ) x , on a bien t = log[e], 

comme au § 3 .1 . On voit que 6(U) = С et que le noyau de la restriction de в à U est 

QP(l) = Qp-t. Comme t G Fil1 BdR et 0 Fil2 £dR, on en déduit : 

Proposition 5.12. — Le composé de l'inclusion de U dans B^R avec la projection de 

BdR sur B2 = B^R/ Fil2 i?dR est injectif et on a un diagramme commutatif 

0 — • Qp(l) —» U —> С — • 0 

П i II 
0 — • C ( l ) — • B2 —* С — • О 

dont les lignes sont exactes. 

Proposition 5.13. — L'anneau B° est la sous-Qp-algèbre de BdR engendrée par U(—l) 

(i.e. par les u/t pour и £ U). La suite 

0 ^ q p ^ B 0 ^ BdR/B+R — > 0 

(où l'application B° —•> BdR/B^R est le composé de l'inclusion de B° dans BdR avec 

la projection de Bdji sur Bdji/B^R) est exacte. 

Pour tout entier i > 0, soit Fil"* B° = В0 П F i r*J3dR. On a Fil0 B° = Qp, 
F i r 1 ^ 0 - U(-l) et, si i ^ 2, F i T ' B 0 s'identifie au sous-Qp-espace vectoriel de 
BdR engendré par les v\v2 --. avec г>2, . . •, Vi G U(—1). 
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On a B^t = i?0[log[7r]/£]7 anneau des polynômes à coefficients dans B° en Vin-

déterminé \og[n]/t. 

Démonstration. — On sait ([Fo94a], th . 5 . 3 . 7 ) que Fil0 B° = Qp. Si u G U, u G 

^c t i s c ^ d R ~ F i i ° ^ d R et est de la forme u = log[x], avec x G U* ; on a <£>([#]) = 

[xp] = [x]p, d 'où l'on déduit que <p(u) = pu ; par conséquent u/t G F i l -1 i?dR et vérifie 

p(u/t) = u/t. On a donc U(—l) C F i l -1 B° et un diagramme commutatif 

0 — Q p — 17(-1) — * C ( - l ) — • 0 

Il n || 
0 — • Qp — > Fi l"1 £ ° — • C ( - l ) 

dont les lignes sont exactes (la première grâce à la proposition précédente). On en 

déduit bien que F i l -1 B° = U(-l) et que l 'application naturelle F i l -1 B° - * C ( - l ) 

est surjective. 

Si z ^ 2, on en déduit aussi que, si S* désigne l'image dans BDR du sous-Qp-

espace vectoriel engendré par les V1V2 ... vi, avec V 2 , . . . , v/i G C7(—1), alors S% C 

Fil-* Si î/0 G est tel que Ô(UQ) = 1, on voit que, pour tout u G U, l 'image de 

(uot-1)*-1^-1 G S1 dans C(-i) est 0(u)£-*' et on en déduit que l 'application naturelle 

de 5* dans C(—i) est surjective. Comme 1 G U(—1), 5*_1 C 5* et on en déduit, par 

induction sur i, que l 'application naturelle de S1, dans Fil-* BdR/B^R est surjective. 

On a donc encore un diagramme commutatif 

0 — S* n B+R — S* —+ Fil"* BdR/B^k —> 0 
n n II 

0 — Qp — Fil"* £ ° — , Fil"* BAR/B+R 

dont les lignes sont exactes. Comme Qp C S\ on en déduit bien que S7, = Fil-* J3° et 

que l 'application naturelle Fil-* B° —> Fil-* BdR/B^R est surjective, donc, par passage 

à la limite sur i que l 'application B° —• B^/B^R est aussi surjective. 

Comme £ est inversible dans Bst, cet anneau, qui s'identifie à l 'anneau des poly

nômes en log[7r] à coefficients dans jBcris, est aussi l 'anneau des polynômes en log[7r]/t 

à coefficients dans BcrîS. Comme p(\og[7r]/t) = log[7r]/i, un tel polynôme est dans 

B^1 si et seulement s'il est à coefficients dans B°. • 

Remarque. — La Qp-algèbre B° s'identifie donc au quotient de SyniQp(t7(—1)) par un 

idéal I convenable. Il serait intéressant de pouvoir donner une description « explicite » 

de / . Le problème se ramène à déterminer le noyau I2 de l 'application Sym2 U —> B^R 

qui envoie u.v sur uv, car on vérifie facilement que, si lo désigne l'élément unité de 

SymQp U(—l) et si l i est l'élément de degré 1 qui vaut t.t~x, I est l'idéal engendré 

par lo - l i et / 2 ( - 2 ) C S y m 2 ( £ / ( - l ) ) . 

Proposition 5.14. — Uhomomorphisme d'anneau 

Po ®Qp B° —> BdK {resp. P0 <8>QP B£=1 —-> BdR) 

ASTÉRISQUE 295 



REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES 95 

induit par Vinclusion de Po et de B° (resp. B^t 1 ) dans jE?dR est injectif Son image 

s'identifie à BCTiS,o (resp. Bst,o). 

Dans la suite on utilise cette injection pour identifier PQ ®QP B° à i?CRIS,o et 

Po ®<Qp B^1 à J5st,o- On remarque que si À G PQ et b G B^t=1, on a (p(Xb) = a(X)b. 

Démonstration. — Tout est évident, sauf peut-être l'injectivité. Posons B = B° 

(resp. B = B^t= ). Supposons que l'application n'est pas injective et soit m ^ 2 

le plus peti t entier tel qu'il existe 6 1 , 6 2 , . . . , 6m G B, linéairement indépendants sur 

Qp et Ai, À 2 , . . . , Am G Po pas tous nuls avec Y^Li = 0- L'hypothèse de mimi-

malité implique que les A; sont tous non nuls et, qui t te à diviser par Ai, on peut 

supposer Ai = 1. Mais ^o~(\i)bi = (p(%2 A»6») = 0, donc ^2(cr — l)(Af)&i = 0- Comme 

(cr — l)(Ao) = 0, l 'hypothèse de minimalité implique que cr(A^) = A ,̂ pour tout i, 

i.e. que tous les Xi sont dans Qp, d'où une contradiction. • 

Dans toute la suite, pour tout entier ft ^ 1, on note Qph l 'unique extension non 

ramifiée de degré ft de Qp contenue dans K. C'est aussi un sous-corps de Po- Pour tout 

a £ Qph, cr(a) = (p(a) et la restriction de cp à Qph est un générateur de Gal(QPH /Qp). 

Proposition 5.15. — Soit h un entier ^ 1. On a 

Qph 0Qp B° = {b G Bciis | tph(b) = b} 

et Qph = {be B+is | v\b) = 6} 

= {be BCTis | <ph(&) = 6 e t ip\b) G J5J"R pour fou* i G N} . 

Démonstration. — Les inclusions QPH (g) 5 ° C {b G i?CRIS | — ^} et QPH C 

ib £ B+is | <^(6) = b} C {6 G PENS | <^(6) = 6 et <^(6) G P°UR tout * € N} sont 

évidentes. 

Réciproquement, soit 6 G -BCRIS vérifiant iph(b) = b. Choisissons une base normale 

{ei, e 2 , • • •, eh} de QPH sur Qp de sorte que la matrice des (a(ej)) 1<i,j<h est inversible. 

Pour 1 < J < ft, posons 6̂  = Y,i=o (Pl(ejb) = Yli=o <Px(ej)v%(b). °n a a(bj)= °j, 

donc 6̂  G 5 ° . Les ip%(b), et en particulier b s'écrivent donc comme combinaisons 

linéaires, à coefficients dans Qph, en les bj qui sont dans B°, d'où la première égalité. 

Si ^pl(b) G B^R pour tout i, les 6j aussi et sont donc dans Qp (prop. 5.5), et b est bien 

dans Qph. • 

Soient So, Si,..., Sn,... comme au § 5.4. On vérifie facilement que, pour tout entier 

ft ^ 1, la suite des 

Sn(X, X"h~\ ^ ( " - 1 > , f c - 1 ) , Y, Y " h - \ . . . , y p ' " - 1 » " - 1 » ) 

converge, dans l 'anneau FP[[X, Y)] des séries formelles en X et F à coefficients dans Fp, 

vers un élément Fh (X, Y) qui est une loi de groupe formel commutatif à un paramètre 
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sur Fp (cf. par exemple [Fr68],§3 ou [Se67], §3.2), Le. vérifie 

Fh(X,0) = Fh(0,X) = X, 

Fh(Y,X) = Fh(X,Y) 

et Fh(Fh(X,Y),Z) = Fh(X,Fh(Y,Z)). 

En particulier on peut définir le groupe Fh(xtiR) comme étant l'idéal maximal xtiR 
de R muni de la loi de composition 

(x,y) i—> Fh(x,y). 

Si pour tout nombre rationnel s > 0, = {x G R \ VR(X) ^ s } , alors le sous-
ensemble Fh(msR) de F^(m^) formé des x G est un sous-groupe; si sf > s, alors 
Fh(msR) C F/i(m|?). En fait, Fh(vtiR) est un groupe topologique, les Fh(xnsR) formant 
un système fondamental de voisinages ouverts (et fermés) de 0. 

Soit x G xrtR. Dans W(R), on a 

( x > ^ - < h - i , , . . . , a * - " < k - i , , . . . ) = x : w . 

n = l 

La série E l = i P ~ m H p m h converge dans Bcris. On peut donc considérer l'applica
tion lh : Fh(mR) —> Pcris qui envoie x sur J2nezPnix]P " • ^ n v o ^ Que c e s t un 
isomorphisme de ^ ( h V r ) sur un sous groupe de BCT[S. Plus précisément, pour tout 
nombre rationnel s > 0, F/j,(mf^) est séparé et complet pour la topologie p-adique et 
lh induit un homéomorphisme de ce groupe sur un sous-Zp-module de BWCT-ls(R)[l / p] 

(contenu dans BWcris(R) si et seulement si s ^ p1~h)1 Fh(xriR) s'identifie au Banach 
p-adique Qp Ozp Fh(xnsR) et lh est un homéomorphisme de ce Banach p-adique sur un 
sous-Qp-espace vectoriel fermé de BWcv'ls(R)[l / p}. 

Il résulte immédiatement de la définition de BDR que, si QP désigne la fermeture 
algébrique de Qp dans K, le corps BDR relatif à l'extension Qp/Qp, que nous notons 
Bdn(Qp) s'identifie à un sous-corps du corps BDR relatif à l'extension K/K que nous 
continuons à noter B^R. De même, avec des conventions évidentes, BCR[S(QP) s'identifie 
à un sous-anneau de BCT1S. Les anneaux BDR(QP) et BCR-LS(QP) sont stables par GK 

qui opère à travers son image naturelle dans Gqp = Gal(Qp/Qp). 

Proposition 5.16. — Soient h un entier ^ 1, Lh = lh(Fh(vtiR)) et LTh = L^PlFil1 BDR. 

Alors, 

i) onaLh = {be B+riB | phb = pb} ; 

ii) Tout élément non nul de LTh est inversible dans Bcr[s et LTh est un sous-Qph-
espace vectoriel de dimension 1 de BcriS(QP), stable par GQP ; 

iii) la suite 

0-^LTh-^Lh^C —> 0 

(où Lh —> C est le composé de l'inclusion de Lh dans B^R avec la projection canonique 

6 : B^K —> C) est exacte ; 
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iv) Le Qph-espace vectoriel LTh est une représentation cristalline de GQp dont les 
poids de Hodge- Tate sont 0 et 1 avec multiplicité respective h — 1 et 1 ; 

v) si щ : GQP —> { 1 , - 1 } est l'unique caractère non ramifié d'ordre 2 et x G®P 

Z* le caractère cyclotomique, le groupe Gqp opère sur AQ^LTh via le caractère ^o_1X-

Démonstration. — Posons L'h = {b G B+is | <ph(b) = b}. Si b G Lh, il existe x G т # 
tel que 6 = lh(x). On a ^ ( fe ) = lh(xp ) = ph(x), donc у>л(&) = p& et Lh С L^. 

Montrons alors (iii), c'est-à dire que l 'application Lh —> С est surjective : Posons 
s = ph/(p2h — 1), sf = l/(p2h — 1) et notons l'idéal de Oc formé des éléments с 
vérifiant vp(c) ^ s'. Comme ft(tn^) est séparé et complet pour la topologie p-adique, 
il suffit de vérifier que 0(Fh(msR)) С et que l 'application в : Fh(rnsR) —> xnsc/pmsc 
obtenue en composant avec la réduction mod p est surjective. Mais si x G Fh(xnR) 

et si a = x(°\ on a 0(x) = ^ = 0 a ^ /p171 + £ £ L i . On vérifie facilement 

que, dans cette double somme, chaque terme a une valuation p-adique ^ sf, d'où 

^ ( F ^ m ^ ) ) С et que 0(x) = aP /р2 + ap /p + a (mod pxxisc) (on peut même 

supprimer le terme ap /p2 sauf si on a à la fois p = 2 et h = 1). Comme l'application 

de msR dans qui envoie x sur ж(0) = a est surjective, il suffit de vérifier que, pour 
tout b G rtv^, il existe a G tel que ap /р2 + ap /p + a = 6. Si l'on choisit z/ G O c 
vérifiant vp(v) = s, on peut écrire a = z^a', avec al G (9c, on est ramené à résoudre 
une équation en a' qui s'écrit C2a'p2h + a'p Л-с^а! — b', où C2, со, 6' G (9c- Comme (9c 
est intégralement clos dans son corps des fractions qui est algébriquement clos, cette 
équation a une solution. 

On voit que R°K = к et (X\\R)GK = 0. On en déduit que (Fh(mR))GK = 0. 
Comme CGK = K, l 'application Lh —* С ne peut être un isomorphisme. Comme 

elle est surjective son noyau n'est pas nul. Soit th un élément non nul de LTh- Soit 

и — thp{th) • • . ph~x(th)- C'est un élément non nul de B^ris vérifiant pu = pu. Comme 
chaque pl(th) G B^ris с B^R et comme th G Fil1 Д т , on a г/ G Fil1 BdR. On voit 
donc que u/t G J5° П £?~}~R = Qp (prop. 5.5) donc est inversible dans BcriS. Il en est de 

même de и et de th-
Cet argument s'applique en particulier au cas où К = Qp et l'on peut choisir 

th e Bcris(Q^). Posons LT'h = L'h П Fil1 BdR. On a vu que L/> С L'h, donc С 
С LT'h. Soit b G LT'h. Si l'on écrit 6 = xth, on a <рл(ж) = x. Pour tout г G N, on a 

<p*(fc) = р\х)р1^н) ; comme ^ 0 Fil2 PdR et, pour 1 ^ г ^ h - 1, <Р*(*л) 0 Fil1 PdR, 
on a рг(х) G P^"R pour tout i et (prop. 5.15) x G Qp^. Donc Qphth = LTh = ce 
qui, en particulier, prouve (i). 

Or on a un diagramme commutatif 

0 —> LTh —• Lh —> С —> 0 
Il n II 

0^m-+L'h-+C 
dont les lignes sont exactes. On en déduit que Lh = Lfh, d'où (ii). 
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Il reste à prouver (iv) et (v), assertions pour lesquelles on peut supposer que K = 

Qp. 
Soit rj l'inclusion naturelle de LTh dans Bcr[s. Alors D*ris(V) contient 77, <̂  o 77, . . . , 

iph~l o 77 et, comme LTh est de dimension h sur Qp, il suffit de prouver (cf. remarque 

à la fin du §5 .3 ) que ces applications sont linéairement indépendantes sur Qp. Pour 

cela, il suffit de vérifier que les (cp1 o n)(th) = ip%(th), pour 0 < i ^ h — 1 sont 

linéairement indépendants sur Qp. Soient Ào, A i , . . . , Xh-i des éléments de Qp tels 

que Yli=o ^i<Pz(th) = 0. L'ensemble des polynômes P G QP[X] tels que P((p)(th) = 0 

est un idéal de Q P [ X ] contenant les polynômes Yli=o A*Xz et Xh — p. Comme Xh — p 

est irréductible sur Qp, si les Xi n 'étaient pas tous nuls, cet idéal serait l 'anneau QP[X] 

tout entier, ce qui est impossible puisque th ^ 0. 

On a Fi\°D*ris(V) = D*ris(V) et on vérifie facilement que Fil1 D*ria(V) est le 

Qp-espace vectoriel engendré par 77 tandis que Fil2 D*ris(V) = 0. On en déduit que 

diniQp gr° D*ris(V) = h — 1 et dimQp gr1 D*ris(y) = 1. Par conséquent les poids de 

Hodge-Tate de LTh sont bien 0 et 1 avec multiplicité respective h — 1 et 1. 

Enfin, 7}*ris(A^ LTh) — AhD*ris(V) est le Qp-espace vectoriel de dimension 1 de 

base v = 77 A <p o rj A • • • A iph~l o 77 ; comme ^(77) = prj, on a (p(v) = (—l)h~1pis. 

L'assertion (v) en résulte facilement. • 

Remarques 

i) On voit que LT\ = Qp( l ) = Qpt et L\ = U. Comme l'application u »—> log[u] 

définie une bijection de 1+trtR sur U et l 'application x 1—> '52nez[xpn]/pn une bijection 

de xtiR sur £7, on voit qu'il existe une unique application / : XTIR —>• 1 + TTIR telle que 

log[/(x)] = ^ZnezlxP ]/Pn e^ °lue / es^ bijective. On laisse au lecteur courageux le 

soin de décrire / par passage à la limite à l'aide de fonctions liées à l'exponentielle 

d'Artin-Hasse (cf. par exemple [De72], chap.III , §1). 

ii) On peut montrer que LTh s'identifie à Qp <g>zp Tp(Q>h) où Tp($h) est le module 

de Tate d 'un groupe formel $h sur Zp qui est un groupe formel de Lubin-Tate pour le 

corps Qph (cf. par exemple [Se67], § 3 . 3 ) . Alors, Lh s'identifie au Qp-espace vectoriel 

des suites # ^ N , avec, pour tout n, x^n>} G ^ ^ ( m c ) et px^n+1>) = x^n\ 

Proposition 5.17. — Soit h un entier ^ 1 et th un élément non nul de LTh- Pour tout 

r G Bcris,r/fc (resp. Bst^r/h) est le sous-BcriS$-module (resp. le s ous-Bst$-module) 

libre de rang 1 de £?dR engendré par trh. L'élément th est transcendant sur le corps 

des fractions de 2?Cris,o aussi bien que sur celui de JE?st,o- On a BJ}T1S = BcriS,o[th, t^1] 

(resp. Bt = Bstnlthitl1]). 

Démonstration. — Pour tout r G Z , il est clair que le sous-i?cris?o-niodule (resp. le 

sous-2?st,o-niodule) de BdR engendré par trh est libre de rang 1 et contenu dans BCT-lsr/h 

(resp. Bst^r/h)- Montrons que, réciproquement si b G Bcr^rjh, b appart ient à ce sous-

module (la démonstrat ion est la même pour -Bst,r/fc)- On peut écrire b comme une 

somme finie de la forme £ A ^ , avec les A^ G Po et les b{ G Bcris vérifiant <ph(bi) = 
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prbi ; pour chaque z, ph(bi/trh) = bi/trh et il en résulte facilement que bi/trh G i?Cris,o ; 

il en est donc de même de À = ]T ^i(Pi/trh) et on a bien b = Xtvh avec À G i?Cris,o-

Supposons que l'on ait une relation de la forme Y2rez ^r^h = 0» avec les Àr G 

Frac(£?st,o) presque tous nuls, mais pas tous nuls. Quit te à multiplier par un élément 

non nul bien choisi de i?st,o, on peut supposer que Àr G #st,o pour tout r. Mais alors 

chaque Xrtrh G Bst^r/h. Comme les r/h pour r G Z sont des nombres rationnels tous 

différents, les i?st,r//i sont en somme directe et chaque \rtrh doit être nul donc chaque 

Àr aussi, d 'où une contradiction. Donc th est bien transcendant sur Frac £st,cb a fortiori 

sur Frac JBcriS5o- Les assertions concernant B^v{s et B^t sont alors évidentes. • 

L'action de N sur chaque B^t est très facile à définir : c'est l 'unique 5^ris-dérivation 

de B£t qui envoie log[7r] sur —1 (ou log[7r]/£ sur —l/i). 

Il reste à définir l 'endomorphisme d 'anneaux p sur chaque B^t. On sait ce que 

c'est sur Bst,o et il reste à savoir calculer ip(th), au moins pour un th bien choisi. 

Comme th G BcriS(Qp), on peut, pour cela supposer K — Qp. C'est l'objet des deux 

propositions suivantes. 

Proposition 5.18. — Supposons K = Qp. Soient h un entier ^ 1, th un élément non 

nul de LTh, f = fth ' Gqp -> Q*h le 1-cocycle continu défini par g(th) = f(g)th, pour 

tout g G Gqp. Notons Ah(f) Vensemble des a G Qph ®QP B° vérifiant 

9{a) = r~\g)a, pour tout g G GQP et ai+*>+^2+- - H ^ - 1 = P. 

i) On a p(th)/th G Ah(f). 

ii) Siae Ah(f),on a Ah(f) = {Ça | C G fih(QP)}-

Démonstration. — Comme th est inversible dans i?cris, on peut écrire p(th) = at h, 
avec a G BCT1S. En écrivant que 

ph(p(th)) = p(ph(th)), on voit que <ph(a) = a, donc a G Qph ®QP B° (prop.5.15). 

En écrivant que, si g G Gqp, on a g(p(th)) = p{g{th)), on trouve que g(a) = f(p~1(g)a. 

Par récurrence sur i G N, on voit que pz(th) = a 1 + v ? + 1 t h ; pour i — h, cela donne 

pth = ai+v+v2+-+v>h-1tfc et on a bien a 1 + ^ 2 + - + ^ " 1 - p, d'où (i). 

Il est clair que, si a G Ah(f), on a {£a | C € /x/I(QP)} C Ah(f). Montrons l'inclusion 

dans l 'autre sens : soit b G Ah(f). On peut écrire b = Ça, avec £ G i?dR- On doit 

avoir #(£) = pour tout g G GQp, donc Ç G #DRP = Q P . En particulier, C £ Bcr[s 

et on doit avoir £1+<^ ^ h 1 = 1, ce qui, comme ip(Ç) = Ç, signifie bien Çh = 1, 

* . c . ( E / i h ( Q p ) . • 

Proposition 5.19. — Soient h,r des entiers ^ 1 te/s que Hhr(Qp) — A^(QP)- Soient thr 

un élément non nul de LThr, f = fthr et b e Ahr(ff)- Posons c = fr1+^+¥>2+---+<^~1 

et th = c r -1+( r -2 )^h+-+( r -1 - i ) ^h+-+^( r_2 )h^ r . th est un element de LTh. On 

ap(th) = b^h+-^(r-1)hth. 
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Démonstration. — Posons (p(thr) = b$thr- D'après la proposition précédente, il existe 

C £ Mr(Qp) tel que b = Çb0. On voit que ip(c) = b~1+iphc et on en déduit que 

<p(tH) = ( 6 - l + ^ c ) r - l + ( r - 2 ) ^ + . . .+^-»)* (fcr/Cr)trr 

= ^ ( ( r - l ) ^ H ( r - 2 ) ^ 2 h + . . . + ^ ^ - 1 > ^ ) - ( r - l + ( r - 2 ) ^ + - . . + ( p ^ - 2 ) h ) + r ^ - r ^ 

= 6 l + ^ + -+^(r-1)htfc 

puisque £r = 1. 

On en déduit par récurrence, que pour tout entier i ^ 1, on a 

^(th) = &( i+v+-+^- i ) ( i+v>h+-+v<- i" ' )^ ) 

ce qui appliqué à i = h donne 

V" th) = b1 + a+a2 + ... +arh-1th: 

on a aussi (pl(thr) = Ъ1+1р+—+ч> £h.r pour tout г ; comme (phr(thr). = pthr, il en résulte 
que 

£i+v,+v,2+...+v,'*-i = 

et <рл(£ь) = р£/г, donc the Lh. 
Enfin, comme ip(thr) € Fil0 i?dR et ^ Fil2 -BdR» on voit que b0 G F i l - 1 i?dR et 

c'est aussi le cas de b = £&o- De même, pour 1 ^ i ^ hr — 1, on a 

^ + 1 ( * Л г ) = ^ ( Ь о ) ^ ( * Л г ) 

et, comme y>i+1(*/ir) G Fil0 BdR et ^ ( ^ г ) £ Fil1 J5dR, on a <р*(Ь0), <^(&) ^ Fil0 BdR. Il 
en résulte que с G F i l - 1 £?dR et que, pour 1 ^ i ^ (r — 2)/i, </?г(с) G Fil0 i?dR. Comme 
^ r G F i l r£dR, on voit que th = cr~ 1iPh(c)r-2 ... у ? ( г " 2 ) л ( с ) ^ г G Fil1 £dR et on a 
bien th G LTh. • 

5.6. Q u e l q u e s ind ica t ions sur la p r e u v e d e « fa ib lement a d m i s s i b l e =>• ad
m i s s i b l e ( th . 5.9) ». — La preuve repose d'une part sur la version faible du lemme 

fondamental et d'autre part sur la notion de complexe fondamental d'un (ip,N)-

module filtré. 

Commençons par expliquer ce qu'est le lemme fondamental. 

Soient U et С comme dans la proposition 5.12. Soient h un entier ^ 2, 
vi,V2,... <>Vh G В2 et a i , Q 2 , . . . , a/j des éléments de С pas tous nuls. Posons 

Y = {(izi, ^ 2 , . • . , Uh) G Uh I il existe с G С tel que 0(un) — can pour tout n}. 

C'est un sous-Qp-espace vectoriel de Uh. Si y = ( 1 x 1 , 1 6 2 , . . . , UH) G F l'élément с ainsi 
défini est unique. L'application v : Y —• С qui envoie y sur с est Qp-linéaire surjective 
et on a une suite exacte de Qp-espaces vectoriels 

0 — • QP(l)h — > Y —• С —y 0 . 
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Notons p : Y —> B2 la restriction à y de l 'application de Uh dans B2 qui envoie 

(ui,u2, • • • ,uh) sur J2n=i unVn- Si y = (ui,v,2, • • .,uh), on a 

0(P(V)) = Y^0(un)e(vn) = ( ^ a N 0 K ) ) I / ( y ) . 

Par conséquent, si ^Oùn0{yn) 7^ 0, l 'application 0 o p : Y C est surjective et son 

noyau est Qp(l)/l. Si au contraire ^otn6(vn) = 0, on a Imp c C ( l ) . 

Le point-clé de la preuve est le lemme fondamental, version faible, c'est-à-dire le 

résultat suivant : 

Proposition 5.20 ([CF00], prop. 2.1). — Avec les hypothèses et les notations qui pré

cèdent, si Yln=i anO(vn) = 0, ou bien p(Y) = p(Qp(l)h), ou bien p(Y) = C ( l ) . 

Pour prouver ce lemme, on est amené à introduire l 'anneau Oc [T] des polynômes en 
l 'indéterminée T à coefficients dans C, puis son séparé complété OK. pour la topologie 
p-adique ainsi que l 'anneau JC — Ojc[l/p\. On choisit alors une clôture algébrique 
du corps des fractions de JC, puis on note JC la fermeture intégrale de JC dans cette 
clôture algébrique. La norme de Gauss sur JC s'étend de manière naturelle en une 
norme sur JC (c'est la norme spectrale sur chaque sous-JC-algèbre finie de JC) et on 
note C le complété de JC pour cette norme. 

On construit ensuite un Banach p-adique U, extension de C par Qp(l) et un an
neau #2, extension de C par C( l ) , idéal de carré nul qui jouent pour C les rôles de U 

et JE?2 respectivement. Pour n = 1 ,2 , . . . , h, on choisit An G U relevant anT et on 
pose À = Yl^nVn £ &2- Le fait que YlanQ(vn) = 0 implique que À G C(l). Si À est 
nul, on vérifie que p(Y) = p(Qp(l)h). Sinon, par fonctorialité, tout élément s de l'en
semble S des homomorphismes continus de C-algèbres de C dans C définit un élément 
s(X) G C ( l ) dont on vérifie qu'il est dans l'image de p. Un argument utilisant une 
variante du lemme de Hensel et la notion de polygone de Newton montre alors que le 
sous-groupe de C ( l ) engendré par les s (À) pour s G S est C ( l ) lui-même. 

Remarque. — Colmez a maintenant prouvé [Co02] la version forte du lemme fon
damental : sous les hypothèses de la proposition 5.20, il montre que lorsque Imp ^ 
p(Qp(l)h), alors le noyau de p est un Qp-espace vectoriel de dimension finie égale à h. 

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la proposition 5.20 ( [CF00], 
cor. 2.6) : 

Corollaire 5.21. — Soient h un entier ^ 2, V un Qp-espace vectoriel de dimension h, 

M un B2-module de longueur h tel que le C-espace vectoriel tM est de dimension 1. 

Soient £ : V —» M une application Qp-linéaire, £ le composé de £ avec la projection 

de M sur M/tM, £c : C (g>Qp V —> M/tM l'application C-linéaire déduite de £ par 

extension des scalaires et : U ®Qp V —> M l'application qui envoie u®v suru£(v). 

On suppose que Çc est surjective. Alors, si le noyau de £u est de dimension finie 

sur Qp, est surjective. 
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Expliquons maintenant ce qu'est le complexe fondamental VS'T(D) d 'un ((p,N)-
module filtré D : c'est un complexe de Qp-espaces vectoriels concentrés en degrés 0 
et 1 (en particulier, HL(VS\{D)) = 0 si i g {0,1}) : 

- On pose 

V*(D) = {ve Bst ®KOD\Nv = 0 et <p(v) = v}. 

On peut voir VS°T(D) comme le Qp-espace vectoriel des morphismes de (y?, 7V)-modules 
de Ko dans Bst 0 D (en particulier, VS^(D) ne dépend pas de la filtration sur DK). 

- Pour tout i e Z, on a Fil^BdR ®к DK) = T,i>+i»=i Fil*' BDK ®K Fil*" DK et on 
pose 

VS\(D) = BdR ®K DKI Fil°(£dR ®K DK). 

L'application naturelle de (Bst <8> D)K/Fïl°(Bst (g) D)K dans VS\(DK) est un isomor

phisms. On voit aussi que VS\(D) ne dépend que de la filtration du K-espace vectoriel 

DK, pas de l'action de (p et de N sur D. 

- Pour définir le complexe V8'T(D), il suffit alors de connaître l 'application do : 

VS°T(D) -> VS\(D) : c'est le composé de l'inclusion VS°T(D) С Bst ®KO D С BdR ®K DK 
avec la projection de BdR ®K DK sur VS\(D). On a donc H°(VS'T(D)) = VST(D). 

Expliquons maintenant quelles sont les différentes étapes qui permet tent de déduire 

le théorème 5.9 de la proposition 5.21 : 

Première étape ( [CF00], prop.45) . — Si D est un (<p,N)-module filtré faiblement 

admissible, VST(D) est une représentation p-adique semi-stable et DST(Vst(D)) s'iden

tifie à un sous-((p, N)-module filtré de D (en particulier, dim<QP VST(D) < dimj<:0 D, 

avec égalité si et seulement si D est admissible). 

On peut supposer V = VST(D) non nul. Soit CST С BdR le corps des fractions 
de Bst. Il est stable par GK et CftK = K0. Soit L le sous-Cst~espace vectoriel de 
Cst ®K0 D engendré par V et r sa dimension. Alors L est stable par GK- Comme 
la grassmanienne des sous-espaces vectoriels de dimension r de D est une variété 
rationnelle sur Ko, on en déduit qu'il existe un-sous-Xo-espace vectoriel D' de D tel 
que L = Cst ®к0 D'. On vérifie que D' est stable par (p et N et peut donc être 

considéré comme un sous-(<£>, AQ-module filtré de D. 

Soient {vi, г > 2 , . . . , vr} une base de L sur Cst formée d'éléments de V et 
{di, d2, • . . , dr} une base de D' sur Ko- Si b est le déterminant de la matrice dont 
les colonnes sont les composantes des Vj sur la base des d\, w = V\ A V2 A • • • Л vr = 
bd\ A б?2 Л • • • Л dr est un élément non nul de W = Vst(ArD'). Il résulte fa
cilement du fait que В0 П £?dR = Qp (prop. 5.5) que la non-nullité de W im

plique que tH{f\RD') ^ tN(ARDF). Comme D est faiblement admissible, on a aussi 

tH{f\RD') = tH(D') ^ tN(ARD') = tN(D'). Donc tH(ARDF) = tN(ARD'), ARD' est 

admissible (prop. 5.6) et dimQp W = 1. On en déduit facilement que si v = ^2cnvni 

avec les cn G Cst est dans V, alors les cn sont en fait dans V et V est de dimension r 

sur Q p . Alors D' s'identifie à Dst(V), donc V est semi-stable et D' est admissible. 
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Deuxième étape ([CFOO], prop. 5.1 et 5 .2) . — Si 

0 — > D' —> D —> D" — > 0 

est une suite exacte courte de (p, N)-modules filtrés finisses suites 

0 — V°(D') — V°{D) — V*{D") — 0 

0 — V^D') — V&D) — K Ì P " ) — 0 

sont exactes. 

Pour tout p-module fini A , posons 

K°ri8(A) = { u e 5cris 0KO A I p(v) = v}. 

Si l'on choisit log[7r] comme au § 5.2, pour tout (p, 7V)-module A , tout v G BST <S)K0 A 

s'écrit d'une manière et d'une forme sous-la forme v = J2neN vn(log[7r])n, avec les vn £ 

BCris®K0D, presque tous nuls. Si v G K t ( A ) , alors i;0 G V ^ i s ( A ) et on vérifie que cette 
application induit un isomorphisme du foncteur sur V^ris. Pour prouver l'exactitude 
de la première suite exacte, il suffit donc de vérifier l'exactitude du foncteur V^ris sur la 
catégorie des (^-modules finis. Lorsque k est algébriquement clos, c'est évident puisque 
cette catégorie est semi-simple (prop. 5 .1) . Le cas général s'en déduit en remarquant 
que, pour tout (^-module fini A sur k, Po ®K0 A est un (^-module fini sur k et que, 
comme BCRÌS ®KQ A = BCRIS <g>Po (P0 ® K 0 A ) , on a VC°RÌS(A) = Vc°ris(P0 ®K0 A ) . 

Enfin, l'exactitude de la seconde suite est immédiate. 

Troisième étape ([CFOO], prop. 5 .6) . — Le complexe fondamental d'un (p, N)-module 

filtré fini non nul D n'est jamais acyclique. 

Soit i G Z . Notons D[i] le (</?, AT)-module filtré qui est D en tant que i^o-espace 
vectoriel où, avec des conventions évidentes, PD[Ì] — P%{PD, = ND et, pour 
tout j G Z , FiP D[i)K = FiF+J DK. En utilisant le fait que, pour tout i G Z , t* est 
un élément inversible de BCT[S vérifiant </?(£*) = p%t% et t1 G FiF B^K \ FiF+1 i?dR, 

on voit que la multiplication par t~% définit un isomorphisme du complexe V^t(D) 

sur V^.(.D[i]). Quitte à remplacer D par D[i] avec i suffisamment grand, on peut 
donc supposer que Fil0 D K = 0. Choisissons une extension finie totalement ramifiée 
K' de Ko contenant K et distincte de Ko (si K ^ Ko, on peut prendre K' = K) 

et posons GK' = Gal(Kf/K). L'application 8(D) : V£(D) VS\(D) se factorise à 
travers l'application Ifo-linéaire évidente BST <S>K0 D —» Vj^(D). Si le complexe était 
acyclique, il induirait donc une surjection rj : (BST ®K0 D)°K' —• V^.(D)GK' . On a 
(B8t <8>x0 £>)G*' = B G k ' ®KoD = D et c'est un K0 -espace vectoriel de dimension 
h = durilo D . Choisissons une base {d\,d2,... ,dh} de D K adaptée à la filtration, 
i.e. telle que, si in désigne le plus grand entier j vérifiant dn G FiP DK, on ait 

FiP DK = ®in>jKdn. 
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Le choix de cette base induit un isomorphisme V^t (DK)GK' — ® n = i ( ^ R / FiPn £C1R)GK' • 
Il est facile de voir que, si j G Z, 

( 5 d R / F i F 5 d R ) G ^ = 
0 si j ^ 0 

KT' si j > 0 

et on en déduit que V^{D)GK' est un I f -espace vectoriel de dimension h, donc un 

i^o-espace vectoriel de dimension h : [K' : Ko] ce qui contredit le fait que 77 est 

surjective. 

Quatrième étape ([CFOO], prop. 5.7). — Pour qu'un (<p, N)-module filtré faiblement 

admissible D soit admissible, il faut et il suffit que ^(V^D)) = 0. 

La condition est nécessaire parce que, si D = DST(V), V£(D) s'identifie à B°(S>qp V, 
V£(D) à BDR ®QP V/B+R 0 Q P V = (BDR/B+R) ®QP V ; la suite 

0 — VST(D) — V"(D) — VA (D) — 0 

s'identifie à la suite déduite, par extension des scalaires de Qp à V, de la suite exacte 

0 —> Qp — 5 ° —> £dR/£+R —> 0 

(prop. 5.13) et est bien exacte. 

Réciproquement, si 6(D) : V£(D) -> V^(D) est surjective, si F = Vst(D) et £>' = 

Dst(V), alors F est semi-stable et D' est un sous-(y?, 7V)-module filtré de D qui es 

admissible (première étape) . Si D" — D/D', on a un diagramme commutatif 

0 0 

0 —• y — • Kgr /y) —> KÌ(# ' ) — • 0 

0 —> F • K?(£>) > V}AD) > 0 

V2(D")—>VÎ(D") 

0 0 

dont la première ligne est exacte puisque D' est admissible, la deuxième par hypo

thèse et les deux colonnes de droite sont aussi exactes (deuxième étape) . Le complexe 

Vst(D") est donc acyclique et D" — 0 (troisième étape) , donc D — D1. 

Cinquième étape ([CFOO], prop.5.8) . — Si 

0 — • D' —> D —> D" —> 0 

est une suite exacte de (9?, N)-modules filtrés et si D' et D,r sont admissibles, D l'est 

aussi. 

C'est une conséquence immédiate des étapes 1 et 4. 
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Pour pouvoir décrire les étapes suivantes, nous avons besoin de la notion de distance 

de deux filtrations : Si Fili et Fiï^ sont deux filtrations (indexées par Z, décroissantes, 

exhaustives et séparées) sur un X-espace vectoriel DK de dimension finie > 2, on 

dit que ces filtrations sont voisines s'il existe une base {d\, c ^ , . . •, dh} de DK et des 

entiers i i , ¿ 2 , . . . , %h £ ^ tels que, si l'on pose i[ = i\ + 1, i'2 = ¿2 _ 1 et i'j — ij pour 

2 ^ j ^ h, on ait 

Fili DK = ®ij^iKdj et Fil2 DK = ®%'.^%Kdj 

pour tout j G Z. 

On dit que deux filtrations Fil et Fil ' sur DK sont à distance finie s'il existe une 

suite de filtrations 

Fil = F i l 0 , F i l i , . . . , F i ld - i , Fild - Fil ' 

sur DK telle que, pour 1 < n ^ d, Filn_i et Filn soient voisines et on appelle distance 

des deux filtrations Fil et Fil ' le plus peti t entier d tel que ce soit possible. 

Si D est un 7V)-module fini, on dit qu 'une filtration Fil sur DK est admissible 

(resp. faiblement admissible) si le 7V)-module filtré (D, Fil) ainsi obtenu l'est. 

Si Fil est une filtration sur DK, on définit £#(Fil) de façon évidente. On vérifie que 

deux filtrations Fil et Fil ' sont à distance finie si et seulement si £#(Fil) = £#(Fil) ' . 

En particulier deux filtrations faiblement admissibles sont à distance finie. 

Sixième étape (CFOO], prop. 6.1). — Si Fili et FH2 sont deux filtrations voisines sur 

un (y?, N)-module fini D, si Fili est admissible et F1I2 faiblement admissible, alors 

Fil2 est admissible. 

C'est l 'étape où l'on utilise le corollaire 5.21. Pour m = 1,2, posons Vm = 

VST(D1Fi[i). On voit (étape 4) que la suite 

(*) 0 —> Vi —> VS°T(D) — Щ ( F i l i ) — 0 

est exacte et s'identifie à la suite déduite en tensorisant avec V\ de 

0 — - QP —> B° —> (BdR/B+R) —+ 0, 

tandis que 

0 —> V2 — V°(D) V£(F-U2) 

est exacte et qu'il s'agit de prouver que VS®(D) —> V ^ F i b ) est surjective. 

Posons V — BdR <£)K DK et, pour m = 1, 2 et i G Z, 

F i 4 £ > * = BdK®KFïCDK, 
i'+i"=i 

de sorte que VB\(Fi\m) = V/Fil^ V. 

Comme Fi l -1 B° = В0 П Fi l -1 BdR = U{-1) (prop. 5.13), la suite (*) induit une 
suite exacte 

0 — • Vx —> U(-l) 0Qp Vx —> Fi i r1 V/ Fil? V 
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que l'on peut réécrire, en posant V = V\(—1), 

0 — > V1 — Y U <8>QP V — Y F i l f1 V/ Fil? V. 

On a F i l f1 £> C Fil§ P . Si l'on pose M = Fil]"1 V/ ¥\\% £>, il s'agit de prouver que, 
dans la suite exacte 

0 — • V2 — Y U <S>QP V — Y M , 

l 'application U ®QP V —* M est surjective. On vérifie que l'on est exactement dans les 
conditions d'application du corollaire 5 . 2 1 , le noyau V2 de l 'application & étant fini 
d 'après l 'étape 1. 

Dernière étape dans le cas où k est algébriquement clos. — On commence par montrer 
que, pour tout (<p, AT)-module fini D, il existe une filtration sur DK qui est admissible. 
Compte-tenu de l 'étape précédente, il suffit de le faire lorsque D est un objet simple 
de la catégorie des (p, AT)-modules finis. Ceci implique que N = 0 et (prop. 5 . 1 ) qu'il 
existe r, h G Z, avec h ^ 1, (r, h) = 1 et un élément non nul d G D tel que ph(d) = prd. 

Avec les notat ions des propositions 5 . 1 6 et 5 .17, soit th un élément non nul de 
LTh. Le sous-Qph-espace vectoriel de Bcr[s engendré par t^r est stable par GK et 
peut être considéré comme une représentation p-adique V de GK de dimension h. 

On voit que do = trh <S> t~^r G 2}Cr i s (^0 c A ï t (V ' ) et que ph(do) = p^d. On en déduit 
que d, p(d),..., ph~1(do) sont linéairement indépendants sur KQ. Pour des raisons 
de dimension, V est donc cristalline et DcriS(V) est admissible. Il existe un unique 
isomorphisme de (<p, N)-modules de £>Cr i s (^0 sur D qui envoie do sur d. La filtration 
qu'il induit sur DK est admissible. 

On veut alors montrer que, pour un (p, iV)-module fini D fixé, toute filtration 

faiblement admissible Fil sur D est admissible. Par induction, on peut supposer que 

ce résultat vaut pour tout (</?, 7V)-module fini qui est un sous-objet propre ou un 

quotient propre de D. On choisit alors une filtration admissible Fil0 sur D qui est 

admissible et on procède par récurrence sur la distance d de ces deux filtrations, 

le cas où celle-ci est égale à 1 étant réglée par l 'étape précédente. Si D n'est pas un 

objet simple de la catégorie des (</?, 7V)-modules filtrés faiblement admissibles, on peut 

fabriquer une suite exacte courte non triviale 

0 — Y D' — Y D — Y D" — > 0, 

D' et D" sont admissibles par hypothèse et D l'est aussi (étape 5 ) . On peut donc 

supposer d ^ 2 et D simple. On choisit une filtration Fill sur DK qui est voisine 

de Filo et telle que sa distance à Fill est d — 1. Il est facile de déduire du fait que 

D est simple (qui signifie que, pour tout sous-(<£, 7V)-module propre D' de D , on a 

tniD') < ÎN(D")) que Fili est faiblement admissible. D'après l 'étape précédente, Fili 

est admissible et donc Fil l'est aussi par induction. 

ASTÉRISQUE 295 



REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES 107 

Le cas général. — Lorsque k n'est pas algébriquement clos, on peut, par exemple : 

- Ou bien, prouver que, si P = KPQ et si D est un (</?, N)-module filtré sur K qui 

est faiblement admissible, alors le ((p, AT)-module filtré A sur P que l'on en déduit 

par extension des scalaires (le Po-espace vectoriel sous-jacent à A est P$ ®Kq D est 

aussi faiblement admissible {cf. [Fo94b], prop. 4.4.9). D'après l 'étape précédente A est 

admissible. Mais on voit que les anneaux BST et BDR relatifs à l'extension P/P sont les 

mêmes que ceux qu'on construit à part ir de K/K, on en déduit que Vst(D) = 14t(A), 

on a donc diniQp Vat(D) = dimp0(A) = dïmK0D et D est bien admissible (étape 1 ) . 

- Ou bien montrer ici encore que tout (<£>, AQ-module fini D peut être muni d 'une 

filtration faiblement admissible, le reste de la preuve étant identique à ce que l'on fait 

dans le cas où k est algébriquement clos. 

Il suffit de montrer l'existence d 'une filtration admissible lorsque K = Ko. Il suffit 

aussi, ici encore, de le faire lorsque D est simple, ce qui implique que N = 0 et que D 

n 'a qu 'une seule pente. Après un twist à la Tate, on se ramène au cas où cette pente 

a vérifie 0 < a ^ 1. On peut alors : 

i) soit invoquer [FL82] qui nous dit que toute filtration vérifiant Fil0 D = D et 

Fil2 D = 0 est admissible et [La80] qui nous dit que l'on peut trouver une telle 

filtration sur D ; 

ii) soit remarquer que D peut s'identifier au module de Dieudonné (contravariant) 

d 'un groupe de Barsott i-Tate connexe Tk sur k et que, si T est un relèvement de Tfc 

sur W(k), le dual V de Qp ®Zp TP(T) (où TP(T) est le module de Tate de T) est une 

représentation cristalline de GK qui a la vertu que le ((p, 7V)-module fini sous-jacent à 

Dst(V) = Dcris(V) s'identifie à D ([Fo79], §5 ) et que la filtration qu'il induit sur D 

est donc admissible. 

6. L'act ion d e C p e r d u e et r e t r o u v é e 

6 .1 . Le résu l ta t . — Le but de ce chapitre est de prouver le résultat suivant : 

Théorème 6.1. — Soit E un sous-corps fermé de K. Soient W\ et W2 deux C-

représentations de GK- On suppose que les poids de Sen de W\ sont algébriques 

sur E. Alors toute application E-linéaire continue 77 : W\ W2 qui est GK-

équivariante est C-linéaire. 

En particulier, si rj : C —> C est une application Qp-linéaire continue GK-

équivariante et si 77(1) = À, on a À G CGk — K et 77(c) = crj(l) = Xc pour tout c G C, 

autrement dit : 

Proposition 6.2. — On a E n d ^ j ^ (C) = Endc[GKJ(C) = K. 

Lorsque K/Qp est finie, la condition sur les poids de Sen de W\ est automatique

ment satisfaite avec E — Qp et on a donc le résultat suivant : 
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Corollaire 6.3'. — Lorsque K est une extension finie de Qp, le foncteur d'oubli de la 

catégorie des C-représentations de GK dans celle des Banach p-adiques munis d'une 

action linéaire et continue de GK est pleinement fidèle. 

Après avoir établi un peti t lemme, nous allons prouver la proposition 6.2 (§6.2) 
puis le théorème 6.1 (§6.3). 

Lemme 6.4. — Soit W une C-représentation de GK de dimension 1 qui n'est pas 

isomorphe à C. Alors, 

(i) pour toute extension finie K' de K, contenue dans K, on a WGaX^K/K ) = 0, 

(ii) onaKomc^K](C,W) = 0. 

Démonstration. — Montrons (i) : Soit a le poids de Sen de W. Comme W n'est pas 

isomorphe à C , a n'est pas nul. Qui t te à remplacer K par une extension finie, on 

peut supposer que, avec les notations du §2.5, q € ûo. A isomorphisme près, on peut 

supposer que W = C№ C C <S>K BK,O et, pour tout g G GK, #(*(a)) = p(g)t(a\ 
où g désigne l'image de g dans F = GK /HK et p : F —» K* est un homomorphisme 

continu injectif (on a p(g) = exp(logx(#) où logx : F —> Zp est le caractère additif 

défini au § 2.3). Quit te à remplacer encore K par une extension finie, on peut supposer 

K' = K. Soit alors ctM G W°K, avec c G C Le fait que ct^ G WHK implique que 

c G CHk — L. Si 70 est un générateur topologique de T, on a ct^ = 70 ( c £ ^ ) = 

7o(c)p(7o) t^ \ ce qui implique que le sous-lf-espace vectoriel de L engendré par c est 

stable par T, donc (prop. 1.16) que c G K^. Si r G N est tel que c G Kr et si jr 

est un générateur de FR = GalÇKœ/Kr), on a ct^ = ^yr(ct^) = cp("Yr)t(a\ Comme 

p(7r) 7^ 1, ceci implique bien que c = 0. 

Montrons (ii) : Comme K est dense dans C, on a 

HOMQPfGK](C, W) = H o m ^ f G / c ] ( K , W). 

Pour toute extension finie K' de K contenue dans K, si GK' = Gsl(K/Kr), on a 

Kom^K]{K',W) C H o m ^ , ] ^ ' , = Uom^{K', W0*' ) = 0, 

puisque, d 'après (i), W°K' = 0. En passant à la limite sur K', on en déduit que 

Hom^fGK] (K, W) = 0, donc Hom^fGK] (C, W) = 0. • 

6 .2 . P r e u v e d e la p r o p o s i t i o n 6.2 

Lemme 6.5. — Pour tout i G Z, notons Si la projection canonique de Fil2 I?dR s^r 

C(z). S W 

X = {b G £cris | </?26 = p \ b G Fil1 BdR et pb G Fil0 BdR}. 

Notons Vo le noyau de l'application no : X —> C définie par 7To(6) = Oo(pb) et V\ le 

noyau de l'application 7Ti : X —» C ( l ) définie par-K\(b) = # 1 ( 6 ) . i4Zors Vq et Vi sont des 

représentations de Hodge-Tate de dimension 2, on a hi(Vo) = 2, ho(Vi) = / 1 2 ( ^ 1 ) = 1 

et les applications 7TQ et TÏ\ sont surjectives. 
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Nous allons donner deux preuves de ce lemme : la première est un cas particulier 

d 'une méthode très générale sur laquelle nous reviendrons ultérieurement [Fo03] ; la 

deuxième, plus directe, n'utilise pas le théorème 5.9 (ou théorème « faiblement admis

sible admissible ») et fournit une interprétation très simple des représentations Vo 

et Vi. 

Première démonstration. — Soit D le ((/?, 7V)-module de dimension 2 de base { ¿ ¿ 1 , ^ 2 } , 

avec 

ipdi — d2l (fd2 = p d2 et Ndi = Nd2 — 0. 

Sur DK, les fîltrations Filo et Fili définies par 

(D ' < 1 (DK si i<0 
Fi\î)DK = \1Jx S ! ' ^ 0 et Fi\\DK={Kd1 si 1 ^ i < 2 

^ 0 si 2 ^ 2 • • ^ o 
v l 0 si i ^ 3 

sont toutes deux faiblement admissibles (§5.1) donc admissibles (th. 5.9). Pour 

m = 1,2, notons Dm le (<p, iV)-module filtré dual de (L),Film) et posons Vm — 

Vst{Dm) ; c'est une représentation cristalline de dimension 2, on a -/ii(Vo) = 2, 

/10(Vi) = ti2(Vi) — 1 et la suite 

0 — Vm —> V*(D*m) — Vs\(Dm) 0 

est exacte. On a Vs°t(D^) = V£(Dl) = Hom(y,jiV)_modules(D, 58t) et l 'application 

771—• rj(di) identifie ce Qp-espace vectoriel au sous-espace de Bcr[S formé des b vérifiant 

cp2b = p2b. 

L'application 771—• (rj(di), 7 7 ( ^ 2 ) ) identifie l'ensemble des applications if-linéaires de 

DK dans BdR à BdR(BBdR donc VS\(Dq) à B^/Fïl1 BdR®BdR/ Fil1 BdR et V ^ i ) 

à BdR/ Fil2 BdR 0 BdR/ Fil0 BdR. On voit aussi que X s'identifie à l'image inverse 

dans VS°T(D^) = Va°t(Dï) de Fil1 BdR 0 Fil0 BdR. Alors, pour m = 0 , 1 , VM s'identifie 

bien au noyau de l 'application 7rm et la surjectivité de 7rm résulte de la surjectivité de 

l 'application V°(DM) -+ VS\(DM). • 

Deuxième démonstration. — Soit Qp2 l 'unique extension non ramifiée de Qp de de

gré 2 de Qp contenue dans K donc aussi, puisqu'elle est non ramifiée, dans Bcris. Soit 

a G Qp2 non nul tel que trqp2/qp(a) = 0. L'élément non trivial de Gal(Qp2 /Qp) est la 

restriction de (p à Qp2 et on a donc (pa = —a. 

Rappelons (§5.4) que U = {u G 5cris | (pb = pb et b G Fil0 BdR}. L'application de 

Qp2 0 Q P U dans Bcr[s qui envoie À ® u sur Ait est injective et nous l'utilisons pour 

identifier Qp2 <S>qp U à un sous-Qp-espace vectoriel de i?ciïs- Si 

Z = {b G £c r i s I y?: ?b=p2b et 6 , ^ G F i l ° £dR} , 

on a Qp2 <S>qp U C Z. Inversement si b G Z, on peut écrire b = b' + bn', avec b' = 

| ( b H - p ~ V & ) ET &" = L ^ - ^ V ^ o n a b ' , ^ " G U etb= l®b'+a-1®ab" G Qp2®QpC7 
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et Qp2 <g)QP U = Z. En tensorisant la suite exacte 

0 —> Q p ( l ) —> U —> С — • О 

(cf. prop. 5.12) avec Qp2, on obtient la suite exacte 

0 — • Q p 2 ( l ) — • Z —• QP2 ®Qp С — • 0. 

Soient a la restriction de 0O à Z , 7 : Qp2 ®Qp С —> С l 'application A (g> с 1—• Ac, 
e l 'unique idempotent primitif de QP2 <g>QP Qp2 с QP2 <g>Qp С qui est dans le noyau de 7 
et /3 : С —> Qp2 ®QP С l 'application c ^ e . l ( g ) c . On a alors un diagramme commutatif 

0 0 

1 7T0 1 
0 > V0 У X > С > 0 

о —-> QP2(i) — • z —> QP2 ®Q„ С —> о 

I I 
о о 

où les deux dernières colonnes et la ligne du milieu sont exactes. On en déduit que la 

première ligne est aussi exacte, donc que тго est bien surjective et que VQ s'identifie à 
Qp2( l ) qui est bien une représentation p-adique de G к de dimension 2. Les applica
tions At •—• At et At н-• <p(\)t fournissent deux plongements distincts de Vo dans C ( l ) 
qui est donc bien de Hodge-Tate avec hi(Vo) = 2. • 

Rappelons (prop. 5.16) que l'on a une suite exacte 

0 —> LT2 —> L2 —• С — • 0, 

où LT2 est le sous Qp2-espace vectoriel de dimension 1 engendré par un élément non 

nul t2 de Б ^ П Ш 1 BdR vérifiant (f2(t2) = pt2. Si x G L2, d 'une par t p2(xt2) = p2xt2, 

d 'autre par t xt2 G Fil1 BdR et p(xt2) = pxpt2 G Fil0 BdR, donc xt2 G X. Inversement, 

si b G X , d 'une par t p2(b/t2) = pb/t2, d 'autre par t b/t2 G Fil0 BdR (puisque t2 0 

Fil2 BdR) et p(b/t2) = <pb/pt2 G Fil0 BdR (puisque <pt2 £ Fil1 BdR), donc b/t2 € L2, ce 

qui fait que la multiplication par t2 définit un isomorphisme de L2 sur X. Multiplions 

alors par t2 la suite exacte ci-dessus. Comme #i(t2) ф 0, 0i(L2t2) = ^0(^2)^1(^2) = C, 
ce qui montre que 7Г2 est bien surjective, tandis que son noyau V\ s'identifie à Qp2 t | 
et est un Qp-espace vectoriel de dimension 2. L'application At2 —> O2(At2) = A#i(t2)2 
définit un plongement de V\ dans С(2), tandis que \t\ —• 6o(p\t2) = p(\)6o(t2)2 
est un plongement de V\ dans C. On en déduit bien que V\ est de Hodge-Tate avec 

^o(Vi) = /12(Vi) = 1. On voit aussi que, lorsque l'on considère LT2 comme un Qp2-

espace vectoriel de dimension 1, avec action semi-linéaire de G к, alors V\ s'identifie 
à Sym2^ 2 LT2. 
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Prouvons maintenant la proposition 6.2. — Soit rj : C —• C une application C-

linéaire. Alors, pour tout c G C, rj(c) = crj(l) et rj commute à l'action de GK si et seule

ment si 7/(1) G CGk = K (th. 1.2). On a évidemment EndC[c7K](C) C Enâ$pn[GK](C) 

et il suffit de vérifier que la dimension du if-espace vectoriel EndQpIj^K](C) est ^ 1. 

Appliquons le lemme précédent. Les valeurs des poids de Hodge-Tate de Vo et V\ 

impliquent que VQ PI V\ = {0}. Si l'on pose Y = X/(V0 0 Vi), on obtient des suites 

exactes 
0 —>Vi — > C — > Y — > 0 

0 —>V0 — • C(l) — > Y — • 0 

Appliquant le foncteur HomQ^^^j (—, C) à ces suites exactes, on obtient des suites 

exactes 

0 — • Hom(y, C) — > End(C) —> Hom(Vi, C) — 

0 — > Hom(F, C) — > Hom(C( l ) , C). 

Mais Hom^0pIjtGK](C(l),Cf) = H o m ^ j ^ ^ C , C ( - l ) ) - 0 d'après le lemme 6.4. A for

tiori, H o m ^ ^ ] c) = 0- Comme fto(Vi) = 1, dimK HomQp[GKj(Vr0, C) = 1 et on 

en déduit bien que drniK EndQp[GK] (C) < 1. • 

6 .3 . P r e u v e d u t h é o r è m e 6.1 

Lemme 6.6. — Soient EQ un corps, F une extension finie galoisienne de E$, V\ et 

V2 deux espaces vectoriels sur F. Pour tout r G Gal(F/Eo), soit £ F , t ( V L , V2) le En-

espace vectoriel des applications additives 77 : V\ —•> V2 vérifiant n(Xv) = r(X)r](v) pour 

tout À G F et tout v G V. L'application naturelle 

0teGal(F/Eo) CF,r(VuV2)CE0(VUV2) 
r<EGAL(F/E0) 

est un isomorphisme. 

Démonstration du lemme. — L'application de F x F dans Eo, qui à (x,y) associe 

trpjE0(xy) es^ une forme bilinéaire symétrique non dégénérée. Choisissons une base 

{ei, e2,..., e<i}de F sur Eç> et soit {e*i, e * 2 , . . . , e*d} la base duale. Soit r\ : V\ —» V2 

une application EQ-linéaire. Pour tout r G Gal(F/ i?o) , et tout v G Vi, posons 

d 

nt(v)= ^ r ( e * ) r y ( e ^ ) . 

¿=1 

On voit que rjT ne dépend pas du choix de la base. 

Pour 1 < r ^ d, {eie*, e2e*, . . . , e^e*} est une base de F sur E dont la base duale 

est { e î / e * , e 2 / e * , . . . , e ^ / e * } . On a donc, pour tout v G Vi, 

d 

Vr(e*v) = ^ r ( e * ) r / ( e i e » = ^ r(e*)r(e^/e*)ri(eie*v) = r(e*)rfr{v) 
2=1 

et TiTe£F,r(VuV2). 
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Par ailleurs, si l'on pose 1 = J2°iei, avec les сг- G E0, pour tout г, on a e* = 
Y^icieie*j-> d'où trF/£0(e!-) = Cj. Mais alors, pour tout v G V\, 

^Av) = ^2T(eiMeiv) = ^ t r F / j E o ( e * ) r / ( e ^ ) = 7 7 ( ( ^ с * е г » = 7?(TJ), 
r€Gal(F/F0) r,i г г 

donc 77 = Y111T et l 'application est bien surjective. 
Choisissons alors pour e i , е г , . . . , une base normale de F sur i?o de sorte que, si 

TL, T 2 , . . . , Td sont les éléments de Gal(F/Eo), la matrice des Ti(ej) est inversible. Si 
V = ®î=iVi, avec г/г G £F,ri(Vi, V2),, on a, pour tout v e Vi et 1 ^ j ^ d, 

v(env) = ni(ejv) = 
d 

i=l i=l 
Ti(ej)rii(y), 

de sorte que, si les rj(ejv) sont tous nuls les rji(v) le sont aussi et l 'application est bien 
injective. • 

Prouvons alors le théorème. — Quit te à remplacer K par une extension finie conve

nable et à décomposer W\ et W2 en sommes directes, on peut supposer que W\ et 

W2 sont indécomposables, que sw± (resp. s\y2) n 'a qu 'une valeur propre OL\ (resp. a2), 

que a i appart ient à une extension finie galoisienne F de E contenue dans K et que 

a2 G K. 

Quit te à remplacer encore K par une extension finie, on peut supposer que, avec 

les notat ions du § 2 . 5 , a i et a2 sont dans ao- A isomorphisme près, si, pour m — 1, 2 , 
on pose lira = d i m c Wm, on peut supposer que Wm = ©£r0~1Cr£(aTri)(log t)% C #sen,r-

Pour tout g G GK, g(t^am)) = pm{g)t{otrn\ avec pm(g) = exp(logx(p) • am) , donc 

pi GK —» F* et p2 : GK K* sont des homomorphismes continus. 

Soit 7] : Wi —» W2 comme dans le théorème. Grâce au lemme précédent, on peut 

poser 77 = J2TeGai(F/E) avec ^ (W\, W2). Chaque r\T est ^-l inéaire continue 

et Gx-équivar iante . On se ramène donc au cas où 77 est l 'un des 77r, i.e. on peut 

supposer qu'il existe r G Gal(F/E) tel que 77 G £ F , T ( W I > W2). 

Pour m = 1 , 2 , posons = © ^ " ^ ( l o g * ) * , de sorte que Wm = On 

peut écrire n^wt^1^) = rj^w)^2^ où n' : W[ —+ I^J est une application additive 

continue vérifiant r]'(\)w = r(X)r],(w) si À G F et w G WQ e^ pour tout # G GK, 

V'(g(w)Pl(g))t^ = g(v'(w))p2{g)t^a'\ 

ou encore, si l'on note p$ : GK —> l 'homomorphisme continu défini par p%(g) = 

P2(g)/r(pi(g)), 

r]f(g(w)) = g(nf{w))pz{g) si g G GK et w G W[. 

Si a3 = a2 — r ( a i ) G a0 et si 770 : W[ —• W^t^3) C C 0 K BK,O C i?sen,o est défini par 

rjo(w) — r]1 {w)t^CL2^^ 770 est une application additive continue GK équivariante vérifiant 

rjo(Xw) = r(X)rjo(w) si A G F et w G WQ. 
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Montrons d 'abord que rjo donc 77 est nul si a2 ^ ai ou r ^ 1. Par dévissage on se 

ramène à h\ = h2 = l, donc 770 : C -> C*<a3>. Si 0:3 ^ 0, 770 est nul d 'après le lemme 

6.4. Sinon, 770 est C-linéaire d'après la proposition 6.2, donc a fortiori F-linéaire. Si 

770 n 'étai t pas nul, on aurait donc r = 1 et a2 = ot\. 

On peut donc supposer a2 = OL\ et r = 1. Quit te à remplacer 77 par 770, on peut 

supposer ai = 0. Quit te à remplacer W£ par une représentation plus grande, on 

peut supposer h2 ^ hi, i.e. W[ C Remarquons qu'alors YiomC[GK]{W[, W2) = 

ENDC7[GK](VF{) et que c'est un if-espace vectoriel de dimension /¿1, de base les appli

cations (7fo)o<i</n définies par c»(log t)1 = Yjl=o Q n - i - j + z ( l o g t ) 1 . 

On procède alors par récurrence sur hi : 

~ si hi = 1, W[ — C. On vérifie que, pour toute extension finie K' de if, 

^/jGai(K/«") _ jtf/ et si 77 G Hom ̂ ^ J C C , ^ ) , on a n{K') C if', pour tout if', 

donc 77(if ) C 77(if ) et, comme i f est dense dans C, 77(C) C C et la proposition 6.2 

permet de conclure. 

- si /11 ^ 2 et si W" = ®^ô2Cr(logt)î , on a une suite exacte courte de C-

représentations 

0 — > W" —> W[ —> C —> 0, 

où la projection de W[ sur C est l 'application Yli^Q1 Ci(logt)* 1—• c / ^ - i . 

On a alors un diagramme commutatif 

0 ^ Homc [GK](C,W^) — Hom C [ G K ] W , W ^ ) —> Hom c l G K , ( ^ " , ^ ) — 0 

Il n II 

0 Hom ^ f G K ] ( C , ^ ) — Hom ̂ , ^ ' , ^ ) — H o ^ ^ f , ^ ) 

où les lignes sont exactes (l 'application Hom c ^ ^ i , ^ ) ~^ Hom C[GK](Wr1//, W2) 

est surjective parce que 

d i m x Homc [ G K ] ( ^ , W£ = dim K H O I I I C [ G K ] « , W2') + dimK Hom c[GK](C, W2') ) . 

L'égalité Homc [GK](W{, W£) = Hom ̂ ^ ^ , W£ en résulte. • 
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