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SUR LA HAUTEUR DES POINTS D’UNE CERTAINE SURFACE
CUBIQUE SINGULIERE

par

Etienne Fouvry

Résumé. — Par une paramétrisation des solutions de I’équation
3
T1x223 =17, (w1,1‘2,w3,t) =1
et par des méthodes élémentaires de théorie analytique des nombres, on montre que le
nombre de points de coordonnées non nulles, de hauteur canonique inférieure a X, de
la surface cubique projective de P3(Q) d’équation
X1X2Xs = T3,

est, pour X — 0o, équivalent 2 co X log® X, ol ¢o est une certaine constante > 0.

1. Introduction

Cet article a été motivé par le récent travail de Batyrev et Tschinkel ([B-T1], [B—
T2], [B-T3]), concernant le nombre de points de hauteur inférieure a une certaine
borne X tendant vers I’infini, sur des variétés toriques projectives lisses sur un corps
de nombres quelconque, par rapport a des plongements projectifs arbitraires.

Nous traitons ici, le cas trés particulier de la variété V de P3(Q), d’équation

X1X2X5 =T83.

Soit V(X)) le cardinal de I’ensemble des points de V de coordonnées non nulles et de
hauteur au plus égale a X.

L’étude de V(X) est un cas particulier de ([B-T2] Theorem 1.4) mais aussi de
([B-T1] Corollary 7.4). Toutefois, il faut remarquer que, dans ces deux articles, il est
question de variétés toriques lisses. Le traitement de la cubique singuliére V), se fait
par une résolution de singularités qui fournit ainsi une variété torique lisse. On utilise
la fonctorialité des hauteurs pour se ramener au résultat de [B-T2]. Cette délicate
réduction est développée, dans un cadre plus général, dans [B-T3].

Classification mathématique par sujets (1991). — Primaire 11D72; secondaire 14M25.
Mots clefs. — Surface cubique, hauteur.
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32 ETIENNE FOUVRY

L’objet de cet article est de montrer que des méthodes classiques de théorie ana-
lytique des nombres conduisent elles—aussi a un équivalent asymptotique de V (X)
pour X — oco. Nous montrerons le

Théoréme 1.1. — Pour X — oo, on a la relation
(1) V(X) = (co+ 0(1)) X log® X,
ol cq est une constante absolue, strictement positive.

Remarquons, dans un premier temps, que V(X)) est aussi le cardinal des quadru-
plets d’entiers relatifs (x,y, 2, t) vérifiant

(z,y,2,t) =1, 1<z, yl, |2, t| < X et axyz =t
En jouant sur les signes, on voit qu’on a 1’égalité
V(X) =4V (X),
avec
VH(X) =t#{(z,y,2,t) |1 z,y, 2, t < X, (z,9,2,t) =1, .'Byz=t3}.

Il est intéressant de noter que des altérations, apparemment anodines, de la définition
de V*(X), perturbent radicalement son ordre de grandeur asymptotique : on a d’une
part

(@,y) = (y,2) = (2,2) = 11,
Vi (X) =4 (@,y,2,0) [{ 1< 2y, 2t < X ~ o X
xyz—t3

(avec c; constante strictement positive, en effet les restrictions précédentes don-
nent pour paramétrisations des solutions a zyz = t3, les quadruplets de la forme

(ud,v3, w3, uow) avec (u,v) = (v,w) = (w,u) = letl < u, v, w < X3) et
d’autre part
Vor(X) = ]i{(x,y,z,t) | 1<t< X; (z,y,2,t) =letayz = t3}

~ c3X log® X

(pour ce faire, on passe par la fonction arithmétique «, qui sera définie au paragraphe
2.1, par le Lemme 2.1 et par un modeste théoreme taubérien pour écrire

V' (X) =D a(t) ~ X log® X,
t<X

oll ¢y est la valeur en 1 de la série de Dirichlet (3, a(n)n=*)¢~%(s).)

Ces variations ont le mérite de convaincre de 1’importance intrinséque des condi-
tions de la définition de V1 (X).

Pour revenir a la formule (1), la constante ¢y peut étre décrite explicitement, de
méme que le o(1) peut étre précisé, tout au moins en théorie. En effet, les méthodes
qui suivent sont absolument classiques, n’apportent rien de vraiment nouveau en
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SUR LA HAUTEUR DES POINTS D’UNE CERTAINE SURFACE CUBIQUE SINGULIERE 33

théorie analytique des nombres, mais sont extrémement lourdes par le nombre tres
élevé de variables de sommation engendrées par les différentes transformations. Ce
qui suit peut, en principe, étre transposé a 1’équation

X1 X0 X3 X4 =T,

mais la démarche devient totalement asphyxiante par le nombres de variables de som-
mation qu’il faut gérer.

Cet article a été écrit a la cordiale invite de V. Batyrev, J-L. Colliot-Théléne,
E. Peyre et Y. Tschinkel et a bénéficié de conversations avec J. Briidern et H. Iwaniec.
Que ces différentes personnes soient ici remerciées !

2. Transformations de V*(X).

L’idée de base des fastidieuses transformations qui vont suivre, est de se ramener
a une équation de la forme xyz = 3 mais avec les conditions plus fortes de copri-
malité (z,y) = (y,2) = (z,2) = 1. On a alors une représentation paramétrique des
solutions en (z,y, z,t) = (u3,v3, w3, uvw) avec (u,v) = (v,w) = (w,u) = 1, ce

qui est beaucoup plus facile 2 compter (voir V;(X) ci-dessus).

Puisque les conditions 1 < z, y, z < X entrainent ¢t < X et que (z,y,2) = 1
implique (z,y,2,t) = 1, le cardinal étudié s’écrit aussi, aprés un changement de
notations, sous la forme

1 <z, 22, T3 < X,

V+(X) = u (331,.’1’32,1173,t) (131,.’1}2,.’123) = ]-v

r1T2x3 = t3

Soit dy = (z2,x3), alors on a I’égalité

1<dy, 71 < X,

1 < dyzhy, dizhy < X,
(z3,23) = (di,21) = 1,
Brixhal =13

V+(X) = d (dl,xl,x’z,xg,t)

)

puis posant dy = (z1,}%),ona

1<dy, do < X,
1 < dof, dizh, didez < X,

VT(X) =t (di,d2, z, 75, 24, t) (zhzh,2%) =1, ,
(d1,d2) = (d1,2y) = (da, z5) =1,
23z ohal =13
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34 ETIENNE FOUVRY

enfin, en posant d3 = (z, %), on parvient, aprés un changement évident de nota-
tions, a
2
< dad3zy,d1d3Ta, didezs < X,
(w27 (L‘3)=(.’E3, xl) (xla .’112) 17
V+(X) = ﬁ (dl,dg,d3,$1,x2,l‘3,t) (dlvdZ):(dlvd?)) (d2? 3) ]-7
(d1, 21)=(d2, z9)=(d3, x3)=1
d%d%d%.’rlm?l‘g = t

b

2.1. Hypotheéses sur les d;. — L’objet de ce qui suit est de prouver qu’on peut, pour
ainsi dire, se ramener au cas ol dq, ds et ds sont sans facteur carré.
Notons a(t) le nombre de solutions a 1’équation

3 _ —1-
t° = TYz, (x,yvz) - ]-a
sans aucune contrainte de taille sur x, y et z. Nous aurons besoin du

Lemme 2.1. — On a les propriétés suivantes :
e La fonction « est multiplicative.
o Pour tout entier a > 1 et tout p premier, on a a(p*) = 9a.
e Pour tout m et n on a l'inégalité a(mn) < a(m)a(n).

Démonstration. — Seule la deuxiéme assertion mérite un peu de soin. On voit que
a(p®) est aussi le nombre de solutions a 1’équation 3a = a; + a2 + a3 avec les a;
entiers positifs ou nuls, vérifiant aussi ajazaz = 0. Un dénombrement direct donne
le résultat. O

Pour d > 1, on dissocie d en d = d°d!, o d° est le plus grand entier squarefull
divisant d (rappelons qu’un entier n est squarefull, s’il vérifie I'implication p|n =
p?|n). Ainsi d est sans facteur carré, premier avec d° et, par exemple, on a (600)° =
200 et (600)" = 3. On pose

L =logX, L=/L".

Nous allons montrer que la contribution (notée A(L)) a (2), des 7-uplets tels que
d$ > L est négligeable. En effet, cette contribution vérifie

3) ADS Y, Y a

£ squarefull >L t<X
quarefull 2L e

ou = est la fonction multiplicative définie sur les puissances de nombres premiers par
E(p) = p, E(p?) = p% E(p®) = p?....et plus généralement Z(p®) = p’ ol b est
le plus petit entier tel que 3b > 2a. En effet, si p?|dy, I'égalité d?d3d3z12073 = t3
entraine p2¢|t3, donc la valuation p—adique de t3 est supérieure ou égale au plus petit
multiple de 3 qui dépasse 2a.
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SUR LA HAUTEUR DES POINTS D’UNE CERTAINE SURFACE CUBIQUE SINGULIERE 35

D’aprés le Lemme 2.1 et (3), on a I’inégalité
ALY < Y, aEW®) Y al),
¢ squarefull >L n<X/E(0)
puis, en sommant la fonction multiplicative c, on a
a(5(

()

Par la méthode de Rankin qui, rappelons—le, consiste a majorer la fonction caracté-

ristique de Iintervalle [L, oo[ par (%)E, on a, pour tout 0 < € < 1/3, la relation

35
~
~—

A< XL
£ squarefull >L

(1]

—_

AL) < xc® Y a(;(%))(%)g

£ squarefull
18 18 27
8 —
<XLL E1_[(1 + p22 + p2—3¢ T pd—ie +)
p

< XC8Le.
On a donc la relation
@) A(L) = o(X L°),

en prenant ¢ trés proche de 1/3.
En raisonnant de méme sur ds et d3, on peut, avec une erreur négligeable, insérer
dans la définition (2) de V+(X), les conditions supplémentaires

O > O
1) %2y d3 <L»

.. . .. . , £ s pL A ’
ce qui implique que tout diviseur premier d’un d;, supérieur a £2 apparait avec 1’ex-
posant 1.

2.2. Deuxiéme étape de transformation. — Cette étape peut paraitre bien abs-
conse si on n’a pas pris le temps de saisir sa motivation sur un cas particulier : Ima-
ginons que nous soyons intéressés par la contribution dans (2) des cas ol

d=p°(=d}), da=dz=1
L’équation est donc z1.(p%x3).(p?x3) = t3. Puisque le second membre est un cube
on a, pour des raisons de coprimalité, ’une ou I’autre des deux éventualités suivantes :
e p? divise z2 (alors v,(z2) = 2 modulo 3 et vy(z3) = 0),
e p? divise z3 (alors v,(z3) = 2 modulo 3 et vy(z2) = 0).
Par contre si
dy = p*(= &), dy =d3 =1,

I’équation est 1 - (p3z2) - (p®z3) = t° qui conduit alors a trois éventualités qui
s’excluent mutuellement :
e p ne divise pas z2x3 (alors vy (1) = vp(z2) = vp(x3) = 0);

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



36 ETIENNE FOUVRY

o p? divise 23 (alors vp(z1) = vp(z3) = 0, vp(z2) = 0 modulo 3 et vy (zop™ )

o p? divise z3 (alors vp(z1) = vy(z2) = 0, v,(z3) = 0 modulo 3 et v, (z3p~2%) > 0)
Il reste a mettre dans un cadre formel toutes ces éventualités lorsque les dS ont un

nombre quelconque de facteurs premiers. Soient ¢1, ¢5 et £3 les parties squareﬁdl de

dy, dg et d3, les ¢; sont donc premiers deux a deux, d’aprés (2). Nous sommes en

présence de 1’équation

6)) (Lalsxy).(£1l3s). (L1 bax3) = 12,
avec (z2,x3), (z3,21), (1, z2) sans facteur carré,
(41, x2,23) = (21,42, 23) = (71,T2,03) =1
(b1, 21) = (b2, 22) = (b3,73) = 1
(z1,%2,23) = 1.

Dans la formule (5), chaque terme a I’intérieur des parenthéses (- --) est inférieur a
X.

Soit A(n) le plus petit entier tel que nA(n) soit le cube d’un entier. On décompose
A(£2) sous la forme

M) = pP Y avee (u, uP) = 1.
On désigne par ml l’ensemble des nombres premiers divisant £2 mais pas A\(£2).

On désigne par (2131 , § )) un couple quelconque de sous—ensembles de 3, dont

2)

la réunion est ‘PB;. On note par Pl( le produit des éléments de ‘,B?) et par ‘13&2) le

complémentaire de ‘,Bgz) dans 37 .
Grace a (4), on voit qu’on a I’égalité

©) =SSN Vi, 6P, BP) +o(x L8,

4; 51) ;‘pgl)

ol .
o V (4, MEJ ), gJ )) désigne le nombre de (y1,y2,ys3,t) vérifiant les équations :
——3——3 ,
_ (£2£3M51)M;(31)P2(1) P(l) yl) ) (Mauﬁ) (2)P(2) P( 7 )
) (€1£2u§ ) (3)P(3) P(3) ys)

avec (y1,y2,93) = 1, (y1,92), (y2,¥3), (y3,¥1) sans facteur carré,
(¢1,92,y3) = (Y1, 42,y3) = (y1,92,¢3) =1

)

et

(9),,2) p p)) _

(y1, bapy " i3 (y2, Lot ) P2 PY)

- (y37£3/-1’§2)/“"gl)P1(3)P2(3)) = 1’
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SUR LA HAUTEUR DES POINTS D’UNE CERTAINE SURFACE CUBIQUE SINGULIERE 37

chaque terme a gauche de (7), situé a I’intérieur d’une parenthése (- - - ) étant inférieur
aX.
¢ la somme est faite sur les ¢1, ¢ et {3 entiers squarefull inférieurs a L, premiers entre
eux deux a deux, les ,u( et ‘B(] ) parcourant toutes les décompositions possibles de
A(£2) et B;, comme ci-dessus.

Puisque le nombre

(tonl? P P (e P B ) (a2 P P
est un cube parfait, on voit que chaque V' (¢;, ,uij ), ‘,ng )) est en fait de la forme
/C(X; b; C) = /C<X1, X2, X3;b1,b2, b3 ¢1, 2, 63),
qui désigne le nombre de solutions a 1’équation
T1Tox3 = t3,

avec z; < Xi, (21,22, 23) = (21,b1) = (22,b2) = (x3,b3) = 1 et (z1,22), (v2,23)
et (z1, z3) sans facteur carré et respectivement premiers avec cs, c1 €t ca, les b; et ¢;
étant des entiers donnés tels que les ¢; soient premiers entre eux deux a deux.

Signalons que dans notre application, les X; seront égaux a X a une puissance de
L pres, puisque chacun des ¢; est inférieur a L. Pour des raisons évidentes de sobriété
dans les notations, nous nous sommes restreints a I’étude soignée de

K(X) := ic(X, X, X:1,1,1;1, 1,1).

Au paragraphe 6, sera ébauchée la facon de passer au cas général, pour pouvoir ef-
fectuer la sommation (6).

3. Etude de K(X).
Rappelons que K(X) est le nombre de solutions a I’équation
T1x2x3 = t3,

avec di = (z2,x3), d2 = (z1,z3) et d3 = (z1,x2) sans facteur carré, x;, z2,
z3 premiers entre eux et chaque z; inférieur 8 X. On est ramené a une équation
apparaissant déja dans (2).

Pour parfaire le travail de coprimalité, on extrait de x1 /ds, le produit 6%2) des fac-
teurs premiers apparaissant aussi dans d et aussi le produit (5%3) des facteurs premiers
de z1/d3 apparaissant aussi dans d3. On opére de méme pour les autres variables.
Finalement, aprés un nouveau changement de notations, on voit que K(X) est le
cardinal de I’ensemble des 13—uplets

(dla d2) d3> 6§2)7 6§3)a 551), 5£3), 5:(31), 5:(32)a Z1,22,T3, t)
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38 ETIENNE FOUVRY

d’entiers compris entre 1 et X vérifiant
8) (di,d2) = (dg2,d3) = (ds3,dy) =1, dy, do et dg sans facteur carré ,
©) slolge,  oPelay, oY e ay,
(10) (0, 5) = (0,67 = (o6, 68"y =15
et une autre liste de conditions ol apparaissent x1, 3 et z3 :
(x12223, d1d2d3) = (21, 22) = (21, 73) = (22, 23) = 1,
8368 dydszy, dyo) 68V dgas, dydad(V 6P s < X;
d2d3d3589 5360 583 58 60 3 oy = £3.
Les conditions de coprimalité entrainent que tous les entiers
21, T2, 73 et drd3d36) 53 6 53 61 5(2)

sont les cubes d’entiers, notés respectivement ui, ug, ug €t w, premiers entre eux
deux a deux.

Le probleme de 1’évaluation de (X)) est ainsi réduit a celui du nombre des 13-
uplets

(d17d27d375(2) 5(3) 6(1) 5(3) 5;(?,1)75;({2 ?$17$21$3at)7

vérifiant les conditions (8), (9), (10) et les autres conditions

an (uyugug, dydads) = (u,uz) = (ug,u1) = (uz,u3) =1,
(12) drd3 3o 51765 657 56 = w?,

1< up < (X/(87) 69 dads))?,
(13) 1< up < (X/(di85) 65 ds)) 72,

1< us < (X/(dyda{V5$P))' 3,

Le nombre de ug vérifiant les conditions précédentes, lorsque les 12 autres va-
riables sont fixées, est

(14)

X 1
Z 1= ¢3(U1’U«2d1d2d3) (_W> 3
1/3 d1d253 53
1<u3< (X/(d1d25g1)5§2)))
(ug,ujugdydodz)=1
X

1
+ O min{7(uyu2d1dad3), (——7—=77) 3} ),
(min (d1d25§1)6§2’) )
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SUR LA HAUTEUR DES POINTS D’UNE CERTAINE SURFACE CUBIQUE SINGULIERE 39

en utilisant le résultat classique :

3" 1= ¢s(q)y + O(min(7(q),y)),

n<y
(n,9)=1

avec 7(q) nombre de diviseurs de I’entier g et ¥3(q) = ¢(q)/q. Rappelons aussi la
majoration

1
(1s) (@) = O(exp(po 30 )).

4. Minoration de (X).

Il nous a semblé plus clair de séparer minoration et majoration de K(X) pour
accéder a I’équivalent asymptotique de cette quantité.

Soit
log X
Z = ey
xp (\/log log X)
Pour minorer KC(X) nous ajoutons 2 la liste de conditions (8), . . ., (13) la condition
(16) 8268 dods, dy 6860 ds, dydpsNolP <Y = X271,

qui implique donc, que dans les inégalités (13), chaque variable u; se déplace dans

. N . L L
un intervalle assez long, a savoir de longueur au moins égal a Z'3.
La relation (14) et la remarque (15) conduisent donc a la minoration

Z 1> (1 - 0(1)) : ¢3(d1d2d3) ~1p3(uy) - 1[)3(u2)
1<ug < (X/(dydps{Ps))
(17 3(u£,m;dfd3d3$=l )
()’
dydpsM 6P

uniformément sous la condition (16).
Pour sommer sur 15, nous utilisons la formule

(18) > ys(n) = % ¥2(q)y + Oc (min(y2*57(q), ),

nsy
(n,q)=1

ol 15(q) est définie par

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



40 ETIENNE FOUVRY

La formule précédente s’obtient, par exemple, par la théorie des séries de Dirichlet et
un peu d’analyse complexe, qui consiste a intégrer

/jHOO( Z wg(n)n_s)%sds

—ieo (TL,(])=1
et a déformer le parcours d’intégration pour récupérer le résidu en s = 1.
Nous appliquons (18) avec y = (X/(d15§1>5§3)d3))1/3, q = uydydads. Les res-
trictions (16) permettent de transformer (18) en une inégalité en introduisant un nou-
veau facteur (1 — o(1)). Nous sommes ainsi parvenus a

2 2. !

1/3 1/3
1<ug < (X/(dléél)égg')dg,)) 1<us< (x/(d1d25§1)6§2)))

(19) (u2,u1d1dad3)=1 (uz,ujugdydodz)=1

2 %(1 — 0(1)).(xh2.13) (d1d2d3) (1)2.103)(u1) X

(ddzds33” 55" 556575

On somme maintenant sur u1, en utilisant la formule

(20) 3" (2953)(n) = cothr(q)y + Oc (min(y+7(q), 1)),

nsy
(n,9)=1

avec o constante absolue définie par

=10 55m)

p
et

¥1(a) =E(1+]ﬁ)'l.

Ici aussi, on utilise (20) sous forme d’une minoration uniforme, toujours gréace a (16)
et la formule (19) fournit la minoration

@1
6

’C(X)>(1—0(1))';§'6¥0'X

S wld)bdl) 1 @)

2 03) () (3 1)
(123,52 69 50 6O 5 5 2d3d387 5% 6 60 61 5

Wl

> (1= 0(1)) 5 a0 X - B(Y)

par définition, la somme étant faite sous les conditions (8), (9), (10), (12) et (16) et ¢
est le produit 1 = 1)y - 12 - 13. Signalons que, dans B(Y'), les variables apparaissent
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SUR LA HAUTEUR DES POINTS D’UNE CERTAINE SURFACE CUBIQUE SINGULIERE 41

au dénominateur, ce qui laisse supposer que cette expression a un comportement plus
docile.

4.1. Exploitation de la condition (12). — Nous utilisons les conditions de copri-
malité qui lient les d; et les 6? ) pour écrire que (12) est équivalente aux trois équa-
tions

22) sV = wd, §D6Pd2 = wd, 606Pd2 = wd.

C’est ici que nous utilisons le fait que d;, dy et ds sont sans facteur carré (ce qui en-
traine, avec les notations du paragraphe 2, que \(d?) = d;). Ecrivons d; = u( )u:gl ,
vél) et z/él) sont premiers entre eux, sans facteur carré. L’équation

50 =
de (22) admet pour uniques solutions les

551) (1)( gl))37 5:(3) (1)( (1 )) ,

=V, = vy '(v3
R 1 . . o N a
ou vé ) et v( ) sont des entiers premiers entre eux, divisant d{°. On opere de méme

sur les autres variables. La somme B(Y') est ainsi remaniée en

(1) (3) (3)
5 2 A ) )

1 2) (2).(3)..(3
- u§’§)<>§’§)u§>

23)  BY)=

la somme étant faite sur les v = (uz.(j ) )1 <i#j<3)0lles ui(j )
entre eux deux a deux, sans facteur carré.

Dans (23), la quantité A(v,Y") est définie par

sont premiers

1

A(v,Y) = ;
Zv: BORONENONONC)

()

oulesv = (v )(1 <4 # J < 3), sont tels que les v,
a deux, sont tels que

sont premiers entre eux deux

(24) (1),( (1)) ’ U1 032)|( ))00, v{3)v§3)|( §3) 53))00;
et sont tels que les inégalités suivantes (qui sont des réécritures de (16))

25) 22D PP ) < v;

(26) 05720574 () ) < v

(27) (l/él)) (ng))2 (2) (1)( (1) ( ())3 <Y

soient satisfaites.
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4.2. Minoration de A(v,Y). — Maintenant, onpose Y1 = YZ letY, = YZ 72
et soient les six autres conditions sur les variables de sommation :

(28) A2 ) < s
(29) w2072 ()P < s
(30) W2 2P (D) < v
et

(31) WP 2 < v
(32) W22 < v
(33) A2 (WA 2P < vy

Soit A(v,Y, Y, Y>) défini de fagon semblable a A(v,Y') mais avec les conditions de
sommation (24), ..., (33). Puisque A(v,Y") est a termes positifs, on a I’inégalité

A(v,Y) > A(v,Y, Y1, Y2);

I’introduction des conditions supplémentaires (28), ..., (33), assure que, si on som-

@) 3 2 (2) (1) (1) ©)

me dans Iordre v;™’, vy, v5~’, v;”’, et (2 chacune des variables v;”’ a un

intervalle de variation au moins égal a Z 3, ce qui permet de faire apparaitre une
minoration uniforme grace au

Lemme 4.1. — Soit a un entier au moins égal a 1, y > 1 et f une fonction forte-
ment multiplicative (c’est—a—dire vérifiant f(p*) = f(p) pour tout k > 1), vérifiant
linégalité 0 < f(p) < 1. Uniformément sous les conditions précédentes, on a l’éga-

lité
f(k) _ f(p)
> =111+ 25) +olin).
klac pla
k<y
Démonstration. — C’est une illustration de la méthode de Rankin ; on a I’égalité
f(k) _ fo)\  ~ f&)
2 ‘H(1+p—1) >
k'aoo pla k]a.°°
k<y k>y

la dernieére somme est inférieure a

f(k) =yt f(p) 1
Z = H<1+\/,Tzi-1)=0(y 2T(a)). O

kla™ pla

lO

(3)

Ainsi, pour minorer A(v,Y,Y,Y2), nous commengons par sommer sur v; ~, on
applique le Lemme 4.1 avec un y défini par ’inégalité (25) — mais en tout état de
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cause, vérifiant y > Z3, d’aprés (28) — et avec a = 1/§ )1/23) / (v2 , §3)V§3)), d’oti la
minoration uniforme

> e T (55 G-

v
W@ Y1 Pl
puis en appliquant de nouveau le Lemme 4.1, on a la minoration

EY > e I (1+==5).

o® o® Y PP u®

Par un raisonnement identique sur les quatre autres variables vg ), v&z), vg ) et vél),

nous accédons a la minoration

AW, Y, Y3, 3) > (1 - o(1) :

R O R S o )
ol les v; sont définis aux paragraphes 3 et 4, puis en reportant dans (23) on a

Z‘“ V)b ()1 (VD) () () ()
(1)()()(2)()(3) !

Uy "Vg 'Vy "Vg "V "Vy

B(Y) >

les v( 9 étant sans facteur carrés, premiers entre eux deux a deux et vérifiant les
relatlons (31), (32) et (33).

4.3. Minoration de B(Y). — La fin de la minoration de B(Y’) est une application
itérée de la formule suivante

Lemme 4.2. — Soit | une fonction multiplicative vérifiant f(p) > 0,1 — & <

f(p) < 1 (pour une certaine constante A > 0) et f(p*) = 0 pour k > 2. Ona alors
pour y — 00, I’égalité

Fin) _pla) 1y, F@) =1 o)
> o= O+ == - ey

n<y a
(n,a)=1 Pf

+ OA((log y)10 loglog a + exp ((log a)? — (log y)l%)>

Remarque 4.3. — Les exposants proposés n’ont aucun caractere d’optimalité, mais
sont suffisants pour notre application. Les méthodes d’analyse complexe évoquées
pour (18) et (20) donnent un développement asymptotique pour

> fn).

n<y, (n,a)=1

Une intégration par parties fournit une formule plus précise pour ) ﬂg_) Les mé-
thodes employées seraient alors un peu plus profondes que celles qui suivent.
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Démonstration. — Soit f la fonction multiplicative définie par f(n) = f(n) si
(n,a) = let f(n) = 0 autrement. En utilisant la convolution * de Mobius, la somme
étudiée s’écrit

f* *1)(n * k 1
ZL%HQ=ZQ%QE:E

n<y k<y m<y/lc
f*
logyz (Z I ,u) logk).
k<y k<y
Le terme principal provient de la série complete
) (f * ) (k)
. .
k

Pour contrdler I’erreur, nous utilisons la majoration

ok P
pta
qu’il est facile de vérifier. En utilisant la méthode de Rankin et en posant yy =

9 . . .
exp (4(10g y) 1o ) , on majore chacun des trois termes d’erreur comme suit :

logyzl < logy Zl *,u (y)

k>y

1
<4 logy y‘§ H(l + —_2-)
pla pe

<y~ iexp((loga)?);

puis
1 * w) (&) A 1
5 200 o T (1 24) 11+
k<yo P<Yo pla
<4 logyplogloga
enfin
. . ) B
> ALY *:)(k)l logk <logy Y AT *:)( ) <4y *exp((loga)?).
Yo<k<y k>yo

O

On applique ce lemme six fois, avec des choix a chaque fois différents pour la
fonction f, I’entier a et le nombre y défini par (31), (32) et (33). On opére en outre
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une sommation par partie pour tenir compte des lentes variations des facteurs log,
log?,. . .log®, d’olt la minoration

B(Y) > (1 —o(1))ay log® Ya = (1 — o(1))a log® X,

avec o constante qu’il est tout a fait possible d’évaluer avec du soin. En reportant
dans (21), on obtient finalement

(34) K(X)>(1- o(l))%aoalX log® X.

5. Majoration de X(X).

11 faut reprendre les calculs de minoration de KC(X) et évaluer chacune des pertes.
()

;) entraine au

),

L’introduction des conditions restrictives (16) sur les d; et les §
niveau de K(X), une erreur £(X,Y’) en

W=

(35) &X,Y)=0( 3

dy,d2,d3,
2) (3) (1) +(3) (1) (2
55 )’5£ ),5§ ),6§ ),65’ )’5:(3)

X
2) ¢(3) ¢(1) ¢(3) (1) ¢(2
(d'f’dgdgai 636 63 651 65 )

()

i

36) Y <8P dyds < X, di16M6Pds < X, dydp6M6P) < X,

la somme étant faite sur les d; et 6,/ vérifiant

et les conditions (8), (9), (10), (12) et chacun des d; sans facteur carré. Pour établir
cette majoration, on a utilisé la majoration triviale contenue dans (14), on a tiré avan-
tage de la symétrie des variables et du fait que chaque fonction 1; est comprise entre
0 et 1. Autrement dit, on a la majoration

37) K(X) < (1+0(1) - 5 a0 X - BY) + O(E(X, Y)).
A partir de (35), on a facilement la relation
(38) E(X,Y) = O(XF(X) - XF(Y));
avec
FX) = 2. ( PlLs® 5(3)1;(1) 55050 ) :
1%2%3%1 1 Y2 Y2 Y3 V3

(d1,d2,d3,68 6P 55D 53 5§V 520

les intervalles de sommation (36) étant maintenant remplacés par

8PP dpds < X, di6M6Pds < X, didpdV6P < X
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La quantit¢ F(Y') ressemble beaucoup 2 la quantité B(Y'), introduite en (21), a la
différence pres que les fonctions multiplicatives ¢; ont été remplacées par 1. Par une
méthode identique, nous pouvons énoncer la minoration

(39) FY) > (1—-o0(1))azlog? Yz = (1 — o(1))ag log® X,

ol ap est une constante absolue positive.
La quantité F(X) doit étre majorée et c’est en quelque sorte plus facile que de la
minorer. Nous écrivons, par similitude avec (23), 1’égalité

1
FX) =3 - 0,0, m A X),

v Vo vy V3 'V Tl

ol A(v, X) est défini au paragraphe 4, mais en remplagant, naturellement, dans (25),
(26) et (27), le parametre Y par X. La série A(v, X) est a termes positifs, donc on a
I’inégalité

A(v, X) <A(y, X),

ot A(v, X) est défini comme A (v, X) 2 la différence pres que les inégalités (25), (26)
et (27) sont remplacées par

(92,2,
)0

RECRRZ T
W2 )20

2
)2 W) 2P

b

X;
X;
X.

NN IN

( 1))2(1/ 2))2 ) ()

Il n’y a donc plus aucune contrainte sur la taille des v(J ). Les sommes sur les v(J sont
des séries completes, le Lemme 4.1 est donc mutlle Par une méthode absolument
identique, on parvient & majoration

F(X) < (14 0(1))azlogb X,
qui, reportée dans (38), donne grice a (39), la relation
(40) E(X,Y) = o(X log® X).

Pour terminer la majoration de X(X), il reste 2 majorer B(Y') (voir (37)). Par
I’argument précédent on a I’inégalité

AW, Y) < A@,Y),
la série sur les v(’ ) est compléte, on a donc 1’égalité
1
2) (3). (3)y’
(2-0) (g A P P

Aw,Y) =

d’ou
B(Y) < (1+0(1)aylog®Y < (1+0(1))ay log® X,
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et, finalement, grace a (37) et (40), on a I’inégalité

41) KX)<(1+ 0(1))%a0a1X log® X.

6. Fin de la démonstration du théoréme.

En combinant (34) et (41), nous avons donc démontré
K(X,X,X;1,1,1;1,1,1) = (1 + o(1))az X log® X.

Une étude de la démonstration indique que la formule précédente s’étend a

X X X X
k(== =:1,1,1;1,1,1) = (1 1))as————.log% X,
(a]_ 012 a3’ ) ) ( + 0( ))a3 m Og
uniformément pour a; < £4, avec A constante positive fixée —il suffit de remplacer

X
X dans les parties droites des formules (17), (19) et (21) respectivement par —,

as
X X

et .
Veza3  Jayazag
Plus généralement, on a 1’égalité

K <£ £7£;b;0) = (1+0(1))az - ©(bsc) log® X,

X
a1’ az’ a3 vaia203
uniformément pour les a;, les b; et les ¢; inférieurs a £4. C’est ici qu’apparait 1’obs-
tacle a un calcul explicite et assez aisé de la constante ¢y apparaissant en (1). En
effet la constante ©(b;c) est produit de facteurs locaux sur les diviseurs premiers
des b;, des c; et de leurs p.g.c.d. Pour se rendre compte de la difficulté d’écriture—
mais non de théorie—il est bon de voir ce que donne le début du calcul de ©(b; ¢), par
exemple, lors de la démonstration d’un analogue de (21) pour IC(%, f—z, %; b;c). La
minoration (21) reste valable pour la quantité précédente a condition de

e remplacer X par ———— (déja signalé plus haut) ;

Jaiaqas
e sommer sur les d; et les 51(] ) non seulement sous les contraintes (8), (9), (10), (12)

et (16) mais aussi sous la condition
(dy, c1babz) = (dg,bicab3) = (d3,bibacs) = 1;
e remplacer le facteur 1)(d,d2d3) par

1(b1b2b3)th2 (b1, b2)) 2 ((by, b3))1ha((b2, b3))ths((by, b, b3)) ‘

P(didads) - 1 ((dy, b1))1 ((da, b2))e1 ((ds, b)) 92 (b1, ba, b))
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Ce calcul et tous ceux qui conduisent a la valeur de ©(b; c), utilisent des estimations
de sommes de la forme

(pour u et v entiers et pour f fonction complétement multiplicative telle que 1 — % <
f(p) < 1) et des généralisations de telles sommes.

On retiendra uniquement la propriété que O (b;c) est compris entre 0 et 1 : c’est
une conséquence directe de I’inégalité triviale

K(X;bse) < K(X;1,1,1;1,1,1)

Par retour a la formule (6), on voit que, lorsque le triplet de nombres square-
full (¢1,%2,¢3) premiers entre eux inférieurs a L est fixé, il y a, pour tout ¢ > 0,
O((¢1€2¢3)%) 12-uplets de (; (g ), B, G )) associés et qu’on a, avec les notations précé-
dentes a; = £2€3,u(1) p ( ) P(1
I’égalité

, ag et ag définis de fagon similaire (voir (7)),

)
VH(X) = as.X.log® XZZZ z3azaa (1+0(1)) + o(X L),
b 0 ) Varazas
avec I'(- - - ) coefficient vérifiant 0 < I'(-- - ) < 1 et avec, pour conditions de somma-
tion, celles de (6).
La série sur les ¢; est alors convergente puisqu’elle est

(€1£203) p?
<UL I B )

ce qui termine la preuve du Théoreme.

Remarque 6.1. — On voit que I’analyse complexe ne fait qu’une timide apparition
dans ce travail. Un usage plus important des séries de Dirichlet ne peut qu’améliorer
les résultats ci—dessus, tant en précision qu’en généralité. C’est I’objet d’un article,
actuellement en préparation, de R. de la Bretéche. 1l sera alors intéressant de confron-
ter ses méthodes et ses résultats avec ceux de Batyrev et Tschinkel.

Note ajoutée lors de la correction des épreuves : Quelques mois apres 1’accep-
tation de cet article, nous avons regu un preprint de D.R.Heath-Brown et B.Z.Moroz,
dans lequel les auteurs donnent, par une démarche différente mais toujours élémen-
taire, un équivalent asymptotique de la quantité V' (X) étudiée ici. Ils donnent méme,
explicitement, la valeur de la constante cy. Le travail de R. de la Breteche, évoqué
ci-dessus, est publié dans le présent ouvrage.
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