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REPRESENTATION REGULIERE DU GROUPE QUANTIQUE 
DES DEPLACEMENTS DE WORONOWICZ 

Saad Baaj 

Introduction 

Soit H un espace de Hilbert. Un unitaire V qui agit dans H ® H est dit 
multiplicatif s'il vérifie la relation pentagonale V12V13V23 = ^23^12- Un unitaire 
multiplicatif V est dit régulier [4] si l'adhérence normique C(V) de la sous-algèbre 
C(V) = {(id (g) u>)(EV) I (JJ G £(#)*} de C(H) où E est la volte, coïncide avec la 
C*-algèbre des opérateurs compacts K dans H ; il est dit irréductible [4] s'il existe un 
unitaire U € £>(H) vérifiant les conditions : 

a) U2 = 1 et (E(l ®U)Vf = 1 

b) l'unitaire V = E(ï7<g>l)V({7<g)l)E est multiplicatif. 

Dans [4], en collaboration avec G.Skandalis, nous avons associé à tout unitaire 
multiplicatif régulier V, deux C*-algèbres de Hopf (Sv,Sv) en dualité, généralisant 
ainsi le cas des C*-algèbres de Hopf (C0(G), C*ed(G)) associées à un groupe localement 
compact G. Comme nous l'avons annoncé dans [4], l'hypothèse de régularité, qui 
correspond en fait à la dualité de Takesaki-Takai pour les produits croisés de C*-
algèbres, n'est pas toujours vérifiée. Citons l'exemple suivant qui sera développé ailleurs 
[5]. Soit G un groupe localement compact, à tout couple (Gi,G2) de sous-groupes 
fermés de G, d'intersection triviale et tel que l'ensemble G1G2 soit un ouvert dense 
dans G, on peut associer, comme [4] dans le cas G = G1G2, un unitaire multiplicatif 
V qui correspond au biproduit croisé de [17]. Dans ce cas, l'algèbre C(V) est le produit 
croisé G 0(G)xi r e d(Gi x G2) où le sous-groupe G\ (resp. G2) agit par translation à droite 
(resp. à gauche) dans G. Remarquons que la C*-algèbre G 0(G)xi r e d(Gi x G2) contient 
la C*-algèbre des opérateurs compacts. Cependant, si G ^ G1G2, cette C*-algèbre 
admet plus d'une représentation et donc, dans ce cas, l'inclusion K C C(V) est stricte. 
Notons cependant que l'unitaire multiplicatif V est irréductible. 

Dans cet article, nous dégageons deux conditions plus faibles que les conditions de 
régularité et d'irréductibilité de [4], qui nous permettent de réaliser les constructions 
de [4] et d'obtenir la plupart de ses résultats. La première condition que nous avons 
appelée "semi-régularité", revient à demander que l'adhérence normique de C(V) 
contienne la C*-algèbre des opérateurs compacts. Une conséquence de cette hypothèse 
est que C(V) est auto-adjointe et donc par la preuve de (cf. [4] 3.5), l'algèbre réduite Sv 
et l'algèbre réduite duale S y sont également auto-adjointes. D'autrepart, nous disons 
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que l'unitaire multiplicatif V est "équilibré" s'il existe un unitaire U G C(H) tel que 
U2 = 1 et que l'unitaire V = E(J7<g>l)V(l7®l)E soit multiplicatif. 

Si F est un unitaire multiplicatif équilibré et semi-birégulier, i.e V et V semi-
réguliers, nous montrons (paragraphe 3) que les C*-algèbres S y et S y peuvent 
être munies de structures de C*-algèbres de Hopf bisimplifiables naturelles. Nous 
montrons également que les constructions et les résultats de ([4] appendice) restent 
valables dans ce cadre. En particulier, si W est l'unitaire multiplicatif associé à une 
représentation covariante (cf. [4] appendice) d'un unitaire multiplicatif V satisfaisant 
aux conditions précédentes, l'algèbre réduite Sw (resp. l'algèbre réduite duale Sw), 
munie du coproduit 6(x) = W(x®\)W* (resp. 8{x) = W*(l®x)W) est une C*-algèbre 
de Hopf isomorphe à la C*-algèbre de Hopf Sy (resp. S y). 

Notons que dans le cas non régulier, on ne peut espérer obtenir la dualité 
de Takesaki-Takai pour les produits croisés de C*-algèbres. Cependant, comme 
l'hypothèse de semi-régularité implique la "régularité au sens faible", i.e l'adhérence 
faible de la sous-algèbre C(V) coïncide avec C(H), la méthode de [11] s'adapte dans le 
cadre des unitaires multiplicatifs irréductibles semi-birégulier s pour établir la dualité 
de Takesaki pour les produits croisés d'algèbres de von Neumann. 

Dans le paragraphe 4, nous étudions un exemple important d'unitaire multiplicatif 
irréductible, semi-birégulier mais non régulier : la représentation régulière du groupe 
quantique [25,26] des déplacements ¿5^(2) de Woronowicz. Rappelons qu'étant donné 
un nombre réel JJL > 1, la C*-algèbre de Hopf (A, 6) des "fonctions continues sur E^{2) 
tendant vers 0 à l'infini" est [25] le produit croisé A — C 0 (C / i )xl a Z où Cµ = {z G C / 
\z\€ fiZ} U {0} , pour l'action définie par a(/)(£) = / ( ^ _ 1 C ) . Il est facile de deviner [3] 
une mesure positive v sur l'espace Cµ telle que le poids dual ([15], [22]) correspondant 
$ soit une mesure de Haar pour i^(2). La preuve de l'invariance à gauche et à droite 
de cette mesure de Haar est alors basée sur l'expression de ce poids $ comme une 
somme de formes positives sur A et sur le calcul du produit de convolution de ces 
formes. 

Comme nous le montrons dans un cadre assez général au paragraphe 2, à toute C*-
algèbre de Hopf munie d'une mesure de Haar, nous associons une isométrie pentagonale 
qui correspond dans le cas des groupes à la représentation régulière. Dans le cas du 
groupe quantique 1£M(2), l'isométrie V obtenue est un unitaire multiplicatif semi-
régulier mais non régulier. Comme on peut s'y attendre dans une "situation avec 
mesure de Haar", la représentation régulière V est irréductible. Nous montrons que la 
C*-algèbre de Hopf réduite (Sy,6y) coïncide avec (A,£) et que la C*-algèbre de Hopf 
réduite duale Sy munie du coproduit opposé est isomorphe à la C*-algèbre de Hopf 
[26] des "fonctions continues sur le dual de Pontrjagyn #/¿(2) tendant vers 0 à l'infini" 
au sens de Woronowicz. 

Par les résultats du paragraphe 3 et la moyennabrlité de E^(2) et de £^(2), nous 
savons que les représentations (resp. coreprésentations) de V sont les représentations 
de la C*-algèbre Sy (resp. Sy). S'appuyant sur la description (théorème 4.10) de 
l'unitaire multiplicatif V comme multiplicateur de la C*-algèbre Sy O Sv, on peut 
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déduire la description [26] des représentations du groupe quantique £>(2) donné par 
Woronowicz. 

Une autre conséquence de la moyennabilité de Efl(2) est que le produit croisé 
réduit S y * S y coincide avec le produit croisé "max". Il s'ensuit que les représentations 
de la C*-algèbre B = Sy>lSy coïncident avec les représentatons covariantes [4] de 
l'unitaire multiplicatif V. Nous montrons que la C*-algèbre B est une extension 
des opérateurs compacts par les compacts. Il en résulte que V n'admet que deux 
représentations covariantes : la représentation régulière et une deuxième que nous 
décrivons. 

Nous terminons le paragraphe 4 par le calcul des mesures de Haar duales et de leur 
théorie modulaire. Pour déduire les mesures de Haar duales à partir de la mesure de 
Haar O, on peut procéder comme dans le cas classique des algebres de Kac ([12], [13], 
[16], [24]), i.e construire des algebres hilbertiennes à gauche et montrer que les poids 
correspondants ([8], [22]) vérifient les propriétés d'invariance voulues. Pour garder à cet 
article une longueur raisonnable, nous avons préféré procéder directement en donnant 
les formes positives sur Sy qui permettent d'exprimer les mesures de Haar duales 
comme somme de formes positives ; le calcul de leur produit de convolution permet 
alors comme dans le cas de O, de montrer les propriétés d'invariance . Nous montrons 
ensuite que les théories modulaires de $ et des mesures de Haar duales $ et \I> vérifient 
la conjecture de ([21] paragraphe 6.). 

S'appuyant sur une conséquence du formulaire de [21], nous montrons que le poids 
$ (g) $ est une mesure de Haar invariante à gauche et à droite sur le double quantique 
([4], [28]) de E^(2). Procédant comme dans le cas classique, on peut déduire dans 
ce cas les mesures de Haar duales et montrer que leur théorie modulaire satisfait le 
formulaire de [21]. 

Enfin, dans une première appendice, nous rassemblons les propriétés que nous 
avons utilisées dans le paragraphe 4, des coefficients de Fourier (A(m, rc))(m>n)gz2 de 
la suite de fonctions notée (Z7(m, . ) ) m çz introduite par Woronowicz dans [25]. Dans 
une seconde appendice, nous complétons la preuve du théorème 4.2 et nous montrons 
l'unicité de la mesure de Haar de Etl(2). 

Durant l'élaboration de cet article, j'ai bénéficié de nombreuses et fructueuses 
discussions avec G.Skandalis sur ce sujet ; je l'en remercie très sincèrement. 

1. Préliminaires 

Dans ce paragraphe, nous fixons les notations constamment utilisées dans la suite 
et nous rappelons quelques définitions. 

Soit E un espace de Banach et X C E un sous-ensemble de E. Nous notons X 
l'adhérence de X dans E et nous désignons par lin X l'espace vectoriel fermé engendré 
par X dans E. 

Tous les produits tensoriels de C*-algèbres, sauf mention expresse du contraire, 
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sont supposés munis de la norme spatiale (produits tensoriels "min"). 

Soit A une C*-algèbre, nous notons A la C*-algèbre obtenue à partir de A par 
adjonction d'un élément unité et M(A) la C*-algèbre des multiplicateurs [18] de A. Si 
J est un idéal bilatère fermé de A, on pose M(A, J) = {m G M(A) / m A + Am C «/}· 

Un homomorphisme de C*-algèbres 7r : A —> M(B) est dit non dégénéré si, pour 
une unité approchée (ej) de A, 7r(e,) —• 1 pour la topologie stricte. 

1.1. DÉFINITION. — (cf. [4]) Une C*-algèbre de Hopf est un couple (A, 6) où A est une 
C*-algèbre et 6 : A —> M(A ® A + A ® A; A ® A) est un homomorphisme non dégénéré, 
appelé le coproduit de A, vérifiant (zd ® 6)6 = (6 ®zd) 6. Une C*-algèbre de Hopf est 
dite bisimpli&able si on a A ®A = lin 6(A)(l (g)A) = /m 6(A)(A ® 1). 

Soit # un espace de Hibert, si T € £(# ® JT), on définit Ti2,T13,T23 G 
£(H®H®ff) comme dans [4]. On note E G C(H®H) la volte donnée par E(£®r/) = rç®£ 
et on pose T 2 i = ETE. 

Pour T G £(# O H) et u; 6 £(#)*> on définit les opérateurs (id ® w)(T) et 
(a; ®id)(T) par les formules : 

«l(W®«)(T)iy) = a;(ejrei|) , ({|(û;®îcO(T)i?) = a;(efJTe;) 

où 0 O ^ G £(Я,Я®Я) sont définies par в^(п) = ff^Ç) = £®n. 

1.2. DÉFINITION. — (cf. [4]j Un unitaire V G C(H®H) est dit multiplicatif s'il vérifie 
la relation pentagonale : 

V12V13V23 = V23V12 

Si У G £(Я®Я) est un unitaire multiplicatif et u; G £(Я)*, on pose L(u>) = 
(a; ®id)(V) et p(uj) = (zd® u>)(V). L'algèbre réduite [4] (resp. l'algèbre réduite duale) 
Sy (resp. Sy) de V est par définition l'adhérence normique dans C(H) de la sous-
algèbre A(V) = {L(u>) / u; G ДЯ),} (resp. A(V) = {p(w) / и G £(#)·})· Quand 
aucune confusion n'est possible, on note simplement S et 5 ces algèbres. 

Une représentation [4] (resp. coreprésentation) de V dans l'espace de Hilbert 
К est un unitaire X G C(K ® Я) (resp. X G £(Я ® K)) vérifiant la relation 
X12-Ï13V23 = V23X12 (resp. V12-Y13X23 = -X23V12). Dans ce cas, pour tout ш G £(Я)*, 
on pose px(w) = (id ® u))(X) (resp. Lx(w) — (ш ® id)(X)) ; l'espace vectoriel 

= {px(u) I и G ДЯ)*} (resp. Ах = {Ьх(^) / ш G £(Я)*}) est une sous-
algèbre ([4] A.3) de C(K) ; on note alors Sx (resp. Sx) son adhérence normique dans 
C(K). 

Une représentation covariante ([4] appendice) de V dans un espace de Hilbert К 
est un couple (X, Y) où X est une représentation et Y est une coreprésentation de 
V dans le même espace de Hilbert К vérifiant la relation de covariance Y12V13X2Z = 
X23,Y\2-
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2. Mesure de Haar sur une C*-algèbre de Hopf 

Dans ce paragraphe, nous associons à toute C*-algèbre de Hopf munie d'une 
mesure de Haar, une isométrie pentagonale qui correspond dans le cas des groupes 
à la représentation régulière. Notons que notre définition d'une mesure de Haar est 
moins restrictive que celle de [14]. Auparavant, nous rappelons quelques notations et 
résultats de la théorie [7] des poids sur une C*-algèbre. 

Un poids [7] $ sur une C*-algèbre A est une application de A+ dans [0, oo] telle 
que $(x + y) = $(x) + $(y) pour x, y G A+ et $(\x) = \$(x) pour À > 0 et x G A+. 
Un poids $ est dit semi-fini (normiquement) si le sous -espace vectoriel : 

9Jt$ = {x\ — X2 + ¿(#3 — X4) , xj G A+ , 9(XJ) < 00} = 91$ 

où 91$ = {x G A/$(x*x) < 00}, est dense dans A. 

Si $ est un poids sur une C*-algèbre A, sa représentation [9] GNS (A$, iï$, 7r$) 
est définie de la façon suivante. L'idéal à gauche 91$ de A, muni du produit scalaire 
(x | y) = O(x*y), est un espace préhilbertien. Soient i?$ le séparé complété de 
cet espace préhilbertien et A$ l'application canonique de 91$ dans H$ ; posant 
7r$(a)(A$(#)) = A$ (a#) pour a e A et x e 91$, on obtient une représentation 7r$ 
de la C*-algèbre A dans l'espace de Hilbert H$. 

Si $ est un poids normal semi-fini fidèle sur une algèbre de von Neumann M, on 
note [22] af le groupe d'automorphismes modulaires de M associé. 

Soit $ est un poids s.ci et semi-fini sur une C*-algèbre A, alors [9] la 
représentation 7r$ est non dégénérée et [7,9] $ admet un prolongement canonique 
noté O, à l'algèbre de von Neumann M = 7r$(A)", donné par : 

*(X) = S U P { / ( X ) , / e MT , / O 7T$ < $ } 

$ est donc un poids normal semi-fini (pour la topologie ultrafaible) sur M vérifiant 
<| o 7r$ = O. D'après [1], on a également pour tout x G M+ : 

<$(:r) = inf {/ / il existe a, G A t.q 7r$(aj) x (ultrafort) et $(a;) —• / } 

Soient O, \I/ des poids s.ci et semi-finis sur une C*-algèbre A, alors le produit 
tensoriel $ ® \I> des poids $ et ^ est le poids s.ci et semi-fini sûr A ® A défini par 
$(g)^ = ($(g)^r)o(7r$ 07r^), où $ 0 ^ désigne le produit tensoriel des poids normaux 
[22] sur le produit tensoriel d'algèbres de von Neumann. 

2.1. LEMME. — (cf. [9], [14]) Soient M une algèbre de von Neumann, B une sous-C*-
algèbre de M faiblement dense dans M et $ un poids normal, semi-fini ultrafaiblement 
et fidèle sur M. Posons <j> = $\B+ et supposons que <f> soit normiquement semi-fini. 
Notons H$ (resp. Hff,) l'espace de la représentation GNS du poids $ (resp. <j>). Si 
le groupe à un paramètre d'automorphismes modulaires (<jf ) laisse B invariante et 
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définit par restriction, un groupe à un paramètre d'automorphismes normiquement 
continu de la C*-algèbre B, alors Visométrie U : —> H$ déûnie par U A<J>x = A$x 
est un unitaire qui entrelace les représentations et 7r$\B de B. 

Démonstration. Soit (UJ) une suite généralisée dans 3Jtt normiquement bornée telle 

que Uj • 1 fortement. Posons Vj = 1 
V1/II 

e"*2 crf(uj) dt. On a Vj G 2JlJ et [22] pour 

tout z G C, on a a* (VJ) —> 1 pour la topologie *-forte. Pour tout y G 91$, on a : 

Λφ yvj = J$7r$ ((7*^(^)7$ A$ y A$y 

Soit alors (bk) une suite généralisée dans B qui converge fortement vers y, comme 
feikVj G 91^ pour tout k et tout j , le vecteur A$ y est dans l'image de l'isométrie U. 

Soit A une C*-algèbre et soit \I> un poids s.ci et semi-fini sur A, supposons que le 
prolongement canonique ^ de \I> à l'algèbre de von Neumann M = 7r>p(A)"soit fidèle 
et que le groupe d'automorphismes modulaires (af ) laisse la C*-algèbre B = 7r^(A) 
invariante et définit par restriction, un groupe d'automorphismes de B normiquement 
continu, alors d'après le lemme précédent, l'isométrie U : H y —> H y définie par 
Ï7A^ y = Ayj> 7r^(y) est un unitaire qui entrelace les représentations 7r̂  et ir^ o ny. De 
même, il résulte de (2.1) que l'isométrie naturelle U : Hy ® H y —> Hy^y définie par 
U(Ay x ® y) = A^(g)^ (a; ® y) est un unitaire. On identifie également l'espace de 
Hilbert H^^^ au produit tensoriel Hy ® Hy ® fl"^... 

2.2. DÉFINITION. — On appelle mesure de Haar à gauche (resp. à droite) sur une 
C*-algèbre de Hopf (A, 8), un poids $ : A+ —> [0,oo] s.ci et semi-fini vérifiant : 
a) $ est fidèle sur Valgèbre de von Neumann M = 7r$(A)". 
b) af (7r$(A)) = 7r$(A) et pour tout a G A la fonction t —> <rf (7r$(a)) est continue 
normiq uement. 
c) Pour tout a G A+ et toute forme positive f sur A, on a $(a * / ) = ||/||$(a) (resp. 
*(/*a) = ||/||*(a);. 

Rappelons que si (A,6) est une C*-algèbre de Hopf, a € A, f,f Ç. A*, on pose : 

α * / = (/ ® id)(6(a)) , / *a = (id®/)(«(a)), f*f' = (f®f')°S 

2.3. PROPOSITION. — Soit (A, £) une C*-algebre de Hopf munie d'une mesure de Haar 
a droit e ty. 
a) Pour tout x, y G 9W, on a (* ® \P)((1 ® y*)£(£*x)(l ® y)) = #(s*a:)tf(y*y). 
b) Pour tout a G 91*®* et tout y G 91*, on a ( # ® $ ® # ) ( ( 1 ® l®y*)(id®<$)(a*a)(l® 
l®y)) = (* ® *)(a*a)*(y*y). 

Démonstration. Posons / = y^y*, / est une forme positive sur A et on a | |/ | | = 
\Ky*y). Par [19], il existe une famille de formes normales positives (u^Wj sur M telle 

que \I> = E 

B 
= On en déduit ([22] 8.3) que (* ® * ) = B 

i 

wi O w , d'où : 
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(* ® *)((! <g> y*)8{x*x){l <g> ar)) = 
S 
ï 

u;,- <g> *) o (TT# ® 7T#)((1 g) y*)£(s*a?)(l (8) x)) 

= E 
t 

*u>j o 7r̂ )y) 

= E 

t 

f(x*X * U>j O 7T̂ )) 

= s 
t 

0 7 r ^ ) ( / * 

= #(/ * x*x) = *(y*y)*(x*x) #< oo 

d'où le a). 

Démonstration analogue pour le b). 

Avec les notations ci-dessus, notons V l'isométrie dans l'espace de Hilbert H y ® 
H\j/ = H\jfQ\& définie par : 

V(Ay x ® A* y) = A*®* (<S(z)(l ® y)) 

où x,y G 9içr. Nous avons : 

2.4. THÉORÈME. — L'isométrie V vérifie ia relation pentagonale V12V13V23 = ^3^12· 

Pour la preuve de ce résultat, on a besoin de : 

2.5. LEMME. — Pour tout a G 9Î*®¥ et tout z G 9t#, on a V23Â r®̂ r®̂ r (a ® 2) = 
A^0^0^((id ® 6)(à)(l ® 1 ® 2)). 

Démonstration. Il est clair que si a appartient au produit tensoriel algébrique 91^091^, 
on a par définition de V : 

2̂3 A^0^0^(a ®2:) = A*®¥®*((td ® tf)(a)(l ® 1 ® z)) 

Dans le cas général, soit (a n ) une suite dans le produit tensoriel algébrique 
telle que (2.1) Ay^y an —> Ay^y a. Par (2.3), on a : 

A^0^0^((id ® £)(a„)(l ® 1 ® z)) A^0^0^((id ® 6)(a)(l ® 1 ® 2)) 

démonstration du théorème. Pour x,y,z G 91*, on a par le lemme précédent : 

V23V12 (A* x ® A* y ® A* 2) = V23Atf0*0* ((£(x)(l ® y)) ® z) 

= A*®*®* (* 2(x)(l ® («(y)(l ® 2))) 
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D'autrepart, soit (6 n) une suite dans le produit tensoriel algébrique Ny © 9t# telle que 
A*®* bn —> A^®^ (<S(y)(l ® z)), on a : 

VÌ2V13V2z (A* x ® A* y ® z) = V12VI3 A* x ® A*®* (í(y)(l ® z)) 

= lim VÍ2VÍ3 A*®¥®¥(a!® 6„) 
n—•00 

= lim V12 A*®*®^¿(ar)i3(l ® 6„) 
n—•00 

= lim Ay®y®y62(x)(l ® bn) (par (2.5)) 
n—•oo 

Pour tout u G 9Tt̂ , on a avec les mêmes notations : 

lim \^^^S2(x)(u ® 6 n) 
n—•OO 

= lim (7T̂  ® 7Ty ® 7T^)(62(x)) A^0^®^(li ® 6„) n—•oo 
= (7T̂  ® 7Ï> ® 7T^)(¿2(x)) A*0̂ <g)tf (ti ® (5(y)(l ® 2:)) 

Par densité normique dans A+ des éléments u de 9Jt£ tels que 7r^(u) soient analytiques 
pour le groupe d'automorphismes modulaires (cf ), on déduit : 

lim Ay®y®v62(x)(l ® bn) 
n—>-oo 

= A w s O w O w (¿ 2 (s)(l ® (%)(1 (81 z))) 

£. Remarque. — Soit (A, 5) une C*-algèbre de Hopf. 
1) Si * est une mesure ae Haar à droite sur (A, 6), la condition a) de (2.2) entraine 

que l'espace des vecteurs bornés à droite relativement à la représentation GNS du 
[9] système hilbertien à gauche (A,9t^,sy) où s^(a?,y) = \£(x*y), est [9] dense 
dans Hy ; procédant comme par exemple dans [12], on montre facilement que 
V G C(H\x) ® M où M est l'algèbre de von Neumann engendrée par 7r^(A). 

2) Si $ est une mesure de Haar à gauche sur (A, £), alors on montre de même que 
la formule V*(A$ x ® A$ y) = A$$$ (<S(y)(:r ® 1)) définit une co-isométrie V de 
l'espace de Hilbert H$ ® H$ qui vérifie la relation pentagonale ; on a évidemment 
que V G M ® £(i ï ) où M est l'algèbre de von Neumann engendrée par 7r$(A). 

3) Si \I> est une mesure de Haar à droite sur (A,<5), alors pour tout x G Ny et toute 
forme / G A*, on a (f*x) G Ny et ^ ( ( /*£)*( /*#) ) < | | / | | 2 #(#*£) ; voir par exemple 
([23],[13]). 

3. Unitaires multiplicatifs semi-réguliers 

Le but de cette partie est de montrer qu'avec des hypothèses de régularité 
et d'irréductibilité plus faibles que celles de [4], les algebres de Banach Sy et Sy 
canoniquement associées à un unitaire multiplicatif V, restent munies d'une structure 
de C*-algèbre de Hopf bisimplifiable (cf.[4] 3.). Sous les mêmes hypothèses, nous 
étudions également les représentations covariantes de ces unitaires multiplicatifs. 
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Commençons par la définition suivante : 

3.1. DÉFINITION. — On dit que l'unitaire multiplicatif V dans H est semi-régulier si 
l'adhérence normique de l'algèbre C(V) contient la C*-algèbre des opérateurs compacts 
K. On dit que V est semi-birégulier si V est semi-régulier et que Vadhérence normique 
de l'espace vectoriel {(<*> ® id)(YlV) / u> G £(#)*} contient K. 

Si V est semi-régulier, il est clair que £F*£ est semi-régulier. Si deux unitaires 
multiplicatifs sont équivalents et que l'un est semi-régulier, l'autre l'est. 

Nous verrons au paragraphe 4 que la représentation régulière du groupe quantique 
£/¿(2) de Woronowicz est unitaire multiplicatif semi-régulier mais non régulier. Cepen­
dant, dans le cas unifère ( i.e 1 G A(V)) , nous allons montrer que la semi-régularité 
d'un unitaire multiplicatif V entraine sa régularité . 

On a : 

3.2. PROPOSITION. — Soit V un unitaire multiplicatif dans H semi- régulier, S et S 
les algèbres de Banach associées. 

a) L'adhérence normique de la sous-algèbre C(V) de C{H) est auto-adjointe. 

b) S et S sont des sous-C*-algèbres de C(H). 

Notons d'abord que si l'adhérence normique de C{V) est stable par l'involution, S et 
S le sont également par la même preuve que ([4] 3.5) ; d'où le b) . Pour démontrer le 
a), on a besoin de : 

3.3. LEMME. — Soient H un espace de Hilbert, B une sous-algèbre normiquement 
fermée de C(H) et B0 une sous-algèbre de B normiquement dense. Supposons que les 
ensembles BQBQ et BOBQ soient contenus dans B. Alors B est une sous-C*-algèbre de 
£(H). 

Démonstration. Il suffit de montrer que BQ C B. Or, pour tout x G #o, il existe une 
suite de polynômes (Pn) telle que Pn(0) = 0 pour tout n et que x soit limite normique 
de (xPn(x*x)). Comme Pn(x*x)x* G B , on a x* G B . 

démonstration de la proposition 

Posons l?o = C(V) et notons B son adhérence normique dans C(H). Nous allons 
montrer les ensembles BQBQ et BQBQ sont contenus dans B. Pour u;,u/ G £(if)*, on 
a : 

(id ® u;)(£V)*(id ( W ) ( £ 1 0 =(id ® J ® u;*)(V^3E13£12V12) 

=(id ® ω' ® ω*)(Σ 1 2 ^ 3 ^ΐ3Σ 2 3) 

Il résulte du calcul précédent que si x,y G 2?o, alors x*y appartient à l'adhérence 
normique de l'espace vectoriel engendré par {(id®a®/?)(E12V23(a®&®l)V'i3) / a, /3 G 
C(H)* ; a,6 G K). Or il résulte de la semi- régularité de V et de ([4] 3.1) que l'adhérence 
normique de l'espace vectoriel engendré par {(a (8) 1)^(1 ® b) / a, b G /C} contient la 
C*-algèbre K ® K. On en déduit que x*y G Hn{(id ®a® /?)( £12^3 ̂ 12^3) / aiP e 
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£ ( # ) . } . Comme V*23V12V13 = V12V 23, OU a X *y G B. Remplaçant V par £F*£, on 
obtient également que xy* G B. 

3.4' Remarque. — Si X est une coreprésentation (resp. représentation) de l'unitaire 
multiplicatif semi-régulier V dans un espace de Hilbert üf, alors la sous-algèbre ([4] 
A.3) Sx (resp. Sx) est une sous-C*-algèbre de C(K) ; la preuve est la même que dans 
([4] A.3). 

Nous ne savons pas si la semi-régularité d'un unitaire multiplicatif V suffit pour 
munir la C*-algèbre S (resp. S) , via le morphisme S(x) = V(x 0 1)V*) (resp. 
S^x) = V*(l 0 x)V) , d'une structure de C*-algèbre de Hopf. Cependant, si S ou 
S est unifère, c'est le cas car alors l'unitaire multiplicatif est régulier. Pour la preuve, 
montrons le résultat suivant : 

3.5. LEMME. — Soient V un unitaire multiplicatif, X une coreprésentation (resp. 
représentation) de Vdans un espace de Hilbert K. On a : 

Un (C(Vy 0 l)X{K © 1) = X{KQAx) 

(resp. Un(lO)C)X(lQC(V)*) = {ÂXQK)X) 

Démonstration. Pour uj G £(iT)*, k G /C, on a : 

(id ® u; 0 td)(V rÌ 2Ei 2Xi 3(* © 1 0 1 ) ) =(td 0 u; 0 id)(Vl2X2zZi2(k 0 1 0 1)) 

=(id 0 lu 0 id)(X13X23Vl^uik 0 1 0 1 ) ) 

On conclut grâce à l'égalité V*Yt{K 0 K) = K 0 K. 

L'assertion resp. résulte de celle-ci en remplaçant V par EF*£ et X par EX*E. 

3.6. PROPOSITION. — Soit V un unitaire multiplicatif dans H de type compact (resp. 
discret). Si V est semi-régulier, alors V est régulier. 

Démonstration. Notons d'abord qu' on a par ([4] 3.1), lin (/C©1) V(/C©1) = K 0 A(V). 
Si V est semi-régulier, (3.5) entraine que K 0 S C V(K, 0 S). Si V est de plus de type 

compact, alors pour tout k G IC on a V*(fc0l) = lim 
Pn 
E 
j 

(fcj 0 Sj) avec kj G /C et 

G 5. 

Pour tout £,77 G iï , posons alors t = ( id®w f c ^)(EV) et tn = 
Pn 

E 

j 

6S^,KJRI POUr 
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tout entier n. Pour tout a,/? G H, nous avons : 

(a | (t - tn)0) =(a ® fcr? | (EV)(/9 ® 0 ) " 
Pn 
E 

j 
(α ι β ; ο ( Μ I ß) 

= ( ( V * ( * ® 1 ) -
Pn 

E 

j 
fo® *,·))(»/® a) | 0 ® O 

donc \\t — tn\\ —> 0 quand n —» oo et V est régulier. 

L'assertion resp. résulte de celle-ci en remplaçant V par EF*E . 

Par les résultats de [4], V est en fait (à la multiplicité prés), irréductible. 

3.7. DÉFINITION. — On dit qu'un unitaire multiplicatif V dans H est équilibré s'ii 
existe un unitaire U G C(H) tel que : 

a) U2 = 1. 

b) V unitaire V = T>(U ® l)V(U ® 1)S est multiplicatif 

Par abus de langage (et de notation), nous dirons que le couple (V, 17) est un unitaire 
multiplicatif équilibré s'il vérifie les conditions de la définition précédente. 

3.8. Remarque. — On déduit immédiatement de la définition de V que si (V, [/) est 
un unitaire multiplicatif équilibré, V est semi-birégulier ssi V et V sont semi-réguliers. 
Notons aussi que l'unitaire V = E(l® 17)7(1®U)Y, = (U®U)V(U®U) est également 
multiplicatif. 

Dans la proposition suivante, nous donnons des propriétés algébriques des co-
représentations et représentations d'un unitaire multiplicatif équilibré (V,U). Pour 
cela, si X est une coreprésentation (resp. représentation) de V , nous posons X = 
(1 ® £0*21(1 ® U) (resp. X = (U ® l)X2i(U ® 1)). Nous avons : 

3.9. PROPOSITION. — Soient (V,17) un unitaire multiplicatif équilibré dans H et X 
une co-représentation (resp. représentation) de V dans un espace de Hilbert K. 

a) V12X13V*12 = X13X23 (resp. V*23XUV23 = X12Xis) 

b) X23^i3*23 = -X12V13 (resp. XuVuXu = V13X23J 

c) lin {K 0 l)X(C(Vy 0 1 ) = Un (K 0 AX)X 

(resp. lin (1 0 C(V)*)X(1 0 K) = lin X(ÂX 0 K)) 

Démonstration, a) Cf. [4] A.7 b). 

b) En conjuguant l'égalité Vi2XuV*2 = X13X23 par l'unitaire (1 ® U ® l)Ei 2 , on 
obtient Vi2Xz2Vl2 — X32X\z , d'où V\zXizV\$ = -̂ 23-̂ 12 · On démontre de même 
l'assertion (resp.). 
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с) Pour uj G £(#)* , on a : 

(id ®uj® id)((k ® 1 ® l)Jfi3VÎ2S12) <g> a; ® td)((fc ® 1 ® l)FÎ 2^i3^23Si2) 

=(td ®uj® id)((k ®l® l)V"Î2Si2^23Xi3) 

On conclut grâce à l'égalité (/C 0 /C)V*S = K®K. 

L'assertion resp. résulte de celle-ci en remplaçant V par SV*S et X par SX*S. 

3.10. PROPOSITION. — Soient (V,U) un unitaire multiplicatif équilibré et semi-
birégulier, X une coreprésentation (resp. représentation) de V. Nous avons : 

a) X eM(K®Sx) (resp. X E M ( S X ® 1С)). 

b) X eM(S®Sx) (resp. X G M(SX ® S)). 

Démonstration, a) Remarquons d'abord qu' on a par ([4] 3.1), K ® Sx = lin (K ® 
\)X(K®1). Comme V est semi- régulier, grâce à (3.5), on a donc K®Sx C X(K®Sx). 
L'unitaire multiplicatif V étant également semi- régulier , on a aussi par (3.9 c)) , 
K> ® Sx C (K, ® Sx)X. Donc X est un multiplicateur de K ® Sx. 

L'assertion resp. résulte de celle-ci en remplaçant V par ЕУ*Е et X par SX*S. 

b) Il résulte clairement du a) qu'on a V G M(/C ® S). Remplaçant V par V", on en 
déduit que V G M(K ® S). Par (3.9 a)) uon a X 2 3 = X^VuX^V^. Comme V12 

et X 1 3 sont des multiplicateurs de K ® S ® Sx, il en va de même pour X23. 

L'assertion resp. résulte de celle-ci en remplaçant V par Sy*S et X par SX*S. 

3.11. COROLLAIRE. — Soit V un unitaire multiplicatif équilibré et semi-birégulier, S 
et S les C*-algèbres associées. 

a) V EM(S®S). 

b) Les adhérences des espaces vectoriels engendrés par {V(x®l)V*(l®y) / x,y G 5} 
et {V(x ® l)V*(y ® 1) / x,y G 5} sont toutes deux égales à S ® S. 

c) Les adhérences des espaces vectoriels engendrés par {V*(l®x)V(l®y) / x,y G S} 
et {V*(l ® x)V(y ® 1) / x,y G S} sont toutes deux égales à S ® S. 

Démonstration, a) résulte clairement de (3.10 a)), 

b) Pour a G uj G C(H)* et y G S, on a : 

V(L(au)®l)V*(l®y) = (uj ® id ® id)(V12 V13(a ®l®y)) 

Par (3.10 a)) l'espace vectoriel engendré par {V(a®y) / aG /C,y G 5} est dense dans 
1C®S. 
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Pour a G /С, uj G £ (#)* et y G 5, on a : 

(y (g) l)V(Z,(o;a) ® = (w ® zd ® id)((a ® y ® l)Vi2 Vi3) 

Par (3.10 a)) l'espace vectoriel engendré par {(a®y)V / a G /С, y G 5} est dense dans 
/С® S. 

L'assertion c) résulte de b) en remplaçant V par £V*E. 

Maintenant on a exactement comme dans ([4] 3.8) : 

3.12. THÉORÈME. — Soit V un unitaire multiplicatif équilibré et semi-birégulier. 
Munie du coproduit 6 donné par S(x) = V(x ® 1)V*, Valgèbre réduite S de V 
est une C*-algèbre de Hopf (1.1) bisimpliûable. Munie du coproduit 6 donné par 
S(x) = V*(l ® x)V, Valgèbre réduite duale S de V est une C*-algèbre de Hopf 
bisimpliûable. 

Si V est un unitaire multiplicatif semi-régulier, alors on peut construire comme 
dans [4] les C*-algèbres pleines Sp et Sp. Si de plus, V est équilibré et semi-birégulier, 
on a : 

3.13. THÉORÈME. — (cf. [4] A.6) Soit V un unitaire multiplicatif équilibré et semi-
birégulier, alors les C*-algèbres pleines Sp et Sp sont munies naturellement de struc­
tures de C*-algèbres de Hopf bisimpliûables. De plus, les coreprésentations unitaires 
de la C*-algèbre de Hopf S (resp. S) correspondent exactement aux représentations 
de la C*-algèbre Sp (resp. Sp). 

Grâce à (3.10), la preuve est la même que celle de ([4] A.6). 

Enfin, pour affirmer avec ces hypothèses que V est en fait un multiplicateur de 
Sp ®max Sp et que les relations V12V13V23 = V23V12 et V23V12V13 = V13V23 ont lieu 
respectivement dans C{Sp®maxH®max®Sp) et C(Sp®maxSp®H), il suffit de montrer 
le résultat suivant : 

3.14. LEMME. — Soit V un unitaire multiplicatif dans Vespace de Hilbert H. 

a) Si (KyX) est une représentation et (K,Y) une coreprésentation de V dans le 
même espace de Hilbert К vérifiant [Y12, X23] = 0 dans C(H ®K ® H), alors nous 
avons [Xl2Y21X12Y2^ S23V23] = 0 dans ЦК ® H ® H). 

b) Si (A", X ) est une représentation et (K,Y) une coreprésentation de V dans le 
même espace de Hilbert К, alors nous avons [X*2123^12^235 E24V24] = 0 dans 
ЦК ®H®K®H). 
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Démonstration, a) Nous avons : 

-̂ 12̂ 21-̂ 12̂ 21̂ 23̂ 23 — 2̂3-̂ *3̂ 31̂ 13̂ 31 ̂ 23 
=£23^*3^31X13^3^3! F2! 

— ̂ 23̂ 13̂ 31-̂ 12̂ 23-̂ 12̂ 31̂ 21 
— £23-̂ 13-̂ 12̂ 31 ̂ 23̂ 32X12̂ 21 

— £23X13X12 ̂ /233/2lXl23/r21 — £23V23X*23/2lXl2^21 

b) Posons K' = K®K et X ' = X13 (resp. Y' = Yu) dans C(K'®H) (resp. C(H®K'). 
Il est clair qu'on a [F1 2, X23] = 0 dans C(H®K' ®H) ; le b) résulte alors du a) appliqué 
à X' et Y'. 

En s'appuyant sur le lemme précédent, il est facile de voir que les assertions 
b), c) et d) du lemme A.7 et la proposition A.8 de [4] sont vraies pour un unitaire 
multiplicatif équilibré et semi-birégulier. 

Passons mantenant aux représentations covariantes de tels unitaires multiplicatifs. 

Notons d'abord qu'à toute représentation covariante (X, y ) dans un espace de 
Hilbert K d'un unitaire multiplicatif semi-régulier, on peut associer (3.14 b)) un 
unitaire W G C(K ® K) donné par W13 = X\2Y2^Xi2Y^ dans £(K ® H ® K). 
Comme dans ([4] A.10), on montre que W est multiplicatif et que (Y,X) est une 
représentation covariante de W dans l'espace de Hilbert H. 

3.15. LEMME. — Soient V un unitaire multiplicatif dans H et (X, Y) une représentation 
covariante de V dans l'espace de Hilbert K. Nous avons : 

C(V) 0 K(K) = Un (1 0 K(K))X2i{K 0 1)F(1 0 K(K)) 

Si de plus V est semi-régulier, l'unitaire multiplicatif W dans K associé à (X,Y) est 
semi-régulier. 

Démonstration. Pour k G IC(K) et a; G C(H)*, nous avons (id ® id ® u;)((l ® k ® 
l)£i3Vi3) = (id ® id ® cj)((1 ® k ® l^isY^^YnX^) = (id ® id ® u>)((l ® k ® 
l)y£ 2X 2i£i3Ïi 2X23). On conclut grâce à l'égalité lin {(id®u>)(£) / u G £(#)*} = £· 

Supposons maintenant que V soit semi-régulier. Comme (F, X ) est une représentation 
covariante de W on a par le résultat précédent lin (C(W)QlC) = lin (lQlC)Y2i(lC(K)Q 
1)X(1 0 K). Nous avons K{K ® H)) C 7m (C(W) 0 K). En effet, il suffit de montrer 
qu'un opérateur compact z G K(K ® H) de la forme z = (1 ® h\)X*(k ® h2)X(\ ® h$) 
où k G fC(K), h{ G /C, appartient à lin (C(W)QK). Or, par la semi-régularité de V, on 
peut supposer qu' on a X*(fc ® h2) = (1 ® c)Y2\(k* ® 1) avec c G C(V) et kf G K,(K), 
d'où la semi-régularité de W. 
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3.16. LEMME. — Soit (X, Y) une représentation covariante dans Vespace de Hilbert 
K de l'unitaire multiplicatif semi-régulier V, notons W Vunitaire multiplicatif dans K j\ ae 1 unitaire muiupncazii s 
associé. Nous avons^. . 

a) Sw = Sy et S\y = .Sx. 

b) Sv = lin {(UJ' ® id)(X) I UJ1 e C(K)*} et Sv = Un {(id®uj')(Y) / u>'e C(K)*}. 
Démonstration, a) Y étant une représentation de W dans H, l'adhérence normique 
dans C(K) de l'espace vectoriel engendré par {(UJ®UJ'®id)(Yi^w2z) / w € C(H).*,UJ' € 
C(K)*} est Sw> Or, la relation de covariance -X12W13Y23 = Ï23X12 entraine que 
l'adhérence normique dans C(K) de l'espace vectoriel engendré par {(UJ' ® UJ ® 
id)(Wi^y2z) I UJ G C(H)*,UJ' G £(K)*} est Sy. Comme Sw et Sy sont des sous-
C*-algèbres de C(K), il y a égalité. 

La deuxième égalité résulte de la précédente en remplaçant V par EV*E et (X, Y) 
par (Er*£,£X*E). 

b) (y, X) étant une représentation covariante de W dont l'unitaire multiplicatif associé 
est V, le b) résulte alors du a). 

3.17. LEMME. — Soient (V, 17) un unitaire multiplicatif équilibré, (X, Y) une représen­
tation covariante de V. Nous avons : 

a) Y12 = (YXY23V13(YX)23. 

b) X23 = (YX)12V13(YX)*12. 

Si, de plus, V est semi-régulier, nous avons : 

c) F23W13X2I = X21̂ 23-

d) I32W13X12 = Xl2Î/32-

e) W 1 3 = (yX)2il23(yX)2*1. 

Démonstration, a) résulte de (3.9 b)) et de la propriété de covariance ; on démontre 
de même le b). 

L'assertion resp. (3.9 b)) peut s'écrire également V31X21X32 = X32V31 dans C(H ® 
K ®H). Dans C(H ®K®K® H), nous avons : 

W2SX42yi3 —Y* 3 X 21 YI 3 X21Y ï 3 -X4 2 Y\3 

—xo 1 ̂ 43 Y\ 3 X21X42 

=X*21V*41Y13V41X21X42 

—X4 2 V\x X42î
/13^42 ̂ 41 

=x42vl1 F13V41 — -̂ 42̂ 43̂ 13 

d'où le c). En conjuguant c) par l'unitaire (1 ® U ® 1), on obtient d). L'assertion e) 
résulte de c) et du fait que Y est une représentation de W. 
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Gomme conséquence des résultats précédents, nous avons : 

3.18. THÉORÈME. — Soient V un unitaire multiplicatif dans H équilibré et semi-
birégulier et (X, Y) une représentation covariante de V dans Vespace de Hilbert K. 
Notons W Vunitaire multiplicatif dansJC associé. Nous avons : 

a) Munie du morphisme 8\y (resp. 6\y) donné par 8w(x) — W{x ® 1)W* (resp. 
8w{%) = W*(l ® x)W), la C*-algèbre Sw (resp. Sw) est une C*-algèbre de Hopf 
bisimpliûable. 

b) Il existe un unique isomorphisme de C*-algèbres de Hopf 7r (resp. 9) de Sy (resp. 
Sy) sur Sw (resp. Sw) vérifiant (id ® 7r)(V) = Y (resp. (9 ® id)(V) = X). 

c) (9 ® 7r)(V) = W. 

Démonstration. La coreprésentation Y de V étant stablement équivalente (3.17 a)) à la 
coreprésentation régulière, il existe un unique isomorphisme n de C*-algèbres de Sy sur 
(3.16 a)) la C*-algèbre 5y = Sw vérifiant ir(Lv(w)) = Ly(u>)} donc (id® 7r)(V) = Y. 

Remplaçant V par EV*E et (X,Y) par (Ey*E,EX*E), on déduit de ce qui 
précède un unique isomorphisme 9 de C*-algèbres de Sy sur la C*-algèbre Sx = Sw 
vérifiant 9(pv(oj)) = px(^), donc (9 ® id)(V) = X. Appliquant (9 ® id ® tt) à la 
relation pentagonale Vi2Vi3V23 = ^23^12, on obtient l'égalité W = (9 ® 7r)(V). 

Soit x = (uj' ® id)(X) où a;' € )• , nous avons : 

W(tt(x) ® 1)W* = (w1 ® id ® id)(W23Wi2W*23) 

= (u>'®id®id)(W12W13) 

= (u/ ® id ® zd)(7T ® 7T ® n)(Vi2Vi3) 

= (tt ® 7 r ) (VYLvV o 7?) ® 

= (7r®ir)(6v(x)) 

Par (3.12) et le calcul précédent, il résulte que Sw, munie de 6w(x) = W(x ® 1)W*, 
est une C*-algèbre de Hopf bisimplifiable, et que tt est un isomorphisme de C*-algèbres 
de Hopf de (Sv,8v) sur (Sw,8w)> 

Le reste de l'assertion (resp.) se déduit comme précédemment. 

Grâce aux résultats du paragraphe 4, on voit qu'avec les hypothèses précédentes, 
l'unitaire multiplicatif W n'est pas toujours (stablement) équivalent à V. Cependant, 
nous avons : 

3.19. PROPOSITION. — Soient (V, U) un unitaire multiplicatif dans H semi-régulier 
et équilibré, (X,Y) une représentation covariante de V dans J'espace de Hilbert K ; 
notons W Vunitaire multiplicatif dans K associé. Alors Vunitaire multiplicatif Wi3W23 

dans K®K est stablement équivalent à Vunitaire multiplicatil%YI2V2AY\2 dans K®H. 

Démonstration. Montrons d'abord que l'unitaire multiplicatif (cf.3.21) W13Î23 dans 
K ® H est équivalent à l'unitaire multiplicatif Y12V24Y12 dans K ® H. Nous avons 
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dans C(K ®H®K®H): 

(YX)12(YX)34W13Y23(YX)\2(YX)*34 =(YX)34Y12Y23Y*12(YX)*34 

=Yl2 ̂ 34̂ 23 V24 5̂ 34̂ *2 = Yl2V2±Y*2 

Il suffit donc de montrer que l'unitaire multiplicatif W\3W23 dans K®K est stablement 
équivalent à l'unitaire multiplicatif W13F23 dans K ® H. Pour cela, soit T G C(K ® 
H,H ®K) l'unitaire défini par T = s(YX)^1 où s e C(K ®H,H®K) est la volte. 
Nous avons, d'après (3.17) , dans CH ®H) où H = K ® H ® K : 

T56T23W14W24T*23T*56 = W14T23W24T*23 = ^14^4 

3.20. COROLLAIRE. — Soit (V,U) un unitaire multiplicatif dans H semi-régulier et 
équilibré vérifiant [V\2,V23] — 0. Alors V est stablement équivalent à W\$W2$, où W 
est l'unitaire multiplicatif associé à toute représentation covariante (X, Y) de V dans 
un espace de Hilbert K. 

Démonstration. On a avec les notations de (3.9), [Fi2> 2̂3] = 0, d'où le résultat. 

3.21. Remarque. — Si V est un unitaire multiplicatif dans H et X une coreprésentation 
(resp. représentation) de V dans l'espace de Hilbert if, il est facile de voir que l'unitaire 
-X23V24 (resp. V13X23) dans K ® H (resp. H ® K) est multiplicatif. 

Nous terminons ce paragraphe par un résultat (3.23) dans le cas irréductible (cf.[4] 
6.2), qui nous sera utile au paragraphe 4. 

Donnons nous un unitaire multiplicatif irréductible (V, U) et supposons que V 
soit semi-birégulier, i.e V et V semi-réguliers. Nous avons : 

3.22. LEMME. — L'unitaire V est un multiplicateur de la C*-algèbre C(V) ® K. 

Démonstration. Pout tout u G C(H)+ et tout k G /C, nous avons : 

(id ® u> ® id)(V13E12V12(l ®l®k)) = (id ® u> ® id)(T,12V23V12(l ®l®k)) 

= (id ® u> ® td)(Ei2 Vi 2F 2 3(l ® 1 ® *)) 

on conclut grace à l'égalité V(K ® K) = JC ® )C. 

Il résulte clairement du lemme précédent qu'on a lin Â(V)C(V) = C(V). 

3.23. PROPOSITION. — Soit (V,U) un unitaire multiplicatif irréductible et semi-
birégulier. Alors l'espace vectoriel fermé engendré par {L(lq')p(w) / u?,u/ G C(H)*} 

est une C*-algèbre qui coïncide avec la fermeture normique de l'algèbre C(V). 
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Démonstration. Par l'irréductibilité ([4] 6.2 a)) de V il est facile de voir qu'on a : 

lin {(id ® u>)(VV) I и G £(#)*} = UC(V)U = C(V) 

Remplaçant V par V dans (3.22) et utilisant (3.10), on obtient : 

C(V) = Un {(id ® ш)((х ® 1)VV) /иеС(Н)*,хе Â(V)} 

= lin {L(w')p(u>) I u>,u>' G £(#) .} 

3.24- Remarque. — 

a) Soit V un unitaire multiplicatif équilibré et semi-birégulier. Si la C*-algèbre de 
Hopf S agit dans une C*-algèbre A par une coaction 6a, alors comme dans le 
cas régulier ([4] appendice), on peut définir le produit croisé "max" AxmaxS : 
c'est la C*-algèbre dont les représentations sont données par les couples (7r,u) 
où 7r : A —• C(K) est une représentation de A dans l'espace de Hilbert et 
u G C(K®S) est une coreprésentation unitaire ([4] 0.3) de S vérifiant la condition 
de covariance (k®id)(8a(o)) — u(Tt(a)®l)u* pour tout a G A. 

Comme dans le cas des groupes, on a un plongement canonique tt : A —> 
M(A>\maxS) (resp. 6 : Sp —> M(A>AmaxS)). Procédant comme dans ([4] A.6), on 
peut montrer qu'il existe un unitaire W G M(Ay\maxS ®S) tel que A x i m a x 5 = 
Un {Tr(a)(id®u)(W) I a GA,w G £(#)*}· 

Si de plus l'unitaire multiplicatif V est moyennable ([4] appendice), par les 
résultats de (3.17), il est facile de montrer qu'on a A>4maxS — AxS. 

b) Avec les hypothèses de (3.23), le produit croisé réduit 5><j5 est isomorphe à la C*-
algèbre lin {p(cj) L(UJ') / u>,u/ G C(H)*} et donc contient la C*-algèbre des opérateurs 
compacts. En effet, pour tout u> G £ ( # ) . , on a ([4] 6.1 (2)) V6(L{w))V* = 1® L(u>) 
et ([4] 6.5 c)) [V,l ® p(w)\ = 0. Notons que dans le cas où l'unitaire multiplicatif 
est de plus moyennable, on a Sx S = SxmaxS ; dans ce cas les représentations de la 
C*-algèbre Sx S sont les représentations covariantes de l'unitaire multiplicatif V. 

4. Groupe quantique -ЕД2) de Woronowicz 

Dans ce paragraphe, nous montrons que la représentation régulière de E^(2) est 
un unitaire multiplicatif semi-birégulier (mais non régulier) et irréductible. Pour cela, 
nous commençons par construire la mesure de Haar du groupe quantique ¿7^(2). Nous 
donnons ensuite les représentations covariantes de cet unitaire multiplicatif et nous 
montrons que la C*-algèbre Sx S = SxmaxS est une extension des compacts par les 
compacts. Enfin, nous explicitons la théorie modulaire des mesures de Haar de ¿7^(2) 
et de son dual de Pontrjagyn. 

Une partie des résultats de cette section ont été annoncés dans [3] ; nous donnons 
également les preuves de ces résultats. 
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a) Mesure de Haar du groupe quantique Е^(2) 

Commonçons par rappeler la définition de la C*-algèbre de Hopf [25] des "fonc­
tions continues sur ^ ( 2 ) tendant vers 0 à l'infini" que nous noterons dans la suite 
(A, 6). 

Fixons un nombre réel fi > 1 et posons Cµ = {z G C/ | z |G fiz} U {0}. La 
C*-algèbre A est la C*-algèbre universelle engendrée par un unitaire v G M(A) et 
un opérateur normal n de spectre Cµ, affilié ([2], [25]) à A, vérifiant v*nv = fin. 
Autrement dit, A est le produit croisé A = Co(C^)><lZ par l'action a de Z dans Cµ 

définie par a(/)(C) = /(/i- 1C). 

Dans tout ce qui suit, nous notons L la représentation (fidèle) de A dans / 2 ( Z 3 ) 
définie par L(v) = 1 (g) v0 (g) v0 et L(n) = v0 (g) n0 <g> 1 où г;0 (resp. n 0 ) est l'opérateur 
dans / 2 (Z) défini par voen = e n + i (resp. n 0 e n = finen) ; (e n ) étant la base canonique 
de Z 2(Z). 

Le coproduit 6 est l'unique homomorphisme non dégénéré de A dans M(A (g) A) 
vérifiant S(v) = v (g) v et ¿(11) est la fermeture de l'opérateur v (g) n + n (g) v* , voir [25]. 

Fixons maintenant quelques notations qui seront constamment utilisées dans ce 
paragraphe. Posons H = / 2 ( Z 3 ) . Pour tout a, 6, c G Z, nous notons u>a,b,C la forme 
X ~~* (EC,A+6,A I £(#)eo,6,o) sur A où (za,b,C) désigne la base canonique de / 2 ( Z 3 ) . Pour 
tout z, j , notons fij G Co(CM) la fonction à support dans {z G C^/ | z \= fi1} définie 

par fij(z) = z 
1*1 

j si I z |= fi1. Il est clair que u>AJ6>c(v*/>,*(п)) = di

jk

ab et que la 

forme x —» (eA>6JC | L(x)eA/ )6',C

/) sur A coïncide avec la forme 81_1,шс-с',ъ*,a-a'· Enfin, 
pour tout £ G H , notons u>£ la forme WE,E о I. 

Posons Ф = 
00 

E 
—00 

FI^^LÜQJQ. Il est clair que Ф est un poids s.ci et normiquement 

semi-fini sur A. Soit M = L(A)" l'algèbre de von Neumann engendrée par L(A) ; par 
abus de notation, nous notons également $ le poids normal et ultrafaiblement semi-fini 
sur M défini par x E 

n 

Af2n(e0n0 |ze0no). 

Soit v la mesure positive sur Cµ définie pour toute fonction /GC 0(C^) à valeurs 
positives par : 

v(f) = 
Y. 

n 

µ2n 

's1 

f(ßn0dC 

où d( désigne la mesure de Haar normalisée de S1. 

4.1. PROPOSITION. — Avec ces notations nous avons : 

a) Le poids <3> sur M est le poids dual ([15], [22]) de la mesure v. 

b) La formule eijk — fik~JA$vkfj-k,i(n) Identifie Vespace de Hilbert H$ de la 
représentation GNS de $ à H et la représentation 7r$ correspondante à L. 
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c) U opérateur modulaire A$ et Vopérateur J$ canoniquement associés à <Ê , sont 
respectivement donnés par A$eijk = fJ>2keijk et J$e,jfc = e-ij-k,-k-

d) crf(L(A) = L(A) et pour tout a G A, t —> af(L(a)) est normiquement continue. 

Démonstration, a) Soit E : M —> L 0 0 ^ ^ , ! / ) l'espérance conditionnelle associée à 
l'action a. On a ^ e o n o ; e o n 0 o E = u ; e o n o ; e o n 0 pour tout entier n, donc * o E = O. Par 

ailleurs, pour tout f€C0(C^), on a (e0*o I /(n)e0jfco) = / C) dÇ, donc si / est à 

valeurs positives, on a 3(/(n)) = &(/) d'où le a). 

b) Soit T l'opérateur unitaire de H sur H$ définie par T(e,jfc) = fj,k~* A$vk fj-k,i(n)i 
il est facile de voir qu'on a 7r$(v) = TX(v)T* et que pour / G C 0(C^), on a 
7r*(/(n)) = TL(f(n))T\ 

c) résulte de a), b) et de [15] ; d) se déduit facilement de a),b) et c). 

4.2. THÉORÈME. — Le poids $ est une mesure de Haar à gauche et à droite pour la 
C*-algèbre de Hopf (A, S). 

Démonstration. Vérifions d'abord que le poids $ satisfait les conditions a) et b) de 
(2.2). Pour cela, par (4.1 a) et d)), il suffit de montrer que le prolongement canonique 
$ de $ à l'algèbre de von Neumann M coïncide avec le poids v sur M dual de la 
mesure v. On a $ = l o i = i / o I sur A + , comme $ est [1] le régularisé s.ci de O, il 
résulte que $ o av

t = <l. Par [19], il est clair que v — O. 

Pour montrer la condition c) de (2.2), nous allons d'abord calculer le produit de 
convolution des formes ujabc-

Soit gµ la fonction continue [25] sur Cµ définie par : 

9,(0 = 

oo 

n 
j=0 

1 + Μ-1-2,ζ 
l + Zi" 1" 2^ 

et soit A(m, n) = 1 
2tt 

>2tt 

0 
#»(^ m e l t )e i n t dt , le nième coefficient de Fourier de la 

restriction de gµ au cercle {z G C^j \ z |= fim}. 

4.3. PROPOSITION. — Nous avons : 

Uabc * Ua'b'c' = 6 a-a' 
c+c' 

E 

n 

A(b-b',n-b') A(b -b' + a-a,,n-b' + c)u;c+a/jnjC+c/ 

Démonstration. Posons a = v ® n , 6 = n ® v*. Il est facile de voir que les opérateurs 
a et 6 vérifient les conditions de ([28] thm.2.3) ; donc ¿(11) = a + b = g^(c) a g^(c)* où 
c est l'opérateur normal fermeture de l'opérateur ^i~la~lb. Pour tout i, j, k nous en 
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déduisons : 
¿(/,*(n)) ^•C - ft, j - n)A(Z — n + fc,) 

= ff,.(c)(vfc ® fjk(n))gil(c)* 

= E 
/,m,n 

•̂C - ft, j - n)A(Z — n + fc, j — n + m) 

(v*- m / / m (n)®v—/„ f f c - m (n)) 

En évaluant la forme Loabc * wa>b'c' = (Uabc ® â'6'c') 0 £ en X = V,/jfc(n) , Oïl 
obtient l'égalité cherchée. 

4.4. LEMME. — Soit ÇeH de composantes (£a&c) relativement à la base canonique de 
H. Pour tout n G Z , on a : 

a) loç * ujQnQ = £ 
m,p,q 

w№?» a v e c w№?» E 
a,6,c 

^ 6 ^ cCa6c^(&-^,a + m - n ) e a j m + a , c . 

b) ωοηο * ωξ = E 
m,p,q 

w№?» avec w№?» = E 
a,6,c 

£J+C£j c£a&c>M> - m - a - b) e a , m _ a , c . 

Démonstration. Calculons d'abord f*uj0n0 où / est la forme définie par f(x) = (ea>&)C | 
L(x)ea'j',c')' Nous avons : 

f *w0na -<5>n'^i' y^A(b'-n,m-

-<5>n'^i' y^A(b'-n,m-n)A(bf-n+a-a\rn-n+a -a')^^ 
m 

^ H ^ m ' X ^ ( 6 / - n ' α , + m ~ n ) ^ ( f e ~ n ' α + m~n)^o-c,,n^hг^α^, 

m 

^H^m' X^^H^m' X^(6/-n'α,+m~n)^(fe~n'α + m~n)^o-c,,n^hг^α^, 

mm 

( 1 ) 

Pour tout entier N > 0 et tout G Z , soient xn la fonction caractéristique 
de l'ensemble { (a, 6, c) G Z 3 / | a | + | 6 | + | c |< N } et la fonction définie par 

(a, 6, c) = x N (a , 6, c)6T* tfp £a&c , posons : 

Sm,n ^ Z ^ ( a , 6, c) A(6 - n, a + m - n) e a > m + a > c . 
a,6,c 

Par (A.3) on a E 
m,p,q 

\\CP,q _ <r;M,N||2 _ 
IlSm.n Sm.n II E 

H+H+H>w 

I £aftc |2—• 0 quand JV —» oo d'où 

E 
m,pjq 

(jjtP,q = lim 
Çm.n A/-* OC 

E 
m,p,q 

u>cp,q,N. D'autrepart, par (1) , nous avons : 

E 
m,p,q 

(jjtP,q  

E E 
o,6,c a',6',c' 

Xiv(a, 6, c) Xiv(a', 6', c') £ a 6 c £a/6/c/ We4>J(C;ea» 6, c,
 0 *̂̂ 0n0 

qui converge normiquement quand JV —> oo vers u>£*u;o„o , d'où le a). 

Démonstration analogue pour le b). 

31 



S. BAAJ 

4.5. LEMME. — Soit £ G H un vecteur de composantes (Çabc) relativement à la base 

canonique de H. Supposons que pour tout p,q , on ait ]P^a \£a}a+P,a+q |< oo (resp. 

a 

y /̂j° |£c+j>jC+g,c|< oô ) , alors pour tout xeA+ , on a : 
c 

$(x*«>t) = №\\2$(x) (resp. = U\\2$(x)) 

Démonstration. Nous avons avec les notations du lemme précédent : 

O (x*wE) / i n (ut*u>0n0)(x) = 

m,n,p,q 

u2nwepmqn(x) 

77l,7l,/),(7 

zz2n 

a,6,c 

ca—6,a —c /· 
°p,gr sa&c- 4 ( 6 — n, a + m — Xepmq; ea, m+ax (L(x)) 

Par ( A . 2 ) , nous en déduisons : 

O(x*we) 

m,n,p,q 

U2n 

a,6,c 

«Mt ,0 -ce .6c ( - /* )"+m-B^( -p -m,n- m - a ) 

Par ( A . 2 ) , nous avons également : 

WC?n;e«,m+a,e (!(*)) (1) 

n e r J i 2 = 
a,b,c 

ca — b,a — c I t |2 4(6 — n , a H- m — n ) 2 

a,6,c 

éa — 6,a—c eabc p 2 ( o + m - n ) - m, n - m - a)2 

< u2(m-n) 

a 

^2a 
£a,a — p,a — q | ^ <~*-) 

Comme | A ( x , n ) | < 00 , il vient que : 

n 

^ 2n 

a,6,c 

ça — 6,a — c £ 
Sa6c - ^ ) a + m - n A ( - p - m , n - m-a) S m . n Jea,m + a,c № ) ) 

a,6,c 

'ca —6,a —c £ / \ a + m 

n 

(—//)nA(—p—m, n — m —a) 
*»m n i c a , m + a,< 

(L(x)) 
(2) 

En remplaçant £{Jj*n par son expression dans la base canonique de i f , nous obtenons : 

n 

(—p)nA(— p—m, n — m—a) ^£m?n»c«. »»+«»·« (L(x)) 

a',b',c' 

ca' ca'—b',a'—c' 
Ça'6'c' (-u)a'+m 

U ; e a , ) m + o / ) C , ; e « . ^ + « ^ (1(0 : ) ) 
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Tenant compte de (1),(2) et de l'égalité précédente , nous avons : 

$(x*uj£) = E E 
m,p,qa,b,c 

ca—b,a — c 
0Р,Я {tabe? ^ ( a + m ) ^ e , m + 0 , c ( x ) 

= E 
m 

E 
a,b,c 

\Uc\2 ,i2(B+ra)««..m+...(*) = IKII2*(«). 

Démonstration analogue pour l'assertion (resp.). 

4.6. LEMME. — Pour toute forme positive normale UJ G C(H)* et tout x G A+ , nous 
avons : 

$(x*u> o L) = $(UJ o L*x) = w(l)*(x) 

Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout £ G H , nous avons $(x*u;^) = 
$(a;£*:r) = ||£||2 $(#). Nous allons montrer que $(x*u;^) = ||£||2 $(x) ; la preuve de 
l'égalité $(UJZ*X) = ||£||2 $(x) étant tout à fait analogue. 

Supposons que $(x) < oo. Pour tout N > 0, posons y# = E 
n <N 

A*2n(̂ Ono*z) · 

Alors la suite croissante d'opérateurs positifs (L(y^)) converge faiblement vers $(x).l. 
En effet, pour tout rjEH à support fini, nous avons grace à (4.5) : 

wn(yN) = E 
a<N 

µ2n w0n0 (x*wn) > O(x*wn) = IMIa*(x) 

Nous en déduisons que supN ||i(t/jv)|| < °°, donc la suite (L(y^)) converge faiblement 
vers un opérateur positif y. Mais, pour tout r) G H à support fini, on a par (4.5) : 

wnin(y) = sup wn(L(yN)) = $(X*UJV) = ||t7||2 $(x). 

donc y = $(#).!. Pour tout £G-ff , nous avons alors : 

O(x*we) = ^2n2nuj0n0(x*ujt) 
n 

= sup fi2n UJ0NQ (x*U)t) 
N —' 

= sup^(yN)= ||£||2$(a:) 

Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que si r\ G H est non nul et vérifie 
$(x*a;^) < oo , alors $(#) < oo. 

Par (4.5), nous avons §(X*UJQQQ) == $(#). Si 77 est un vecteur de i ï non nul de 
composantes (r/A6C), nous avons : 

Φ(χ*ωη) — Ф(ж*а;т/*и;ооо) = E 
m,p,q 

$(X*U„P>* ) v ''m.O' 
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Fixons m,p, Q et posons RJ™0 = £ ; d'après (4.4) et (A.2), les composantes (£a6c) de £ 
sont données par : 

£abc = ^tm'a q,na,a-p,a-qA(a - p, a + m) 

= KT'""1 Па,а-Р,а-Я (-u)a+mΑ(-ρ-πι,-α-πι) 

Il est clair qu'on peut trouver ro,p, Q de façon que le vecteur RFA90 = £ soit non nul et 
vérifie les hypothèses de (4.5). On a alors : 

limoli2 Ф(*) = ф(**^,т,о) < $(x*u;,,) < oo 

Pour terminer la preuve du théorème, nous montrons dans l'appendice B que pour 
toute forme positive / sur A , nous avons $(a?*/) = <$(/*:r) = \\f\\ $(x) pour tout 
xe A+. 

Notons V l'isométrie multiplicative (2.4) de l'espace de Hilbert H$ ® H$ définie 
pour tout :r, y E9t$ par V(h$x® A$y) = A^^6(x)(l®y). Il est évident que pour tout 
x £A nous avons (L ® L)(6(x))V = V(L(x) ® 1) Pour montrer que V est surjective, 
notons d'abord qu'à travers l'identification H = H$ donnée par (4.1b)), nous avons : 

V(eabc (g) exyz) = E 
l,m 

fi'-b+c+yA(l, b-c- y)A(a + l,b-y + m) 

(ëc+m,a + y-\-l — m,a — m ® €-x-\-a — c — m,y — m,z — m) 

Introduisons l'unitaire V"Ç:C(H ®H) défini par V\eai>c ®exyz) = ea&c {g)eXjy+c_a)Z+c_a 
. Alors la formule précédente nous dit exactement que VV** = gTL(X)gTL(Y) où 
X = v*(n*)_1 (g) v*n* (resp. Y = —(v0n0 (g) UQ1 (g) VQ) (g) v*n*), donc V est un unitaire 
multiplicatif dans H et nous avons pour tout xG A , (L (g) L)(6(x)) = V(L(x) (g) 1)V*. 

Posons W = gn(X)V" et Q = —(no (g) VQ (g) 1) dans H ; remarquons que les 
opérateurs normaux X et Y vérifient les conditions de ([28] thm.2.3) et que la fermeture 
de l'opérateur normal fi~1X~1Y est égale à l'opérateur Q (g) 1#. 

4.7. PROPOSITION. — Avec ces notations, nous avons : 

*)V = (ff„(Q) ® lH)W(9ft(Qr ® 

b) V est semi-régulier mais non régulier. 

c) Sv = L(A) 

Démonstration, a) Par ([28] thm.2.3), nous avons 

9tl(X)g,(Y) = (g,(Q) ® l)g,(X)(g,(Qy ® 1) 

Comme F'et g^(Q) ®IH commutent, on a donc V = (g»(Q) ® LH)W(gFI(Q)* ® 1h). 
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b) En s'appuyant sur la formule : 

W(eabc (g) exyz) = Σ 
n 

A(c G ^ "F |/)̂ )Ca+n,i-n,c-n ® î-n,îi+c-o-n,z+c-o-n 

il est facile de voir que l'adhérence normique E de l'espace vectoriel { (id (g) 
ω)(Σ\ν) I ω€€(Η)*} coïncide avec celle de { Txyz;x>y'z> / (x, y, z) G Ζ 3 , (χ', y', z') G 
Z 3 } où chaque opérateur Txyz.x>y>z> est défini par Txyz.yX>y>z> eabc = à"+c>b~cA(z — 
c,-y')e a+ x, ) 6+j,,, c+,/. Par (A.4 b)), on a K(H) C E donc K(H) C C(V). Comme 

lim Α(α,Ο) = 1, l'inclusion est stricte. 
a-^—oo 
c) Par le a), il est facile de voir que Sv = lin { Labc / (a, 6, c) G Z 3 } où chaque 
opérateur La&c est défini par Labcexyz = A(y + a, fe)e:c_6jî,+c^+c. Par (A.4 b)), on 
a donc Sy C L(A). D'autrepart, par (A.4 b)) et le théorème de Stone-Weierstrass, 
l'espace vectoriel engendré par les produits finis de fonctions sur Cµ de la forme 
g(fixz) = f(x)zj et g(0) = 0 où /gC 0 (Z) et jGZ, et g(^ixz) = A(x,0) et g(0) = 1, est 
dense dans CQ(G^. Il en résulte que L(A) C Sy-

Soit U l'unitaire dans H défini par Ueaf,c = (—l)aeaj&_C)_c. Nous avons : 

4.8. PROPOSITION. — ( V, Z7) est un unitaire multiplicatif irréductible et semi-
birégulier. 

Démonstration. Il est clair que U = U* et que U2 = 1. Montrons que l'unitaire 
V = Y,(U (g) l)V(U (g) 1)E est multiplicatif. 

Soit V la co-isométrie dans H$ (g) H$ définie pour tout x, y G 01$ par V'*(A$x (g) 
A$y) = A$®$(6(y)(x ® 1)). Par la coassociativité de 6, V est multiplicative. A travers 
l'identification H = HO, on trouve : 

V(eabc <g) exyz) = Σ 
l,n 

μν+ι nA(b — χ — y — Ι,η — l — y)A(b — y,η — y) 

(ea-/,6-x-z-/,c-x-z-/, 0 e x +/ > n > z+/) 

Utilisant la formule précédente et (4.1b)), on vérifie directement que V = V. 
Procédant comme dans (4.7b)), on montre que V est semi-régulier, donc V est semi-
birégulier. 

Il reste à montrer l'égalité VVV = (U (g) 1)Σ où V = Σ(1 ® U)V(1 (g) ϋ)Σ. 

Utilisant (A.2 et A.3), on trouve : 

VV(eabc <8> exyz) = Σ 
k}n 

(-l)n+aA(a + χ, -n)A(a + η, a + n + k) 

(k,a-\-b—a—k,a-\-b—a—y — k ® ea+x — fc,6—a — n — fc,c+x — fc) 
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où on a posé a = Ь — с + z — y — x. En composant avec V et en utilisant (A.2), on 
obtient : 

VVV(eabc ® exyz) = T. 
l,n 

(-1)1(-цУа-п+1А(а + ж, -n)A(-x + n - / , a + n - / ) 

(z-l-x+y-z-l-x-z-l ® â+x+/,6,c+x+/) 

Par (A.2 et A.3), on a s 
n 

[ • f ' A ( a +1, -п)А(-ж + n - /, a + n - /) = £ 0

+ 2 \ d'où 

finalement УУУ(е а Ь с ® e x y*) = ( - l ) x eX j î,_ 2,_ 2 (8) е а Ь с . 

Comme conséquence de (3.10), V est un multiplicateur de la C*-algèbre S ® S. 
Nous allons préciser cette propriété. 

Notons o! l'action de S 1 dans Cvu = {z G C / | 2r |2G >uz } U {0} définie pour 
/ € CoiC^) par a',(/)(C) = /(*~2C) et posons B' = ^ ( C ^ x i ^ S 1 . Soit * ti* 
le plongement de 5 1 dans M(B') ; pour tout À G C \{0} , on obtient par prolongement 
analytique un multiplicateur non borné u\ de B'. Notons b' la fonction ( —> C sur Cvu 

; avec ces notations nous avons : 

4.9. PROPOSITION. — U existe un unique homomorphisme p de B' sur S vérifiant 

p(un) = no ® 1 ® ô"1 e* PC3') e s ^ '̂opérateur normal fermeture de l'opérateur 

(vôlno 2 ® ^o^o"1 ® v 0 nj) - (wjj^nj (g) TÎQ1 (g) vonj) dans if. 

Démonstration. Montrons d'abord que p(h') est bien défini. Soit X' = v0

 1n0

 2 ® 

^ o ^ 1 ® ^o no e^ ^ ' = ~~ v ô l n o ® n ô" 1 ® vono · Il e s ^ facile de voir que les opérateurs 
normaux X' et Y1 dans ff, vérifient les conditions de ([28] thm.2.3), donc la fermeture 

— 1 — - _i - _i - _i I 
Z' de l'opérateur (v0 n0

 2 ® ̂ on0 (g) vo^o ) — (t>0 ® n 0 (g) vonQ ) est un opérateur 
normal. De plus, comme la fermeture de l'opérateur p,~1X'~1Yt est l'opérateur 
Q = _(n 0 ® vo ® 1), par ([28] thm.2.3) nous avons g^(Q)*Z1g^(Q) = X'. Nous en 
déduisons que la représentation p de B' dans H est bien définie et unique. 

Pour voir que la C*-algèbre S est l'image de p, introduisons l'opérateur unitaire 
T dans H définie par T eabc = ea+b+c}btb+c- Il est facile de voir que T*X'T = 
v-2n~>®v0nJ1®U>t T*^(Q)*(n 0 ®l®n- 1 )^(Q)T = T^noQlQn^T = n 0 ® l ® l . 
Nous avons S = lin {pv(wijk) / (i, j , fc) G Z 3 } . Utilisant (4.7), on vérifie directement 
que les représentations B' —» C(H) : x —> T*gp(Q)*p(x)gp(Q)T et S —> £(5") : # —• 
T*gii(Q)*xgii(Q)T ont même image, d'où le résultat. 

Dans toute la suite, posons b = p(bf) et x = p^u^1). Il résulte de (4.9) que les 
opérateurs b et x sont affiliés à S. Notons également h la fonction sur 0 ^ ( 0 } définie 
par h(fimz) = z~m. 

4.10. THÉORÈME. — Nous avons V = д^(Ъ*х~ 2 ® у*п*)/1(х_1 ® v). 
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Démonstration. Il suffit de remarquer qu'avec les notations de (4.7), la fermeture de 
l'opérateur b*x~ 2 (g)v*n* coïncide avec celle de X + Y. Par ([28] thm.2.3), nous avons : 

^(Ь'х - * ®v*n*) = g„(X)gfl(Y) = VV'« 

D'autre part, il est clair que V = h(x 1 (g) v). 

Notons /3 la représentation de S dans £(Z 2(Z 2)), apparue dans la preuve de (4.9), 
donnée par x —> T* g p(Q)* xg n(Q)T où T désigne toujours l'unitaire de C(H) défini 
par Teabc = ea+6+c,&,6+c-

4.11. COROLLAIRE. — La C*-algèbre de Hopf Sv munie du coproduit opposé 6° = aoè 
est isomorphe à la C*-algèbre de Hopf des "fonctions continues tendant vers 0 a l'infini" 
sur le dual de Pontrjagyn de -£¿¿(2) (au sens de Woronowicz). 

Démonstration. Soit ( # , $ ) la C*-algèbre de Hopf des "fonctions continues tendant 
vers 0 à l'infini" sur le dual de Pontryagin de 1^(2), voir [26]. Il résulte de (4.9) que 
la représentation /3 définit un isomorphisme de C*-algèbres de S sur B. Pour montrer 
que /3 est un morphisme de C*-algèbres de Hopf, introduisons la représentation 7 de 
S dans £( / 2 (Z 2 ) ) définie par 7(v) = VQ1 (g) 1 et 7(11) = UQ1 (g) v0. Alors par (4.10), 
(/?®7)(V) est la représentation fondamentale W donnée par Woronowicz. Il en résulte 
que ¡3 est un isomorphisme de C*-algèbres de Hopf. 

4-12. Remarque. — S'appuyant sur (4.7a)) et (A.2 et A.3), on peut voir que 6(B) = 
V*(l (g) B)V est l'opérateur normal ([28] thm.2.3) fermeture de l'opérateur b ® x 2 -f 

®B. Ce résultat est également une conséquence du corollaire précédent et de [26]. 
D'autrepart, il est facile de voir qu'on a 6(x) = x <£) x. 

b) Représentations de Sx S 

Nous allons montrer que la C*-algèbre SxS est une extension de la C*-algèbre K 
des opérateurs compacts par /C, donc n'admet que deux représentations. Il en résulte 
que (3.24) l'unitaire multiplicatif V n'admet que deux représentations covariantes : la 
représentation régulière (V, V) et une deuxième (X, F), dont l'unitaire multiplicatif 
correspondant est non régulier et non irréductible, que nous expliciterons. 

Commençons par décrire la C*-algèbre SxS. 

Par (3.24), nous savons que la C*-algèbre 5x1 S s'identifie à l'espace vectoriel 
fermé engendré par les opérateurs {L(u)p(d) / UJ,J € C(H)* } , nous en déduisons 
un plongement canonique de la C*-algèbre S (resp. S) dans M (Sx S). En particulier 
les opérateurs L(v), L(n),b,x sont ([2], [25]) affiliés à SxS. Notons simplement dans 
cette section v (resp. n), l'opérateur L(v) (resp. L(n)), posons u = Phase n , w = uv 
et soit y l'opérateur normal fermeture ([28] thm.2.3) de l'opérateur b —vn_1X2 ; nous 
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verrons plus loin que les opérateurs u, y et w sont également affiliés à la C*-algèbre 
5xi5. 

Nous avons : 

4.13. THÉORÈME. — La C*-algèbre 5x15 est une extension de la C*-algèbre K des 
opérateurs compacts par K. 

Par (3.23 et 3.24 b)), il résulte de l'irréductibilité de V et dej4.7b)) que la C*-
algèbre 5x15 contient K ; pour montrer que le quotient de 5x15 par K s'identifie 
également à /C, nous allons introduire une C*-algèbre D (qui est clairement une 
extension de K par /C), et montrer que l'extension D de K par K est canoniquement 
isomorphe à celle définie par 5x15 et l'idéal /C C 5x15. 

Pour toute fonction / G C0(ZxZx(Z U {—oo})), notons Tf l'opérateur dans H 
défini par Tf eabc = /(a — c, 6, c) eabc. Nous avons : 

4.14. PROPOSITION. — 5xi5 = Un (/C + ju1'\j Tf / f e C0(ZxZ x(Zu{-oo})),(i, j ) e 
z2}). 

Démonstration. Posons E = lin (/C + {ul v-7 Tf }) et montrons que E C 5xl5. Ecrivant 
que les opérateurs vxfyiZ(n) pijk \x /y/^/(n) appartiennent à 5xi5 et utilisant (A.2), 
on obtient que les opérateurs T de la forme : 

T eabc = 8xa_c 6yb A(c + z,y' - y) ea+x>y'c 

où x,x'y,y' et z sont des entiers arbitraires, appartiennent à 5x15. Par (A.4 b)), il est 
clair que E C 5x1 S. 

Pour montrer l'autre inclusion, nous avons besoin du lemme suivant : 

4.15. LEMME. — Pour tout (x,y,^) G Z3 et tout n e Z, posons $n(b, c) = 
A(n + x,b + x)A(b — c + y,n — c + z). Nous avons : 

E 

b 

• M M 2 < »2{t+2-y) »in 

Démonstration. Par (A.2 et A.3), nous avons : 

E 
b 

;*n(M2 = E ^ 2 b + x ^ A ( n - b , - b - x ) 2 
b 

A(b — c + y,n — c + z)2 

< J]p2(6+I) A(b - c + y, n - c + z)2 
b 

= flHc+*-y) ^2^A(b,n-c + z)2 
b 

= µ2(x+z-y) µ2n 

38 



GROUPE QUANTIQUE DES DÉPLACEMENTS DE WORONOWICZ 

Fin de la démonstration de la proposition . Par (4.7a)), la C*-algèbre 5x5 est l'espace 
vectoriel fermé engendré par les opérateurs Lxyz pv(vijk), où Lxyz (resp. pv(^ijk)) 
est l'opérateur défini par Lxyz ea&c = A(x + y) ea_y>&+*jC+* (resp. pv(^ijk)^abc 
= (-1)" t e J}-l)n-bA(n -i-j,b-i- j)A(b-c-j,n-c-j-k) e a_*, n, c+*). 

n 
Pour montrer qu'un opérateur T de la forme T = Lxyz pijk appartient à E, il suffit 

de montrer, grâce à (A.2) et au lemme précédent, que pour chaque n € Z, on a Tn G JS7, 
où Tn est un opérateur de la forme Tn eabc = 6*_c 8\ A(c+j, n — k — y) ea-k,n,c+k- Or, 
si y = n — fc, Tn est clairement un opérateur de E ; si par contre y ^ n — fc, par ( A.4 
b)) Tn est compact. 

Soit a l'action du groupe S1 x Z sur l'espace Cvu x Z définie par az,n(g)(Ç,p) = 
g(z~2(,P - n) où g e Co(C^ x Z). Posons C = CoCC^ x Z)x(5* x Z) et soit 
(z,n) —• u*,n le plongement de S 1 x Z dans M(C) ; notons y' (resp. p) la fonction 
(CîP) ~̂  C (resp. (Ç,p) —* Pp ) sur C'v̂ r x Z. Munissons la C*-algèbre C de l'action du 
groupe Z donnée par l'automorphisme 7 de C défini par : 

7(flO(C,p) = 0O*~*C,p + i ) , 0 € C 0 ( C ^ x Z) ; 7(и*,п) = * 1 UZìn 

Posons finalement = CxZ. Nous avons : 

4.16. LEMME. — D est une extension de K par K. 

Démonstration. Soit J l'idéal de D défini par Cvu\ {0}. Comme Cy^ \ {0} s'identifie 
à Z x 5 1 , l'idéal J est isomorphe à /C ainsi que le quotient de D par cet idéal. 

démonstration du théorème 

Il suffit de construire un homomorphisme surjectif TT : D —> 5x15 de C*-algèbres tel 
que 7r( J) = K où J est l'idéal de D défini par C /̂  \ {0}. 

Soit 7r la représentation de C dans H définie par 7r(y') = — v^ufi ® n^1 (g) VQUQ 
, 7r(p) =| n |= 1 (g) n0 (8) 1 et ^ (u^ l ) = x - 1 w = w x - 1 . Pour tout x £ C, on 
a 7r(7(x)) = v*7r(x)v; nous en déduisons une représentation de D dans H notée 
toujours 7r. La description de la C*-algèbre 5x5 donnée par (4.14) permet de voir 
sans peine que n(D) = 5^5 et que 7r( J) = /C. 

4.17. COROLLAIRE. — Uopérateur normal y est affilié à la C*-algèbre 5x5. 

Démonstration. L'opérateur y' est affilié à la C*-algèbre D et on a 7r(y') = y. 

Explicitons pour terminer la représentation covariante de V correspondant à 
l'homo-
morphisme quotient p : 5x5 —> 5x5//C ~ /C. 
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Soit 0 (resp. 0), la représentation de 5 (resp. 5) dans Z2(Z2) définie par 0(v) = 

1 ® v0 et 0(n) = v0 ® n0 (resp. 0(b) = V^UQ2 ® v0n0 2 et 0(x) = n̂ "1 ® n0). Posons 

X = (0® id)(V) ,Y = (id® 0)(V) et W = (0® 0)(V). 

4.18. PROPOSITION. — L'homorphisme quotient p est la représentation de Sx S cor­
respondant à la représentation covariante (X, Y) deV. De plus Vunitaire multiplicatif 
W associé est non régulier et non irréductible. 

Démonstration. Il est clair que X (resp. Y) est une représentation (resp. coreprésenta-
-tion) de V. Par un calcul directe utilisant (4.7) et (A.2 et A.3), on obtient la relation 
de covariance Y12V13X23 = X2$Y\2- Nous avons : 

W'(eab ® exy) = E 

n 
A(y Q"i ̂ )ca+n,6 — n ® Cx — n,y+b—a — n 

S'appuyant sur la formule précédente, il est facile de voir que W est non régulier 
et que le commutant de Sw est commutatif, donc W est non irréductible. Soit p' 
la représentation (3.24) de 5xiS dans /2(Z2) correspondant à cette représentation 
covariante ; on ap'(y) = 0, doncp'(5xi5) = /C(/2(Z2) et p' est unitairement équivalente 
à p. 

c) Mesures de Haar duales et théorie modulaire 

Pour expliciter les mesures de Haar duales, introduisons la famille (ujxyz) de formes 
continues sur Sy définie par 

M* +j~y,k) = (f-Zty+ZtZ-x I pv M* +j~y,k) = (f-Zty+ZtZ-x I pv(wijk)fo,y,-x) 

où fxyz = gil(Q)exyz. 

4.19. PROPOSITION. — ]¡fous avons : л a)A{j-x'-y\n)A{j-x'-x-y-n,m)6->'6z sur SV 

b) wyz*wxyz= J^Aiy' -x-y,n)A(y' -x-y + z' + z,n + z) ̂ t+i'.j'-x—n,z+z' 

Démonstration. Nous avons Sv - Un{ pv(^ijk/(i,j,k)eZ3 } . Utilisant (4.7a)), il est 
facile de vérifier l'égalité a) pour tout x = pv(uijk)-

b) Pour tout i, j , fc, posons T = pv(uijk) ; nous avons : 

ωΧ9Ζ*ωχ'ν'ζ'(Τ) (Wxzy0w*'»v ®u>ijk)(V*12V23V12) 

=(u*" ®ux'*'z' ®uijk)(V13V23) 
=(we_s >+z ^ ;eo , _x ®^_t.<l,Wtt,_m,;t0t1,t_m, ®^ijk){Wl3W23) 

= YjA{j-x'-y\n)A{j-x'-x-y-n,m)6->'6z:KlmoXx, 
n.m 

=SUl 6*z> A(j-x'-y', -z')A(j-x'-X-Y+Z', -z) 

40 



GROUPE QUANTIQUE DES DÉPLACEMENTS DE WORONOWICZ 

Utilisant (A.2), on obtient A(j - x' - y', -z') = A(x' + y' - j , x' + y'-z'- j) et 
A(j—x—x'—y+z', —z) = A(x+x'+y—z' — j , —z+x+x'+y—z'— j). Nous en déduisons : 

wxyz*wx'y'z' (T) = dk-idkz+Z A(z,+y,-\-z-x-i-j,y,+z-x-i-j)A(z-\-y-i-j1y-i-j) 

Posons £ = y'-x-y+z+z' , a = z+z' , 77 = y'-x-y , /? = z1 , 7 = x+z'-y'+i+j, on 
obtient grace à (A.4 a)) : 

w****o;*'»v(T) =δ1+χ> δ1+ζ· Α(ξ+β-η-η,α-η)Α{α-Ί-η,β-Ί-η) 

ck — i eh 
-°χ+χ' Òz+z 

=< dk1fc (-μ)->Σ(-μΓηΑ(ξ,η+α)Α(η,η+β)Α(ξ-η,η+Ί) 
П 

(-fir^Adn+^A^n+^Ain+j^-rj) ( A.2 a)) 
n 

= J2A(y'-x-y,n)A(y' +z'-x-y+z,n+z)u>x+z''y'-x-n'z+z' (T) 
n 

Posons T = /̂i"a~26a;a'6'0 et avec les notations de (4.9), F = piu^). 
a, b 

4.20. PROPOSITION. — Avec les notations précédentes nous avons : 
a) t est une trace s.ci, semi-finie normiquement sur Sy et ûdèle sur le bicommutant 

de Sy. 

b) $ = t(F 1.) et # = r(F.) sont des poids s.ci, semi-ûnis normiquement sur Sy 
et ûdèles sur le bicommutant de Sy. 

c) La formule Aj py{uabc) = (—l)0^ 6 ce-c,a+&,a identifie l'espace de Hilbert 
£Tj de la représentation GNS de $ à H = Z2(Z3) et la représentation 7rj 
correspondante à py. 

d) L'opérateur modulaire A j et l'opérateur Jj canoniquement associés à sont 
respectivement donnés par Ag ea&c = p~2a eabc et eabc = (_l)a e-a,6,c-

e) py(F) est afBlié au centralisateur du poids $ et on a $(F2.) = \I>. 

Démonstration, a) Par un calcul directe, on voit que pour x = pvi^ijk)^ on a 
x G AfT C\Af* et que les formes xt et rx se prolongent de façon unique au bicommutant 
de S. Il en résulte que r est semi-finie. Utilisant l'inclusion U SU C S' donnée par ([4] 
6.5 c)), on voit facilement que r est fidèle sur l'algèbre de von Neumann Sy". Comme 
pour tout x = py(ujijk) et tout y = pv(u>t'j'*,)» on a r(xy) = r(yx), r est une trace 
sur Sy". 

b) Par (4.9), on sait que F = piu^) est affilié à la C*-algèbre S ; le b) résulte alors du 
a) et de [19]. 

c) Résulte de (4.3), py(wabc)* = (-p)~cpy(ua,b,-c) et d'un calcul directe. 

d) et e) résultent du a) et du b) ; voir [22]. 
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Il résulte^facilement de (4.19 b)) que pour tout x, y on a tf * ux^^ = tf (resp. 
u*,y$* O = o ; en particulier on a tf * u;0'0'0 = tf (resp. u;0'0'0 *$ = $) . Procédant 
comme dans (4.2), on montre : 

4.21. THÉORÈME. — Le poids tf Çresp. tf est une mesure de Haar à gauche (resp. à 
droite) sur la C*-algèbre de Hopf Sy. 

Nous avons muni chacune des C*-algèbres de Hopf Sy et Sy canoniquement 
associées à l'unitaire multiplicatif irréductible (V, {/), de mesures de Haar : S y admet 
une mesure de Haar tf à gauche et à droite; Sy admet une mesure de Haar tf à 
gauche et une mesure de Haar tf à droite, cette dernière étant un poids de densité F2 

relativement à tf. D'autrepart, le carré de l'antipode k (resp. k) engendre un groupe à 
un paramètre d'automorphismes (/c2)1* (resp. (tf2)1') sur Sy (resp. Sy) implémenté par 
l'opérateur autoadjoint positif A' (resp. A') donné par K = X(F)p(F) (resp. A" = A ' " 1 ) . 

Il résulte alors de (4.1) et (4.20) qu'on a (cf. [21]) : 

4.22. PROPOSITION. — a) U = Jj = JjJ^ 
b) les opérateurs modulaires des poids tf, tf et tf sont donnés par : 

A$ = A(F)p(F _ 1 ) , A j = X(F~1)p(F~1) , Axjr = X(F)p(F). 

c) Soaf = ( ( / c 2 ) a ® vf) o S = (** ®(K2)-it)oS sur Sy. 

d) Soaf =((/c 2) f ,*®af)o?, Soaf = (af ®(îc 2)- r t)o? surSy. 

e) Vaf®*(V*) = p(F2it)®l. 

Procédant comme dans [4], on peut construire le double quantique de tout unitaire 
multiplicatif irréductible ( V, U) semi-birégulier : on obtient un unitaire multiplicatif 
irréductible semi-birégulier. 

Dans le cas du groupe quantique ¿2^(2), l'algèbre réduite S® 5 (et l'algèbre réduite 
duale) admettent des mesures de Haar. 

4.23. THÉORÈME. — Je poids tf ® tf est une mesure de Haar à gauche et à droite pour 
le double quantique de E^(2). 

Démonstration. Soit r : S ® S S ® S l'inversion donnée par r(x ® y) = V(y ® x)V*, 
il suffit de montrer que ($ ® tf) o r = tf ® tf. Or par (4.22 e)), pour tout t on a 
(D((tf ® $ ) o r ) : D(tf ® tf ) ) t = 1, où (D((tf ® tf ) o r) : D(tf ® tf ) ) t désigne la dérivée 
de Radon-Nikodym [lOĵ du poids (tf ® tf ) o r relativement au poids $ ® tf sur l'algèbre 
de von Neumann 5"® ST. 
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Appendice A 

Dans cette première appendice, nous donnons les preuves des propriétés des 
coefficients A(m, j) utilisées principalement dans le paragraphe 4. 

Considérons l'espace vectoriel réel (de dimension 2) E des suites (b(md))(mj)ez 
à valeurs dans R vérifiant pour tout (m,j) : 

(£7.1) 6(m - 1,j) = 6(m,j) + 6(m,j + 1) ^ 

(E.2) 6(m,j) = 6(m - 1,j) p-> + b(m - 1J - 1) fim-j 

Nous avons : 

A.l Lemme - Soit (6(m, j ) ) une suite de E. 
a) b(mj) = (-/iV b(m-j,-j) = b(-m,j - m) = {-fi)J~m b(j,m) 

b) Les nombres bijtk = (—p)~3 b(i — k,j — k) sont invariants par permutation des 
entiers i, j , k. 

Démonstration. Posons u(m, j) = (—fi>)J b(m — j , — j) (resp. v(m,j) = 6(—m,j — m)). 
Il est facile de voir que les suites u(m,j) et v(m,j) appartiennent à E. Comme 
t/(m,0) = 6(ra,0) et v(0,j) = 6(0, j) pour tout m,j € Z, on a donc u = b = v ; 
les autres assertions se déduisent immédiatement de ce résultat. 

Dans le paragraphe 4, nous avons noté y^, la fonction introduite par Woronowicz 
dans [25], définie par : 

^ ( 0 = 
oo 
n 
J=O 

1 + μ-1-2^ 

1 + μ - 1 - 2 ^ 

La fonction g^ est continue sur Cµ et, pour tout m G Z, la fonction z —• gp(fjimz) 
définie sur 5 1 , se prolonge en une fonction méromorphe [25] dans C\{0} dont les pôles 
sont les nombres — //W-« où q = 1,3,5,.... Nous noterons dans ce qui suit y^(m,.) 
ce prolongement; dans [25], il est noté [/(m,.). Rappelons également qu' on a posé 
A(m, j) pour le jième coefficient de Fourier de la restriction de la fonction g^ au cercle 
{Z eC./LZ |= fim}. 

A.2 Proposition - Nous avons : 
a) La suite (A(ra, j ) ) appartient à E. 

b) lim A(m,j) — 63

0 uniformément en j . 
m—•—oo 

c) Si (6(m,j)) est une suite bornée de E et vérifie lim 6(m,0) = 1, alors nous 
m—•—oo 

avons b(m,j) = A(m,j) pour tout (m, j ) . 
Démonstration, a) Pour z de module 1, on a g^(m,z) — ̂ (ra, z), on en déduit que 
A(m, j) est réel. La relation (E.l) (resp. (E.2)) résulte de la relation g^m — = 
(1 + Pm~l z~l)g^(m, z) (resp. #M(m, z) = (1 + ^ m _ 1 z)g^(m - 1,/z"1 z), voir [25]. 
b) Résulte de lim guip™ z) = 1 uniformément en z de module 1. 

m—* —oo 

43 



S. BAAJ 

c) Il résulte de a) et b), qu'il suffit de montrer qu' il existe une suite de E non bornée. 
Remarquons que toute suite (6(m, j)) de E est déterminée par la suite (6(ra, 0)). Posons 
alors cm — 6(m,0). Il résulte de (E.l) et de (E.2) que la suite ( c m ) vérifie la relation 
de récurrence : 

Cm+l = -Cm-i + Cm(2 - fi 2m) 

Posons À = fi 2 et soit N > 1 un entier tel que 
À" 

(1 - A)2 < 1. Notons (xm) la suite 

définie par XN = 0 , XN+I = 1 et la relation de récurrence précédente. S'appuyant sur 
l'égalité : 

% m %m — 1 — %1 0̂ 
m-1 

E 
j=1 

XJ Xj 

il est facile de montrer que la suite (xm) est non bornée. 

Nous rassemblons dans la proposition suivante quelques propriétés de sommabilité 
de la suite( A(m,n)). 

A.3 Proposition - Nous avons : 

a) Pour tout entiers m,x € Z, on a A(m, n + x) A(m, n) = 6Q . 
n 

b) Pour tout entiers n,y £ Z, on a 
Y^H2m A(m + y, n) A(m, n) = /n2n S9

Q 

m c) Pour tout entiers a,-,fej (i = 1,2), on a : 

^^A(ai,n + /ii) A(a2,n + h2) A(a\ — n,a2 — n) 
n 

= A(/ii,/i 2) A(ai + h2,a2 + /11). 

Démonstration, a) Pour tout 0 de module 1, on a | g^fi™ z) \— 1 ; le a) résulte alors 
de l'égalité de Parseval. 

b) Par (A.2), on a A(m,n) = (—fi)n~m A(ra, m) ; le b) découle alors immédiatement 
du a). 

c) Fixons /11,/¿2 et posons a(m,j) = ^ A ( r a , n + /ii)A(j, n + h2)A(m — n,j — n) 
n 

(resp. f3(m,j) = A(m + /i2, j + ^i)). Il résulte de (E.l) et de (E.2) que les deux suites 
(oj(m, j ) ) et (/3(m,j)) vérifient les deux relations de récurrence : 

(E'.l) b(m - 1 , jV + * 1 -*> = b(m,j)fi-h> + 6(m, j + l ) / i m _ 1 

(£'.2) Km, j)/x? = blm - hj)fi-j + b(m - 1, j - 1) fim~^ 

Par le a), il est clair que la suite (a(m,j)) est bornée. Il résulte alors de (A.2 c)) que 
les deux suites (a(m,j)) et (/3(m,j)) sont proportionnelles. Posons alors a(m,j) — 
A(/i!, h2) P(m, j) où À(/ii, h2) G R. Or pour tout m G Z, on a ^ | A(ra,n) |< 00 ; en 

n 
faisant j = —/ii, il découle alors de (A.2 a) et b)) qu' on a : 
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lim y^A(m, n + h{)A(—fei, n + h2)A(m — n, —h\ — n) — A(—h\, — h\ + /¿2) m—•—00 z—' n 
= A(fei,/i2). 

comme lim A(m + J12,0) = 1, on a bien A(/*i, /12) = A(hi, h2). 
m—* —00 

A.4 Remarques -

a) Il résulte d'un calcul facile s'appuyant sur (A.2 a)) que la formule : 

^ A ( a i , n + hi)A(a,2,n + h2) A(a\ — n,a,2 — n) 
n 

= A(h1,h2)A(ai + h2,a2 + fti). 

est équivalente à la relation : 

^( - / i ) nA(x, n + a) A(y, n + 6) A(x - y, n + c) 
n 

= (—//)cj4(a — c — y, ò — c — y) A(ô — c — y + x,a — c) 

b) Soit n G Z, posons qn(a) = A(a,n). Pour tout j G Z, notons Tj l'opérateur de 
translation par j et soit An l'algèbre des polynômes sans termes constants en 
{TjÇn I j € Z } . Si n 7̂  0, il résulte facilement du théorème de Stone-Weierstrass 
que l'algèbre An est dense dans C 0 (Z) . Dans le cas où n = 0, on voit de même 
que An est dense dans C0(Z U {—00}). 

Appendice B 

Dans cette seconde appendice, nous complétons la preuve du théorème (4.2) et 
nous montrons l'unicité de la mesure de Haar de E^{2). Nous conservons les notations 
du paragraphe 4. 

B.l Lemme - Soit f une forme linéaire positive sur Sy. Alors pour tout £ £ H, il existe 
une famille (&) (resp. (f|) dans H telle que f * LÛÇ = X^-^. (resp. u>ç * / = JZj^/J 

c < i i / n i K i i 2 = É i i c . - i i 2 (resp. i i / m m i 2 = l X < i i 2 -
i t 

Démonstration. On a par (3.10), V" G M(Sy (g K) et pour tout x G SV, on a aussi 
£(#) = F*(l®:r)V. Notons alors (717, Hf, £/) la représentation GNS de la forme positive 
/ et posons (717 <g> ÎCO(V)(£/ (g) £) = ® °ù (rçi) est une base orthonormée de 

i 
l'espace de Hilbert Hf. On a alors pour tout x G S y : 

(f*ue)(x) = (f®we)(6(x)) 

= < £/ ® t, ( *7 ® « 0 ( Ì Ò * ( 1 ® a;)(T/ ® « 0 ( 1 0 > 

= E<Ei, xEi> 
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L'assertion resp. se démontre de la même façon en remarquant (3.10) que V G 
M{K ® Sv) et (3.12) que 6(x) = V{x <g> 1)V* pour tout x G Sy. 

fin de la démonstration de (4-2). Soit / une forme positive sur A = Sy, posons 

/ *u>ooo = avec | | / | | = E,II6I|2- Par (4.6), on a alors : 
i 

Ф(я*/) =Ф(ж*/*о;ооо) 

= ^Ф(х*иь) 
i 

= £llfcll2*(*) = 11/11 *(*) 
ï 

On montre de même que Ф(/*я) = | | / | | Ф(х). 

B.2 Remarque - : Soit <j> un poids s.ci normiquement sur A. Alors pour tout £ G H, 
il existe une famille de vecteurs (&) (resp. (rji) de H telle que * </> = (resp. 

i 
<j)*uj£ — ̂ J^7^' ^ n e n ° e ^ Par [19], il existe une famille de formes positives sur A telle 

i 
que ф = ^2fi 5 il suffit alors d'appliquer B.l aux formes * fi et fi * u;̂ . 

B.3 Proposition - 5oitf <f> un poids s.ci et semi-fini normiquement sur A invariant à 
gauche, Le pour tout vecteur £ de H on a u>ç * <j> = ||£||2 <f>. Si <j> est invariant par le 
groupe à un paramètre d'automorphismes (k2)1*, alors il exite À > 0 tel que (/> = À $ . 
Démonstration. Il résulte de la formule (4.22 c)) S o af = (af (g) ( « 2 ) _ , t ) o 8 et de 
l'invariance de <j> par (k2)11 qu' on a <j> = </> o af pour tout Il en résulte que <j> = <f> o E 
où E : A —> 6*0(0̂ ) est l'espérance conditionnelle associées à l'action duale donc, 
<f> étant semi-fini, sa restriction à Co^C^)"^ est une mesure positive qui le détermine 
complètement. Comme (/c 2) l t(n) = fi2tt n et que <f> = <j> o (/c 2)'*, la restriction de </> 
à chaque cercle {z G Cµ / | z \= fiJ} est proportionnelle à sa mesure sa mesure de 
Haar. Soit otj G [0,00] le facteur de proportionnalité, posons /3j = aj yT2* ; nous allons 
montrer que la suite (fij) est constante. 

Par ([3] 2.), on a pour tout i,j entiers fjo(n) *u>oio = E 
П 

A(i -n,j -n)2 fno(n). 

Par invariance à gauche de O, on en déduit : 

OLj = Y^A(i - n,j - n)2 an 

n 
= 5 3 A ( t - i , n - j ) 2 A * 2 ( i - n ) « » 

П 
par (A.2) 

donc /3j = ^[^A(i — j,n — j)2 ftn. Comme les entiers i,j sont arbitraires, on a 
n 
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donc : 
ßj= ΣΑ(ί,η-1)2βη 

η 
= YjA{-i,n-j-i)2 P„ par (A.2) 

n 
= ßi+j 
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