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Exposé I V 

R E P R É S E N T A T I O N S p - A D I Q U E S O R D I N A I R E S 

par Bernadette Perrin-Riou (avec un appendice par Luc Illusie) 

1. — Présentation 

1.1. — Soient k un corps parfait de caractéristique p , KQ un corps local 

complet de caractéristique 0 de corps résiduel fc, non ramifié sur Q p et K 

une extension finie de A ô totalement ramifiée sur Ko. On choisit une clôture 

algébrique K de K, une clôture algébrique k de k et on note GK le groupe 

de Galois de K/K. Soit IK le sous-groupe d'inertie de GK- On note a 

l'endomorphisme de Frobenius absolu sur KQ et sur k. On note Po le corps 

des fractions de W(k). 

Nous sommes intéressés ici dans un certain type de représentations p -

adiques de GK dites ordinaires et en leur description complète en termes de 

certains (9?, iV)-modules filtrés. Ces représentations p-adiques interviennent 

en géométrie algébrique. Bloch-Kato puis Hyodo ont en effet montré que sous 

certaines hypothèses sur la variété A , les représentations p-adiques données 

par la cohomologie étale de la variété X sont ordinaires (cf. l'appendice de 

L. Illusie). D'un autre point de vue, Greenberg [G89] a élaboré une théorie 

d'Iwasawa pour les représentations p-adiques ordinaires qui généralise celle 

déjà connue pour les variétés abéliennes ordinaires et pour le module de Tate 

cyclotomique. Nous n'en dirons pas plus ici dans ces deux directions. Tous les 

résultats du texte qui suit sont dus à J.-M. Fontaine. 

1.2. — Notons x le caractère cyclotomique, c'est-à-dire le caractère à valeurs 

dans Z * donnant l'action de GK sur les racines de l'unité d'ordre une puissance 

de p. Une représentation p-adique V de GK est dite ordinaire s'il existe une 

S. M. F. 
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3. PERRIN-RIOU 

filtration (Fil*V)i£i de V , décroissante exhaustive et séparée, par des sous-

espaces FillV stables par GK et telle que le groupe d'inertie IK agit sur 

FilîV/Fill+1V par x1- Remarquons que V est ordinaire si et seulement si sa 

restriction à IK est ordinaire. 

Pour la commodité du lecteur, nous reprenons quelques définitions tirées 

des exposés II et III de ce volume. Un (<£>, iV)-module filtré sur K est un A 0 -

espace vectoriel D muni d'un isomorphisme cr-linéaire (p, d'un endomorphisme 

N vérifiant 

N(p = ptpN 

et tel que le i f-espace vectoriel DK = K ®K0 D soit muni d'une filtration 

par des A-sous-espaces vectoriels (DK)1 qui soit décroissante, exhaustive et 

séparée. Les nombres de Hodge d'un (<p, 7V)-module filtré D de dimension 

finie sont les nombres de Hodge de la filtration 

hH(D,i) = dimiKM7(ZW+1 • 

Les nombres de Newton du (92, iV)-module filtré D sont ceux du cp-

isocristal sous-jacent, c'est-à-dire que si a = r/s est un rationnel et si D[a] 

est le sous-Ko -espace vectoriel de Po ®K0 D engendré par les x vérifiant 

msx = prx, on a 

hN(D,a) = dim K0 D[a)] 

Posons 

tN(D) = E d 
a h^(D,a) 

et 
tH(D) = E df 

i hH(D,i) 

Un (<p, iV)-module filtré D de dimension finie est dit faiblement admis­

sible si 

tN(D) = tH(D) 

et si pour tout sous-Ao-espace vectoriel D' de D stable par (p et par TV, on a 

tH(D') < tN(D') 

où D'K = K ® A 0 D' est muni de la filtration induite par celle de DK- Un 

®Q ®Q -module filtré est dit ordinaire s'il est faiblement admissible et si ses 
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EXPOSÉ TV : REPRÉSENTATIONS P-ADIQUES ORDINAIRES 

nombres de Hodge et de Newton coïncident. Une manière concrète de décrire 

un (cp iV)-module filtré ordinaire est la suivante. Posons D = P$ ®Kq D, 

D[r] = P0 ®Kq D[r]- Alors, = D(lD[r] est un Ko-sous-espace vectoriel de 

D dont la dimension est égale à h^{D, r) et qui est stable par (p : en effet, D 

est un P 0 -espace vectoriel muni d'une action naturelle de Gk et D[ r ] en est un 

sous-espace vectoriel dont on vérifie facilement qu'il est stable par Gk ; on en 

déduit par descente galoisienne [S68] qu'il provient d'un Ao~espace vectoriel 

qui est D^. On montrera en 2.6 que le ((p, iV)-module filtré D est ordinaire 

si et seulement si les nombres de Newton de D sont des entiers et si l'on a 

(i) DK = (DKy 
( 
' 

®Q ®Q 

j<i ) 
pour tout entier i. Cela signifie aussi qu il existe un reseau M de D, c 'est-a-

dire un sous-VF(k)-module libre de D de rang maximal, et une décomposition 

de M en somme directe 

M = ®mW 

telle que p *(p induise sur M[i] un automorphisme (cr-linéaire) et telle que, si 

M = ®mWcM = M [ 2 ' ] , on ait 

DK = (DKY 

( 
( 
( y<1 

M = ®mW ) . 
Il est clair que le ((p, iV)-module filtré D est ordinaire si et seulement si le 

(<p,N)- -module filtré P 0 ® Kq D déduit par extension des scalaires est ordinaire 

1.3. — On renvoie à l 'exposé II pour la définition des anneaux de périodes 

p-adiques BdR, Bcris et Bsi. Choisissons une valuation v de K à valeurs 

dans Q. Rappelons que Bst contient Bcris, est muni d'une action de GK, 

d'une structure de A 0 ~espace vectoriel, d'un endomorphisme (p a-linéaire 

commutant à l'action de Gft-, d'une filtration décroissante, d'une Bcris-

dérivation N telle que N(p = ptpN (Exp. II, 3.2). Il existe un élément t de 

Bcris engendrant Z p ( l ) tel que ipt = pt et un élément u de Bst tel que Bst 

est une algèbre de polynômes sur Bcris en u, N est alors la jB c r 2- 5-dérivation 
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tel que Nu = 1 et on a (pu = pu. Enfin, le choix d'un logarithme de K* 

prolongeant le logarithme usuel permet de definir un plongement 

K ®Ko Bst BdR 

(Exp. II, 4.2.4). On note encore u l'image de u dans BdR. 

1.4. — Si V est une représentation p-adique, on pose 

d:av) = HomQp (V,Bst)G". 

Le Kn-espace vectoriel D*Qi(V) est muni d'une structure naturelle de (<P,NY 

module filtré induite par celle de Bst et on a dim© V > dimK0 DUV). Si L 

est un (cp iV)-module filtré, on pose 

v*st (D) = bvM = ®mWM = ®mW t.q. <px = x, Nx — 0, 

i ® x e (K ®Ko Homjf0 (D,Bst))0} 

(le A-espace vectoriel K®KQ HomA-0 ( D , Bst) est muni de la filtration naturelle 

(K ®K0 HomK0(D,Bs t )y ) . C'est aussi le Qp-espace vectoriel des homomor­

phismes de D dans Bsi dans la catégorie des ((p, 7V)-modules filtrés. Le groupe 

de Galois GK agit sur V_*t(D) et cette action en fait une représentation p-

adique de GK-

Une représentation p-adique V est dite semi—stable si 

dim® V = dimKo mt(v) 

Le (<p, AH-module filtré D est dit admissible s'il existe une représentation 

p-adique semi-stable V telle que D = D*st(V). 

Dn pose de même M = ®mW cvc HOITLQ (V, Bcris)GK. C'est un (^-module 

filtré (N = 0) . La représentation p-adique V est dite cristalline si 

dmiQp V = dimKo M = ®mW 

Le (^-module filtré D est dit admissible s'il existe une représentation p -

adique cristalline V telle que D = D*cris(V). Une représentation p-adique 

cristalline (resp. un (^-module filtré admissible) est semi-stable (resp. un 

(<p,N )-module filtré admissible). 
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EXPOSÉ TV : REPRÉSENTATIONS P-ADIQUES ORDINAIRES 

1.5. T H É O R È M E . — Supposons que K est une extension finie de Qp. Il existe 

une anti-équivalence de catégories entre la catégorie des représentations p-

adiques ordinaires de dimension finie de Gk et 'a catégorie des (<£>, i V ) -

modules filtrés ordinaires de dimension finie donnée par 

D = Dit (v° V = V*st(D). 

En particulier, toute représentation p-adique (resp. ((p, iV)-module filtré) 

ordinaire de dimension finie est semi-stable (resp. admissible). 

Nous démontrons dans le paragraphe 2 que tout (ip, iV)-module filtré 

ordinaire est admissible et ceci sans restriction sur le corps K. Dans le 

paragraphe 3, nous étudions les extensions semi-stables de Qp par Qp(j) 

pour tout entier j lorsque K est une extension finie de Qp et de Qp par 

Qp( l ) sans restriction sur K. Dans le paragraphe 4, nous démontrons que 

toute représentation p-adique ordinaire est semi-stable. 

2. — ((p, 7V)-modules filtrés ordinaires 

2.1 . — Soit i G Z. Posons Qp(i) la représentation p-adique de dimension 

1 donnée par le caractère x% - Si V est une représentation p-adique, on pose 

V{i) = V ® Q P Qp(i). On note Ko[i] le (9?,iV)-module filtré donné par Ko, 

<p(l) = p{ • 1, (KoWkY = Ko\i], (Ko^kY*1 = 0. Si D est un (v>,7V)-module 

filtré, on pose D[i] = D®Ko[i] où le produit tensoriel est pris dans la catégorie 

des ((p, 7V)-modules filtrés. 

2.2. L E M M E . — Si V est une représentation p-adique, V est semi-stable si 

et seulement si V(i) est semi-stable. Si D est un (tp, N)-module filtré, D est 

admissible si et seulement si D[i] est admissible. On a de plus 

mt(v(i)) =mt(v)[(\ et Ylt(D[{\) = rst(D)(i). 

Demonstration. Les deux premieres affirmations sont claires : on a 

* e viri* (D\i\) <=ï x e Horn (D\i],Bcrisf et (px = x 

et on écrit x = t ly avec y G Hom(Z), Bcris)° et (py = pxy. On montre de 

même l'autre égalité. 
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2.3. — Regardons d'abord le cas particulier facile et bien connu où D a un 

seul nombre de Hodge non nul (voir Exp. III, 5.4.1). La propriété N(p = p<pN 

implique que N est nul. 

L E M M E . — Soit D un (p-module filtré tel que (DK)* = DK et (DK)I+1 = 0. 

Alors D est faiblement admissible si et seulement s'il existe un réseau de D sur 

lequel p~l(p agit comme un automorphisme. Il est alors admissible et Vinertie 

IK agit sur V*RIS(D) par x1- Réciproquement, si V est une représentation p-

adique sur laquelle IK agit comme x\ alors dim/r0 D*crjs(y) = dimq V et 

D.:ris(vyR dd LTrriÂV) K, LTr.ris (V) dfdf 
K = 0. 

Démonstration. On se ramène par twist au cas où i = 0. Dire que D est 

faiblement admissible est équivalent à dire que D a u n seul nombre de Newton 

non nul hj\r(D,0). Il existe donc une base d i , . . . , d r de D et des éléments 

ai,... ,a<2 de W(k) tels que 

(f(aj ® dj) = cij ®dj ( j = l , . . . , d ) . 

On en déduit facilement que (p est un isomorphisme du sous-VTfA;)-module 

de D engendré par d i , . . . ,dr. 

Calculons V_lris(D) ; on a 

M = ®mWM = ® 4=̂ > x e UomKo(D, Bcris)° et (fx = x . 

Il existe une base {di,... ,d r j de D telle que 

<p-l)(dk) = 
r 

E 
3 = 1 

a kj dj 

où la matrice A = ((ahi)) appartient à GL(W(k)). Les équations 

(<px)(dk) x(dk) 

se traduisent alors par 

r 

E 
j = l 

4M<dj)) = x[dk), 
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EXPOSÉ TV : REPRÉSENTATIONS P-ADIQUES ORDINAIRES 

c'est-à-dire si X = t(x(di),..., x(dr)) par AaX(T = X. On regarde alors 

l'équation B~1AaBa = 1 pour B G Mr(Fil0Bcris). Elle admet une solution 

dans Glr(Po) grâce à la nullité de H1(Pq/Kq,Glr(Po)) ([S68]) puisque la 

restriction de (p à Po est l'homomorphisme de Frobenius; deux solutions 

diffèrent d'une élément de G7r(Qp) . On en déduit que l'espace des solutions de 

B~1A<TBa = 1 est un Qp-espace vectoriel de dimension r et que si x G 

V^CRIS(D), les valeurs de x appartiennent à Po. Il est alors clair que, si r G Ik, 

r(x) = x, ce qu'il fallait démontrer. 

2.4. L E M M E (Exp. I l l , 4.4.4). — Soit une suite exacte de ((p, N)-modules filtrés 

0 — > Di —>D —>D2 —>0 

dont deux d'entre eux sont faiblement admissibles, alors le troisième l'est 

aussi. 

2.5. L E M M E . — Soit D un ((p, N)-module filtré ordinaire et soit r le plus grand 

entier tel que DRK = Dk- Alors est un sous-objet de D dans la catégorie 

des (cp, N)-modules filtrés. Il est ordinaire. Le quotient de D par Dr est un 

(<p,N)- -module filtré ordinaire. 

Démonstration. Par hypothèse, les polygones de Hodge et de Newton de D 

sont égaux. En particulier, les nombres de Newton de D sont des entiers et 

on a 

dimA:0 £>M = dimA- [DK)R - dim* (DK)R+1. 

L'endomorphisme (p de D laisse stable le A"0~espace vectoriel D^R\ l'endomor-

phisme N est nécessairement nul sur D^R\ En effet la propriété p(pN = N<p 

implique que l'image de Dre par N est contenue dans D^R~^ et D^R~^ est 

nul. Montrons que 

DK D iH-l 
sd 

© ( £ > [ r ] k 

Supposons que cela n'est pas vrai; Z)'rl est un sovls-Kq-espace vectoriel de 

D stable par (p et par N ; lorsqu'on munit (D^)k de la filtration induite par 
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3. PERRIN-RIOU 

celle de Z), on a 

hN(D[r],r) hN(D[r],r) hN(D[r],r)hN(D[r = 0 pour tout j > 0 , 

xcw (DW,r + j) > o pour un j > 0 . 

On en déduit que 

hN(D[r],r)hN(D[r],r) D[r] 
b vE 

bvb 

(i-r)hH(D^,i)>tN(Dr) = r dimKo hN(D[ 

ce qui contredit l'hypothèse de faible admissibilité de D. 

La filtration de (D^)K induite par celle de DK en fait un (<p,N)-

module filtré faiblement admissible et le quotient est un (<p5 iV)-module filtré 

faiblement admissible. Il est clair alors que les nombres de Hodge et de Newton 

de Z>M (resp. de D/D^) sont égaux, c'est-à-dire que Z}H et D/D^ sont 

ordinaires. 

2.6. — Montrons que le (9?, 7V)-module filtré D est ordinaire si et seulement 

si les nombres de Newton de D sont des entiers et si l'on a 

(i) DK = (DK) ( 
3<t 

¹DK = (DK 

pour tout entier i. Soit D un (</?, 7V)-module filtré ordinaire. Les nombres de 

Newton de D sont des entiers et on montre facilement par récurrence à l'aide 

de 2.5 que l'on a (1) pour tout entier i. Réciproquement, l'égalité (1) implique 

que les nombres de Hodge et de Newton de D sont égaux. En particulier, on 

a tiï(D) = tji(D). Si D' est un sous-espace vectoriel de D stable par (p et iV, 

on a une injection de (D'W)K dans D3K/D3jfl. La filtration de D'K étant la 

filtration induite par celle de D1on en déduit facilement que les nombres de 

Newton de D' sont inférieurs ou égaux aux nombres de Hodge de D' et donc 

que tjsf(D') < tn(D'), ce qui montre que D est faiblement admissible. 

2.7. — Notons Ext1MFGT(D,BST) le Jvo-espace vectoriel des classes d'isomor-

phismes d'extensions de ((p, N)-modules filtrés de D par BSI. 
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L E M M E . — 

i) On a Ext]^F (K0[i],Bst) = 0 pour tout i. 

ii) Si D est un (cp, N)-module filtré faiblement admissible ayant un 

seul nombre de Hodge non nul, toute extension de (ip,N) -modules filtrés de 

D par Bsi est scindée, i.e. 

Ext MFST D,Bst) = 0. 

Démonstration. Remarquons d'abord que (ii) se déduit facilement de (i) 

(nullité de H1(Po/Ko,GLd(W(k)))). Pour (i), on se ramène par twist au cas 

où i = 0. On a besoin des propriétés suivantes de Bst et Bcris : 

a) l'application (p - 1 : Bst — > Bst est surjective; 

b) l'application N hN(D[r],r)hN hN(D[r],r) est surjective; 

c) l'application <p-l: Fil0Bcris • Bcris est surjective. 

Pour (b ) , on écrit a G (Bst) (p=p 1 sous la torme a = sds 
n > 0 

anun; les an vérifient 

pn+1(pan <x cwc Alors, /3 = E 
n > 0 

anun+1/(n + 1) appartient à (BstT=l et 

vérifie N(3 = a. L'assertion (c) est démontrée dans Exp. II, théorème 5 . 3 . 7 . 

Pour (a), on remarque que (c) implique que pour tout entier n, l'application 

(pncp - 1) : Bcris -+ Bcris est surjective. On en déduit (a) en remarquant que 

xhN(D[r],) xc E 
n > 0 

ynUn 
xc 
xc xx y . 

n > 0 

(pn(p - l)anun . 

Soit X une extension de ((p, 7V)-modules filtrés de K0 par Bst- Montrons 

qu'elle est scindée. Soit 1 un relèvement dans A de 1 G KQ. D'après (a), il 

existe a G Bst tel que 

(ip - l)a = hN(D[r],r) Bst • 

Posons 1^ = 1 - a. C'est un relèvement de 1 dans X tel que v?(l<^) = 1^ et 

X est scindée en tant que Ko[<p]-module. Soit /3 = N(1^). C'est un élément 

de Bst vérifiant pcpfi = ¡3. D'après (b) , il existe 7 G B st tel que 9?7 = 7 , 
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Nj = (3. Donc, \<p,N — l<p~7 est un relèvement de 1 vérifiant (p(l^^) = l^ jv , 

N(1^^) = 0, c'est-à-dire que X est scindée en tant que Ko[p, A^]-modules. 

La filtration de XK est alors donnée par un élément 6 de K ®K0 Bst tel que 

lip,N + 6 appartienne à (XK)°. Comme K®Ko BST C FU°(K®K0 BST) + Bcris, 

on peut supposer que 6 G Bcris. Pour montrer que X est scindé en tant que 

(cp, N) -module filtré, il suffit de démontrer qu'il existe e G FirBcris tel que 

<p(6 + e) = 6 + e, ou encore tel que ((p — l)e = ((p — 1)6, ce qui se déduit de ( c ) . 

2.8. — Soit D un ((p, AO-module filtré. Notons 

0D'-Bai ®Qp Vst(D) wf Bst ®K0 D 

l'application canonique (Exp. III, 5.3), où V_si(D) sd H o m G / ^ (V:t(D),Qp). 

L E M M E . — Le (<p,N)-module filtré D est admissible si et seulement si (3D 

est invective et si d im# 0 D = dim<Qp V^st(D) = dim<Qp V_lt(D). 

Démonstration. Le ((p, iV)-module filtré D est admissible si et seulement 

si (3D est un isomorphisme (Exp. III, 5.3.6), ce qui est encore équivalent à 

ce que l'application (3'D déduite de /3D par passage au corps des fractions de 

Bst est un isomorphisme. Cela se démontre comme 3.5.2 dans [F79] (on peut 

se ramener d'abord au cas de dimension 1 car une puissance extérieure de 

((p,iV)-module filtré faiblement admissible est faiblement admissible; D est 

alors admissible et si d est un générateur de D, il existe un élément a de 

P0 et un entier i tel que at1 ® d soit un générateur de V_*st(D)', comme at1  

est inversible dans Bst, cela termine la démonstration). On en déduit que le 

((p, iV)-module filtré D est admissible si et seulement si (3D est injective et si 

d i m Q p Bst ® Q p Z f i t ' (D) = àimKo D. 

2.9. L E M M E . — Si D est un (<p,N)-module filtré ordinaire, (3D est injective. 

Remarque : on peut démontrer que l'application (3D est injective pour 

tout ((p, iV)-module filtré faiblement admissible D. 

Démonstration. Si 0 —» Dx —> D2 —• D3 —• 0 est une extension de ((p, N)-

modules filtrés faiblement admissibles tels que les applications canoniques /3/^ 

sont injectives pour i = 1 et 3, alors, (3D2 est injective. Par récurrence sur la 

dimension du (<p, iV)-module filtré D ordinaire, on en déduit le lemme. 
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2.10. LEMME. — Soit 0 Di -+ D2 -+ D3 -> 0 une extension de ((p,N)-

modules filtrés faiblement admissibles. On suppose que D\ est admissible et 

que D% n'a qu'un seul nombre de Hodge non nul. Alors, D2 est admissible. 

Remarquons que le lemme est encore vrai si on échange les rôles de D\ et 

Ds en prenant la suite exacte duale. 

Démonstration. Appliquons le foncteur V_*st à la suite exacte. On obtient la 

suite exacte de représentations p-adiques 

0 — VUDs) — Y_:t(D2) — Y_:t(D2)- E x t ì , F „ (D3, Bst). 

Grâce au lemme 2.7, E x t ^ F s t ( I ? 3 , 2 ? 5 * ) est nul. L'admissibilité de Ds et de 

D\ implique les égalités 

d i m Q p V_*st(Di) = dimKo Di pour i = 1 et 3 

et on a donc la même égalité pour i = 2 grâce à l'exactitude de la suite 

précédente. D'où l'admissibilité de D2. 

2.11. — Soit maintenant D un 7V)-module filtré ordinaire. Par récurrence 

sur le cardinal des pentes de Hodge non nulles de D et en utilisant les lemmes 

précédents, on démontre facilement que V?8i(D) est une représentation p-

adique ordinaire semi-stable. On obtient une filtration FiPV de V = V_*si(D) 

stable par GK par 

FiPV = Vs*t [D 
j<i 

— Y_:t(D2) 

et le quotient FillV/Fill~lV est isomorphe à — Y_:t(D2) 

3. — Extensions galoisiennes de V\ par V2(i) 

3.1. — Dans tout ce qui suit, V\ et V2 sont deux représentations p-adiques 

non ramifiées de GK et V une représentation p-adique de GK, extension de 

V2(j) Par VUi). 

Soient A = D^t(Vi) et D2 = D*st{V2) les (y>,iV)-modules filtrés admissi­

bles associés. Lorsque i < j , on a E x t ^ F (Di[i],D2\j]) — 0 : en effet, tout 
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(<£>, iV)-module filtré extension de D\[i] par D2[j] est une extension triviale. Un 

tel objet D est scindé en tant que /^ [^-module . On a d'une part — Y_:t(D2)= 0, 

donc DJ

K = D2\J)K et DJ

K fl Di[ï\K = {0}, d'autre part D{

K = DK, donc 

DL

K fl D\[Ï\K = DI[I\K. Enfin, N est nécessairement nul sur Di[i] (à cause 

de la relation N(p = ptpN). Donc, D\{i] muni de la filtration induite est un 

sous-(<y9, iV)-module filtré de D et D est scindé en tant que (y>, iV)-module 

filtré. Il n'y a donc pas de représentation cristalline, extension non triviale de 

V2(j) par Vi(t). 

Lorsque i > j' + 1, toute extension de (<£>, A r)-modules filtrés D de D\ [i] par 

D2[j] est admissible et V = D*st(D) est une représentation p-adique ordinaire 

semi-stable extension de V2(j) par V\{i) (par exemple, lemme 2.10). On en 

déduit une application linéaire injective de Q p-espaces vectoriels 

$ij : Ext)» F(D^DtW) —> Extl

GJV2(j), Vi(*)) 

PROPOSITION. — Supposons que k est fini1. Soient V\ et V2 deux représen­

tations p~adiques non ramifiées. Soit V une représentation p-adique de GK, 

extension de V2(j) par V\(i). Si i > j + 2, la représentation p-adique V est 

cristalline. Si i = j + \, la représentation p-adique V est semi-stable. 

La proposition signifie donc que si i > j + 1, &ij est un isomorphisme et 

que si de plus i > j + 2, Extl

M ^(Dili], D2\j]) et Extl

MF(Di[i],D2[j]) sont 

égaux. En tordant la représentation V par \ 3 , on se ramène au cas où j = 0, 

ce que nous supposons maintenant. On notera alors 

: Ext\tMFJD>[i],D2) -Exth^(V2,V1(i)). 

La démonstration consiste à calculer les dimensions de ces deux Q p-espaces 

vectoriels (3.2. 3.3. 3.4). Le cas i = j + 1 se déduit de 3.5. 

3 . 2 . — On note d\ (resp. <7_>) lu dimension dr la représentation V\ (resp. V2). 

^ Depuis, il est montré <lritis [T] que lu proposit ion <"st encore v r- : « i < ' si A est l'extension «1<* A () 

obtenue «MI ni joti t riut les liiciiMs p" i-fMiM's (!<• I" 11 n i t * ' Srins hypothse de finitude sur A (). 
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LEMME. — Supposons i > 0. Les classes d'isomorphismes des extensions de 

(p-modules filtrés faiblement admissibles de Di[i] par D2 forment un espace 

vectoriel sur K de dimension d\d2. 

Démonstration. Tout Ko[<^]-module D extension de D\[i] par D2 est scindé. 

Il existe donc une base de D sur W 

{e , - ( l ) , E J (2) pour i = l,...,d1?j = l , . . . , d 2 } 

telle que l'action de ip sur cette base soit donnée par 

<p(ek(l)) =pl 

di 

j=i 

bkj(l)ej(l) 

<p(ek(2)) = 
d2 

j = l 
bk3{2)e3{2) 

où les matrices ((bij(£))) pour £ = 1 et 2 appartiennent à Gldt(W). Un <p-

module filtré faiblement admissible est alors caractérisé par la donnée d'un 

if-sous-espace vectoriel {DK)% de DK de dimension di dont l'image dans 

{DI[I\)K par la projection est (DI[Ï\)K. Un tel sous-espace est entièrement 

caractérisé par la donnée d'une base du type 

bk3{2)e3{2 
d2 

k=l 
bk3{2)e3{2 

pour j =l,...,d1 .On en déduit que Ex t 1

M F (D 1 [z], D2) est un K-espace 

vectoriel de dimension d\d2. 

3 .3 . LEMME. — i) On a un isomorphisme canonique de Dp-espaces vectoriels 

E x t ^ ( F 2 , V i ( 0 ) = H'i(GK^HomQ^V^i))) 

ii) Si i ± 0 , 1,(GK^H Homn„(V2,Vi(t))) est un Qp-espace vectoriel de 

dimension [A' :Q p ]did 2 . 
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Démonstration. Choisissons L\ (resp. L2) un réseau de V\ (resp. V2) stable 

par GK- On a 

Ext^(L2/p
BL2, (Li/pnL1)(i)) = H1(GK,RomZp(L2/p

nL2,(L1/p
nL1)(i)). 

En passant à la limite projective sur n, on en déduit (i). 

Posons C = Homz (L2jLi(i)) et Cn = homz,(L 2/p
nL 2,(L 1/p

nL 1)(i)). 

En tant que représentation galoisienne, C est isomorphe à Ls(i) où L3 est 

une représentation non ramifiée. On commence par calculer la caractéristique 

d'Euler-Poincaré de Cn [Mi86] 

2 

DGF 

(-iy oidp(H'(GK,Cn)) = -[K : Q„]did 2n. 

On calcule d'autre part f P ( G # , C n ) pour jf = 0 et 2 : lorsque i ^ 0, 

H°(GK,CN) est d'ordre borné par rapport à n; si Kn = K(fipn) où / / p n 

est le groupe des racines p n-ièmes de l'unité, la flèche de restriction 

H2(GK,Cn) —» # 2 (G f /<-„ ,C ' n )
G a l ( A ' " / A ' ) 

est à noyau et conoyau bornés par rapport à n. On a ensuite 

0 —> H1(GK,C)/pnH1(GK,C) —> H\GK,Cn) —. H2(GK,C) = 0. 

(-iy oidp(H'(GK,Cn)) = 

(théorie du groupe de Brauer, on peut aussi utiliser les théorèmes de dualité 

locale). Pour i ^ 1, H2(GK,CN) est donc d'ordre borné par rapport à n. On 

en déduit que pour i ^ 0 et i ^ 1 et pour n assez grand, 

(-iy oidp(H'(GK,Cn)) = -[K : Q„]did2n. 

ou c est une constante et que H2{GK,C) est nul. On a la suite exacte de 

Zp-modules 

0 —> H1(GK,C)/pnH1(GK,C) —>H\GK,Cn)—.ssss H2(GK,C) = 0. 

198 



EXPOSÉ IV : REPRÉSENTATIONS P-ADIQUES ORDINAIRES 

Comme H1(GR.)C) est un Z p-module de type fini, on en déduit que 
Q P ®TLPH\GK,C) est un Qp-espace vectoriel de dimension [К : Qpjdidz. 

3.4. — Lorsque K est une extension finie de Q p et i > 1, les deux Q p -
espaces vectoriels Ext1

MF(Di[i],D2) et Ext1

Dj<(V2, V\{i)) sont de dimension 
did2[K : Q p ] , L'homomorphisme injectif de Q p-espaces vectoriels <ï>2 de 

Ext1

MF(Di[i],D2) dans ExtQK(V2,Vi(i)) est donc un isomorphisme. 

Nous allons maintenant décrire explicitement l'application 

Q1: Ext1

MFKo[I],Ko) —> E x t ^ ( Q p , Q p ( 0 ) 

sans hypothèse de finitude sur k. 
Soit D\ le (f-module filtré muni d'une base {eo,ei} telle que 

(pe0 = e 0 , (pei = p е,-

et telle que la droite (D\YK soit engendrée par ег- — Лео avec Л G К. Calculons 
V_lris(D\). Il s'agit donc de trouver tous les A"0-homomorphismes / de D\ 
dans Bcris tels que 

¥>(/(e0)) = / ( e 0 ) , *>№«•))= PVfc) 

f ( e i - Ле0) G Л Г Д ю , / ( e 0 ) G 2 ^ 7 ° , 

Une première solution est donnée par 

Л Ы = 0, fi(ei) = f 

Une deuxième solution est donnée par 

/ 2 ( е 0 ) = 1, / 2 (е ,) = Л + А 

où Л vérifie 

Л € FiïBdR, Л + Л e S c ™ et <̂ (Л + A) - рг'(Л + Л), 
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(l'existence d'un tel A se déduit de 2.7, c). Le Q p-espace vectoriel engendré 

par fi et / 2 est muni d'une action de GK donnée par 

g(h) = x\g)fi 

9(f2) = f2 + t-i(gA-A)f1 

(il est facile de vérifier que t l(gA — A) appartient à Q p : on a en effet 

gk - A = g(A + A) - (A + A) G FirBcris 

<p(gA-A)=p>(gA-A), 

ce qui implique que g A — A appartient à Qpï1). La représentation p-adique 

obtenue est une extension de Qp par Qp(z) dont l'image par <ï>2 dans 

H1(GR^ Q p ( 0 ) es^ ̂ a classe du cocycle g 1—> t~l(gA — A). 

Remarque : la connaissance de A implique celle de À ; par exemple, si À 

est dans A q , on a cpnA = pM(A + À) — anÀ, donc si aa laisse fixe A"0, on a 

A = - lim n_^ 0 0 (panA. 

3.5. — Le cas i = 1 se traite sans hypothèse sur ce qui permet de supposer 

que V\ = V2 = Q p . Nous allons comme en 3.4 construire explicitement 

l'application 

: E x t ^ C ^ o t l ] , / ^ ) —• E x t ^ ( Q p , Q p ( l ) ) . 

Par la théorie de Kummer, H1 (GK, Z P ( 1 ) ) est canoniquement isomorphe à 

]imK*/K*p . On en déduit que l'on a un isomorphisme 

RK: H1(GK, Qp(1)) - KxQp 

a: 1—» (logpx,v(x)). 

(rappelons que l'on a choisi une valuation v de K à valeurs dans Q et un 

prolongement log p du logarithme p-adique à A^). Cet isomorphisme dépend 

du choix du logarithme et de la valuation choisis. 
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Décrivons maintenant un (9?, iV)-module filtré D extension de Ko[l] par 

Ko. On fixe une base e 0 , e\ de D vérifiant 

<peo = e0 , (pei = pe i . 

La relation N(p = p(piV implique que Ne\ = a e 0 , Neo = 0 avec a G Q p . La 

filtration est déterminée par une droite K(e\ — Ae0) avec À G K. On en déduit 

facilement que Ton a un isomorphisme 

LK : Ext^^(/ i" 0 [ l ] , / i 'o) * K x Q p 

£ > i — • ( A , a ) . 

On note -D(A,a) l'image réciproque de (A, a) . 

PROPOSITION. — L'application 

q1: E x t 1

M F a t ( K O [ l ] , Jfo) —» H1(GK,QP(1))) 

est un isomorphisme et on a le diagramme commutatif suivant 

E x t ^ ^ ^ o W ^ v o ) 

LK 

KxQp 

^ ( G a ' , Q P ( 1 ) ) 

RK 

K x Q p . 

En particulier, l'image de Extx

MFst(Ko[l], Ko) est égal à Q p ®z p UK si UK 

est le groupe des unités de K congrues à 1 modulo Vidéal maximal. 

Démonstration. Nous allons ici construire explicitement l'application réci­

proque de $ 1 . Soit x ( n ) élément de Kx et soit x(n) une suite d'éléments 

de Oj-r vérifiant x ( n ) p = ( n - 1 ) x ( 0 ) = x Alors (x^)n est un élément de 

R (Exp. II, 1.2.2 et 1.3.1) et donc par l'application de Teichmuller définit 

un élément [ ( ^ n ) ) n ] de W(R). Si x est une unité de K, le logarithme de 

[(#(n))] existe dans Acris = WDP(R); en particulier, si x = 1 et x^ = (n, 
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on a t = log([(£n)]) ; dans le cas général, on définit le logarithme de [ ( a^ ) ] 

dans K®Ko Bst plongé dans BdR par \dR([(x(n))]) = log([(x^)]/x)+ l o g ( x ) 

(Exp. III, 4.2.2). Notons abusivement LOG(x) = \dR([(x(n))]) qui n'est bien 

défini qu'à un élément de ïpt près. Les propriétés suivantes (dans K®KQ Bst) 

sont faciles à vérifier : 

^ ( L O G ( r r ) ) = pLOG(x), 7V(LOG(x)) = v(x) (Exp. II, 3.2.2) 

L O G ^ - l o g ^ E F z / 1 ^ . 

De plus, comme gx — x pour g G G K, on a 

<7(LOG(z)) - L O G ( x ) = log(</[(x(»))]/[(x<n))]) = log[ ö(x( B))/x<")] = a 9 G Z p ( l ) 

où ag est un cocycle à valeurs dans Zp(l) dont la classe dans H1(GK, Qp(l)) 

est x. Montrons que V*(-D(i0g(a;),ordp(a;))) est isomorphe à y en tant qu'exten­

sion de Qp par Qp(l). Un élément / de Z * ( - ö ( i o g ( x ) , o r d p ( x ) ) ) est un K0~ 

homomorphisme de -O ( i0g(x) ,ordp(x)) dans Bsi vérifiant 

( f( /( e o)) = f ( e 0 ) , Y(f(e1)) = pf (e1) , 

JV(/(e0)) = 0, iV(/(ei)) = v(x)f(e0), f(el)-log(x)f(e0) E Fil BdR. 

Une première solution est fi(ei) = t, fiieo) = 0 ; une deuxième solution 

indépendante est donnée par 

/ 2 ( eo ) = l , / 2 ( e i ) = LOG(x). 

Le Qp-espace vectoriel W engendré par / i et f2 est muni d'une action de 

Galois et est naturellement une extension de Q p par Q p ( l ) . Le cocycle associé 

dans H1(GK,QP(1)) est alors g \—> g(LOG(x)) — LOG(:r) = ag. Les classes 

de W et de y dans H1 (GK,Qp(1)) sont donc égales. 

Nous avons pris x £ K ; le cas général s'en déduit facilement par continuité 

et tensorisation par Q p . Ce qui termine la démonstration des propositions 3.1 

et 3.5. 
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4. — Fin de la démonstration 

4.1. — On utilise maintenant la proposition 3.1 pour montrer que toute 

représentation p-adique ordinaire est semi-stable. On raisonne par récurrence 

sur le nombre r(V) des quotients FillV/Filî+1V qui sont non triviaux. 

Supposons qu'il y en a au moins 3. On a donc une suite exacte de GK~modules 

0 — > V 2 ^ V —+V5—+ 0 

où Vs(—j) est une représentation p-adique non ramifiée pour un entier j tel 

que les pentes de Hodge de V2 soient strictement supérieures à j : on a donc 

r(y2) = r(V) — 1. Comme r(V2) est encore supérieur ou égal à 2, on peut de 

nouveau écrire une suite exacte de G^—modules 

0 —• Vi —• V2 —• V3 —• 0 

où Vs(—i) est une représentation p-adique non ramifiée pour un entier i tel que 

les pentes de Hodge de V\ soient strictement supérieures à i. Avec V4 = V/V\, 

on a donc un diagramme commutatif et exact de G /^-modules 

(*) 

0 0 

Vi = Vi 

0 —> v2 —* V —* v s —> 0 

0 —f v3 — v4 —» v5 —» 0 

0 0 

De plus, les V, sont des représentations ordinaires telles que r(Vï) < r(V) ; 

par hypothèse de récurrence, elles sont donc semi-stables. 
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Nous allons maintenant montrer qu'il existe une représentation p-adique 

V1 semi-stable rendant le diagramme (*) commutatif et exact (avec V à la 

place de V). Pour cela, on passe aux (<p, 7V)-modules filtrés en appliquant le 

foncteur Dst (avec Dst(V) = H O I Ï I M F S 1 ( ^ ( ^ ) , ^ O ) ) aux suites exactes de 

représentations semi-stables 

0 —• Vi —• V2 —> V3 —• 0 

O ^ V z — t V i - ^ V s — ï O . 0 

A cause de la semi-stabilité, les suites restent exactes. En posant D{ = 

D_si{Vi), on a donc les suites exactes de AQ-modules filtrés admissibles 

0 —> Dx —> D2 —> D3 —> 0 

0 —> D3 —• DA —> D5 —• 0. 

4.2. LEMME. — Il existe un ((p, N)-module filtré admissible rendant commu­

tatif et exact le diagramme suivant 

(**) 

0 0 

D1 = D1 

0 —> D2 —• D —> D5 —> 0 

0 —> D3 —> DA —> D5 —> 0 

0 0 
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Démonstration. Remarquons qu'il suffit de construire un (</?, iV)-module 

filtré D rendant commutatif et exact le diagramme précédent. En effet, D 

sera alors faiblement admissible car D2 et D 5 le sont (lemme 2.4) et même 

admissible car D2 et Ds le sont et Ds a une seule pente de Hodge non nulle 

(lemme 2.10). 

Les pentes de Hodge de Ds étant différentes de celles de D3, on peut scinder 

la suite exacte de KQ [^-modules 

0 —> D3 —• L>4 —> D5 —• 0. 

On considère donc un tel scindage D4 = D3 0 Ds avec <pD3 C D3 et 

(pD$ C -D5. La filtration de D±K est alors déterminée à partir de celles de 

A3 A' et de DSK par un homomorphisme de if-espaces vectoriels / de DSK 

dans D*K : 

(D4Ky)= (D3K)({(f(d),d) pour dE (D5K)}. 

Soit u un homomorphisme de D3 dans D2 qui est un scindage de la suite 

exacte 

0 —Y D1 —> D2 —> D3 —• 0. 

Posons / = / o u. Alors le 7i"o~espace vectoriel D = D2 0 Ds est muni d'un 

endomorphisme cr-linéaire induisant ceux de D2 et de Ds et si l'on munit D K 

de la filtration 

(DK)
i=(D2K)

i®{(f(d),d) pour d e ( £ > 5 A - n , 

le diagramme (**) est commutatif et formé de suites exactes de (^-modules 

filtrés. Il reste à construire N. La restriction de N à Ds s'écrit N3 0 N5 où Ni 

est un endomorphisme de D$ dans Di. On a alors pour x G Ds 

p<pN(x) = p(pN3(x) +p(pNs(x) 

= Nip(x) = N3(ipx) + Ns(tpx) 

car (pDs C Ds> Comme cp préserve aussi D 3 , on en déduit que pour x £ Ds 

p(pN3(x) = N3((px) 

p(pNs(x) = Ns((px). 
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On considère alors l'endomorphisme de D défini sur D2 par l'opérateur iV de 

D2 et sur D5 par u o N3 © N5. Vérifions que pcpN = Ntp. Cela est vrai sur 

D2. Sur D5, on a 

p<^(u o N3 © iV5)(x) = pcpuNs(x) + p<pNb(x) = pu(pN3(x) + pcpN5(x) 

= uN3(p(x) + N$<p(x) = pN(p(x) 

car u commute avec cp. 

4.3. — De la suite exacte 

0 —> Vi —• V2 —• V3 — > 0 , 

on déduit la suite exacte 

Ext^CVs.Vi) —•Extk J f (V 5 ,V 2 ) — . E x t ^ ^ V s ) . 

Soit c(V) (resp. c(V')) la classe de l'extension V (resp. V) de V5 par V2 

dans Ext^ K (V5, V2). Par hypothèse, c(V) et c(V) ont la même image dans 

ExtGK(Vs, V3). On en déduit que c(V) — c(V) est l'image d'une extension V& 

de V5 par Vi. Par définition de la somme de deux extensions, on a donc une 

suite exacte 

0 — • — • V © V5 — • V — > 0 . 

Posons VF = y 7 © V5. Pour montrer que V est semi-stable, il suffit de montrer 

que 

dim Q p V- = dimA-o :D: t(V~) 

(on a toujours l'inégalité dimq p V > dimx0 D*st(V)). En appliquant le fonc-

teur D*st, on obtient la suite exacte 

0 — D*st(V) — D*st{W) —. ^ ( V O 

d'où l'inégalité 

dimA- 0 £S,(V) > dim*. D*st{W) - dim*. ^ ( V i ) 

= dimQp W — dimQ?) V\ = dimQp V. 

Donc, V est aussi semi-stable, ce qui termine la démonstration du théorème. 

Depuis l'exposé et la rédaction de ce texte, d'autres articles ont été écrits 

sur le sujet : citons principalement [Ne93]. 
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