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De nouvelles preuves
“automatiques” de transcendance

pour la fonction zéta de Carlitz

Valérie BERTHE

1 Introduction

Soit F, le corps a g éléments, g étant une puissance entiere strictement positive
de p premier. On note F,[z] 'anneau des polynémes a une indéterminée sur
F, et F (z) le corps des fractions rationnelles en . Le complété de F,(z) pour
la valuation (1/z)-adique, définie par v(E) = —d°E, est le corps F,((1/z))
des séries formelles de Laurent, c’est-a-dire

Fq((l/w))={ad:cd+...+a1a:+a0+a—;l+... ; an € Fg 1

En 1935, Carlitz a défini une fonction ¢, & valeurs dans Fy((1/z)), de la fagon
suivante:
¢((m) = 3 1/G™, m>1.
G € Fy[z] et G unitaire
La fonction ¢ de Carlitz est 1’analogue en caractéristique finie de la fonction
¢ de Riemann. Carlitz a ainsi établi dans [4] que, pour s divisible par (g — 1),
¢(s)/II* € Fy(x), avec

+00 ij J—
n= Jl;[o(]- 0 w)

Cette propriété est 1’équivalent du résultat d’Euler sur les valeurs paires de
la fonction ¢ de Riemann, & savoir ((2n)/7?" est rationnel pour n non nul.
Notons que le groupe des unités de F,[z] est F;, d’ordre ¢ — 1, alors que le
groupe multiplicatif de Z est de cardinal 2. Les congruences modulo 2 dans le
cas complexe sont remplacées ici par des congruences modulo g — 1.
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V. BERTHE

En 1941, Wade prouve dans [12] la transcendance de II sur F¢(z). On en
déduit la transcendance de ((s) pour s = 0 (¢—1), (valeurs “paires” de s). En
1986-87, Thakur établit dans [11] des résultats d’irrationalité pour 1 < s < ¢?
alors que Dammame montre l'irrationalité de {(s) pour 1 < s < ¢, ([7]).
En 1988, Dammame et Hellegouarch prouvent la transcendance de {(s) pour
1 < 5 < ¢? par la méthode de Wade, ([10]). Enfin, en 1989, Dammame établit
dans (8], voir aussi [9], la preuve de la transcendance de {(s) pour tout s.
Parallélement, Yu prouve en 1988, par une méthode utilisant les modules de
Drinfeld, que pour tout entier s non nul, {(s) est transcendant et pour tout
entier s non divisible par g —1, {(s)/II® est transcendant, (la preuve est parue
dans [13]).

Par ailleurs, en 1989, Allouche donne dans [2] une preuve “élémentaire”
de la transcendance de II , c’est-a-dire qui utilise le théoréme de Christol,
Kamae, Mendés France et Rauzy, (voir [5]), énoncé ci-dessous:

THEOREME 1 (Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy)
Soit (u(n)),eN une suite & valeurs dans Fy. Il y a équivalence entre les
trois conditions suivantes:

1) la série formelle Y u(n)z™" est algébrique sur Fy(z),
n>0
2) Vensemble E des sous-suites de la suite (u(n)),cN défini par

E={(u(g"n+7))pen; k>0; 0<r<g*-1}

est fini,
3) la suite (u(n)),cN est g-automatique.

Seule 1’équivalence entre les conditions 1 et 2 intervient dans nos preuves
de transcendance. La condition 3 montre le lien qui existe entre le critére
d’algébricité donné par la condition 2 et les automates. Rappelons, (voir [1]
ou [6]), qu’un g-automate est défini par la donnée de:

e un ensemble fini d’états S = {i = a1, ay,...,aq4}, dont on a privilégié un
élément 7, appelé état initial,

e g applications ou “fleches” de l’ensemble des états S dans lui-méme,
notées 0,1,...,q—1,

e une application ¢ de S dans un ensemble Y, dite fonction de sortie.

Une suite (u(n)),cN & valeurs dans Y est dite g-automatique si elle est en-
gendrée par un g-automate de la fagon suivante: considérons un entier n,
écrivons-le en base g en identifiant les chiffres de son développement aux ap-
plications 0, 1,...,g—1; en lisant les chiffres de n de droite & gauche, on obtient
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PREUVES "AUTOMATIQUES" DE TRANSCENDANCE

une application composée de S dans lui-méme. Soit ay I'image de 1’état initial
i par cette application, on pose alors: u(n) = ¢(ay).
Allouche étudie, en fait, le quotient a//II, avec

o= l];)(]_ - ——xqj_,_l).
J=

Notons que «a est algébrique sur Fy(z), il suffit de considérer of pour s’en
convaincre.

M’inspirant du résultat d’Allouche, je donne ici une preuve “automatique”
de la transcendance de ¢(s)/II* pour 1 < s < g— 2. Il est, en effet, intéressant
de multiplier {(s)/II* par a’. On obtient ainsi une expression simple des coef-
ficients du développement en série formelle de %ﬁ)a’ . L’étude des sous-suites
de la forme (u(¢*n + 1+ s(g+ @ + ...+ ¢*)))neN, avec (u(n))neN définie
par

%Za’ = n%:o u(n)z™™,

montre qu’il existe un nombre infini de telles suites. On déduit alors du
théoréme de Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy, les transcendances
de %l’;la‘ et de ((s)/II°, o étant algébrique sur Fy(z).

Je vais dans une premiére partie de cet article me restreindre au cas ol
s = 1, puis j'indiquerai comment généraliser la méthode employée au cas ol
s est dans l’intervalle [1,q — 2].

2 Preuve de la transcendance de ¢(1)/1I

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant:
THEOREME 2 Pour q # 2, {(1)/II est transcendant sur Fy(z).
Thakur a établi dans [11] que, pour 1 < s < g,

1
¢ —

Clo) =1+ E -0 [l ()"

On obtient alors:

%C(l) = % + z(—l)k(i_)q+...+q" jﬁl(l _ (%)q"—l).
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2.1 Quelques développements en série formelle

Pour appliquer le théoréme de Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy,
nous avons besoin du développement en série formelle de §¢(1). On remarque
que le produit

“+o00 1 i

II 1-(=)

j=k+1 T

intervient & la fois dans les expressions de §({(1) — 1) et de &, pour k = 0.

Considérons donc le développement en série formelle de

T a- )

j=k+1
On note que, si n s’écrit sous la forme
+o00 .
n= Y ¢€i(q"—1) avece; =0 oul,e; =0 pour ¢ assez grand,
i=k+1

une telle décomposition est unique.
Par conséquent, soit (az(n)),cN la suite définie par

too 1 71 -n
II A-(2)7) =2 a(n)z
j=k+1 T n>0
Si n s’écrit:
+o0 .
n= Y ¢€(q —1)avece; =0o0ul,e =0 pour ¢ assez grand,
t=k+1

alors ak(n) = (—1)2?=°:+1 ei,

sinon ax(n) = 0.
La proposition suivante correspond au cas ou k = 0:

PROPOSITION 1 Soit (a(n)),eN la suite définie par

«

==Y a(n)z™"
TP (n)
Sin s’écrit:
oo '
n= 3 €(qg" —1) avece; =0 ou 1,e; =0 pour i assez grand,
k=1

alors a(n) = (-1) = &,

sinon a(n) = 0.
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On a, en outre,
o = ke Lyghotet lin
261) - 1) = B (DG S am)G)"
k=1 n>0

Par conséquent,

-n=Sr T (Dak-(a+td).

n>0 T 1<k tq g+..+¢¥<n
Or on montre le lemme suivant:

LEMME 1 Si n s’écrit sous la forme
. +00 .
n=q+...+¢+ Y €(d-1)
j=i+1
aveci > 1,6, =0 ou 1,6; = 0 pour j assez grand,
une telle décomposition est unique.
On en déduit la proposition 2:

PROPOSITION 2 Soit (b(n)),eN la suite définie par

T =1) = % blma~

Ona
b(n) # 0 si et seulement si n s’écrit sous la forme
. too .
n=g+...+q+ 3 &(@-1),
j=i+l

aveci>1l,e; =0 oul, et e; =0 pour j assez grand.

2.2 Schéma de la preuve du théoréme 2
Soit (¢(n)),eN définie par
7¢W = S elna™
On a
(e(n)neN = (a(n))neN + (b(n))neN

Nous allons considérer les sous-suites (c(¢*n+1+g+...+g*!)),eN pour

k > 3 et démontrer la proposition suivante:
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PROPOSITION 3 Soit k > 3. Soit f(k) =¢*—1—(14+g+...+¢*!). L’indice
du premier terme non nul de la sous-suite (c(¢*n+1+q+...+ ¢ 1)) N est
n=q+q2+...+qf(’°).

Cette proposition résulte de deux lemmes concernant les sous-suites
(a(gd*n+1+g+...+¢" )N et (g n+1+g+...4+¢*?)),eN, énoncés
ci-dessous:

LEMME 2 Soit k > 2. Soit f(k) =¢* —1—(14+qg+...+4¢*!). L’indice du
premier terme non nul de la sous-suite (a(g*n + 1+ g+ ... + ¢ 1)) N est
n=q+¢+...+¢'®,

LEMME 3 Soit k > 3. Soit g(k) = ¢* —2 - (¢* + ...+ ¢*). L’indice du
premier terme non nul de la sous-suite (b(g*Fn + 14 g+ ...+ ¢* 1)) ,eN est
n=q+¢+...+¢®,

On a f(k) < g(k), Vk > 3. On rappelle, de plus, que la suite (¢(n)),cN est
définie comme la somme des suites (a(n)),N et (b(n)),cN- La proposition 3
résulte donc des lemmes 2 et 3.

Par ailleurs, si g # 2, la suite (f(k))r>3 est strictement croissante. Les sous-
suites (c(¢*n+1+4g+...+¢*?!)),eN different alors par I’indice de leur premier
terme non nul. Elles sont donc distinctes et 1’ensemble

{(c(g*n+1+g+...+ 6" ))nenN}

est infini. L’ensemble {(c(g*n + ))neN; k> 0; 0 < r < gF — 1} est, a plus
forte raison, infini. Selon le théoréme de Christol, Kamae, Mendés France et
Rauzy, on en déduit la transcendance de §¢(1) sur F (z) pour g # 2 et, par

conséquent, celle de C_%Ill, ce qui acheéve la preuve du théoreme 2.

2.3 Preuve du lemme 2

Nous donnons ici la preuve du lemme 2; on démontre le lemme 3 de maniére
analogue.
On pose (ax(n)),eN la suite définie par:

ar(n)=a(g*n+1+qg+...+¢*!) VneN.
Soit k > 2. Soit n € N tel que ag(n) # 0. Selon la proposition 1,

3 (¢5)jeN avec €; = 0 ou 1,¢; = 0 pour j assez grand, tels que
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k b1 +00 .
¢n+l+g+...+¢7 =Y el - 1),

c’est-a-dire

fn+ltgt...+¢ = ¥ @ -D+Xald-1).
Sk

+o00
On pose o = Z €. On a
j=1

Fn+l+g+...+d = ¥ ed+Yad-o.

Par conséquent,

M>1ltlques=AF+ ¥ (5-1)¢ -1

On en déduit que

n= (-—)\ + Sk) + Z Elql—k,
I>k et 21>k =8

avecS = o0— Y ¢
i<k

k-1 .
= A+ Zl(ej—l)q’— > e -1
J:

i<k

On vérifie réciproquement que si n s’écrit sous la forme (2), on a alors, selon

la proposition 1, ag(n) # 0.

Soit m(k) le plus petit m tel que ax(m) # 0, c’est-a-dire le plus petit m

pouvant s’écrire sous la forme (2). On vérifie que m(k) est obtenu pour

A=1
gg=0pour1<j<k-1
€k=1
e=1pourk+1<I<k+g¢" —1-(1+...4+¢7)
a=0pourl>k+¢" —1-(1+...+4¢?)

On a alors m(k) = g+...+¢/® avec f(k) =¢* =1 - (1+...4+¢*"!), ce qui

achéve la preuve du lemme 2.
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3 Preuve de la transcendance de ((s)/II°

THEOREME 3 Pour ¢ # 2 et 1 < s < q— 2, {(s)/II* est transcendant sur
Fy(z).

Nous nous contenterons ici d’esquisser la preuve de ce théoréme, qui est
faite sur le modéle de la preuve du théoréme 2. On peut en trouver une
démonstration détaillée dans [3]. On a vu que, pour 1 < s < g,

c(s)aa — 2: gy _1\ks l s(g+...+4%) 1 _ _]; ¢ -1\s
€ = F+ By T a-gry.

400 1.
Le produit ] (1 — (=)?~")* joue ici encore un réle déterminant. On a

j=k+1 T
ainsi la pl‘OpOSltlon sulvante:

PROPOSITION 4 Soit (A(n)),eN la suite définie par

a’ -n
W= > A(n)z™™.

n>0

Sin s’écrit
+00 A
n=> pi(¢ —1) avec p; € {0,1,...,s},u; =0 pour j assez grand,
i=1

o oo
alors A(n) = (—I)E;ﬂ“" II (s) modulo p,
i=1 \Hj

Hj

sinon A(n) = 0.

Rappelons que p désigne la caractéristique de F,.

Les propriétés d’unicité de décomposition sont conservées pour 1 < s < g— 2.
+00 s . ,

Néanmoins, la présence du terme [] ( ) modulo p apporte une difficulté
J=1 \Hj

supplémentaire. Ce terme peut étre, en effet, éventuellement nul. La proposi-

tion 3 devient alors:

PROPOSITION 5 Soit (C(n)),cN définie par
o’ -n
o) = X C(n)z
n>0

Soitk > 3. Soit F(k) =¢* —1—s(1+q+...+ " ). Soient u(k) et v(k) les
reste et quotient de la division euclidienne de F(k) par s.
Soit M(k)=s—1+s Y ¢+ v(k)g“®*,

1<i<u(k)

Ona:Vn< Mk), Cl¢n+1+s(g+...+¢" 1)) =0.
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On ignore donc, a priori, si C(¢*M (k) + 1+ s(g+ ...+ ¢*"!)) est nul ou non.
Notons que les termes u(k) et v(k) apparaissent lors de la minimisation de
3" i (voir la preuve du lemme 2, section 2.3), les y; pouvant prendre au plus

>k
la valeur s. Selon la proposition 5, chacune des sous-suites

(Cg*n+1+s(g+ ...+ "))neN

débute par au moins M (k) zéros, avec (M(k))i>2 strictement croissante. Il
suffit alors que les suites

(Clg*n+1+s(g+...+76"))neN

soient toutes non nulles pour former un ensemble infini. Or on a la proposition
suivante:

PROPOSITION 6
Supposons s % 0 (p). Soit k> 3. Soit Q(k) = -14+s Y 4. Ona
1<I<gk—k
C(g"Qk) +1+s(g+...+¢" 1)) #0.
Par conséquent, si s Z 0 (p), 'ensemble

{(C’(qkn +7m)neN; £20; 0<r < g - 1}

est infini. On déduit alors du théoréme de Christol, Kamae, Mendés France et
Rauzy, les transcendances de £;((s) et de %1(5) sur Fy(z), (pour 1 <s<gq-2

et g # 2).

Il reste alors & traiter le cas ou s = 0 (p).
Ecrivons s = p'r avec r non divisible par p. En appliquant le morphisme
de Frobenius & {(r)/II", on obtient que (%9)”' = ((s)/II*. Or ¢(r)/II" est
transcendant sur F,(z).
On a donc démontré le théoréme 3, & savoir: ((s)/II° est transcendant sur
F,(z) pour tout s telque 1 < s < g—2.

Notons qu’en appliquant le morphisme de Frobenius & {(1)/II, on obtient
que ¢(g!)/T? est transcendant sur F,(z) pour g # 2 et pour tout ¢ > 0.

Il reste & montrer que ¢(s)/II* est transcendant sur Fy () pour tout s non
divisible par g — 1. La plus grande complexité de I’expression de {(s)/II* pour
s > q pose alors des problémes combinatoires. Il semble néanmoins raisonnable
d’espérer que la méthode exposée dans cet article puisse permettre de traiter
le cas général.
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