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SUR LES BASES NORMALES D’ ENTIERS RELATIVES

par
R. MAssy

Soit N/E une extension galoisienne finie de corps quelconques, de
groupe de Galois A = Gal(N/E). On sait par le théoréeme de la base
normale ([1], AV70) que N est un module libre de rang 1 sur l’algebre du
groupe A sur E. Lorsque N et E sont des corps de nombres, d’anneaux
d’entiers respectifs On et Og, on peut se poser la question de savoir si
Op est un module libre, nécessairement de rang 1, sur ’algébre Og[A] du
groupe A sur Op ; autrement dit, existe-t-il un entier ¢ € Oy tel que Oy
soit un Og-module libre de base {§(¥)}sea ? Lorsqu’elle existe, une telle
base est dite “base normale d’entiers” (BNE' en abrégé) de N sur E.

Dans le cas absolu E = 0, la question est résolue depuis peu par la
théorie de Frohlich et son école [6], dont le point culminant est la preuve par
Taylor [15] de la conjecture de Frohlich liant la structure de 2[A]-module
de Opn au signe de la constante de ’équation fonctionnelle de la fonction L
d’Artin associée aux caracteres symplectiques de A.

En revanche, il n’y a pas actuellement de théorie satisfaisante dans
le cas relatif B # 0. La premiére étude systématique de ce cas est due
a Brinkhuis qui démontre dans sa these [2], ainsi que dans des articles
postérieurs ([3],[4]), des résultats de non-existence de BN E. A contrario,
nous énongons ici plusieurs conditions nécessaires et suffisantes d’existence
de BNE relatives, avec en outre, lorsqu’elles sont vérifiées, des formules
explicites permettant de calculer un générateur ¥. Ces formules assurent
la suffisance de nos conditions d’existence ; elles sont obtenues via celles de
[11]. Quant & la nécessité de nos conditions, elle procéde de la méthode
de [2] : on ajoute une condition de module au probléme de plongement
classique. Plus précisément, on se donne une extension galoisienne finie
de corps de nombres E/K, de groupe de Galois Gal(E/K) = T, et un
groupe abélien A considéré comme I'-module. A une classe de cohomologie
e € H*(I',A) donnée, on peut alors associer les problemes (E/K,¢) et
[E/K, €] définis comme suit.

S.M.F.
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Probléme (E/K,¢) : Existe-t-il au dessus de E un corps N, galoisien
sur K, de groupe de Galois sur E s’identifiant & A, qui induise une extension
de groupes 1 — A «— Gal(N/K) — T — 1 de classe € ? Lorsqu’elle existe,
I'extension N/K est appelée “solution du probléme résoluble (E/K,€)”.

Probléme [E/K,e] : Le probléeme (E/K,e) est-il résoluble, et dans
laffirmative admet-il, en outre, une solution N/K telle que 'on ait une
BNE de N sur E 7

Le but de cet article est de résoudre explicitement les problémes
[E/K,€| sans spécifier le corps de base K comme cela se fait d’habitude
(cf.[2] chap.8, (7], [14], [9], [10]...), ceci, pour une classe € décrivant une
extension cyclique d’ordre 4 ou diédrale (resp. quaternionienne) d’ordre
8. Dans toute la suite, le noyau A est d’ordre 2 : A = {1,8}, et le
groupe I' = Gal(E/K) est d’ordre 2 ou le groupe de Klein. Nos condi-
tions d’existence de BN E' sont obtenues sans rien supposer sur le corps
de nombres K. Pour les conditions suffisantes, on fait I’hypothése simpli-
ficatrice que K est de nombre de classe k(K) = 1, de fagon a obtenir une
formule de construction d’un générateur ¢ de la base existante.

Le détail des démonstrations, qui sont assez techniques, est donné en
[12].

1. Conditions nécessaires de résolubilité des problémes
[E/K,¢€]

Dans cette section, K est un corps de nombres quelconque.
- Si B = K(1/a)/K,a € K, est une extension quadratique, on note €_; la
classe non nulle de H2(T', A). Dire que le probléeme [E/K,e_1] est résoluble
signifie qu’au dessus de E, il existe un corps N, extension cyclique de degré
4 de K, et admettant une BNE sur E.
- Si B = K(\/a, \/I;)/K, a € K, b € K, est une extension biquadratique,
soient o, T les générateurs de I' définis par les égalités

o(Va)/Va = r(Vb)/Vb = —1, o(V})/Vb = 7(\/a)/\/a = 1.

On note € (resp. €) la classe de cohomologie d’une extension
1=+ A< G —=T — 1 de groupe G diédral d’ordre 8, d’unique sous-
groupe cyclique d’ordre 4 engendré par un relevement dans G du produit
o7 (resp. de groupe G quaternionien d’ordre 8). Dire que le probléme
[E/K,e€o] (resp. [E/K,e€1]) est résoluble signifie qu’au dessus de E, il existe
un corps N, cyclique sur K(v/ab), extension galoisienne de K de groupe
Gal(N/K) diédral (resp. quaternionien) d’ordre 8, et admettant une BN E
sur E.
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Remarque. Les classes €_1, €g, €; s’expriment au moyen de cup-produits
définis par a et b. Dans les notations de [11], on a

e-1=((a))e, € =(a,8)r, &1 = ((a0))p + (a,8) -

On note A le groupe des inversibles d’un anneau A.

THEOREME 1. (1) Pour que le probléme [B = K(\/a)/K,e_;] soit résolu-
ble, il faut que la condition (BN E_;) sutvante soit vérifiée :
(BNE_;) Il existe une unité de E : u € Oy, congrue ¢ 1 modulo 2 :
u = 1mod20E, de norme Np xu = —1.

La condition (BNE_,) est équivalente d la condition
(BNE_;)" Il existe un entier 1 € Ok tel que B = K(V1 + 412).
(2) Pour que le probléme [E = K(\/a,Vb)/K,e,] (n € {0,1} fizé) soit
résoluble, il faut que la condition (BN E,,) suivante soit vérifiée :
(BNE,) Il eziste des unités u € Op,v € Of, de E, telles que 'on ait

u = 1mod20g, uo(u) = (—1)"; v = 1mod20g, vr(v) = (-1)"

T(u)/u = —o(v)/v.

On voit donc que ces conditions ne s’expriment qu’en termes des unités
du corps E.

Idée de la démonstration. Etant donnée une extension de groupes
1 > A G-5T — 1declasse € € H?(T,A), on se place dans

“l’algébre de groupe tordue” ET@] de G sur E définie comme étant le
E-espace vectoriel de base les éléments de G muni de la multiplication
eg-€e'g = ex(g)(e')gg’ (e, € E;g,9' € G). Soit Og[A]*G le sous-
groupe multiplicatif de EF[E]X constitué des produits g ott 7 € Og[A]* et
g € G. La démonstration consiste a traduire les propriétés des cup-produits
définissant les classes €,(n € {—1,0,1}) (cf.[11]) au moyen de I'implication
suivante : si le probléme [E/K, ] est résoluble, la suite exacte

1 — Op[A]* < Op[A]*G =T — 1
ng — x(g)

est scindée, i.e., il existe un homomorphisme ¢ : I' — Og[A]*G tel que
z' oy = sdp.
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Si les problémes (E/K,e_1) et (E/K,€;) sont résolubles et admettent
une solution N/K telle que N/E soit modérément ramifiée, 1’extension
E/K est nécessairement modérément ramifiée (cf. [8] §39). Il n’en est
pas de méme en général lorsque [E/K, €] est résoluble. Cependant, pour
uniformiser et simplifier, nous supposons désormais ’extension de base
E/K modérément ramifiée lorsque la condition (BNEj) du théoréme 1
est vérifiée.

On est maintenant en mesure de répondre a la question naturelle de
savoir si les conditions nécessaires du théoréme 1 sont aussi suffisantes. La
réponse est oui sur un corps K de nombre de classe 1.

2. Formules de construction de bases normales d’entiers

Dans cette section, K est un corps de nombres de nombre de classe
h(K) = 1. Cette hypothése est avant tout calculatoire, et permet par
exemple de choisir les éléments a,b € K de fagon que ’on ait les discrimi-
nants D(K(/¢)/K) = cOk,c € {a,b}. On a alors le

THEOREME 2. (A) Pour qu’un probléme [E/K,e€,] soit résoluble, il faut
et il suffit que la condition (BNE,) du théoréme 1 soit vérifiée (n €
{-1,0,1}).

(B) On suppose qu’il en est ainsi. Soit U le groupe multiplicatif des élé-
ments k € K> tels que Uon ait ord,((k —1)/4) > 0 en tout idéal premier
p de K divisant 20, ou ord, désigne la valuation en p.

(1) Une solution du probléme [E = K(\/a)/K,€_1] est l’extension cyclique
N = E(\/z)/K définie par Uentier de E

z =p(21+ V1+412)\/a

obtenu comme suit. On prend pour i, un entier de K tel que B =
K(V1+4?) (¢f. condition (BNE_,)') ; et pour p, un irréductible de
Ok ne se ramifiant pas dans E (resp. une unité de K quand elle existe)
vérifiant

a(l-2)/peU
ot o est un entier de K tel que o’a = 1 + 412,
(2) Une solution du probléme [E = K(\/a,Vb)/K,¢,] (n € {0,1} fizé) est

Peztension N = E(\/z)/K, diédrale si n = 0, quaternionienne sin = 1,

définie par Uentier de E
_ Va [Vb "
SRR W W
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obtenu comme suit. On prend : pour A, un entier de K(\/a) divisant \/a
tel que A/a(A) = ur(u) ; pour , une unité de K(1/a) telle que A* = & ot
k est un entier de K divisant a ; pour d, un p.g.c.d. de a/k et de b ; et
pour p, un irréductible de Ok ne se ramifiant pas dans E' (resp. une unité
de K quand elle existe) vérifiant

d"kcfpeU avec c:=Trg/ (0/ (\/E(\/g)"/\v))

ot Trg/k est la trace de E sur K, et § un entier de E' de trace 1 sur K.
(3) Dans les notations précédentes, avec A = Gal(N/E), on a Oy =
Og[A]® et On = Og[¥] pour Uentier ¢ = (1 + /z).

Idée de la démonstration. On montre d’abord, par les théorémes de
[11], que si la condition (BNE),,) est vérifiée, le probleme (E/K,¢€,) est
résoluble (n € {—1,0,1}). On sait qu'un tel probléme admet nécessai-
rement une solution modérément ramifiée N'/K (cf.[13], Theorem(6-6)).
On affine ensuite les formules de [11] de fagon a ce qu’elles fournissent un
élément z' € E tel que N' = E(\/;) Puis ’on fait varier la solution
N'/K jusqu’a trouver un entier z = ke?z’ de E, k € K*,e € E*, congru a
1mod4Op, tel que 'idéal zOg soit un produit d’idéaux premiers distincts
ou Op lui-méme. L’extension N = E(1/z)/K est alors une solution du
probléme [E/K,€,].

Soulignons que les extensions du théoréme 2 sont de “bonnes” solu-
tions au sens de Frohlich (cf.[5] Theorem 3, [6] p. 230) : leur ramification
n’augmente que tres peu celle de ’extension de base. En effet,

COROLLAIRE. Quand h(K) = 1, les problémes [E/K,e,](n € {—1,0,1})
résolubles admettent toujours une solution N/K telle que les irréductibles
de O qui se ramifient dans N sotent ceuz qui se ramifient dans E, a
Uezception d’au plus 'un d’entre euz.

C’est clair par nos formules car la ramification n’augmente que si le
facteur p n’est pas une unité de K. L’existence des irréductibles p se prouve
par le corps de classes.

Signalons pour terminer que dans le cas particulier K = @, on retrouve
les résultats de plusieurs auteurs : Brinkhuis, Fréhlich, M-N. Gras,... .
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