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Le Théorème de Manin—Drinfeld 

R. ELKIK 

Si N est un entier positif on désigne par T(N) le sous-groupe de SL(2J) formé des 
matrices congrues à l'identité modulo N. Un sous-groupe T de SL(2J) est appelé 
sous-groupe de congruence s'il existe N tel que T D T(N). On désigne alors par X% (resp. Xr) 
la surface de Riemann quotient du demi—plan de Poincaré par T (resp. sa completion projective 
lisse). On appelle "pointes" les points de Xr-X% . Le théorème de Manin-Drinfeld s'énonce 

ainsi : 

THÉORÈME. Si T est un sous-groupe de congruence, la classe de tout diviseur de degré 0 de Xr à 

support dans les pointes, est un élément de torsion de Pic°(^r). 

La démonstration originelle de ce théorème est due à Manin [Ma] complétée par Drinfeld 
[Dr]. 

Dans le cas du groupe r0(p), p premier, la courbe modulaire correspondante n'a que deux 
pointes P0 et P^ . Si l'on pose 

A(2) = q n (l-g°)24 ,où ç = e2™ 
n = 1 

et Ap(r) = A(pr) le quotient A/Ap définit une fonction rationnelle sur Xr ^ dont le 

diviseur est (p-l)(P0-^J. On peut montrer que pour p>3 la classe de (Po-PJ est d'ordre 

exactement 2̂ 1 ì 0ù d = [pjj^^ • 

[pour plus de détails voir Ogg [0]). 
Nous avons choisi d'exposer en détail la démonstration proposée par Deligne [De 1]. Le 

principe est le suivant : 
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a) Le théorème de Manin—Drinfeld est équivalent à l'énoncé suivant : 
La structure de Hodge-mixte sur H *( est scindée. 

La démonstration de cette équivalence est l'objet du §1. 
b) Il suffit d'établir le théorème pour les groupes T(N) : c'est clair. 
c) L'entier N étant fixé on considère une correspondance de Hecke sur la courbe ^T(N) 

qui définit un endomorphisme de Hl(X$^yï) muni de sa structure de Hodge mixte. 

L'ensemble des valeurs propres de cet opérateur agissant sur la composante de poids 1, 
c'est-à-dire essentiellement sur les formes modulaires cuspidales est disjoint de l'ensemble des 
valeurs propres pour l'action sur la partie de poids 2, qui correspond aux formes non cuspidales. 
Ceci permet de scinder la structure de Hodge sur Q. 

I - THÉORÈME. 
Soient X une courbe projeciive lisse sur C , S un ensemble fini de points de X et 

j : X° = X—S X l'inclusion du complémentaire de S dans X. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

a) la classe de tout diviseur de degré 0 à support dans S est un élément de torsion de 
?ic°{X). 

b) La structure de Hodge mixte sur H^X0^) est scindée (Le. somme directe de structures 
pures). 

Cet énoncé résulte aisément de [De 3 §10—3] auquel réfère [Del]. Le principe de la 
démonstration est alors le suivant : on considère le 1—motif formé de : 

- la variété abélienne Pic°(̂ Q 
- le groupe DP des diviseurs de degré 0 sur X portés par S 

- l'homomorphisme classe de DS0 dans Pic°(X). 

II est clair sur sa définition que le H1 de Hodge mixte de ce motif se scinde sur Q ssi la 
condition a) est remplie. On montre que ce H1 motivique et Hl(X°J) sont isomorphes 
(comme structure de Hodge) à torsion par Z(l) près. 

Lors de l'exposé oral nous avons suivi [De3]. Nous donnons ici une démonstration un peu 
différente. 

Rappelons d'abord la description de Hl(X°J). Si tp : A —• B est un homomorphisme de 
faisceaux abéliens sur un espace topologique on note [A B] le complexe dont les seuls 
termes non nuls sont A en degré 0 , B en degré 1 et qui a <p pour différentielle. 

On a les isomorphismes suivants [De 2] : 
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où fi^<S> désigne le faisceau des formes différentielles méromorphes sur X, holomorphes en 

restriction à À'o et admettant des pôles d'ordre < 1 , aux points de S. La filtration par le poids 
sur &(XoJ) est définie par : WQ j = 0 , Wx j = f№(XJ) (= №(*,!)), W2 j = #H*o,Z). 

Si A désigne (), IR , ou C on note W. . , le sous-module W 7® A de /̂ (X0,̂ ). On a 

tf(A°,C) ="DM4W_0-iu>ni ) 
M4W_0-iu>ni ) 
HWx-^fi¿<S>) 

И' 1,С = Im(H'(A',Ox N¿) —> ЩХ,Ох ÍÍ¿<£>)). 

Si s est un point de X on note Cs le faisceau sur X de fibre C en s et nul ailleurs. On 
a alors une suite exacte : 

(E) 0 —> m —• m<5> © Cs —0 
s E C 

w —• r(w) = © 2¿7r ress(w). 

Notons encore © Cs , l'espace des sections globales de ce faisceau et îô le noyau de la forme 
seS 

linéaire sur © ts ' © Ûs —• E as . L'ensemble des points entiers de ÎC s'identifie 
seS s s 

naturellement au groupe Ül : E ns.s—• © ns . 
On vérifie aisément qu'on a le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes : 

0 _ tfi(*,C) —> Hi(X°,t)—>Gr^(X°X))—>0 

î <A ]<P <PÂ 
0 _ H°{Xfl^) —• H°(X,Ü^<S>) —• U—• 0 . 

La 1ère (resp. 2ème) ligne est déduite de la suite de cohomologie associée à l'inclusion 
[O —> Q¿] —• [Ox —> H <̂S>] (resp. à E). Les flèches verticales sont induites par l'inclusion 

fii<S>[-l] —• [^x~^ ^i<5>]. En outre la flèche r a été définie de sorte que soit 

compatible aux structures entières et identifie donc Gr̂ (î (̂ °,Z)) à Djjj . 

La filtration de Hodge sur #i(A°,C) est définie par F0 = # i(A°,C), Fi = Im<¿?, 
F2 = 0 . Comme l'application F1 —• Gr̂  est surjective celui-ci est muni d'une structure pure 
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de type (1,1). En outre Gr* = Hl(Xf) est muni de sa structure pure "usuelle" de type 

((0,1)(1,0)). 
Une structure de Hodge mixte, extension de 2 structures pures de poids consécutifs est 

toujours scindée sur R [G,S]. Et il facile dfexhiber ici le scindage de cette structure sur IR : en 
effet F^nT1 est un supplémentaire de H\X£) dans H \X°X)' Le supplémentaire cherché 
de H^XJR) dans Hl(X?JR) est donc F^n H1(X°, R). 

La démonstration du théorème repose sur le lemme suivant : 

LEMME. Pour qu'une forme we flP(Xyft^<S>) définisse une classe de cohomologie entière de 

X° ü faut et il suffit qu'il existe une fonction méromorphe f sur X (automatiquement 
holomorphe non nulle sur X°) telle que w = 1/2tn df/f . 

La condition est clairement suffisante. Montrons qu'elle est nécessaire. Soient 7r : X° —• X° 
le revêtement universel de X° et T son groupe d'automorphismes. Il existe une fonction 
holomorphe h sur X° telle que t*w = dh . L'hypothèse faite sur w signifie que pour tout 7 
dans r , on a ho y — he I. Il existe donc une fonction holomorphe / sur X° telle que 
fox = g2nih 5 et l'on a sur X° j£= 2mw . La méromorphie de / sur X résulte de l'hypothèse 

w£ H°(X,fl^<S>). 

Considérons donc w = ^j^e H°(X,Ù^<S>). 

On a alors ^ ress(w)s = Div(/). 

Le lemme signifie donc que pour qu'un élément de D° se relève dans Flr\ #o(X°,Z), il 

faut et il suffit qu'il soit principal, ce qui est un énoncé légèrement plus précis que celui du 
théorème. 

n - ACTION DES CORRESPONDANCES SUR LA COHOMOLOGIE. 

Considérons un diagramme cartésien 

y° Y 
p°i lp 

X° <^-> X 

dans lequel p° est un morphisme fini de courbes lisses sur C , étendu en p entre leurs 
complétions projectives lisses. On désigne par S (resp. S) l'ensemble des points de X-X° 
(resp. K-y0). 
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On peut définir des homomorphismes p°* : ifiX0,!) —• tf( Y°J) et 
p% : Hl( Y°,T) —• t^{X°J), le premier par contravariance de la cohomologie, le second grâce à la 

dualité de Poincaré et la covariance de l'homologie localement finie pour les morphismes propres. 
On vérifie que ce sont des homomorphismes de structure de Hodge. 

Notons d'abord que l'injection p* fi i —• fii se prolonge en un isomorphisme de faisceaux 
A Y 

sur Y:p*n^<S>-^ni<~S> (car dxn̂ =n̂ dx*n). 

a) La montée : on en déduit des homomorphismes de faisceaux sur X: Çl^—>p*iï,i, 

fii<S> —^ p* fi^<5> , et un diagramme commutatif de complexes 

I°x d "¿1 —> [Ox^^<S>] 
(D) lip l(fi° 

[p*0Y sU p#ni] —* [^0Y-i*p.fti<&>]. 

L'homomorphisme p°* est le composé de #°(</*>) avec l'isomorphisme : 
№(X,[p*0Y sU n1q i<&>]) hn (y) Ho( y,[Oy -iL> fii<5>]). 
La compatibilité de ip°* à la filtration par le poids se lit sur (D) dont la colonne de gauche 
correspond à W\ . Le morphisme de complexes y0 induit des morphismes entre les tronqués 
bêtes et ceci fournit la compatibilité à F. 

b) La descente : on dispose d'un morphisme trace: p*Oy—Ox et d'un morphisme 
T 

Trace p*fî  —^ fi^ qui prolonge 

M*fi¿ SL+ n¿«0 p*oY (0tr) n¿ 

et s'étend en Tr : p*Qi<S> —• fi¿<£> . De plus Tro<f = ¿oTr . 

On a donc un diagramme commutatif de complexes sur X : 

[P*0Y sU p*fii] > [p#Oy -A. p,fii<5>] 

iTr iTro 

[°x ^ > [Ox nx<5>] ' 

On définit p% comme le composé de 
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н°( Y,[ov m<s>\ uo(x,\p*ov -su P*m<s>]) 

avec H°(Tr°) et on vérifie que c'est un endomorphisme de structures de Hodge comme en a). 

m - LE SCINDAGE DE LA COHOMOLOGIE DEX0(N) . 

On rappelle que si / est une forme modulaire de poids 2 pour un sous-groupe d'indice fini 
T de ShÇi) et <*=(^) est mie matrice à coefficients entiers de déterminant > 0 , on définit 

f/[a] par 

f/[a](z) = Det(a).(cz+d)-2/(^) . 

En outre si / et g sont modulaires cuspidales pour T leur produit scalaire de Peterson 
est défini ainsi 

< f,g> = 1 
µ D 

f(e) g(z) dxdv 
y' 

où n est le degré du revêtement Xr —• ^SL(2 -g) et & un domaine fondamental pour Y . 

On pose || 7]| = </,/>* . On a alors pour tout a comme plus haut 

(i) Il/Il =II//NII 

(cf. par exemple [L] chap. III ou [Sh] chap.III). 

On fixe dans la suite un entier N et on écrit X (resp. X°, resp. S) pour ^T(N) (resP-

Xj>^y resp. l'ensemble des pointes). On désigne par df (resp. df°) l'espace des formes 

modulaires (resp. cuspidales) de poids 2 pour T(N). On rappelle que df (resp. tif°) s'identifie à 
Ho{XWx<S>) (resp. №>{Xfl#). 

On choisit maintenant un nombre premier p congru à 1 modulo N. Posons ap = (̂  et 

T' = r(7V)n a^Til^ap = {(* bd)£ T(N) , c= 0(p)} . La double classe M= r(N)apT(ISf) est 

égale à l'ensemble des matrices entières congrues à Id mod N et de déterminant p . Si on pose 
a. = (J Ĵ*), Vj[0,p-1] on a une décomposition de M en classes à gauche sous T(N) 
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p 
M= \JQT[N)ÙJ j d'où on déduit une décomposition de T(N) en classes sous V : 

r(iV) = jU()r'/?j,^ = ap1.aj. 

On dispose en outre de 2 morphismes finis p°,f : X%{ —• X° définis ainsi. Si pour tout 

T e SL(2,Z) on note pr l'application quotient : b —> X% on a 

popr, = pr^ ; Qopr, = Pr(N)Oap . Le diagramme : 

Api 

y ^ 
x° x° 

définit un endomorphisme T= p*oq de la cohomologie de X° . Si on identifie H°(Xfii<S>) 

à / l'action de T se décrit ainsi : 

7t/) = .y/[ap][/îj] = .y/[aj] 

[pour plus de détails cf. [Sh] §7.3). 

00 
Pour f € <if nous écrirons son développement de Fourier en i « : / = E fn <p , 

0 = 0 
q - e$™z/x . On a alors : 

00 
f/l<*p] = P n?0 fn Q°P-

En particulier : 

(2) (//K])o = Pfo 

(3) V/e ^,A6C,//[ttp] = A/=>/=0. 

On vérifie d'autre part aisément que 

<4> (//[aj])0=l/o WOj- l ] 

et donc 
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(5) VJ)o = (p+l)/0 . 

Comme T(N) et M sont stables sous l'action de SL(2,Z) par conjugaison on étend (5) à 
toutes les pointes. 

(6) Pour toute pointe s on a T(f)(s) = (p+l)f(s). 

Il résulte de (6) que la seule valeur propre de T agissant sur <̂ /Ĝ ° , donc sur 
Gr$(Jïi(*o,i)) est JH-1 . 

Soient maintenant A € C et fe G/O-{0} tels que T(f) = À./. On a d'après (1) : 

I A|||/|| < S||//[orj]|| < (jH-l)||/|| 

avec égalité ssi tous les f/[ùj] sont égaux entre eux et colinéaires à / , ce qui est interdit par 
(3) et donc | A| < p+1 . 

Cette majoration des valeurs propres de T agissant sur dfQ est mauvaise, mais suffisante 
pour notre propos. 

Soit P(A) e Ï[A] le polynôme caractéristique de T agissant sur ^(XJ). 
L'endomorphisme P(T) de ^(X0^) a pour image un supplémentaire de ^(X^) 

contenu dans F1, ce qui montre que la structure de Hodge sur ^(X0^) est scindée. 
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