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Le Théoréme de Manin—Drinfeld

R. ELKIK

Si N est un entier positif on désigne par T'(N) le sous—groupe de SL(2,I) formé des
matrices congrues & l'identité modulo N. Un sous—groupe I' de SL(2,I) est appelé
sous—groupe de congruence s'il existe N tel que I'D I'(N). On désigne alors par X (resp. Xp)

la surface de Riemann quotient du demi—plan de Poincaré par I' (resp. sa complétion projective
lisse). On appelle "pointes" les points de Xp—Xp . Le théoréme de Manin—Drinfeld s'énonce

ainsi :

THEOREME. Si T est un sous-groupe de congruence, la classe de tout diviseur de degré 0 de X ¢
support dans les pointes, est un élément de torsion de Pico(Xp).

La démonstration originelle de ce théoréme est due & Manin [Ma] complétée par Drinfeld
[Dr].

Dans le cas du groupe I'o(p), p premier, la courbe modulaire correspondante n'a que deux
pointes P, et P_. Sil'on pose

A(Q) = qnl;ll (1—qﬂ)24 , Ol q= e2int

et Ap(r) = A(pr) le quotient A/Ap définit une fonction rationnelle sur Xl“o(p) dont le

diviseur est (p—1)(Po—P,). On peut montrer que pour p>3 la classe de (Po—P,) est d'ordre
12
-1,
[pour plus de détails voir Ogg [0]).
Nous avons choisi d'exposer en détail la démonstration proposée par Deligne [De 1]. Le
principe est le suivant :

exactement %l,oﬁ d=
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a) Le théoréeme de Manin—Drinfeld est équivalent & 1'énoncé suivant :
La structure de Hodge—mixte sur H 1(X?,Q) est scindée.

La démonstration de cette équivalence est 1'objet du §1.
b) 11 suffit d'établir le théoréme pour les groupes I'(N) : c'est clair.
¢) L'entier N étant fixé on considére une correspondance de Hecke sur la courbe XP(N)

qui définit un endomorphisme de Hl(X}l(N),l) muni de sa structure de Hodge mixte.

L'ensemble des valeurs propres de cet opérateur agissant sur la composante de poids 1,
c'est—a—dire essentiellement sur les formes modulaires cuspidales est disjoint de 1'ensemble des
valeurs propres pour l'action sur la partie de poids 2, qui correspond aux formes non cuspidales.
Ceci permet de scinder la structure de Hodge sur @ .

I - THEOREME.

Soient X wune courbe projective lisse sur €, S un ensemble fini de points de X et
Jj: X° = X=S =+ X Ulinclusion du complémentaire de S dans X . Les conditions susvantes sont
équivalentes :

a) la classe de tout diviseur de degré 0 a support dans S est un élément de torsion de
Pico(X).

b) La structure de Hodge mizte sur H1(X°,Q) est scindée (i.e. somme directe de structures
pures).

Cet énoncé résulte aisément de [De 3 §10-3] auquel référe [Del]. Le principe de la
démonstration est alors le suivant : on considére le 1-motif formé de :
— la variété abélienne Pico(X)
— le groupe Dg des diviseurs de degré 0 sur X portés par S

— I'homomorphisme classe de Dg dans Pico(X).

1l est clair sur sa définition que le H! de Hodge mixte de ce motif se scinde sur Q ssi la
condition a) est remplie. On montre que ce H! motivique et H1(X°1Z) sont isomorphes
(comme structure de Hodge) & torsion par Z(1) prés.

Lors de 1'exposé oral nous avons suivi [De 3]. Nous donnons ici une démonstration un peu
différente.

Rappelons d'abord la description de H!(X°,I). Si ¢: A— B est un homomorphisme de
faisceaux abéliens sur un espace topologique on note [A = B] le complexe dont les seuls
termes non nuls sont A en degré 0, B en degré 1 et qui a ¢ pour différentielle.

On a les isomorphismes suivants [De 2] :
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H(X°,0)  — H(X3,[0,, —4 QL))
— H(X, [0y —3 42,
— H(X,0, 4 Q1<S>)

ol Q)ll<5> désigne le faisceau des formes différentielles méromorphes sur X , holomorphes en

restriction & Xo et admettant des poles d'ordre< 1, aux points de S. La filtration par le poids
sur HY(Xo,I) est définie par: Wy 7=0, W g= FE(XI) (= (X)), W, 1= H(Xo,I).

Si A désigne Q,R,ou € onnote W ,,lesous—module W, 7® A de H(Xe,A). On a
W ¢ = Im(H(X,0 <, Q1) — H(X,0, <, 1<5>)).

Si s est un point de X on note Cs le faisceau sur X de fibre € en s et nul ailleurs. On
a alors une suite exacte :

(%) 0 — Ql — Q<S8 ((—0
X X sel

w — mn(w) = 2ir resg(w).

Notons encore @ (s, l'espace des sections globales de ce faisceau et % le noyau de la forme

SES
linéaire sur e ( :? g — g) as . L'ensemble des points entiers de %  s'identifie
SES

naturellement au groupe D‘S’ : § ng.$ —-oesa ng .

On vérifie aisément qu'on a le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes :
0 — H(X() — H(X°,0) — Gri(H(X°,0)) — 0

T [ el
0 — (X)) — H(XQ<S>) — U—0.

La lére (resp. 2éme) ligne est déduite de la suite de cohomologie associée & l'inclusion
[OX — Q)l(] — [0y — QL<S>] (resp. & I). Les fléches verticales sont induites par l'inclusion

Qr<S>[-1] — [Ox_i' }<S$>]. En outre la fléche r a été définie de sorte que 2 soit
compatible aux structures entiéres et identifie donc Gr¥(H(X°,I)) & Dg .

La filtration de Hodge sur H!(X°,() est définie par F°= HY(X°(), Fl=Imy,
F? =0 . Comme l'application F!— Gr¥ est surjective celui—ci est muni d'une structyre pure
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de type (1,1). En outre Gr‘;’ = H1(X,() est muni de sa structure pure "usuelle" de type

((0,1)(1,0)).

Une structure de Hodge mixte, extension de 2 structures pures de poids consécutifs est
toujours scindée sur R [G,S]. Et il facile d'exhiber ici le scindage de cette structure sur R: en
effet F,'n FT est un supplémentaire de H!(X,C) dans H!(X°,C). Le supplémentaire cherché

de H'(XR) dans H(X°R) est donc Fi'n H!(X°,R).

La démonstration du théoréme repose sur le lemme suivant :

LEMME. Pour gu’une forme we H°(X,Q)1(<S>) définisse une classe de cohomologie enticre de

X° il faut et il suffit qu’il existe une fonction méromorphe f sur X (automatiquement
holomorphe non nulle sur X°) telle que w = Tlﬁ T[ .

La condition est clairement suffisante. Montrons qu'elle est nécessaire. Soient = : X° — X°
le revétement universel de X° et I' son groupe d'automorphismes. Il existe une fonction
holomorphe h sur X° telle que 7*w = dh . L'hypothése faite sur w signifie que pour tout 7
dans T', on a hoy—he I . Il existe donc une fonction holomorphe f sur X° telle que
for = e2nih et 1'on a sur X° %[ = 27iw . La méromorphie de f sur X résulte de I'hypothése

we HO(X,Q1<5>).

. 1 d
Considérons donc w = 5 —=3-€ H°(X,Q1<S>).

On a alors } ress(w)s = Div(f).

Le lemme signifie donc que pour qu'un élément de D<S> se reléve dans F1n Ho(XoZ), il
faut et il suffit qu'il soit principal, ce qui est un énoncé légérement plus précis que celui du
théoréme.

II — ACTION DES CORRESPONDANCES SUR LA COHOMOLOGIE.
Considérons un diagramme cartésien
YO — Y

ol |
X° Xp

—

dans lequel p° est un morphisme fini de courbes lisses sur €, étendu en p entre leurs
complétions projectives lisses. On désigne par S (resp. 5) l'ensemble des points de X—X°
(resp. Y-Y°).
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On peut définir des homomorphismes po* : H'(X°,I) — H(Y°,I) et
9 : H(Y°,I) — H'(X°,I), le premier par contravariance de la cohomologie, le second grace 4 la

dualité de Poincaré et la covariance de 1'homologie localement finie pour les morphismes propres.
On vérifie que ce sont des homomorphismes de structure de Hodge.
Notons d'abord que l'injection p* Q)l( — Q‘l( se prolonge en un isomorphisme de faisceaux

sur Y:p* QL<S> — Q<S> (car d% =n d—;).

a) La montée : on en déduit des homomorphismes de faisceaux sur X: Q)l(—» Dx Q‘l{ ,

Q<S> = py Q‘l{<3'> , et un diagramme commutatif de complexes

[0 & Q]  — [0, Ql<S>]

o) I P

L'homomorphisme po* est le composé de Ho(g°) avec l'isomorphisme :
Ho(X,[p« O, —+ pi21<8>]) = Ho(Y;[0, —4 Q1<3>)).

La compatibilité de o* & la filtration par le poids se lit sur (D) dont la colonne de gauche
correspond & W; . Le morphisme de complexes ¢° induit des morphismes entre les tronqués
bétes et ceci fournit la compatibilité & F.

b) La descente : on dispose d'un morphisme trace : p*OYL» Ox et d'un morphisme

Trace p*Q; L, Q)l( qui prolonge

- ®
Py R0 peOy 0 0

et s'étend en Tr: p*Q;<S> — Q<S> . Deplus Trod = doTr .

On a donc un diagramme commutatif de complexes sur X :

O, - pQ}] —— [0, 4 p0L<5>)
|Tr |Tro

0 4 Q] —— [0, < QL<S>].

On définit pg comme le composé de
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Ho(Y,[0, — Q1<5>] — Ho(X,[px Oy —4+ psQ21<5>])

avec Ho(Tro) et on vérifie que c'est un endomorphisme de structures de Hodge comme en a).

II — LE SCINDAGE DE LA COHOMOLOGIE DE X%(N) .

On rappelle que si f est une forme modulaire de poids 2 pour un sous—groupe d'indice fini
[ de Sly(Z) et a= (Z 3) est une matrice & coefficients entiers de déterminant > 0, on définit

f/of par

1{)(?) = Det(@)-(cz+d) (25D .

En outre si f et ¢ sont modulaires cuspidales pour I' leur produit scalaire de Peterson
est défini ainsi

<t =1 [ i) 2o

ou 4 est le degré du revétement Xp — X, et D un domaine fondamental pour I'.
r SL(2,I)

On pose || /]| = <f,f>§ . On a alors pour tout @ comme plus haut

(1) A = If/[al

(cf. par exemple [L] chap. III ou [Sh] chap.III).

On fixe dans la suite un entier N et on écrit X (resp. Xo, resp. S) pour XF(N) (resp.
X}E(N), resp. l'ensemble des pointes). On désigne par o (resp. ¢©) l'espace des formes

modulaires (resp. cuspidales) de poids 2 pour T'(N). On rappelle que o (resp. ¢/°) s'identifie &
HO(X,Q1<S>) (resp. Ho(X,Q)).

On choisit maintenant un nombre premier p congru & 1 modulo N . Posons ap = (g (1)) et
I'=T(Mn ap'T(Nap = {(Z Z)E I'(N), c= O(p)} . La double classe M = T(N)opI'(N) est

égale 3 l'ensemble des matrices entiéres congrues & Id mod N et de déterminant p. Si on pose

o= ((1) NJ), Vj[0,p~1] on a une décomposition de M en classes & gauche sous TI'(N)
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P
M= jqo I'(N)ej, d'ou on déduit une décomposition de T'(N) en clagses sous I'/:

P
I'(N) = jlio T/B5, B = oplaj.
On dispose en outre de 2 morphismes finis p°,¢° : Xpy — X° définis ainsi. Si pour tout
I'e SL(2,I) on note pp 1'application quotient : h — X on a

popp = Pr(N) ; P = pp(N)oap . Le diagramme :
X2,

y N
X0

X°

définit un endomorphisme T = p*oq* de la cohomologie de Xo . Si on identifie HO(X,Q)I(<S>)

4 f l'action de T se décrit ainsi :
P
(f) E f/[Ot 116i] = 2 f11e4)
[pour plus de détails cf. [Sh] §7.3).

L
Pour f € ¢ nous écrirons son développement de Fourier en iw: f= % f, ¢,
n=0

¢= eqinz/N . On a alors :
iapl=p 5 faqee.

En particulier :
(2 (f/lap))s = pfo
3 = =
3) er&,,\et,f/[ap] M=f=0.

On vérifie d'autre part aisément que
4 =1 j
(4) (f/[aj])o 5fo Vje [0,p-1]
et donc
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() T(f)o = (p+1)fo .

Comme TI'(N) et M sont stables sous l'action de SL(2,I) par conjugaison on étend (5) &
toutes les pointes.

(6) Pour toute pointe s ona T(f)(s) = (p+1)f(s).

Il résulte de (6) que la seule valeur propre de T agissant sur ¢f/ef°, donc sur
GrZ(H\(Xg,I)) est p+1.

Soient maintenant A€ € et fe &#o—{0} tels que T(f) = A.f.On ad'aprés (1) :
[ANAL € 20 f/esll < (p+DIA

avec égalité ssi tous les f/[a;] sont égaux entre eux et colinéaires & f, ce qui est interdit par
(3) et donc |A| < p+1.

Cette majoration des valeurs propres de T agissant sur ¢/° est mauvaise, mais suffisante
pour notre propos.

Soit P(A)€ Z[A] le polynéme caractéristique de T agissant sur H!(X,I).

L'endomorphisme P(T) de HY(X°Q) a pour image un supplémentaire de H(X.,Q)
contenu dans F!, ce qui montre que la structure de Hodge sur H}(X°,Q) est scindée.
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