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ETUDE LOCALE DES CHAMPS DE VECTEURS A PARAMETRES
par

F. DUMORTIER® et R. ROUSSARIE™

Introduction :

Cet article contient quelques résultats, obtenus pour la plus grande partie
pendant ces derniéres années, dans le domaine des singularités de champs de vecteurs
Nous supposons nos champs de vecteurs ¢’ avec r 2 1, r=o ouméme r = gy
(analytique sur R ou U). Une singularité est un triple (X,]!n,p) tel que le
champ X, défini sur l{‘, s'annule au point p € R".

Tachons de décrire d'ot vient cet intérét renouvelé& pour une &tude des singula-
rités de champs de vecteurs. On peut dire renouvelé, puisque pendant la deuxiéme par-
tie du sidcle passé et surtout au début de ce siécle il y avait un grand intérét
dans ce domaine surtout de la part de mathématiciens frangais comme Briot, Bouquet,

Poincaré, Dulac et beaucoup d'autres.

Le nouvel élan s'est manifesté aprés la théorie de Thom-Mather sur les déploie-
ments universels de singularités de fonctions. Cette théorie fournit des modéles de
bifurcation se manifestant pour des systeémes dynamiques soumis 3 des dynamiques gra-
dient dépendant d'un nombre fini de paramétres. De 13, surgit naturellement le
probleéme de la classification des changements qui se manifestent d'une fagon stable
lorsque 1'on é&tudie non seulement des points d'équilibre de syst2mes gradients mais
aussi le changement des régimes attracteurs dans des systemes dynamiques généraux.
Le contexte de cette é&tude est le suivant : étant donné un certain p € N et deux
variétés KP et M de classe Cw, nous dénotons par Xr(KP X Mn) 1'ensemble des
familles de classe C° de champs de vecteurs sur M2 parametres dans Kp, muni

de 1a topologie C° de Whitney (LSt < ).

Le probléme consiste 2 décrire d'une manidre qualitative quelques parties
de X° (kP x M%) dont les léments sont intéressants ou bien a cause de
leur stabilité pour la méthode de description ou bien 3 cause d''une certaine
généricité dans X"(k° x M)  ou dans un sous-ensemble . bien défini, comme
par exemple les familles de champs hamiltoniens, etc. La précision
de la description qualitative peut &tre adaptée de cas en cas selon les besoins et
surtout selon les possibilités techniques, mais doit préserver d'une certaine

manidre la notion de régime attracteur stable.
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I1 va de soi qu'un tel programme envisagé globalement pour les champs définis
sur une variété M est un peu téméraire et rencontre des difficultés de toute sorte
liées en particulier 2 la topologie de la variété. De 12, s'impose une simplifica-
tion de la problématique qui consiste :
1° 2a regarder les types de singularités qu'on rencontre dans des familles généri-
ques 3 p parametres, ce qu'on appelle les singularités de codimension finie.
2° A regarder ce qui peut se passer dans le voisinage d'une telle singularité dans
une famille générique, end'autres termes 2 donner le déploiement versel d'une singula-

rité de codimension finie.

Dans le premier chapitre nous traitons essentiellement le premier probléme tan-

dis que le second chapitre est consacré a la seconde question.

On peut faire une &tude des singularités de difféomorphismes (ici singularité
signifie point fixe) analogue 2 celle des singularités de champs de vecteurs. C'est
d'ailleurs 2 une telle étude que se raméne la recherche du comportement topologique
d'un champ de vecteurs dans le voisinage d'une orbite fermée 3 1'aide de 1'applica-

tion retour appelée encore application de Poincaré.

Chapitre I : Singularités de champs de vecteurs

§1 Définitions d'é&quivalence et de stabilité relative.

Définition 1.1 : Les champs de vecteurs X et Y de classe Ck, k21, définis respective-
ment sur les variétés C_ M et N sont dits "équivalents en classe c“ou Cr-équivalents)"
s'il existe un difféomorphisme de classe ct (r=20), h:M > N appliquant les
orbites de X sur les orbites de Yen préservant le sens des orbites :

¥Tx€EM et VYt €R tel que Xu(x) soit défini pour u € [0,t], T t'€ R avec
t,t' >0 tel que :

h(3,(x,[0,t1)) = 8 (h(x),[0,t'])

Ici, Xt(x) aussi bien que &X(x,t) sont des notations pour le flot associé a X

au temps t, opérant sur x € M.

Définition 1.2 : X et Y sont dits "conjugués en classe ¢ (ou Cr-conjugués)
s'ils sont équivalents en classe ¢t et qu'en plus le difféomorphisme h préser-

ve le paramétre ¢t :
Tx €M et Vt€R tel que @x(x,[o,t])cM > h(@x(x,t)) = @Y(h(x),t)

I1 va de soi qu'on peut localiser ces définitions de la manidre suivante :

X défini sur M dans un voisinage de p et Y défini sur N dans un voisinage
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de q sont localement CY-&quivalents, resp. CF-conjugués s'il existe des voisinages
Udep en M et V de q en N tels que X|U et Y|V soient Cr—équivalents resp.
Cr-conjugués. Dans ces définitions r = 0,1,..,o;w et méme L-holomorphe. Cependant,

la notion qu'on utilisera le plus est celle d'équivalence en classe C .

Dans certains cas, la notion d'équivalence en classe CO locale est encore trop
restrictive pour aboutir 2 des résultats utilisant les méthodes connues actuellement
et nous affaiblirons encore cette notion, toutefois, sans perdre de vue les notions
asymptotiques importantes. Ceci deviendra de plus en plus nécessaire au fur et 2 me-

sure que le texte progressera.

Le probléme é&tant local, nous travaillerons sur I{n(reSP. En)et 1a plupart
du temps avec des germes de champs de vecteurs ou bien des familles de germes. Dans
le dernier chapitre nous utiliserons par contre des germes de familles.

On appelle germe singulier ou tout simplement "singularité" (d'un champ de vecteurs
X) le germe de X en p tel que X(p) = 0. Nous dénotons par Qn 1'espace des germes
singuliers de champs de vecteurs sur R%en 0 et par ﬁz 1'espace vectoriel des
jets d'ordre k de ces germes. Nous munissons ﬁz de 1la topologie euclidienne et

Qn de 1la topologie initiale des applications J QP > I ox o jk(X)(O).
.0 n
> Jk,

Sur J: nous considérons la topologie initiale pslr les projections M
Définition 1.3 Etant donné A C Qm et X € A, X est appelé "stable pour 1'équivalen-
ce(resp. conjugaison) en classe C° relativement a A" (A-C'-stable) s'il existe un
voisinage U de X en Qm tel que VY € UN A, Y soit équivalent (resp. conjugué) 2
X en classe C'.

I1 est clair que sauf en dimension 1, seules ont un intérét les relations de
Co-équivalence ou Co-conjugaison lorsque 1'on considére pour A 1'ensemble qm tout
entier. Il est cependant intéressant d'avoir une définition de la stabilité relati-
vement 3 A lorsque 1l'on veut étudier des champs soumis 2 certaines contraintes (par
exemple invariance par rapport a un groupe de symétries, existence d'une intégrale
premiére ou bien si l'on s'intéresse a la stabilité dans un etisemble de champs de
vecteurs non stables,etc... )

On peut donner les mémes définitions pour les difféomorphismes dans le voisi-
nage d'un point fixe. On notera par QDm 1'espace des germes de difféomorphismes

de ® en 0 a point fixe en O et par "

X 1'espace de leurs jets d'ordre k.

§ 2 Théoréme de Hartman-Grobman

Une premidre question se pose : quels sont les germes de champs de vecteurs
(0]
stables en classe C . Il est bien connu que les germes non nuls sont stables (méme
pour conjugaison Cw). Pour les germes singuliers la réponse est donnée par le

théor2me de Hartman-Grobman [14,15], disant qu'une singularité de champ de vec-
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teurs est stable en classe C° si et seulement si jl(X)(O) est hyperbolique.
Hyperbolique signifie ici que les valeurs propres du champ linéaire représentant
jl(X)(O) ont toutes une partie réelle différente de O.

Le méme théor2me reste valable pour les points fixes de difféomorphismes o
1'hyperbolicité veut dire que les modules des valeurs propres de la partie linéaire
jl(f)(O) sont toutes différentes de 1.

Pour ce théoréme, nous connaissons essentiellement deux types de démonstration,
le premier de nature analytique, le second de nature géométrique. Dans la méthode
analytique, on tlche d'obtenir 1'homéomorphisme h conjuguant X et Y comme le
seul point fixe d'une contraction de Lipschitz dans un espace métrique complet de
fonctions bornées [22 ], La méthode géométrique est basée sur le )-lemma de
J. Palis [20 ] et fait appel a certaines fibrations invariantes. Nous y revien-

drons dans quelques instants.

Du théoréme de Hartman-Grobman et d'une étude rapide des champs linéaires hyper-
boliques il s'ensuit-que des singularités hyperboliques sont a Co conjugaison prés
cataloguées par leur index. L'index est le nombre de valeurs propres de jl(x)(o)

avec partie réelle négative.

De plus, 1'ensemble des germes hyperboliques (donc stables) est ouvert et
dense dans Qn, et génériquement les familles 3 O paramétres de champs de vec-
teurs ne contiennent que des singularités hyperboliques (Ces derniers résultats

restent aussi bien valables pour les germes de difféomorphismes).

§ 3 Variétés invariantes et réduction 2 la partie centrale

Soit L wunchamp de vecteurs linéaire de R™. I1 existe une décomposition
B = £° 0 Y @ E® invariante (L est tangent 2 E° aux points de Es, a EY aux
points de E* et 2 ES aux points de Ec) telle que les valeurs propres de
1% = L/E® aient une partie réelle négative, les valeurs propres de L" = L/E' ont
une partie réelle positive tandis que les valeurs propres de Lc = L/Ec ont une

partie réelle nulle.
Dans le cas hyperbolique (E€ = {0}), on a :
E° = {x € R"/ 1im L, () = 0}
n oo
EY = {x € R"/ lin L (x) = o}
to—
Nous dirons qu' un champ de vecteurs est '"partiellement hyperbolique " si
dim(E® + EY) # 0 et dim(E®) # O pour la décomposition associée & sa partie liné-
aire. Dans [19] N. Kuiper a démontré que deux champs de vecteurs linéaires L
et M sont équivalents en classe CO si et seulement si dim E: = dim E;,

dim EE = dim En et L° et M sont linéairement conjugués.

10
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Un des aspects de ce théor2me est donc que la décomposition en partie hyperbolique
et partie non-hyperbolique (dite "centrale") permet souvent de réduire le problame
de la classification topologique 3 un probl2me en dimension moins &levée. Cette
observation reste valable pour des champs non linéaires, ce qu'on peut exprimer dans
les deux théor2mes suivants. On pourrait aussi bien les formuler pour des familles

3 paramdtres de champs de vecteurs (voir ie chapltre II).
Théoréme 3.1

Soit (l(m,O,X) une c* singularité de champ de vecteurs et soit
ES®E  ®@E = R™ 1a décomposition associée 2 DX, = jl(X)(O) de la fagon décri-
te ci-dessus. Supposons que X soit partiellement hyperbolique en 0. Alors, il
existe des variétés de classe Cr,NSS,Ncu,Nuu,NCS,Nc contenant toutes O et inva-
riantes sous l'action de X telles que :

N°® soit tangente 3 E° en O et jl(X/NSS)(O) = DX, |E°

N® soit tangente 2 E @ ES en O et 1, &/ (0) = px /B @ ES

N"" goit tangente 3 E° en O et jl(X/Nuu)(O) = DX, /E"

N°® soit tangente 2 E° @ ES en O et jl(X/Ncs)(O) = DX, /E° @ E€

N®  soit tangente 2 E¢ en 0 et jl(X/Nc)(O) - DXO/EC.

u
N°® est appelée variété fortement stable, N " variété fortement instable, N

variété centre-instable, N° variété centre-stable et N¢ variété centrale.

uu . cu ¢ c
N°% et N sont uniques, N u,N ® et N® ne le sont pas. Si X est de classe Cw,
ss uu cu . C c
alors, N et N sont C° ;s N u,N $ et N ne le sont pas nécessairement. Il
y a méme des exemples o il n'existe pas de variété centrale c” quoique il y

ait des variétés centrales de classe C  avec r arbitrairement grand.
Théoréme 3.2

Soient X et N° comme dans le théoréme précédent. Alors, il existe un

k€ N, O <k <m-c tel que le germe de X en O soit Co—conjugué au germe

du champ :
c c+k m 3
X' =3 X (z,,...,z2)=—=— + % =z - z, —=—
=1 1 ¢ 3 i 1 Tichen PO

od (zl,...,zc) est un syst2me de coordonnées sur N°,

c ~
(z,,...,z) é&tant des coordonnées de R™ &tendant (z y...52 ) et ¥ X —§—=X/Nc.
1 m 1 c iazi

i=1
De plus, si
c' c'+k!' m
3 9 9
Y= 3 Y (zl,....2" ;o7 + T ozl - 3 z! <y
i=1 i 1 c! Bzi i’C"H. i azi 1=C'+k'+1 i azi

11
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c ~
avec c'=c et k'=k et T Yi SST est Co-conjugué a
i=1 i

Mo

¥ _9
X,— en O, alors
i i azi

1
0 :
Y est C -conjugué a X en O.

Remarque : Si au lieu d'une conjugaison c® entre X/N° et Y/N® on a seulement
une équivalence CO, on peut encore prouver qu'il est possible de construire une
équivalence C0 entre X et Y. La démonstration est cependant beaucoup plus dif-
ficile [217.

De nouveau, comme dans le théoreéme de Hartman, on peut démontrer 1'existence
de ces variétés invariantes a 1'aide d'une contraction de Lipschitz dans un espace

métrique complet [16]

§4 Fibrations invariantes

Disons maintenant quelques mots sur les fibrations invariantes qu'on utilise
dans une démonstration géométrique du théoréme de Hartman et celles qu'on peut uti-
liser pour démontrer les théorémes 3.1 et 3.2.

s
Notons N et NY 1la variété stable respectivement instable en O du

champ de vecteurs hyperbolique X, et par B® et B" deux boules autour de O
dans N° resp. NY, qu'on peut supposer des sous-espaces linéaires. Considérons le
voisinage U = B°xB%de 0 dans R™. Prenons un point p € B° et un disque D de
classe C1 transversal 2 N en p avec DN NS = {p}. Le 3)-lemme de J. Palis

[20] nous garantit que les composantes connexes de UN Xt(D) contenant Xt(p),

tendent en classe C1 vers Bu, pour t> 0.

Ainsi en prenant aBs transversal 2 X/N° et en ne considérant pas un seul
disque D mais un fibré sur aBS avec comme fibres des disques transversaux 2 Ns,
les mémes composantes connexes des itérés de ces disques vont former avec

u
B

]
base B est une application continue e

un fibré sur B° remplissant tout un voisinage de O. La projection sur la

Faisant la méme chose vis-a-vis de w avec X_t,t>0,onobtientunesecondepro-
jectioncontinuenhd'unvoisinagede()sur Bu;(ﬂs,nu) forment un systéme de coordon-
nées locales continues. Dans ce systéme de coordonnées le flot de X s'écrit comme
le produit des flots de X/Es et X/EY. Cette décomposition permet de réduire le
probleéme de la conjugaison en classe CO de deux singularités hyperboliques de mé-
me index au probléme de la conjugaison en classe C0 de deux contractions hyper-

boliques, ce qui est immédiat.

Maintenant, on peut faire une méme construction dans le cas non-hyperbolique
toutefois en faisant attention au comportement central qui peut impliquer que les

itérés d'un fibré de disques transversaux , par exemple par rapport 2 N° ne remplis-

12
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sent pas tout un voisinage de O moins Nu, bien que 1le )-lemme reste valable.

2 3,
Ceci est par exemple le cas de 1la singularité -ygsL + X S%— .

[

Néanmoins, la méthode de construction d'une fibration centre-instable peut
étre sauvegardée avec des moyens techniques de prolongement dont nous ne donnerons

une idée que par le dessin ci-dessous.

—H
\

Pour, compléter la démonstration il faut aussi construire une fibration invari-

ante stable ce qui est fait dans [16] en utilisant des méthodes analytiques.

Donc, une fois que 1l'on connait le comportement centre-instable 2a Co—conjugai-
son prés, on peut relever cette connaissance au niveau des germes en utilisant les
coordonnées C0 invariantes. Pour aller du comportement central au comportement
centre-instable dans Ncu, on progresse de la méme fagon. Le seul inconvénient dans
toute cette construction est que la description au niveau central est supposée

connue & C -conjugaison preés.

Bien que le résultat ait &té supposé vrai pour la Co-équivalence depuis un cer-
tain nombre d'années et méme utilisé comme tel dans certains articles, il n'a &té
établi que récemment par J. Palis et Fs Takens dans [ 21].

§5. Formes normales formelles

Un autre aspect du théordme de Hartman-Grobman est qu'un jet d'ordre 1 déter-
0
mine la singularité 2 équivalence C prés si et seulement si ce jet est hyperbo-
lique.

13
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Définition 5.1 Soit '1‘r € J: un jet d'ordre r d'un champ de vecteurs sur R

Nous disons que Tr est déterminant en classe Ck 2 équivalence (resp. tonjugai-
son) prés si pour VX,Y € qn avec jr(X)(O) = jr(Y)(O) =T, 1'on a que X et Y

sont équivalents (resp. conjugués) en classe Ck.

Un outil trés important dans 1'étude des singularités de champs de vecteurs
et surtout dans la recherche de jets déterminants est le théoredme de la forme nor-
male formelle associée au 1-jet. Ce théordme nous permet d'éliminer un grand nom-

bre de termes dans le jet d'ordre « d'un germe de champ de vecteurs.

Supposons que X soit un champ de vecteurs Ck sur R® avec X(0) =0 et

que X, soit un champ linéaire avec jl(Xl)(O) = jl(X)(O).
Dénotons par Hh 1'espace vectoriel des champs de vecteurs homogénes de degré
]h : Hh - Hh 1'application linéaire associant a chaque

Y € Hh le crochet de Lie ['XI,Y]. Alors on peut décomposer Hh en Hhth & Gh de

fagon que Bh = Im([Xl,.]) et que Gh soit un espace complémentaire.

Théordme 5.1[29]SiX XI,Bh et Gh sont comme ci-dessus , alors, V{4 <k, il y a

un difféomorphisme de classe Cm) Q: (R%,00 D tel que X' = ¢,*(X) soit de la

h sur R" et par [Xl,

forme:

L -
X -X1+g2+...+gL+R‘L

avec g, ect vi= 2,...,4 et avec jL(R‘L)(O) = 0. (le cas 4 = k = » est permis)

Comme conséquence facile de ce théoréme, on obtient :

Théordme 5.2 [29] Si X1 est un champ de vecteurs linéaire tel que

{etxllt € R} soit relativement compact dans le groupe linéaire GL"(R) et si

X est un champ de vecteurs C avec jl(X)(O) = jl(Xi(O) alors il existe un
©

difféomorphisme C ¢ : (F,0) ©  tel que ja(qo*x)(o) soit invariant par

le = ™1 dans 1e sens que jw((p*X)(O) = jm((go )*X)(O) Vg€ le.

Ce corollaire qui nous sera d'une grande utilité revient 3 1'étude des 1-jets

de la forme :

k 3 3 n
X, = ¥ 3 (x —_— - %, =) 2k <n en R
1 =1 i 2i-1 ax2i 21i axn_l

et suit facilement du théoréme de la forme normale puisqu'ad chaque niveau Hh

on obtient Hh = Im([Xl, ']h) ] Ker([Xl, ]h) du moins aprds complexification, ce
qui fait que 1'on peut utiliser les Ker([Xl, ']h) comme espaces supplémentaires
h

G.

k k
Si en plus on suppose % a,), *# O Va, €Z avec 1< % |a,| s4+,
1=1 i i 1=1 i

14
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ces noyaux Ker([Xl,.]h) se réduisent, ce qui permet une forme normale du {-jet

ayant comme expression :

x 2
X £, (G ..
i=1 2k-1
k
2, 2 2 2 3 3
+ IalGt x)aeees Oy + X R ) gy BT T a1 3

2 2 2
Fx) e (x + x50,

3

l - X —_
2i-1 3k, 21 d% )

Lx ) (x
m 2i-1

okl

n
2 2 2 2 d
+ 7 h, (x5 +x2),...,(x +x°),x yeeisX ) ——
1=2k+1 i 1 2 2k-1 2k 2k+1 m axi
3h,
avec fi(O) =20 gi(O) =0, hi(O) =0 et s;;(o) =0 Vi,j 2 2k+l.

§6 Linéarisations C" et analytiques

Examinons maintenant ce qu'on peut tirer du théordme 5.1 dans le cas d'un

champ linéaire X1 hyperbolique avec comme valeurs propres Aoy comptées
avec leur multiplicité .

Dans ce cas [Xl, ] est un opérateur linéaire ayant comme valeurs propres

h
les nombres

n
[xi -y m.aL) =L - <MA) avee i€ {1,...,n},
-1 471 i
n 3 n
M = (ml,...,mn) EWN, A= ()1,...,xn) et M| = §1 mﬁ = h.
n j n
Des relations ), = ¥ m,) avec i € {1,...,n§ et Y m, 2 2 sont appe-
Loy 3 j=1

1és des résonances par analogie avec les relations similaires qu'on a pour des
systémes dynamiques linéaires sur des tores. En conséquence du théoréme 5.1 de la
forme normale formelle nous déduisons qu'une singularité de champ de vecteurs hy-

perbolique et sans résonance est formellement linéarisable.
Ces résultats restent d'ailleurs valables pour des champs {-holomorphes.

Un théor2me de Sternberg [ 26] dit quedetelles singularités sont également

linéarisables en classe C. (du moins dans le domaine réel).

Ce résultat a &té étendu récemment dans [ 13 ] aux singularités €-holomor-
phes hyperboliques ol 1'hyperbolicité veut dire que le rapport de deux valeurs
propres n'est jamais réel. Cette condition n'est pas impliguée par la seule condi-

tion de non-résonance comme dans le cas réel.

Le procédé suivi dans le cas réel est de démontrer que deux germes de champs
de vecteurs hyperboliques formellement équivalents sont nécessairement &quivalents

o]
en classe C .

En classe Cr, un grand nombre de résultats ont été obtenus par différents

15
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auteurs. Pour leur plus grande partie ces résultats sont inclus dans quelques théo-

rémes de Belitskii [ 4,5 ].

Les choses se compliquent davantage lorsqu'on s'intéresse a des linéarisa-
tions analytiques pour des champs de vecteurs analytiques ou des difféomorphismes

locaux analytiques.

Traitons seulement le cas des champs analytiques et des champs de vecteurs
C-holomorphes . L'ensemble des valeurs propres, comptées avec leur multiplicité,

peut étre représenté comme un élément A= (xl,...,xn) de En.

On appelle domaine de Poincaré dans L 1'ensemble des &léments (xl,...,)n)
tel que 1'enveloppe convexe de Apseeosdy dans € ne contienne pas 1'origine.

Le complément de ce domaine en " est appelé le domaine de Siegel.
n

A; =X om)
A b

1'on peut démontrer que dans le domaine de Poincaré chaque point a un voisinage

Chaque résonance peut étre représentée par un hyperplan et

n'intersectant qu'un nombre fini de plans de résonance tandis que dans le domaine

de Siegel les plans de résonance forment un sous-ensemble dense.
Théor2me 6.1 (Poincaré).

Si X est un champ de vecteurs analytique avec X(0) = O et si le vecteur
A des valeurs propres de jl(X)(O) est dans le domaine de Poincaré et sans réso-

nance alors X est analytiquement conjugué 2 jl(x)(o) (R ou @).
Dans le cas de résonance, il existe des formes normales polynomiales [8 ].
Théoreéme 6.2 (Siegel [241]).

1) Pour presque tout A € t" (dans le sens de la mesure) chaque champ de vecteurs
analytique X associé 2 A\ comme dans le théoréme précédent, est analytiquement
linéarisable.
2) II existe un sous-ensemble dense dans le domaine de Siegel, composé d'é&léments
A sans résonance pour lesquels il y a des champs holomorphes avec ) comme vec-
teur des valeurs propres et n'ayant pas une linéarisation analytique.

La condition que Siegel a utilisé pour permettre une linéarisation ¥
est que pour A il existe un V>0 et >0 tel que Vi et VM= (ml""’mn) avec
MeEN et |M =3 m 22 1lonait|y - <AM2 clm| ™V

La nécessité d'un certain contrdle sur les quantités 'xi - <\,M>| vient du
fait qu'on les retrouve comme dénominateurs dans les tranformations formelles
linéarisantes. Généralement ce probléme est appelé le probleme des petits dénomina-

teurs. Entre temps ces conditions ont été améliorées par plusieurs persommes,entre
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autres par Brjuno [7].

Par exemple, pour une linéarisation en 1'absence de résonances il suffit
qu'il existe € 2 0, v 2 O tels que

[a - <hi| > e VM

Signalons que les articles de Brjune contiennent beaucoup d'autres résultats concer-

nant les formes normales non linéaires analytiques ou strictement divergentes.

§ 7. Germes de détermination finie et jets non-stabilisables

Définition 7.1 On dit qu'un germe de champ de vecteurs en O est de détermination
finie en classe C0 s'il existe un k < = tel que j, (X)(0) soit déterminant en
classe ® (voir déf. 5.1).

I1 va de soi que dans ces définitions on peut remplacer la Co—équivalence par
la Cr-équivalence (r 2 1) ou par conjugaison en classe c® (r 2 0) ou meme par

d'autres types d'équivalence comme on 1l'a déja fait pour les linéarisations.

(6}
Si maintenant, un certain jet Tk n'est pas déterminant en classe C la question
se pose de savoir s'il est toujours possible de le stabiliser,dans le sens qu'on puis-
1 = .
se trouver un jet TL d'ordre 4 >k avec Mok (TL) T, t:l que TL soit
déterminant. Ceci est par exemple le cas avec les fonctions C  pour la notion de

détermination C.

R. Thom avait conjecturé en 1970 que cette question aurait une réponse néga-
tive et en effet Takens a démontré l'existence de jets d'ordre 5 dans R.4 et
plus tard 1'existence de jets d'ordre 2dans Rs qui ne sont pas stabilisables

méme pas pour la notion d'équivalence CO faible suivante :
Définition 7.2

Deux singularités de champs de vecteurs en O, X et Y sont faiblement &qui-
valentes en classe c® s'il existe un homéomorphisme h : U - h(U), h(0) =0

tel que V VcU voisinage de O, et Vp €V :

L (h(p)) = h(H”’X,V(p))

w,Y,h(V)
et
La,Y,h(V)(h(p))= h(La,x,v(P))
on L, V(x) est 1l'ensemble i-limite (i = q,p) dans V de l'orbite du point x
3
de Z,
Donnons une idée du 2-jet non-stabilisable en lls. Un énoncé plus exact est
le suivant :
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Théorzme 7.3 [29]

I1 existe une sous-variété W c ,ﬂg de codimension 3 contenant un ensemble
résiduel P tel que V g € P et tout Bg' € Ji avec k 22 et Trk,Z(B') = B,
il y ait deux représentants Xl,)(2 de B' pour lesquels les ensembles L(XI’UI)
et L(XZ’UZ) ne sont pas homéomorphes, quels que soient les voisinages U1 et

U, de OEJRS.

Ici L(X,U) est l'ensemble des points de U dont 1l'orbite pour X reste dans

U et tend vers O pour t tendant aussi bien vers +w que vers -m.
Cet ensemble P consiste de 2-jets ayant un 1l-jet de la forme

9 0 9 _, 9o
’\1(ylay2 g ayl) + 2,054 y, 4 ay3)

avec ol + oyl #0 Y a €Z et zlail 21

Se basant sur le théor2me de la forme normale formelle on démontre qu'en utili-
sant un changement de coordonnées ¢® on peut donner au jet d'ordre « d'un champ
de vecteurs ayant un tel 1-jet une forme invariante par les rotations dans le plan
(yl’y2) et dans le plan (y3,y4). Ainsi le jet d'ordre o ne dépendra que de

2 + 2 2 .2
yl y2 s Y3 + Y4 o ys'
2 2 2 2 2 2 b

Considérant maintenant L ) + ¥y X, =y, t Y *3 = Vs et oubliant le
comportement "rotationel'du champ formel on obtient un champ formel sur R3 inva-

riant par des réflections x, » -x, et x, - =X l.e portrait topologique de ce

1 1 2 2.
champ sur R3 donne une certaine information topologique du champ sur 1{5. Cette
méthode de réduction de dimension qu'on appelle parfois, "méthode du cocycle" [ 2 ]

et sur laquelle nous reviendrons s'applique ici formellement.

Maintenant supposons que le 2-jet réduit sur R3 soit proche de

2,2 23 2 2
(x1 + x5 - x3)ax3 - 2x1x3 Bxl + 2x2x3 sz

L'aspect topologique, représenté dans le schéma ci-dessous, reste semblable (2 équiva-
lence prés) lorsqu'on prend des perturbations de ce 2-jet, équivariantes pour

X, > -Xx. et x, 6 - X, et de l-jet nul.
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La suspension de ce demi-plan (xl,x3) par les rotations de réduction détermine
1'ensemble L(X,U) qui proche de O est alors une variété de dimension 3 ; ceci

au moins quand le germe méme est invariant par les rotationms.

Seulement cette symétrie par rapport au jet d'ordre 1 ne reste pas nécessaire-
ment valable au niveau du germe : on peut faire desperturbations plates Y =X + 2

créant dans L(Y,U) des orbites isolées.

Remarquons que les contre-exemples de Takens ne sont pas analytiques. Ainsi
dans le domaine des champs de vecteurs analytiques la question de la stabilisation
reste ouverte. Par contre dans le cas C~ nous avons donc une réponse négative a
partir de Ié. Dans I? la question est encore ouverte tandis que danS'lR2 tout jet
est stabilisable, non seulement pour Co-équivalence mais méme pour Co-conjugaison

[r0,11].

§ 8 Quelques résultatsdans]Rzet la méthode d'&clatement

Dans I{Z, 3 part le résultat sur la stabilisation des jets, on a en plus les

résultats suivants [10 ] :
1) Si un germe X est de Co—détermination finie alors il satisfait a une
inégalité de fojasiewicz :

Tk €N et T5,c€R, 5>0,¢c>0 X&) = c”x”k ¥V x avec |]x|| < 5.

2) Si un germe satisfait 3 une inégalité de fojasiewicz et a une orbite caracté-

ristique, alors il est de détermination finie.

Une orbite caractéristique est une orbite qui tend vers le point singulier ou

bien vient du point singulier dans une direction bien déterminée.

3) Théordme 8.1 [10,11]

V¥V n€ N, il existe un :ensemble ouvert et dense Ia‘n’z CZX(]Rn X ZRZ) tel que
VX ¢ Un,z et Vz¢€ I?, Xz comme champ de vecteurs sur R n'a que des singu-
larités algébriquement isolées donc satisfaisant 2 une inégalité de tojasiewicz.
En plus V n, il existe une liste finie de singularités telle que les singularités
qu'on rencontre dans Un,2 et ayant une orbite caractéristique sont Co—conjuguées

3 une singularité de la liste.

A part des théorémes généraux comme le théoréme de transversalité, la démons-
tration a besoin essentiellement de la technique de 1'éclatement. Introduisons cette

technique sous la forme utilisée ici dans Itz.

Définition 8.2 Nous disons qu'une singularité X en O € 112 a un "degré de dégé-
nérescence nul"si pour les deux valeurs propres A et o, de jl(X)(O) 1'on a
(A;51,) # (0,0).
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Une telle singularité est donc ou bien hyperbolique, ou bien partiellement
hyperbolique avec une variété centrale 1 -dimensionnelle ou bien a pour 1-jet une

rotation. Ces singularités sont donc bien connues en codimension finie.

Supposons maintenant que X soit une singularité avec un degré de dégénéres-
cence non nul. Alors en utilisant :

& : st X R > Rz (8,r) - (rcosf,rsinfh)

on peut définir un champ de vecteurs X sur S1 x R tel que Q*(i) =X

i.e. dép&(p)) = X(3(p))

Si en plus j, (X)(0) = 0 alors & T ¢ sur S xR avec X =X

Le comportement topologique de X dans un voisinage de O peut étre obtenu

a partir du comportement topologique de X sur un cylindre S1 x [0,¢e[.

I1 se peut qu'une singularité de X sur Sl X [0( ait encore un degré de
dégénérescence non nul. Dans ce cas 1l'on fait un nouvel éclatement de X “en. ce

point. En ne tenant compte a chaque pas que du comportement sur S, X [0,o[ et en

1
divisant chaque fois par un r avec k 1le nombre maximal ayant la propriété

jk(ii)(o) = 0 on obtient apr2s un nombre fini d'éclatements un certain champ de
vecteurs X° défini sur un voisinage extérieur An d'un cercle topologique aAn

en Rz aAn consiste en un nombre fini d'arcs lisses.

00

De plus, il existe X" = F X" avec F 20, C, F|3 =0 et
n n nl “n

yn
(@10...0@[1)*()( ) = X en dehors de 3A . #,...08 est analytique.

La technique de 1'éclatement joue un rdle essentiel dans la démonstration du

théor2me 8.1 gréce a 1'équivalence des trois propriétés suivantes :

i) X en O satisfait 3 une inégalité de Lojasiewicz
ii) il n'existe pas de chemin c” y : (RO) » (RZ,O) avec jr(y)(o) # 0, pour
un r < o, tel que jm(Xoy)(O) =0
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1°"'°§n conduisant 2 un champ X" telle

que les seules singularités de X" sur aAn soient

iii) il existe une suite d'éclatements &

a) ou bien des singularités isolées p de degré de dégénérescence nul avec la
propriété que jm(ﬁn/Nc)(p) #0 dés que X' en p a une variété centrale N°.

b) ou bien des arcs lisses Y de aAn (éventuellement aAn tout entier dans le cas

n=1) ot en chaque point p € y le degré de dégénérescence de X® est nul.

De plus la position et les propriétés des singularités de X" ne dépendent
que d'un jet d'ordre fini de X en O ce qui donne la possibilité de démontrer que

le germe est de détermination finie.

4) Un autre résultatdans R? [11 ] dit que deux singularités Co-équivalentes du
type de Lojasiewicz et ayant au moins une orbite caractéristique sont nécéssaire-

0
ment conjuguées en classe C .

Pour voir cela, il suffit d'observer que les singularités du type de tojasie-
wicz avec orbite caractéristique peuvent &tre décomposées en un nombre fini de

secteurs paraboliques, elliptiques et hyperboliques :

parabolique elliptique hyperbolique

L'équivalence entre de telles singularités implique un méme type de décompo-
sition. Il est facile de voir que deux tels secteurs paraboliques resp. elliptiques
sont Co-conjugués. La méme observation reste valable pour les secteurs hyperbo-
liques avec toutefois un peu plus de calcul [11 ]. On démontre que le temps de
passage par un secteur hyperbolique tend de fagon monotone vers l'infini lorsque

1'orbite s'approche du point singulier.

§ 9 Singularités de petite codimension et stratification de 1'espace des germes.

Quelques autres questions qui se posent concernant le type topologique des
singularités de codimension finie sont par exemple :
1) Est ce que les singularités de codimension finie sont de détermination finie, ou
plus précisément est ce que pour tout n il est possible de trouver un ensemble
générique de familles 2 n paramdtres ne contenant que des singularités de déter-

mination finie.
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Vu les résultats de Takens mentionnés auparavant, la réponse est négative en
dimension > 5 et codim 2 3, méme pour la notion plus faible d'équivalence Co—
faible. Elle est aussi négative dans ll4 utilisant le contre exemple de la stabili-
sation de Takens. Mais 2 notre connaissance, personne n'a calculé la codimension
du phénoméne qui doit &tre environ égale a 10. Dans I?, la question n'a pas encore
été résolue et Takens conjecture une réponse négative. Dans B.2 on peut dire
que la réponse est sans doute positive, ce qui a d'ailleurs été conjecturé par
Takens. En tout cas, elle est positive en ce qui concerne les singularités avec
orbites caractéristiques [ 10 ].

2) Un autre probléme est de caractériser ou méme de classer les singularités de co-
dimension n avec n aussi grand que possible.

Les singularités de codimension < 2 en toutes dimensions ont été classées
par Takens pour la notion de Coaéquivalence faible et il y a de fortes chances

pour que cette classification reste valable pour la Co-équivalence.

Ici nous ne donnons que 1'énoncé du théordme. On trouvera la description et
les schémas des différents types topologiques des singularités annoncés dans ce
théor2me dans [29] ou [27].

Théoréme 9.1 Pour tout m, il existe des ensembles semi-algébriques fermés

q? = VO D V1 D V2 ) V3 de codimension 0,1,2,3 resp. tels que Vi =1,2,3

chaque X € Vi—l\vi est -stable pour 1'équivalence Co—faible. En plus, tout

Vi-l
Vi_l\Vi est une variété de codimension (i-1).
Ce théoréme rend entre autre possible une notion de codimension pour une sin-

gularité moins vague que celle qu'on utilisait auparavant.

Dans le plan, la classification de Takens a &été &tendue jusqu'en codimension 4.
A part, quelques problémes avec des singularités de codimension 4 sans orbites
caractéristiques, il y a dix types topologiques différents de singularités de

codim < 4 2 conjugaison C0 prés.

Théoreéme 9.2 Il existe des sous-ensembles semi-algébriques fermés Qz

2
G =Vy2V DV,2V;D0V, DV,

chaque Vi\Vi+1 est une union finie de variétés de codimension 1 : Vi\vi+1;81 Mji'

de codim O, 1,...,5 resp. tels que V 130,...,4

A part un ensemble semi-algébrique R4 c V4 ouvert dans V4, chaque

X € (qz\RA) n Mji est Mji-stable pour conjugaison CO.

On trouvera la description des différents types de singularités intervenant
dans ce théoreme dans [ 10 7.

Voyons pour finir ce que 1'on peut dire d'une extension éventuelle de ces stra-

tifications pour des codimensions plus grandes :
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m25 Il n'est pas possible de trouver une filtration Vb D V1 :)V2 D V3 o V4
telle que la propriété de stabilité relative soit vérifiée dans V3\V4, comme permet

de le prouver le contre-exemple de Takens décrit ci-dessus.
m=4 La filtrationpeut seulement étre finie pour la méme raison que pour m 2 5.

m=2,3 11 est possible bien que peu probable dansl? que 1'on puisse trouver une
extension infinie de la filtration par des ensembles Vi’ mais ici des difficultés
nouvelles apparaissent. En effet Arnol'd dans [1 ] pour m=3 et Il1'yashenko

[ 18] pour m=2, ont prouvé qu'il n'était pas possible d'étendre la filtration d'ume
manidre semi-algébrique. En fait, dans les déux cas, il n'existe pas de méthode de
décision algébrique pour le probléme de la stabilité au sens de Lyapounov. On peut

cependant formuler la conjecture suivante ;

Conjecture (m=2) Il existe une stratification de qz par des ensembles semi-ana-

lytiques Q2 =V DoV D..D>D Vn ) Vn+ D... avec des propriétés analogues 2a celles

(o] 1 1
décrites ci-dessus et telle que n Vn soit un ensemble de codimension.infinie,
n

Chapttre II Déploiement de champs de vecteurs :

§1. Quelques définitions :

Rappelons qu'une famille 3 k parametres de champs de vecteurs : X , sur une
variété M' est la donnée d'un champ sur l(k X M tel qu'en chaque poing
(u,x) € le X M le vecteur X (x) soit tangent au facteur {u} x M. On désigne
par X(]Rk X M) 1'espace de czs champs de vecteurs.

Dans le chapitre I mnous avons introduit une notion de Co—équivalence entre
champsde vecteurs. On peut étendre cette notion aux familles : deux familles 2 k
paramétres XLl et X' sur le méme espace de pgramétres llk et définies sur des
variétés M et M' respectivement sont dites C -&quivalentes s'il existe une appli-
cation continue hu . R¥ X Mde M' telle que pour Vpu, x- hu(x) soit un homéo-
morphisme de M sur M', C -équivalence entre X et %l. (On peut également dé-

finir des notions de Co—conjugaison et de Cw—équivalence et conjugaison)

Si ¢ : IKL~+ I¥ est une application continue et Xu une famille & paramétre

u € I(k, on appelle famille induite par ¢ 1la famille Ye =X 3 paramétre

ole)
e € I(L.
Nous appellerons déploiement d'un champ X, toute famille Xu telle que XO-X.
Définition 1.1 Un déploiement X de Xo est dit déploiement versel de XO si

tout autre déploiement de XO est équivalent 2 un déploiement induit par X .
W
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Dans la suite on condidérera seulement des déploiements de germes de champs de
vecteurs X, définis comme germes de déploiement d'un représentant de X en

(O,XO) € I!k X M. On pourra supposer que M = et que = 0. I1 n'y a pas de

x
difficultés a considérer 1'équivalence entre déploiements<ﬂ?germes de champs,
1'induction d'un germe de déploiement par un germe d'application

(p,0) : (]{L,O) - (Ik,O), ainsi que la notion de déploiement versel de germe de
champs de vecteurs. Il faut seulement prendre garde que la donnée d'un déploiement
d'un germe de champ n'est pas la simple donnée d'un germe d'application dans 1'espace
des germes des champs en O € R™. (Considérer par exemple la bifurcation d' Hopf

décrite plus loin).

L'intérét du déploiement versel d'un germe de champ de vecteur X, lorsqu'il
existe, est qu'il renseigne sur tous les germes proches de XO’ ainsi que sur les
transitions possibles entre ces germes (bifurcation). Remarquons également qu'a
1'aide de déploiements bien choisis, il est parfois possible de mettre en évidence
des différences qualitatives entre deux germes topologiquement équivalents. Ainsi,

les deux germes de champs de vecteurs en O € Ig, écrits en coordonnées polaires

3 o) 5
(r,0) : S%_ +ar —%; et 35 +a,r g%— (a1 et a, > 0) sont topologi-

quement équivalents. Par contre, dans tout déploiement X du premier il existe au
plus une orbite fermée pour X dont le diamétre tend vers O € I(Z pour u- O,
alors que pour le deuxiéme germe de champ, il existe des déploiements X tels que
le champ Xu possdde deux orbites fermées distinctes dont les diametres tendent
vers O pour - O. (les conditions sur le diametre des orbites fermées impliquent

que le phénomene ne dépend pas des représentants choisis pour les déploiements).

§ 2 Figure de bifurcation pour une famille 3 k paramdtres.

Considérons une famille X de champs de vecteurs 2 k parametres, sur une
variété M. Soit ZO le plus grand ouvert de Ilk tel que si My et H,y appar-
tiennent 3 la méme composante connexe de 20 on ait X équivalent a3 X (Lutre-
ment dit X'-1 est localement stable pour p € Zo). On ap%elle M\zo, ensemble de
bifurcation pour la famille X , car les changements de type topologique de Xu ne
peuvent se produire que lorsque |4 franchit cet ensemble. Soit maintenant 21 le
plus grand ouvert de IF\ZO tel que XuIT soit stable. Et ainsi de suite on peut

définir éventuellement de cette fagon une éécomposition de l{k : ]ik= ZOU EIU EZU...

Une telle décomposition au moins valable pour les germes a 1'origine, existe pour
des familles génériques si 1'on a pu définir une filtration de qh par des ensembles
semi-algébriques :

qug VO o} V1 D...D Vk o} Vk+1 avec cod Vk = k tel que tout germe

o € Vi\vi+1 soit Vi—stable.
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Alors, pour toute famille sur llk dont le jet est transverse aux Vi on

i+1 et chaque Zi est semi-

algébrique de codimension i. On a vu dans le premier chapitre qu'il n'existe pas

obtient la décomposition en posant = jo~ (V \V

toujours une filtration {Vi}i pour V n et V k. Il est en effet possible de
trouver des exemples tels que pour un certain i, M\Zi #0 et i = @. Bien
que leur &tude soit en dehors de notre sujet, considérons par exemple la famille de

champs holomorphes X (xl +e) )z a + (}2 +e,)z -
1

(e;0e)) ~ 2722 az +A3%4 32,

avec X ,)has) € [, et deux 2 deux indépendants sur R, our (¢, ,€,)
1’r20%3 P 1°%2

voisin de O € 1(2. Le germe de cette famille est un déploiement versel topologique

du champ linéaire X D'autre part, lorsque l'enveloppe convexe des valeurs

(0,0)°

propres XI’XZ’X3 contient O € C, n'est pas topologiquement &quiva-

X
(el,ez)
Ient 2 Xel o) si (61,62) # (ei,eé). Le déploiement est un module a deux

paramétres de types topologiques deux 3 deux distincts et 3. = @. (Voir [ 9 7).
0

Dans ce qui suit, nous voulons décrire quelques déploiements versels et indi-
quer comment les construire. Nous nous intéressons seulement aux germes ¢ de co-
dimension finie, au sens o ¢ € Vk\vk+1 pour une des filtrations introduites dans
le premier chapitre. Pour construire le déploiement, il est raisonnable de considé-
rer une famille a parameétre dans I(k, dont le jet soit transverse a Vk (et donc
3 tous les Vi)' Cette méthode fournit effectivement un déploiement versel pour
k=1, mais dés que k=2, il est facile de voir que la famille obtenue n'est pas

nécessairement verselle.

I1 faut d'autre part noter que la figure de bifurcation définie par les Vi
ne fournit pas tous les renseignements intéressants. En effet, cette figure ne
renseigne que sur les germes intervenant dans la famille , alors que certains
phénoménes sont de nature plus globale dans le sens qu'ils sont associés 3 certaines
connections entre germes. Une telle remarque est déja valable pour les déploiements
de fonctions (exemple : croisement de points critiques) mais ici la variété des
phénoménes possibles est beaucoup plus grande (orbites fermées, connections de
points de selle , variétés invariantes ayant un caractdre évanescent lorsque le

paramétre tend vers 0).

§ 3. Exemples de déploiements versels.

3.1 Les germes de champs de vecteurs stables.; Nous avons déja indiqué que les

germes X en O € RT, réguliers (X(0) # 0) et les germes en O hyperboliques
(X(0) = 0 et [spectre jIX(O)] N {iR} # @) sont stables. Compte tenu de la dépen-
dance continue par rapport 3 X de la conjugaison entre X et S%— dans le cas
régulier et entre X et jlx(o) dans le cas hyperbolique, il estlfacile de montrer
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que le germe X admet un déploiement versel : la famille constante. Inversement,
les germes réguliers ou hyperboliques sont les seuls germes de champs de vecteurs

ayant un déploiement versel constant.

3.2. Réduction 2 la variété centrale. Lorsque le 1-jet de X n'est que partiel-

lement hyperbolique, nous verrons que 1'on peut limiter 1'étude du germe 2 une
variété centrale. Pour cela, on utilise une généralisation aux familles de champs,

des théor2mes relatifs aux variétés centrales,mentionnés plus haut.

Soit donc Xu une famille 2 paramdtre de R" telle que XO(O) =0 et soit
Eu$ E° ® £ 1a décomposition de R™en espaces propres,associée 2 jIX(O). Si 1'on
considére X comme un champ sur léc X Rn, de composante nulle sur le facteur
]l%‘, les espaces Eu, E° et Rk ®E® sont les espaces respectivement instable ,
stable et central de ce champ. Le théor2me d'existence des variétés centrales im-
plique alors que pour V 4 2 1, il existe une variété N® de classe C{' dans

X l{x, de dimension c¢ + k et tangente en O 2 Rk %) Ec, variété centrale

de Xu considéré comme champ de vecteur sur Rk X R,

Soit X la restriction de XL1 3 une telle variété centrale N¢ dont on

~

choisit un systéme (ul,..,uk,zl,...,zc) de coordonnées de classe CL : Xu est

une famille sur RS a paramétre | € ]Rk.

En utilisant cette variété N® on peut maintenant établir le résultat suivant :

Théoreme [21 ]. Soit xu un germe de famille en O € RrR" 2 paramdtre u € l{( tel
que 1'espace central de XO en O soit de dimension ¢, O S ¢c < n. On a alors
les résultats suivants :

i) I1 existe p, O < p < n-c tel que le germe de famille X'.1 soit Co-équivalent

X =% ctp 3 n 3
au germe : = + z, == - ¥ z 2
B M ey 102 jocipy 1937

ot (ul,...,uk,zl,...,zn) est un systdme de coordonnées sur RrK x R" &tendant

celui de ]Rk X RS introduit plus haut sur Nc.

¢ 5 > e 3 n 3

11) 81 Y = % (Zy,00z ,0) = + %  z, = - 3 z, =
Woogay U1 e 0% faen i imcipsl 9%

> o)

c ~
etsi Y = ¥ Y, —— est Co-équivalenta X, alors Y est Co-équivalent
Mg 1O W "
a X.
8]

Remarque. Il résulte du théoréme que si X est un déploiement versel de 3(0,

alors X est un déploiement versel de X . La possibilité de relever des CO-

~
équivalences affirmée dans 1'énoncé n'est pas une trivialité comme ce serait le cas
pour des Co-conjugaisons ; elle résulte d'un résultat difficileétabli récemment

par J. Palis et F, Takens [ 217.
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Le théordme énoncé ci-dessus permet de se limiter a 1'étude des germes dont
le 1-jet a un spectre de valeurs propres purement imaginaire. Sauf indications

contraires, c'est ce que nous supposerons dorénavant.

3.3 Déploiement versel en dimension 1

o)
Soit X un déploiement d'un champ sur R: X = f (x) —. Alors
° 5 P VRV ox

X
X = dv (x) avec V (x) =-f f (s)ds.
o EBradh " 0 M

L'étude du déploiement versel de X  est équivalente a celle du déploiement de

0]
VO’ c'est-a-dire 3 1'étude des catastrophes élémentaires pour les potentiels a une

variable (voir [32 ,[33]

On a le résultat général suivant :
Soit X = f(x) -a-%- un germe en O € R tel que :

£ = £ = ... =t ) =0 et que £V (0) # 0.

Alors X admet un déploiement versel a k-paramétres équivalent 2 :

e kL k-1 N
X(“l”“’“k) =t x + % + ... +uk)
(L'équivalence est méme une C“-conjugaison modulo une fonction multiplicative non

nulle. Le déploiement est &galement versel en ce sens).

Remarque. A 1'aide du théoréme de réduction 2 la variété centrale, on a du méme
coup une étude compléte de tous les germes singuliers a variété centrale de dimen-

sion 1 et comportement central non complétement dégénéré. Ainsi, le déploiement

2
versel de la singularité semi-hyperbolique du type selle-neud : X = x é%- y é%
)
est donnée par X = (x% + )— - y=—.
o P L H y dy

(Le déploiement s'interprdte comme 1'apparition d'un attracteur en p=0 pour p dé-

croissant).

3.4 Déploiements versels en dimension 2.

- Bifurcation de Hopf pour les champs de vecteurs [17]

Soit X un germe en O € I{Z ayant un 1-jet de rotation

i X(0) = x(-x2 S;I + % S;; s A # 0. Nous avons vu plus haut qu'un tel germe a
une forme normale formelle d'ordre k, qui en coordonnées (r,9) s'écrit :
X=( +2 b, r? )TQY + (% a, ey ¢ ?%7 mod(”x”k+1
izl izl
(||x|| : norme euclidienne de Ig)
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Les germes de champs dont la réduction centrale a un k-jet comme ci-dessus
avec a# O définissent une partie de 1'ensemble VI\VZ du théor2me de Takens
énoncé dans le premier chapitre (L'autre partie de cet ensemble est formée par les

germes ayant une réduction centrale de dimension 1 : f(x)isr avec f£(0) = f(l)(o)=o
et f(Z)(o) # 0, germes dont on a déja parlé plus haut).

Un germe ayant une forme normale formelle comme ci-dessus avec a # 0 admet
un déploiement versel équivalent 2 :

=2 2y, 2
Xu- ae+(u+ar)r P

Pour étudier le portrait topologique de ce déploiement, il est commode de remarquer

avec a = aj # 0.

que si 1 : ]g - R est 1'application T:r-> = m(g,r) = r2’ on a :

T, o)
%X =2 =2 + —
. (1 + ap)p %

Supposons a < 0. Le champ Zu, pour U > O, posséde deux singularités hyperboli-
ques, 1'une en O (une source), 1'autre au point - % (un puits). Il en résulte que
le champ X posséde une source hyperbolique en O € Ig et que le cercle de rayon

V-& : yu = n-l(- E) est une trajectoire fermée normalement hyperbolique de ce champ.

Lorsque | est < O, le point O est un puits pour le champ Xu, hyperbolique pour
U < 0 et attracteur faible pour u = O.

On peut représenter 1'évolution du portrait topologique par le schéma suivant :

Cas a <0 : —_— . —_

u<o u=0 u>0

Lorsque a > O, la partie radiale est 1'opposée de celle obtenue dans le cas
précédent pour - . On en déduit immédiatement 1'évolution suivante du portrait
topologique :

Cas a > 0 : -_— 4 — g

u<0 =0 u>0
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Les deux déploiements obtenus ont une interprétation trés différente. Dans le
cas a < 0, le fait le plus notable est 1l'apparition de 1'orbite normalement attrac-
tante pour > O, Un syst2me décrit par un tel champ de vecteurs passe d'un équili-
bre ponctuel stable pour | < O 2 un régime oscillant stable pour u > O. De plus,
1'amplitude de ce dernier régime crott 2 partir de 1'équilibre ponctuel lorsque L
augmente. Le syst2me ne subit donc qu'une faible perturbation lorsqu'on passe la va-
leur w=0. Examinons maintenant le cas a>0. L'origine est pour u<O, un attracteur stable
dont le bassin d'attraction est le disque de rayon v:g. En py=0, cet attracteur dis-
parait pour faire place 2 un équilibre instable. Si l'on imagine un systeme dans
1'équilibre 0 € ]Rzpour u<0,cet &quilibre devient de plus en plus précaire pour (150,
et trds probablement avant d'arriver en u=0, le systeme évolue vers un autre équi-
libre loin de sa position initiale et en tout cas non décrit par le déploiement du

germe considéré. Il s'agit ici d'une forte perturbation.

Nous avons donné des déploiements versels pour toutes les singularités de co-
dimension 1 (comme elles apparaissent dans le théoréme de Takens, cité au chapitre

I). Passons maintenant aux singularités de codimension 2.

3.5. Les singularités de codimension 2.

Nous allons passer en revue les différentes singularités de codimension 2 et
donner, lorsqu'il existe leur déploiement versel. Désignons par n, la dimension de

1'espace central.

2
) (2) (3), 0y %

£(0) = £ 77(0) = £ 77(0)=0 et £ 7°(0) # O admet un déploiement versel a deux para-

metres (voir plus haut).

Pour n = 1, la singularité £(x) avec f(x) fonction ¢® telle que

Pour n = 2, considérons la forme normale d'un champ de un 1-jet

jlx(O) = \(- x + x _Q_) telle que a; = O et a, # 0. Le champ admet un

-
1 axz 2 ax1
depioiement versel a deux paramétres, équivalent 2a

2
X =§e—+(ul+u2r +ar4)rl, avec (ul,uz) ERZ; a # 0.

V] dr
Considérons maintenant un champ dont le 1-jet vaut X SE— s X posséde une
forme normale formelle égale 2 : 2
iy 3 i 93
jXO)~ (x, + ¥ bx,) =™ + ¥ a,x,—
© 1 12 i~2 bxz 152 i"2 axl

Supposons que a, et b2 # 0. Alors le champ X possdde un déploiement versel
3 deux paramétres équivalent 2 :
- 2y 3 2, 3
Xu (x1 + X + bx2) 5, + (ul + ax”) 3,
avec (ul,uz) € l@ et a,b # 0.

On trouvera une description détaillée du portrait topologique de ces déploie-

ments dans 1'article d'Amol'd [ 3]. Signalons seulement que dans le .premier des
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déploiements écrits, on a création de couples d'orbites fermées, 1l'un stable 1l'autre
instable, lorsque le paramdtre traverse une courbe issue de 1l'origine de 1'espace des
paramdtres p € (ul,uz) € 1(2. Dans le deuxiime déploiement, &tudié par Bogdanov

[ 6] et Takens [ 317, il existe pour un ensemble ouvert de valeurs du paramdtre,
un point de selle hyperbolique de Xu ; le long d'une ligne dans cet ouvert, on
observe une connection entre variété stable et instable. Transversalement 3 cette

ligne, on observe 1'évolution suivante du portrait topologique :

)

20\ 7\

Pour n 2 3, il existe des germes de codimension 2 dont le 1-jet a pour va-
leurs propres : 0, ¥ i) (n=3) et * ixl, + ixz avec la condition pour
v (al,az) € Z tel que 1 < |a1! + Io,zl < 4 on ait aply Fa, # 0 (n=4), et
d'autres conditions supplémentaires portant sur le 3-jet. Il est trds vraisemblable

que ces singularités n'ont pas de déploiement versel 2 nombre fini de paramdtres.
Nous reviendrons sur 1'étude de ces singularités a la fin du chapitre.

§ 4. Construction de déploiements versels :

La construction du déploiement versel d'un germe X se fait en deux étapes :

1le Etape : déploiement versel formel : On é&crit un déploiement versel pour un

k-jet bien choisi de X (choisi de fagon que 1'on puisse ensuite réaliser la deuxi-
2me étape). Cette premidre étape est toujours possible mais 1'on doit s'efforcer de
trouver un déploiement versel le plus intéressant possible (par exemple avec un
nombre minimum de paramdtres).

28 FEtape : Suffisance du déploiement formel. La premi2re &tape a fourni un déploie-

ment versel C”, modulo les champs de vecteurs de k-jets nuls. La deuxieme é&tape
consiste 3 montrer que l'adjonction d'un champ d'ordre k + 1 au représentant poly-
nomial du k-jet, préserve le type topologique de ce déploiement polynomial, a équi-

valence pras.

4,1. Déploiement formel.

L'action adjointe du groupe @ D" des germes de difféormorphismes fixant 1'o-
rigine sur 1l'espace des germes de champs de vecteurs : an (non nécessairement nuls

en O0), induit pour Vk21 ume action dugroupe de Liedes(k + 1)-jets de difféomorphis-
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It
mes Dk+1

ment nuls en 0) : ﬁ.

sur 1'espace vectoriel des k-jets de champs en O (non nécessaire-

Lorsque l'on a ainsi l'action d'un groupe de Lie G sur une variété M, on

peut introduire dans M 1la notion de G-équivalence : v, et v, € M sont

G-équivalents s'ils appartiennent 2 une méme G-orbite. Oi peut étendre cette notion
aux germes en O € l(k, d'applications différentiables d'un espace de paramdtres

]¥ dans M : vu et w sont équivalents sietseulement s'il existe un germe
d'application différentiable hu : llk-e G tel que wu = huvu. On appellera dé-
ploiement de v, tout germe d'application tel que vuJ Un déploiement vu de v
est dit versel, si tout autre déploiement LA est de la forme : Vu(e) pour un
germe d'application différentiable (e). Il est alors trés facile de montrer que
(voir [ 3 1)

Lemme. Le germe d'application vu est un déploiement versel de v si et seulement
si vu est transverse en U =0 2 la G-orbite 6 vo de Vo
Remarque. Supposons que cod @v = 4. Dans la pratique, si M est un espace

vectoriel, on choisira 4 vectgurs en v V1""’VL engendrant un sous-espace

o°
complémentaire 2 1'espace tangent Tv @V de 1'orbite en Vo Un déploiement versel
en v, est donné par : 00
0 L
+ \
MCHTTS Ia CR A

Revenons maintenant & 1'action des (k + 1)-jets de difféormorphismes sur les
k-jets de champ. Soit ij(O) un élément de EE. L'espace tangent a 1'orbite de
i ' = g i n
d, est 1'espace ﬁk(jk x(0)) jk[ ’jk X(0) ] e JE (ot dp41 > espace des

k+1
(k+1)-jets de champs de vecteurs nuls en O, est 1'algdbre de Lie de < DE+1).
Si Xu est un déploiement du champ X = XO, et si k 21, choisissons des
champs de vecteurs Xl""’XL dont les k-jets engendrent dans 3 E un espace

complémentaire 2 uk(jk X(0)), espace tangent A 1'orbite de ij(O). La proposition
suivante suit immédiatement du lemme précédent :

Proposition. Si X, Xl,...,X4 sont des champs comme ci-dessus, il existe {4 ger-
mes de fonctions C fl(u),...,fc(u) avec f (0) = ... = £,(0) = 0 et un germe
de famille de champs : R , tel que R(u) = o( |/ <+

a Yu = xo + 121 fi(“)xi + R(u).

(Ici, Cm-conjugué signifie qu'il existe une famille de difféomorphismes hu qui

) et que Xu soit Cm—conjugué

pour chaque u conjugue XIJ et Yu).

4
La proposition signifie aussi que Y( y 3 XO + % eixi est un déploi-
K+l €paeres€y i=1
ement versel de X mod O(||x]|" ).

Nous allons faire maintenant quelques calculs de déploiements versels de k-jets.
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Considérons tout d'abord un champ X de k-jet égal au k-jet du champ linéaire
X r Désignons par HL, 1'espace des 4-jets de (4-1)-jet nul. Alors

k
JE= o wt et [m®,x,]cut.

=1 K
2 2

Posons B™ = B¥°,X 1. On a aiors uk(xl) = dng . Pour construire un espace 8,
complémentaire 2a Mk(X )= & BL il suffit de choisir umn espace G& complé-

- k
mentaire 2 st dans H2 e% 1de poser 8 = ,® G!.
k  4=1

s

1’ disons X1 =

Posons ) = (xl,...,xn) eR® et pour 4 = (Ll,...,Ln) € EJL , notons

LI x * par xL et - 2.t our <) ,4>
1 %1 P El i¥i P s .

i
On voit facilement que :

Soit en particulier un champ diagonal X A X -jLn
1 i Bxi

X

1 3 _ 4.9
[Xl;x &‘;] = ()\i - <)\,L>) X S;(—i-

A

On peut choisir G~ d'étre 1'espace engendré par les lejL- tels que :

X
i
A T <),4> = 0. (le résultat établit la forme normale annoncée dans le chapitre I,
car il est facile de voir que le calcul fait plus haut est valable non seulement
pour les germes de déploiements mais aussi pour tout déploiement de Xl' Rappelons
qu'une relation telle que Xi - Q,4>= 0 est appelée : résonance de Xl'
Le calcul précédent est transposable aux champs linéaires Xo,diagonalisable
sur [. Supposons par exemple que :
o) o)
= - ok =2
2i-1 axzi 2i ax21-1

On prouve facilement que le noyau du crochet de Lie de XO sur J; contient

champs radiaux

avec 2m < n.

m
X =%, &
0 1=1 i

. 9 —9
les champs de la forme : rotations Xpi1 3x2i - Xy axzi-l’

et champs 5%“’ 2 22m+ 1, multipliés par les mond-
L2

3

X
21-1 3,
2 2
mes dans les variables Xpi1 + x 21 1<i<m et XL’ L22m+1 et est
engendré par ces champs si <qg,)\># O pour Va=mrnq%)ézm avec

% =2
2i Bx21

m
1< i§1 lail <k + 1. (51 1'on introduit les coordonnées angle-actions sur les 2m
N 2 2 2
premidres variables Py et 91 avec p. = X, 4 + Xpys CeS champs sont de la
forme : j ;
21y Zim 2m+1 n d ) o)
Py --er P Kol '° %p multipliés par 691 s Py api ou 3X¢ pour 4 2 2mtl)

Considérons par exemple dans lg un déploiement Xu tel que jIXdO = g%— .

Comme XO est non dégénéré en O, on peut, aprés une conjugaison Cm, supposer que
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xu(o) = 0 pour tout u. On trouve alors que :

2 2 d 4
Xu ~ 1+ al(u) + az(u)r ) S%_ + (bl(u) + bz(u)r )r e mod O(r ")

(= simplifie Cm-conjugué).

Si Llechamp X = XO a un k-jet non linéaire, il est facile de voir que 1l'espace

Bk(jlxo(o)) associé au champ linéaire ayant méme l-jet que XO , est encore un

espace supplémentaire 3 1'orbite de ij (0) (mais en général non complémentaire

et donc de dimension non minimale) et permet d'écrire un déploiement versel pour

ijO(O). Ainsi, pour le 3-jet j3Xo(O) = + ar3 2 a#0,

dr

[e%4
[«>] [o 7

le calcul précédent donne :

X, 3 (L+a G+ az(u)rz)% + b+ (a4 bz(u))rz)ra—f— mod 0(x%)

Avant de passer 3 1€tape suivante, il convient de chercher 2 réduire le nombre de
fonctions arbitraires introduites dans 1'expression du déploiement du k-jet. Par
exemple, puisque 1l'on veut finalement comparer les champs i équivalence pras (et
non a conjugaison prés), on peut diviser 1l'expression trouvée par une fonction ¢
non nulle, mais arbitraire de x et de u. Dans 1'exemple précédent, on peut divi-

ser le déploiement par la fonction 1 + al(u) + az(u)rz. On trouve que :

c “ __ ' " 2 - 4
XL1 est équivalent 2 3 + (b'(W) + (a +b"Wr)r 3T mod O(r ")

Enfin, il ne faut pas oublier que le nombre de fonctions n'est pas nécessaire-
ment minimal. Ainsi, dans 1'expression trouvée ci-dessus, on peut considérer le chan-
gement de coordonnées dépendant du parameétre : R = VT:TT7; r , 6 =6. On obtient
que le déploiement est équivalent 3

ae + (b(w) + aR> R 32 mod O(R%)

4.2, Recherche d'un déploiement versel topologique.

Nous allons maintenant aborder la deuxiéme é&tape en essayant de montrer que le

0 1=1 il

k+1

déploiement polynomial : iﬁ =X + % €.X, est équivalent topologiquement & :

Xu = Xu + Ru pour V R = o([|x||

Commengons par décrire une méthode classique en dimension 2. Par une induction
sur un autre espace de paramdtres et une &quivalence (en dehors de ¢ = 0) donnée
par des applications différentiables :

helekxl?e R" et u(e):Rkemk
on transforme le déploiement Xu dans le déploiement Y (h ) x u( )) de la forme :
Ye=YH+YD(e)

od Y, est un champ hamiltonien et YD(O) =
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(1'application h€ doit étre singulidre en e = O, car les champs hamiltoniens for-
ment un ensemble de codimension « dans 1'espace Qn). On désire de plus que la
fonction hamiltonienne de YH définie par Y}1 2 dx1 A dx2 = dH 2a une constante
prés, n'ait que des singularités de type de Morse.

En chaque point x € RZ, on pose div Y = div YD(e) = g(e,xl,xz). La diffé-
rentielle partielle par rapport 23 ¢ de cette fonction : deg(o,xl,xz) est une
mesure de la'vitesse" avec laquelle on quitte le domaine des champs hamiltoniens
au voisinage de ¢ = 0. Si cette "vitesse" est suffisante, la perturbation apportée
par YD(e) sera capable d'imposer une structure dissipative stable 2 YH pour des
valeurs de ¢ proches de O mais différentes de O. Cette structure disparait évi-
demment pour ¢ = 0. (Il est possible que seules quelques dérivées partielles de g
par rapport & ¢ soient définies en ¢ = O. Elles permettent d'étudier le déploie-
ment dans un cdne en O dans l'espace des parametres).

Prenons un exemple trés simple :

Soit YH=52—- (H=1/2 rz) et supposons que :
9 = 2
Y =24 Y .
e ™30 ¥ + 0(Jel”) ot e €R
En chaque point (x,y) € Rz, posons f(x,y) = -c% div Yelo= div¥ (x,y)

et g(r) = f f(x,y) dx dy ot D(r) est le disque en O € ]R2, de rayon r.
D(r)

I1 est facile de vérifier que -:—i‘_ = -/;(r £do ox vy, = an(r)

Supposons que pour ry > o, g(ro) = 0 et que g'(ro) # 0. On peut alors montrer
que pour V € assez petit et différent de O, le champ Y€ posséde une orbite nor-
malement hyperbolique (attractante pour eg'(r) < 0), tendant uniformément vers le

cercle Ye pour ¢ - O.
0

Pour obtenir ce résultat, on prouve tout d'abord qu'il existe une application
de retour sur l'axe des x : ¢(x), définie par les trajectoires du champ Ye’ issues
des points d'un voisinage V du point x = r, de 1'axe des 1x, pourvu que e soit
assez petit. Puis on montre que la norme dans la topologie C sur V, de la fonc-

tion ¢ g(x) - (p(x) - x) est 0(92). Le résultat en suit facilement.

De méme, supposons que £(0) # 0. On peut alors montrer que l'origine est une
source ou un puits hyperbolique de Ye pour ¢ # O. En résumé, si g(r) est généri-
que, on obtient pour Ye un point hyperbolique et une famille de trajectoires nor-

malement hyperboliques, tendant vers une position limite pour ¢ -» O
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g(r) Y1

Yo
Yo Yro
—_—
i\\./ro \ rigjr pour e-»0

Appliquons ces idées a la bifurcation de Hopf. On a obtenu plus haut un déploie-

ment versel A 1'ordre 4 prés :

3
:— + - + O(r #0
X =35+ (c + ard)r e ( ) a
Supposons que a < O et faisons pour ¢ > O 1le changement de coordonnées
singulier :
Ve R =r, g =0
On obtient le champ :
Y (R,0) =S§_ + (1 + a’%) R + ot
On a ici : Y-(1+aR)Ra—a§- et Fg(R)=R2(1+aR2).

La fonction g(R) est bien générique. Elle s'annule en R =0 et en R0 = L
Via]
avec une dérivée négative. Dans les coordonnées (R,H), 1le portrait topologique de

Y€ est le suivant :

Y,

avec y - vyp pour €- 0
0

Si 1'on revient au champ Xe’ on obtient le méme portrait topologique avec la
réduction de \¢ : 1'orbite stable tend vers O comme \& pour ¢ - 0, (Voir
aussi [30] pour 1'étude de la différentiabilité du déploiement).

Plus généralement, on peut considérer un déploiement 3 deux paramdtres d'un

champ hamiltonien dont toutes les singularités sont du type de Morse.

(el’e y =Yg+ ¥y (epie)) + o(le]?)  avee le] = ley| + e,

On introduit des coordonnées polaires dans 1l'espace des ¢ :
e1 =) cos ¢ , €y = ) sin o, puis on pose :
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d
f(¢,x1,x2) = o div YD() cos @, \ sin p)]o

Il est alors possible de détecter des points singuliers stables, des orbites stables
et de donner des critdres portant sur f, pour qu'aboutisse en ¢ = ¢ une ligne

de bifurcations d'Hopf par exemple (pour ) proche de 0, et ¢ franchissant la va-
leur ¢0), ou bien une ligne de coupure de connexion variété stable-instable pour
un point de selle. Le lecteur interessé par 1'énoncé précis de ces critéres, ainsi

que par leur application 2 1'étude de la singularité x pourra consulter [ 31]

2
1 axz
par exemple.

Avant d'aborder 1'étude des déploiements en dimension > 2, indiquons le résul-
tat de bifurcation de Hopf valable pour un germe de difféomorphisme en O € I{Z
ayant un 1l-jet de rotation (voir [ 237). On considdre un germe de difféomorphisme
0y en 0 € 13 ayant pour 1l-jet 1'application s'écrivant en coordonnées

polaires (r,f) » (r,f+a). (rotation d'angle qa). Supposons que @ # T f avec

[k|,]4] < 5.
Si ¢ (r,8) est un déploiement a3 un paramdtre réel |, on peut, par un chan-

gement C  de coordonnées dépendant de u, écrire :
p(F,8) = (1 4w + £, 0+ £,() + £,(r") mod o(z”)

Alors si fl(O) < 0 par exemple, le difféc')morphi'sme"pu posséde pour V |0 assez pe-
tit, un cercle invariant normalement contractant,dont le diamdtre tend vers O avec \.

Si @, est le difféormorphisme de Poincaré associé a une famille de champs
de vecteurs X pour une orbite fermée yu, sous les conditions écrites ci-dessus,
on voit que 1'orbite Yu normalement attractive pour u < O bifurque en un

tore topologique attracteur de dimension 2 pour y = 0O et | croissant.

Evidemment, cela n'implique pas que le déploiement donné Soit équivalent au
germe (r,0) » ((1 + wr + fl(u)r3, 8 + fz(“) + f3(u)r2), car alors, le difféomor-
phisme serait une rotation sur le cercle invariant et ce caractére peut étre détruit

par une perturbation arbitrairement petite du déploiement dans la topologie c.

Pour introduire quelques considérations finales sur les déploiements en dimen-

sion > 2, revenons a la bifurcation d'Hopf des champs de vecteurs :

3 2 o) 4
- =2 <. 4+ 0 .
Xu 55 (u + arr 3T (r)
Pour étudier le champ polynomial Xu = Ség + (u + arz)r Sé? B il est commode

comme on 1'a vu plus haut, de remarquer que 1l'application 1 : Rz -» R, définie par
m(x,0) =r2, projette le champ )_('u sur le champ ?u = 2(u + aw)gpa—a(g.

Cette situation peut &tre généralisée de la fagon suivante : on considére une

submersion 1 d'une variété N munie d'un champ X sur une variété M' munie
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d'un champ ?, avec n > m, telle que X se projette sur ?, alors si Y admet
une variété V comme variété invariante, normalement hyperbolique, le champ X
admet la variété n_l(V) comme variété normalement hyperbolique et tout champ X
assez proche de X posséde aussi une variété invariante normalement hyperbolique

proche de n-l(V).

On peut maintenant esquisser une méthode analogue a celle décrite plus haut en
dimension 2. Soit Xu un déploiement sur la variété N et supposons que par
un changement de coordonnées dépendant du parameétre réel |, singulier en p = O,

on raméne XLl 3 la forme :
X =X () +X () + 0D (c €W
€ H D

- d
oy XD(O) =0, X, est tangent aux fibres de m et le champ X = e XD(e)IO =

se projette sur un champ ?b

de M. Supposons que ?b posséde une variété normale-
ment hyperbolique V ; alors n-lv est une variété invariante, normalement hyper-

bolique pour Xe, pour ¢ assez petit.

Pour fixer les idées, considérons les singularités de codimension 2 classifi-
ées par Takens, dont le 1-jet dans 114 est le produit de deux rotations :

1,%,(0) = x, =2 + .(x, = - 2)

o)
)»(x_-
171 sz 2 axl 273 Bx4 X4 o)
o sk, sont tels que aly ayhy #0 pour V ay €Z tels que 1 < lall+,a2|54.

Soient (61’92’p1’P2) les coordonnées angles-actions dans 3.4. Alors XO

aprés un changement C® de coordonnées, s'écrit :

= 2 YpA—L 2
X, = Gy + b {0pZ + b12(0)p§)ael+ Oy + by (0)p} b22<o>p2>a—g-2- +
+ (a,.(0)p2+a, (0pD)p, == + (a, (0)p2 + a,. (0)pD) 2 2
1 VP12 0Py 5 21 "1 255(0)p, Pza PiPi 3p. a + oy 36,

4
avec @ ,y; = o(Ix[|.
Un déploiement versel a 1l'ordre 3 est donné par :

. 2 2. 2
X(el,ez,pl,... Og +b5pp + 12"2)89 + Oy + byypy + byo03) ae +

3 2 . _
* ey + ’11"1 * a‘12"2)"1 3, (e, +ayP) + 2558, P2 , t 2 @:py 3o ap ¥y a;L

avec 3, ¥, = o([x[*

od e,,€, sont voisins de O et b, ,a .,... voisins de bij(o)’aij(o)"'

13’71

Supposons que les aij(O) vérifient les conditions énoncées par Takens pour

1
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décrire les singularités de codimension 2. [29 ].

Soient ¢ = (e €y b11 bu(O),...). Faisons maintenant le changement singu-

lier de coordonnées :
= )cos @, €, = ysin ¢, 3 20, € xei pour i 2 3

p1=V')‘P1,p2-\[)\P2 avec ) 2 O.

Alors le déploiement Xe’ développé par rapport a ), devient :

2 2 9
xe = ("1 + ;(bu(ow + b (O)P )) %6, + (*2 + x(b (o)P1 + b, (O)Pz)ae +
+ [ (cos ¢ + au(O)Pf +a, (O)P )PZ)P1 a? + (sin ¢ + AZI(O)Pf +a, (O)PZ)P2 b?’ —1+

+ o()\z).
4

Dans cet exemple, il convient de considérer N = RA\(xl,xz) U (x3,x4)

et M = (((p1,¢2) € Rzlgol >0 et ¢, >0 o3 (x ,xj) est le 2-plan engendré
4

par les coordonnées de R . Si 1'on fixe tous les parametres sauf 1, le

X, ,X
1’73
champ X = XX se décompose en X} =X, 00 + X060 + 0(1?) et pour 1'application

m: M> N définie par (plst,gpzst on a :

- 3
p =2(cos ¢ + a; (O)(p1 + alz(o)tpz)fpl 30, + 2(sin ¢ + a, (O)go1 + a,,(0)p, 52

Supposons pour simplifier que (0) <0 pour V(i,j) et que

a;
1]
A= au(O)azz(O) - alz(O)a 0) > 0 Si le vecteur v(cos ¢,sinp) est dans le sec-

teur S du premier quadrant de R (e limité par les droites §. et 52 de

1°€2)>

82 922 s '
pente respective . et —a-—, le champ YD a, au point u, avec
11 21
. =(-322(0) cos ¢ + a,,(0) sin g, a,,(0) cos ¢ - a,,(0) sin ,,
A A
une singularité normalement hyperbolique.
62\
)
S
/ "1
S
&
0 ¢

Si maintenant S, est un secteur fermé, contenu dans 1'intérieur de S, et si

1
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si ) est assez petit, ) # 0, et v € Sl’ il existe un 2—tor2 invariant normale-
ment hyperbolique pour Xe’ qui tend uniformément vers O € R comme \} pour
x->0+.

D'une fagon plus compl2te, il semble possible de montrer 1l'existence de lignes
issues de O dans 1'espace Rz(el,ez) : al,az proches des axes el et €2’ Bl et
82, proches des droites 51 et 62 telles que le franchissement de % (resp. az)
entraine une bifurcation d'Hopf dans une variété de dimension 2 normalement hyper-
bolique, proche de la variété (x3,x4) (resp.(xl,xz)), produisant une orbite hyper-
bolique V1 (resp. y2) et que le franchissement de Bl(re3p. 32) entraine une
bifurcation d'Hopf de 1'orbite vy, (resp. yz)

€

Les différents phénomeénes ont un "caractére versel" pour tout déploiement du

germe X . Cependant le déploiement Xe n'est pas versel en raison de la présence

0"
des tores invariants (voir 1'argument &voqué 2 propos de la bifurcation d'Hopf des
difféomorphismes.

Nous comptons revenir sur cette é&tude des déploiements versels des champs de

vecteurs,dans un prochain article.
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