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T. PETERFALVI

INTRODUCTION

Dans cette seconde partie, nous exposons avec certaines simplifications
l'article de M. Suzuki
[s] On a class of doubly transitive groups II. Ann. of Maths, vol.79(1964),
pp.514-589.

Nous supposons de nouveau que

(BO) G est un groupe fini de 2-rang > 2 et H est un groupe de Bender propre
de G.

(B1) Tout groupe d'ordre < |G| qui vérifie 1'hypothése du théoréme B (chap.II)
vérifie aussi sa conclusion.

(B2) 0,,(G) =1 .

Nous gardons les notations générales de 1l'introduction la premiére

a
partie. On note t un élément fixé de Inv(G-H), D = H () Ht , V = CD(t) ,
K= 1{xe Dlxt - x71y. D'aprés le théoréme A (chap.I), G opére de maniére 2-tran-
sitive sur l'ensemble Q des conjugués de H dans G. D'aprés le théoréme D
(chap.III), il existe un sous—groupe Q de H tel que H = Q » D . On pose

W = CV(K). D'aprés la prop. 4 du chap.II, §4, W = CD (Inv(H)).

Notre but est de démontrer la conclusion du théoréme B : 02'(G) est iso-

morphe a 1l'un des groupes PSL(2,q), Sz(q), PSU(3,q) ol g est une puissance de 2.

On supposera connue la classification des groupes de Zassenhaus. Selon
cette classification, si G est un groupe de Zassenhaus, c'est a dire si le fi-
xateur dans G de 3 points de Q est réduit & 1, G est isomorphe & un groupe
PSL(2,q) ou Sz(q). Il est facile de voir que G est un groupe de Zassenhaus si
et seulement si V =1 . Compte tenu de 1l'hypothése de récurrence, il suffira
donc de démontrer

Si V #£1 , alors ou bien 02'(G) # G ou bien G X PSU(3,q) pour une puis-

sance q de 2.
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LE THEOREME DE BENDER-SUZUKI, Il

La caractérisation finale de G se fait par la méthode des générateurs
et relations de Suzuki, déja utilisée par celui-ci pour la détermination des
groupes de Zassenhaus. Tout élément x de G-H se met de maniére unique sous
la forme x = adtb ou a, b e Q et d e D . La structure de G est alors dé-
terminée par la structure de H, l'action de t sur D, et par les applications
f,g : Q&* Q* et h :Q*

Ces applications satisfont certaines relations, déduites en particulier de

> D telles que txt = g(x)h(x)tf(x) pour x € Q# .

l'associativité de la loi de G, a partir desquelles on doit les déterminer.

Mais auparavant, on doit déterminer la structure de H, et éliminer éven-
tuellement certains cas ou des théorémes basés sur le transfert assurent que

02'(c) # 6 .

Comme on l'a déja vu dans la premiére partie, le cas ol V a un sous-
groupe P d'ordre premier p tel que Cg(P) soit de 2-rang 1 présente une diffi-
culté particuliére, l'hypothése de récurrence ne s'appliquant pas a CG(P).

Le but est alors de démontrer que G a un quotient d'ordre p. Ce cas est traité
dans le chapitre V. Dans [S], la démonstration est basée sur un lemme assez
difficile, le lemme 37, qui affirme que si un groupe fini X vérifie certaines
conditions compliquées, X a un quotient d'ordre p. Dans notre exposé, la for-
mule des points fixes de H. Wielandt est utilisée pour calculer IGIP, et la

plus grande partie du lemme 37 de [S] devient alors inutile.

Dans les chapitres VI et VII, on suppose que si P est un sous-groupe

d'ordre premier de V, CG(P) est de 2-rang > 2, ce qui permet d'utiliser (Bl1).

Le chapitre VI a pour but la détermination de H. La principale diffi-
culté est de montrer que Q est un 2-groupe. Une fois ceci connu, la classi-
fication des 2-groupes de Suzuki par G. Higman (voir [Hi]) permet de déter-
miner Q x» KW. Aprés avoir écarté les cas conduisant a 02'(G) ¥ PSL(2,q) ou
Sz(q) (dans ces cas, l'hypothése V # 1 implique G # 02'(G)), on voit que
Q ¥ KW est déterminé par q = [2,(Q)|, par un automorphisme de Fq , et par

W], qui divise q+1

Dans [S], la démonstration du fait que Q est un 2-groupe est longue
et morcelée en plusieurs cas. De plus, G. Glauberman a trouvé des lacunes
dans cette preuve. Elle est simplifiée ici par 1l'utilisation d'un théoréme de

D.A. Sibley.

Si G est un groupe de Zassenhaus satisfaisant (BO), H = Q » D est un

groupe de Frobenius et Q est a intersections triviales dans G. Dans ce cas,
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T. PETERFALVI

W. Feit avait démontré en 1960 que Q est un 2-groupe en utilisant la théorie
des caractéres exceptionnels. Cependant, dans notre cas plus général, on sait
seulement que si Q n'est pas un 2-groupe, 02,(0) » D est de Frobenius et
051(Q) est a intersections triviales dans G. Le théoréme de Sibley (1976),
généralisant les résultats de Feit sur les caractéres exceptionnels, permet de

conclure dans cette situation.

Dans 1'appendice XII, nous démontrons le théoréme de Sibley, sous la

forme qui nous est nécessaire.

Dans le chapitre VII, nous passons a la détermination des applications
f, g, h. Dans [s], ceci est précédé par la démonstration de 1l'implication
V#W= 02'(G) # G . En étudiant la situation analogue aboutissant aux groupes
unitaires en caractéristique # 2, W. Kantor et G. Seitz ont trouvé une erreur
dans cette démonstration. Dans leur article "Finite groups with a split BN-pair
of rank 1 - II" (J. of Alg. 20, 1972, pp.476-494, paragraphes 14 et 15), ils
donnent une démonstration valable pour toute caractéristique. Nous avons
d'autre part trouvé des erreurs dans le calcul final de l'application f dans [s].
Il y est affirmé qu'un certain cas est impossible (cas ii du lemme 64), alors
que ce cas est réalisé si G = PSU(3,q) et q = -1 (mod 3). Il suffit cepen-
dant de modifications peu importantes pour rendre ce calcul valable (paragra-
phes 1, 2, 3 du chapitre VII). Dans le cas od V # W, nous avons remplacé la
démonstration de Kantor et Seitz, qui utilise des théorémes de transfert, par

le calcul plus élémentaire de 1l'application f.

Je remercie le professeur G. Glauberman, qui m'a communiqué ses notes
sur l'article de M. Suzuki, ainsi que les membres de 1'équipe des groupes

finis de Paris qui m'ont encouragé pour cette rédaction.
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LE THEOREME DE BENDER-SUZUKI, Il

Références et notations

On utilisera les rérérences suivantes

[H]  B. Huppert : Endliche Gruppen I (Springer Verlag, 1967).

[HB] B. Huppert, N. Blackburn : Finite groups II, III (Springer Verlag, 1982).
[Hi] @. Higman : Suzuki 2-groups. Illinois J. of Math. 7(1963), pp.79-96

[Is] I.M. Isaacs : Character theory of finite groups (Academic Press, 1976).

Dans le chap. V, §3, on supposera connu le théoréme de Hall-Wielandt

Soit P un p-groupe de Sylow d'un groupe fini G. Soit A un sous-groupe
faiblement fermé de P relativement a G (cela signifie que pour g € G ,
A8 = P implique A8 = A). Si A =Zp-1(P) ou bien si A est abélien, alors

Y

G/OP(G) ¥ Ng(A)/OP(NG(A)).

Pour une démonstration, voir M. Hall : The theory of groups (The Mac-

millan company, 1959), p.212.

Rappelons qu'un couple (P,K) est un 2-groupe de Suzuki si P est un
2-groupe non-abélien tel que |[Inv (P)| > 1 et K est un groupe cyclique qui
opére fidélement sur P et qui est transitif sur Inv(P). Nous dirons dans ce
cas, par abus de langage, que P est un 2-groupe de Suzuki.

Soit (P,K) un 2-groupe de Suzuki, Z = Z(P) et q = |Z|. D'aprés [Hi],
ona Z=1Inv(P) U {1} et |P| =g ouq®.si |P| = g2, P est dit "de
type A", et si |P| = g3, P est it "de type B, C ou D". Dans tous les cas,
P/Z est abélien élémentaire, et P est de type B si et seulement si P/Z est
somme directe de deux F,[K]-modules isomorphes d'ordre q.

Pour chacun des types, [Hi] donne une famille d'applications F>-quadra-
tiques X : E - Fq , ou E = Fq ou Fq % Fq , telle que 1l'extension Z = P » P/Z
soit isomorphe a l'extension de Fq par E associée a4 1'un des X (Appendice VIII,
lemme 1). Nous n'aurons pas besoin de la définition explicite des types C et D,

et nous rappellerons au moment voulu quelle est la famille d'applications qua-

dratiques définissant les groupes de type B.

Bien que les opérations d'un groupe sur un ensemble ou sur un groupe
soient des opérations a droite, les matrices sont multipliées "lignes par co-

lonnes'" et si f, g, sont des applications, f o g(x) désigne f(g(x)).
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T. PETERFALVI

CHAPITRE V., CAS OU V A UN SOUS-GROUPE D'ORDRE PREMIER

DONT LE CENTRALISATEUR EST DE 2-RANG 1

§1.- STRUCTURE DE Q ET DE K

Proposition 1. al) Si x e€ K-{1} , on a Colx) =1 .
b) Q est nidpotent.
¢/ Inv(H) =Z(Q) et Inv(H) U {1} est un 2-groupe abélien

élémentaine.
a) Si x € K-{1}, on a |®y| = 2 (chap.II, §4, prop.2). Puisque Cg(x)
opére sur 9, , on a Cy(x)= D , donc CQ(x) =1 .

b) On sait que |K| = |Inv(H)| > 1 (chap.I, §2) donc il existe x e K-{1}.
Comme <X> < K , <X> opére alors sans point fixe sur Q d'aprés a), donc Q est

nilpotent d'aprés le théoréme de Thompson sur les noyaux de Frobenius.

c) Puisque Q est nilpotent d'ordre pair, Z(Q) contient une involution.
Comme D opére transitivement sur Inv(H), on a donc Inv(H) = Z(Q) et

Inv(H) U {1} est un 2-groupe abélien élémentaire.

Dans la suite, on notera Q, = Inv(H) U {1} , q = |Q,l, et on posera

Q =S x Q, ou S est le 2-Sylow de Q.

Proposition 2. K est un sous-groupe noamal cyclique de D.
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LE THEOREME DE BENDER-SUZUKI, II

Soient D = D/W et A tel quue W= A=D et A = F(D) . Puisque D opére
fidélement sur Q, et transitivement sur Qf , on peut lui appliquer la prop. de
1'appendice X .

Montrons que A = J(B,t). D'aprés 1l'appendice X, A opére sans point fixe

sur Q, . Mais V centralise un élément de Qf (chap.II, §4, prop.2), donc

ANV=1, dou Calt) = Cx(t) =1 et A< J(D,t) d'aprés 1'appendice I .

D'autre part, D/A est abélien (appendice X), donc J(D/A,t) = B/A est
un groupe. Puisque t inverse les éléments de B/A et de A/W, Cg(t) <= Cp(t) = W ,
donc t inverse les éléments de B = B/W , donc B est abélien et B = J(D,t).
D'aprés le théoréme de Fitting, il en résulte que A=B-= J(B,t).

Puisque t opére sur A, ona A = (AN K)(A NV) (appendice I). Mais,
puisque J(D,t) =A ,ona KcA et ANV =W, donc A=KW et |A] = [K| .
D'aprés 1l'appendice X, A est cyclique, donc il existe k € K tel que

A = <k> . Alors |<k>| > |<k>| = |A| = |K| , donc K = <k> est un groupe cy-

clique. On a K « D d'aprés l'appendice I .

Conoldairne. le 2-Sylow s de Q est abélien ou est un 2-groupe de SugzuRdi.
En effet, K opére réguliérement sur Inv(S) = Inv(H) (chap.I, §2).

Si F est un corps et A un sous-groupe de Aut(F), on posera L(F,A) =
= (F x F¥) = A, od F* opére sur le groupe additif F par multiplication a

droite et A opére naturellement sur F et sur F*.

Proposition 3. JL existe un groupe d'automonphismes A de Fq et un Lsomonphisme
de Q, ® (D/W) 4ur L(Fq,A) qui ddentifie Q, & (Fg,+),K @ F; et V/W a A .

En parnticulien, V/W est cyclique.

Puisque K = KW/W est un sous—groupe normal cyclique de D = D/W qui

opére transitivement sur Qf , on peut appliquer 1'appendice V . D'aprés a) de
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T. PETERFALVI

cet appendice, Q, est un Fq—espace vectoriel de dimension 1 et K s'identifie
au groupe des homotéties non nulles de cet espace. Soit s e Qf tel que
V = Cp(s) (chap.II, §4, prop.2) et identifions le Fq-espace Q, & Fq de sorte

que s soit identifié a 1 e Fq . D'aprés b) et c) de 1'appendice V, V = V/W

e

opére sur Q, X K Fq % F* comme un groupe d'automorphismes de corps.

q

§2.- LEMMES PRELIMINAIRES

Nous étudions d'abord une famille de groupes qui vérifient des proprié-
tés moins restrictives que celles de G : on dira que (L,M) appartient a la
famille £ si L est un groupe fini, M est un sous-groupe propre d'ordre pair
de L, L opére de maniére 2-transitive sur 1l'ensemble des conjugués de M dans
L, et pour x € L-M , M N M* est d'ordre impair et a un complément normal
dans M.

Le sous-groupe M(L) = ﬂxeL M* sera alors appelé noyau de L .

On a ainsi (G,H) € F , avec de plus H(G) =1 et G de 2-rang > 2 .

Lemme 7. Soient (L,M) € £, t e Inv(L-M) , D =MDN M

et M=QxD.

al Tout élément de L-M se met de maniére unique sous da foame xty, o x € M
et yeQ.

b) I existe un couple (s,r) et un seul tel que tst = rler » s € Inv(Q)

et reQ.

L=1L/ML),ona (LM e F,Q

e

c) ML) = CD(Q) = CD(t) et ai Q et

L'ondre dest est le méme que celui dest, s étant l'élément défini dans b).

a) Puisque L est 2-transitif sur {Mxlx € L} et t normalise D, on a

L-M

1]

MtM = MtDQ = MDtQ = MtQ , d'ou l'existence de x et y. D'autre part,
t
six; eM, yieQ (i=1,2) et x,ty, = x,ty, , alors tx7lx,t = y,y7le M'N Q=1

d'ou l'unicité.
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LE THEOREME DE BENDER-SUZUKI, II

b) Soient K = J(D,t) et u e Inv(Q). D'aprés le §2 du chap. I ,
k uk est une bijection de K sur Inv(Q). Il suffit donc de montrer qu'il
existe un unique k € K tel que tukt soit de la forme y“lty, ou y e Q.
D'aprés a), il existe x e€e M et y € Q tels que tut = xty . Alors xty.xty =1 ,

1

d'oll t(yx)t = (yx)7~ et a =yx e J(M,t) = K .

On a donc, pour k € K

tk~lukt = ktutk™! = ky~latyk~—! = (ky~1k—l)kak.t.(kyk~1) ,

et tukt est de la forme voulue si et seulement si kak = 1 , ou k=2 = a .
Comme k K2 est une bijection : K » K , il existe bien un unique k € K

tel que k=2 = a .

c) Puisque Q est un sous-groupe normal régulier de M opérant sur
{M*|xeL-M}, le stabilisateur D de Mt dans M opére de maniére équivalente sur Q
et sur {M*|xeL-M}, donc AM(L) = Cp(Q) . Puisque AM(L) < L et t est conjugué a
un élément de Q, il en résulte que t centralise /(L). Puisque N(L)= D , on a
M=Qx%D, (L,M) e F et Q¥Q . Les éléments de <st> N (L) sont inversés
par t, centralisés par t et d'ordre impair, donc <st> 1 /(L) = 1 et 1l'ordre

de s t est le méme que celui de st.

L'expression xty de a) sera appelée forme canonique de 1'élément z = xty ,
1'élément s de b) sera appelée l'involution distinguée de Q (relativement a t)
et 1'égalité tst = r~ltr 1'identité de structure de L . Remarquons que L est
transitif sur 1l'ensemble des couples (M',t') ol M' est un conjugué de M et
ti

t' e Inv(L-M') (2-transitivité de L et transivité de D sur Inv(M)), donc 1l'or-

dre de st est indépendant du choix de M et de t.

Revenons a 1l'étude du groupe G. On notera s l'involution distinguée de Q,

relativement a t.
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Lemme 2. Soit X un sous-groupe # 1 de V.

al Si L cG(x) , alons (L,L N H)e F, ML) = anD(L NQ<sELNV et
M L N M est une bijection de f, aur d'ensemble des conjugués de L N H

dans L.

b) NG(X) cG(x)NV(X) .

c) Supposons que CG(X) s0it de 2-nang > 2 . Alors NH(X) = CS(X) n ND(X) , en
particulienr, CQ (X) =1, et 4L F = 02'(CG(x)) et £ = |cQ (X)] » on a d'un
1 o

des 3 cas :

F/Z(F) % PsL(2,4) , st est d'ordre 3, Co(X) est abélien élémentaine d'ondre 4.
F/Z(F) 2 sz(4), st est d'ordre 5, Cq(X) est un 2-groupe de Suguki de type A,
d'ordre 52.
F/Z(F) = PSU(3,¢) , st est d'ordre 3,CQ(X) est un 2-groupe de Suzuki d'ondre
A
a) D'aprés le chap.II, §4, prop. 1, M— LN M est une bijection de Qx
sur une classe de groupes de Bender propres de L. D'aprés l'appendice II, (7),

on a alors (L,L N H) € £ et CH(X) = cQ(x) x CD(X) .

b) Si g e NG(X) , i1 existe f € CG(X) tel que gf fixe H et Ht, car
_ s , X _ .
CG(X) est 2-transitif sur QX d'aprés a). Donc NG(X) CG(X)ND(X) , mais

ND(x) = NK(X)NV(X)C: CG(X)NV(X) (chap.II, §4, lemme 1).

c) Puisque CG(X) est de 2-rang > 2 , |CK(X)| = |InvCH(X)| > 1 d'aprés
le chap. I, §2, et on peut utiliser la prop. 3 du chap. II, §4. Puisque CS(X)

est l'unique 2-Sylow de CH(X), ona N (X) = CS(X) x ND(X) d'aprés le b) de

H
cette proposition. D'aprés l'assertion c) de la méme proposition, F = F/Z(F)
est isomorphe & 1'un des groupes indiqués. Puisque F 1 H = CS(X) % (F N D)
et F est 2-transitif sur QX(toujours d'aprés la méme prop.), (F,F N1 H) e F et

N(F) = 02,(F) = Z(F) . D'aprés le lemme 1 b), 1'identité de structure de F est

la méme que celle de G, donc s est 1'involution distinguée de E, relativement
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LE THEOREME DE BENDER-SUZUKI, II

at. D'aprés le lemme 1 c), l'ordre de st est égal & 1'ordre de st dans F et

CQ(X) X CQ(X) est le 2-Sylow de CH(X)' Les assertions sur 1'ordre de st et la
structure de CQ(X) résultent donc de la structure des groupes PSL(2,{), Sz({),

PSU(3,£) (voir la remarque aprés le lemme 1).

Pour les 2-Sylow de PSL(2,{) et Sz(£) voir [H], chap.II, (8-2) et [HB],
chap. XI, (3-1) et (3-3). La structure du 2-Sylow de PSU(3,{) est donnée dans
[H], chap. II, (10-12). Pour l'ordre de st dans PSL(2,{) et Sz({), ol s est
1'involution distinguée, voir [HB], chap. XI, (10-7). Enfin, en prenant la
présentation de PSU(3,{) donnée dans [H]|, chap.II, (10-12), si s et t sont les

images dans PSU(3,{) des matrices

1 0 17 O [¢] 1
6] 1 6] et 0] 1 0 respectivement, on voit que 52 = t2 =
0 6] 1. 1 6] 0.

et tst = sts , donc s est 1l'involution distinguée de Q, relativement a t, et

st est d'ordre 3.

Lemme 3. al) V = CD(S)
b) Soient X,Y des parties de V conjuguées dans G. Alorns X et Y sont conjugués

dans V.

a) D'aprés le lemme 2 a), (CG(V),CH(V)) € £ . D'aprés le lemme 1 b),
1'identité de structure de CG(V) est la méme que celle de G, donc s € CG(V).

Alors V < CD(S) et |V| = ICD(S)| = |D/K| d'aprés le chap. I, §2.
b) Soit g e G tel que Y = x% . Alors H, Ht, Hg, Htg appartiennent a
QY . D'aprés le lemme 2 a), CG(Y) est 2-transitif sur QY’ donc il existe

h e CG(Y) tel que ue" _ et HU"_ HY | Alors X8y et gh e D . En ap-
h
pliquant 1'homomorphisme canonique :D + V aux deux membres de Xg =Y, on

voit que X et Y sont conjugués dans V.

Rappelons qu'un élément de G est dit fortement réel s'il est produit de

deux involutions.
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Lemme 4. Soit x un édément fortement néel de G tel que x2 £ 1 . Alons x est

conjugué dans G @& un élément de la forwme ut,u e Q# , et |C . (x)| est impainx.
ngugu 4 G 2

Soit x = uv , u,v € Inv(G) . Puisque les involutions de H commutent deux
a deux (§1) mais x2 #1 , on a H(u) # H(v) . La premiére assertion résulte
du corollaire 1 du théoréme A (chap. I, §6). Ensuite, NG(<x>) 1 H(u) est un
groupe de Bender propre de NG(<x>), donc NG(<x>) a une seule classe d'involu-
tions. Comme CG(x) < NG(<x>) et u e NG(<x>) - CG(x) , i1 en résulte que

|CG(x)| est impair.

Lemme 5. Supposons que st soit d'ondre 3 et que V # 1 . Adons <Q_,K,t> =

Q.K U Q,KtQ, est Lsonorphe @ PSL(2,q).

k -
On a tst = sts car st est d'ordre 3. Donc pour k € K , ts t = ktstk 1

1

-1 .2 -
1.k t.ksk , d'olt tQ,t = Q,KtQ, . Compte tenu de ce que t normalise K

= ksk
et K normalise Q, , cela prouve que QK U Q,KtQ, est un sous-groupe de G,
d'ordre q(q — 1)(q + 1) . Ce sous-groupe est d'ordre < |G| , car V # 1 , et

a un groupe de Bender propre Q, K, donc ne peut qu'étre isomorphe a PSL(2,q)
d'aprés l'hypothése de récurrence. (En fait, l'hypothése V # 1 est inutile,
car on voit facilement que la loi de composition de Q,K U Q KtQ, est détermi-

née de maniére unique si q est donné).

Lemme 6. Supposons que st soit d'ondre 3 et que Q soit un 2-groupe de Suzuki
d'ondre q3 . Adons W est un groupe cyclique et |W| divise q+1 . S de plus

W £ 1, alons Q est un 2-groupe de Suzuki de Zype B .

Soit w e W#‘. Puisque Q, = CQ(w) et st est d'ordre 3, le lemme 2
montre que CQ(w) = Q, ou Q , mais puisque D opére fidélement sur & -{H}, on
a CQ(W) = Q, . Soit X un K-sous-groupe d'ordre q2 de Q (un tel sous-groupe
existe d'aprés la description des 2-groupes de Suzuki). Supposons que x"=x .

Puisque w centralise s et [{x e X/x2 = s}| = (q2- q)/(q - 1) = q , w centra-

246



LE THEOREME DE BENDER-SUZUKI, II

lise un élément de {x € X/x2= s}, ce qui contredit C.(w) = Q, . Donc XV £ x

Q
et puisque w centralise K, x" est un K-sous-groupe de Q isomorphe & X comme

K-groupe. D'aprés [Hi], il en résulte que si W # 1 , Q est un 2-groupe de Su-
zuki de type B et qu'on peut identifier K a F; et Q = Q/Q, & un espace vec-—

toriel de dimension 2 sur Fq de maniére que K opére sur Q comme le groupe des

homothéties non nulles de Q.

Alors W s'identifie & un sous-groupe de GL(Q) % GL(2,q) . De plus W
opére sans point fixe sur 1l'ensemble des q+1 K-sous-groupes d'ordre q2 de Q,
donc |W| divise g+1, et W est cyclique d'aprés la structure des sous-groupes

de GL(2,q) (voir [H], chap. II, §8).

§3.- LE THEOREME F

Nous supposerons dans ce paragraphe

(F1) V @ un sous-groupe P d'ordre premien p ted que cG(P) s0it de 2-nang 1.

Remarquons qu'on a alors CK(P) = 1 . Nous démontrerons ici

Théonéme F. Sous U'hypothése (F1), da conclusion du théoréme B est vaalie poun G.

Remarque : Si G est 1l'un des groupes qui figurent dans la conclusion du théo-
réme B et si les hypothéses (BO), (B2) et (Fl) sont satisfaites, alors

G =G, « P ol G, est isomorphe & PSL(2,2P), sz(2P), Psu(3,2°) ou PGU(3,2P).

°
Si G a un sous-groupe normal d'indice p, la conclusion du théoréme est vraie
d'aprés 1l'hypothése de récurrence (Bl). On supposera donc

(F2) G n'a pas de sous-groupe noanal d'indice p.

(1) nav=wxp, |g| =2",nN

) G(P) = CG(P) et CD(P) = CW(P) x P .

Puisque Pl W =1, P opére comme un groupe d'automorphismes de corps
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sur Q, (§1, prop. 3). Alors ICQ (P)| =2 implique que [Q,| = 2P et puisque
o

V/W s'identifie & un sous-groupe de Aut(sz), ona V=WxP.Ona NG(P) =

= CG(P)NV(P) (§2, lemme 2b)) mais NV(P) = CW(P)P, donc NG(P) CG(P) . On a

CD(P) = CK(P)CV(P) = CV(P) d'aprés (F1).

(2) a) (Ch(P), CL(P)) e F et son noyau est N = Ch(Cy(P)) NC(P) .

b) Jd existe un presque-coaps ¥ tel que CG(p)/N = (F o cQ(p)) 4 L avec

*

F', L = CW(P) s'ldentifie @ un groupe d'automorphismes de F,

(@]
o

e

lle

C.(P) 1 & opérant de fagon naturelle surn F.

a) résulte du §2, lemme 2 a) ; b) résulte alors du §2, lemme 1 c) et de

la prop. 1 de 1l'appendice XI.

(3) Poun tout nombre premien r el que r| |Q1l, A existe i ted que

0<i<p-1 et r= ot (mod. 2P-1). &n particudien, r # p .

Soit M un r-sous-groupe abélien élémentaire de Qi normalisé par KP, tel
que M # 1 et minimal pour ces propriétés. On note additivement la loi de
composition de M. Puisque KP est un groupe de Frobenius et K opére sans point
fixe sur M, on a CM(P) # 0 et CM(P) est de dimension 1 sur F, d'aprés (2) b).

De plus, d'aprés [Is] (15-16), on a dim M = p dim CM(P) = p (dimensions
sur Fp). D'aprés le théoréme de Clifford ([Is](5-5)), M est somme directe de
Fp[K]-modules irréductibles ayant tous méme dimension, et puisque dim M est
premier, ou bien M a un sous—Fp[K]-module de dimension 1 sur Fp, ou bien M est

irréductible comme Fp[K]-module.

Dans le premier cas, puisque K opdre sans point fixe sur M et |K| = 2P-1,
ona r =1 (mod. 2P_ 1). Supposons qu'on soit dans le deuxiéme cas. D'aprés
1'appendice V, on peut munir M d'une structure de corps telle que K % P soit
un groupe d'applications semi-linéaires : M + M, et P = Aut(M) car dim M =p.

I1 existe donc a e P# tel que x® = " pour tout x € K . D'aprés la prop. 3
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du §1, K ¥ P s'identifie aussi au groupe des applications semi-linéaires # O :

i
sz e sz . Il existe donc i tel que 1 < i < p-1 et x2 = x2 pour tout

x € K . Il en résulte que r = 21 (mod. 2P-1).

—~

_ P _ |p*(P
|Q|—|CQ(P)1 = [F*|7 .

Puisque KP est un groupe de Frobenius de noyau K, on a

£ PT +K=KP + |K
xeK

.1 dans Z[KP]. En appliquant la formule des points fixes

de Wielandt ([HB], chap.XI, (12-4)) pour KP opérant sur Q, on obtient alors

P _
ICQ(P)I = [Ql.

(5) Supposons que F ne s0it pas un coaps, c'est a dine que CQ(P) ne sodit pas

abélien. Alons F est isomorphe au presque-corps Fy et Q, =1 .
’

2
D'aprés (2), CQ(P) est un complément de Frobenius. Puisque Q est nilpo-

tent, il en résulte que C. (P) est cyclique, et si CQ(P) n'est pas abélien,

Q,
CS(P) n'est pas abélien. D'aprés le §1, corollaire de la prop. 2, S est alors

un 2-groupe de Suzuki, donc d'exposant 4. Puisque CS(P) est de 2-rang 1, il

est donc quaternionien d'ordre 8.

Le groupe F* ¥ CQ(P) a un sous-groupe cyclique d'indice 2, donc F est

isomorphe a un presque-corps Fr2 5 et |Z(F*)| = r-1 (appendice XI, prop. 2).
9
D'aprés la structure CQ(P), on a |F*/Z(F*)| = 4 mais |F*/2(F")| =
2
= (r"-1)/(r-1) =r +1 , doncr =3, |CQ(P)| =8, et Q, =1 d'aprés (4).

Soit f 1l'ordre de st. Alors f est la caractéristique de F d'aprés (2),

le lemme 1 c¢) du §2 et 1'appendice I, (4).

(6) Supposons que @, =1 . Si FXF , alons |z| =1 ou 3 . Sinon,
—_— i 9,2

|[F| = fouget £ =1.

Un groupe d'automorphismes d'ordre impair de F ne peut étre que d'or-

9,2

dre 1 ou 3 car F; > est quaternionien d'ordre 8. Supposons que F 2 F
,

9,2
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D'aprés (5), F est un corps et F* est un 2-groupe par hypothése. Si |F| = £2 ,
il existe donc un entier b tel que fa = 2b+ 1 . D'aprés un lemme arithmétique
([HB], chapitre IX,(2-7)), il en résulte que a = 1 ou f= 9 . Puisque |ZI|

est impair, on a donc I =1 .

(7) Ona N=P et:rZ Cy(P) . (N a été défini dans (2) a))
D'aprés (1), N = (N1 W) x P. Supposons que N [l W#1.85i R-= CQ(NﬂW) ,

d'aprés le lemme 2 c) du §2, ona f = 3 et |R| = [Q,] ou |Q°|3, ouf=5 et

|R| = |Q°|2 . Puisque N centralise CQ(P), on a CQ(P)C: R, et Q est un 2-groupe

d'aprés (4). D'aprés (6) et (2) b), on est donc dans 1l'un des 3 cas

a) |F| =3, |CQ(P)| =2;0b) |F| =9, ICQ(P)| =8;c) |F| =5, ICQ(P)|= 4
D'aprés (4), on a respectivement pour chaque cas

|3 2

a) 10l = [Q,] 5 b) ol = 1Q,17 ;5 <) [ol = [Q,l

Puisque Nl W opére fidélement sur Q, Q, =R =Q , donc le cas a) est

Y

impossible. Dans les cas b) et c¢), CQ(P) a un élément d'ordre 4 car |CQ )| =2,
o

donc Q, = R <= Q . Donc c) est impossible et dans le cas b), IRl = |Q°I2 d'ou

#

f =5, ce qui est absurde.

(8) Supposons que Q, #£1 . Soit € =]z| . SL L £ 1, alons £ est premien et
F est un coaps de cardinal 32 , 5‘ ou ge .
D'aprés (5), F est un corps. Soit w e CW(P)* . D'aprés 1l'hypothése de ré-

currence, on a f = 3 ou 5 et CQ(W) est un 2-groupe, donc CF*(W) est un 2-groupe.

Puisque CF*(w) est le groupe multiplicatif du corps des points fixes de w dans

F, il existe des entiers a et b tels que |CF(w)| = fa et fa = 2b+ 1 . On a donc
ICF(w)| =f ou 9. De plus, si f = 3, il ne peut exister w, et w, e Cw(P)#
tels que ICF(wi)[ = 3i (i = 1,2), sinon w, serait d'ordre pair. Donc |CF(w)[

est indépendant de w e CW(P)*, donc 4 = ICW(P)I est premier et |F| = ICF(w)|£.

(9) Supposons que Q, # 1 . Adors p = £ # {.

D'aprés (F2) et le théoréme de transfert de Burnside, P n'est pas un
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p-Sylow de G, donc d'aprés (2) et (7), p divise |F|.|F*|.|z| . D'aprés (3),
p * |F*| donc d'aprés (8), ona p=f ou p =24 . Supposons p =f =4 .

3 5

D'aprés (8), |F| =3~ , 5 ou 93 , d'ou [C.(P)| = |F|]-1 = 2.13 , 4.11.71 ou

Q
8.7.13 respectivement. Mais cela contredit (3) car 13 = 2t (mod.7), 0 < i <2

et 11 = 2l (mod.31), O 5 i i 4 sont impossibles.

Supposons p = 4 # £ . D'aprés (8), on a |F| = 3P, 5P ou 9° et d'aprés
(4), lol = (3P-1)P, (sP-1)P ou (9P-1)P, Puisque p # £, on a |Q| z2, 4 ou 8(mod.p),
donc |Q| + 1=3,5 ou 9(mod.p), donc p4 (|Q|+1). Puisque |G| = (|Q|+1)|H|, il en
résulte que si T est un p-Sylow de W normalisé par P, TP est un p-Sylow de G.
D'aprés 1'hypothése de récurrence pour CG(w), w € W* , W opére sans point fixe
sur Q, , donc T est cyclique et TP est nilpotent de classe < 2 < p (voir [H],

chap. I, (14-9)). D'aprés le théoréme de Hall-Wielandt, on a a/oP(G) %

Ite

p
NG(TP)/O (NG(TP))

D'aprés le lemme 2 b) du §2, NG(TP) = CG(TP)NV(TP) , donc [NG(TP),TP] =

[N (TP),TP] . Mais [N ,(TP),TP] = (TP) N W = T car V/W est abélien, donc

\Y \Y

T< NG(TP) et N (TP) centralise (TP)/T . Cela implique que NG(TP) a un quo-

G
tient d'ordre p car si R est un complément de TP dans NG(TP) (théoréme de
Zassenhaus), NG(TP)/T = (TP)/T x (TR)/T , donc TR <« NG(TP) . Ainsi, G a un

quotient d'ordre p, ce qui contredit 1'hypothése (F2).

(10) Pogons |F| = £" . Ona p = £ et on est dans L'un des 2 cas suivanits :

(10-1) p 4 Iz et lal, = p™?

(10-2) p = |z] =3, F & Fg oo W est cyclique d'ondre 3 ou 9 et
4
[Gl5 = 37 |w| .

Si p 4’[21 , alors p = f d'aprés (F2) et le théoréme de transfert de
Burnside. Si pl|z|, ona Q, =1 d'aprés (9), donc p = |z] =3 et F X F
d'aprés (6).

Dans les deux cas, fF*I = pm— 1 donc d'aprés (4),
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2
Q] +1 =1+ (-1 + Pm)p =1-1+ p.pm - (g)p Tt ppm = pm+1(mod. pm+2)

m+1 m+1

donc ([Ql + 1)y =p " . ona [6] = (el + 1) [H|p =p . Wlp.p.

si p4 |Z], alors p *’ICW(P)I donc p 4 |w|, d'od IGIp = pm+2 .

N

si p |lzl, alors |Q| = |F*|P = g . Puisque CQ(P) F* n'est pas

abélien, Q est un 2-groupe de Suzuki et W est cyclique d'ordre 3 ou 9 d'aprés

m+2

le lemme 6 du §2. De plus, |G|z = 3" “|W|3 = 34|W| .

Remarque : Si on ne suppose pas (F2), le cas (10-2) est obtenu effectivement

pour G isomorphe a PSU(3,8) % Aut FB ou PGU(3,8) x Aut FB .

(11) Soit R L'image réciproque de F dans G. Adons R =T x P, o T est un

¥*

lie

sous-groupe noanalisé pan CQ(P)CW(P) , et T A CQ(P) F xF De plus, CQ(P)
opene négulienement sun A-{p}, A étant L'ensemble des sous-groupes d'ordre p

de R qui ne sont pas dans T .

Supposons R non abélien. Alors [R,R] = Z(R) = P car CQ(P) est transitif
sur F*. on a N(R) = N(P) , et dans le cas (10-1), R est un p-Sylow de N(P),
donc de G. Mais |R| = p™1 | ce qui contredit (10). Dans le cas (10-2),
R CW(P) est un 3-Sylow de N(P). Puisque I opére non trivialement sur R/P X F ,
on a Z(RCW(P)) = Z(R) = P , donc N(RCW(P)) < N(P) et RCW(P) est un 3-Sylow

de G. Mais IRCW(P)I = 34 , ce qui contredit (10).

Donc R est abélien et la premiére assertion est vérifiée avec T = [R,s] .

= (pm+l - o™ /(p-1) = p™ = |F| . Pour la deuxidme assertion,

On a |A|
il suffit donc de montrer qu'un élément a de CQ(P)# ne normalise aucun élément
de A-{P}. Soit P, € A tel que a normalise P, . Puisque a normalise T et

centralise R/T *P , [a,P,]= P, N T =1 et a centralise P, . Mais a opére

sans point fixe sur R/P, donc CR(a) =P, d'ou P, =P .

(12) On est dans de cas (70-2).

Supposons qu'on soit dans le cas (10-1).
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D'aprés (10), R n'est pas un p-Sylow de NG(R), donc NG(P)<: NG(R)

Soit A' 1'orbite de P par NG(R). Soit P, € 4" . Puisque P, est conjugué a P,
les éléments de Pf ne sont pas fortement réels (§2, lemme 4). Mais les éléments

de T sont inversés par s, donc P, N T =1 et {P} g:A’c: A . Puisque CQ(P)
opére réguliérement sur 4-{P}, il en résulte que A' =/4.

On a donc [NG(R) : NG(P)I = |4] = p™ . D'aprés (10), on a alors m = 1

et |Gl = INJR)|p = p3 .

Dans NG(R)/R, on a C(P) = CQ(P) wCW(P) s CQ(P) opére réguliérement sur

A-1P} et CW(P) opére fidélement sur C.(P). On peut donc appliquer la proposi-

Q
tion 1 de 1l'appendice XI a NG(R)/Ropérant sur 4, donc

=2

(R)/R = (R,/R) = CQ(P)CW(P) ol R, est un p-Sylow de G et CQ(P) opére régu-
*.

G

J,
Terement sur (R,/R

Puisque R, est non-abélien d'ordre p3, R, est de classe 2 < p et on a

G/OP(G) = NG(RI)/OP(NG(RI)) d'aprés le théoréme de Hall-Wielandt.

Puisque NG(R) opére transitivement sur 4, on a T < R, ; puisque R,/T est

abélien et (s) =1, ona R,/T=(R/T) x (T,/T) ou T, = [R,/T,s]

CRl/R
Si A, est 1l'ensemble des sous—groupes d'ordre p de R,/T distincts de T,/T, on

voit comme dans (11) que C. (P) opére réguliérement sur A, -{R/T}, puis comme

Q
ci-dessus que si NG(R)<: NG(Rl) , alors NG(R‘) opére transitivement sur A4,
#
et ]NG(Rl):NG(R)l = |4,| = p , ce qui est contraire & (10). Donc
NG(R‘) = NG(R) . Puisque T, est normalisé par CQ(P)CW(P) et par P, T1CQ(P)CW(P)

est un sous-groupe normal d'indice p de NG(R‘) et l'hypothése (F2) est contre-

dite.

Nous terminons maintenant la démonstration dans le cas (10-2). Pour une
autre méthode possible de démonstration dans ce cas, voir la remarque a la fin

du §3 du chap. VII.

On pose I = CW(P) et Z, = <st>
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(13) CG(Z‘) est un 3-groupe.

D'aprés l'appendice I et le lemme 4 du §2, on a

|cG(zl)| = ICG(Z,) n c(s)

C(Z,) N C(s) =C(t) N C(s) =V = WP . Il suffit donc de montrer que |J| est

J| on J={xe cG(z,)/xS -x . ona

une puissance de 3. Soit r un diviseur premier de |J|. Alors J contient un é-
lément x d'ordre r ; puisque x est fortement réel, x est conjugué dans G a un

élément de <Q,,K,t> ¥ PSL(2,8) (lemmes 4 et 5 du §2) . Puisque |PSL(2,8)|=

I

®
o
N

on a r=3 ou 7. Mais si r=7, x est conjugué a un élément de K#etCG(x) est conjugué a
CG(K) = K x W (rappelons que les éléments de k¥ nront que 2 points fixes), donc

x ne peut centraliser un élément fortement réel d'ordre 3.

(14) Avec la notation de (11), Z(RZ) = Z,P . Jd existe un 3-sous-groupe R,
de G tel que Ny(RE)/RI = (R,/RI) = <s> 2 G, . Soit R, un 3-Sylow de G conte-

nant R, . Adons |R,:R,| =1 ou 3, Z, = Z(R,) = Z(R,) et R, = cG(z,) .

On a Z,P =Z(RIZ) (remarquer que Z, = T), |RZ/Z,P| = 9 et RI est non-
abélien, donc Z,P = Z(RZ) . Puisque 2, = [RZI,RI], NG(RE) opére sur l'ensemble
A, des sous-groupes d'ordre 3 de Z,P distincts de Z, . On a 4, = 4 donc <s>
opére réguliérement sur A,-{P} d'aprés (11). D'aprés (10), RI n'est pas un
3-Sylow de G, donc NG(RX) ¢:NG(P) . Il en résulte que NG(RE) induit le groupe
¥ @, de toutes les permutations de A, . Le noyau de 1'opération de NG(RZ) sur
A, est RI car ce noyau est inclus dans NG(P) = RCQ(P)Z et les éléments de
CQ(P)# sont sans point fixe sur 4 -{P}. L'existence de R, résulte alors de la

structure deGﬂ.

On a |R,:R,| =1 ou 3 d'aprés (10). On a Z(R,) & CR (P) = R , donc
1

Z(R,) = Z(Rz) = Z,P . D'aprés la transitivité de R, sur 4, , Z(R,) = Z, . On

a Z(R,) = R, N CG(P) =R, d'olt Z(R,) = Z(R,) Z, . On a donc R, <= cG(zl)

et R, = CG(Z‘) d'aprés (13).

(15) T existe un sous-groupe L de R, tel que L soit cyclique d'ordre 9, in-
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vensé parn s, noamalisé par V, cenitralisé pan W mais pas par P. On a
|R2:Lvl =3, Z(LV) = 2,2 et Q,(LV) = Z,ZP

Soit L = C,(st) N <Q,,K,t> . Puisque <Q,,K,t> ¥ PSL(2,8), L est cy-

clique d'ordre 9 et ses éléments sont inversés par s. On a L < <Q,,K,t> c:CG(W).
Puisque P normalise <Q,,K,t> et centralise st, P normalise L, mais ne le cen-
tralise pas d'aprés la structure de CG(P) (Tr est d'exposant 3). Puisque

|LP:Z,P| = 3 , L normalise Z,P donc L normalise (2:P) = C,(P) n CG(st) = RI,

CG
donc L = R, . D'aprés (10), |R,:LV| =3 . On a 2,Z< Z(LV) et Z(LV) = LW
car LV est non-abélien, donc Z(LV) < CLW(P) = Z,Z . Puisque LV/Z,I est abé-
lien, ,(LV) est 1l'ensemble des éléments d'ordre < 3 de LV ([H], chap. III,

1-3-b). On a Z,:P < Q,(LV) et &,(LW) = 2,Z donc &,(LV) = Z,IP

(16) Ohn @ Z,PL = Z,(R,) , Z, est Le seul sous-groupe d'ordre 3 de 7,Pr fowmé
d'éléments fortement néeds et NG(Z,PE) = NG(Zl) = R,<s>

D'aprés (14), 2(R,) = Z, © Z,P = Z(RZ) @ R, , donc Z,P = Z,(R,)
D'aprés (15), Z,Z = Z(LV) <R, donc 2, =Z,(R,) . Soit X un sous-groupe
d'ordre 3 de Z,PI formé d'éléments fortement réels tel que X N Z, = 1 . Puis-
que Z(R,) = 2, = Z,X =Z,(R,) , R, permute transitivement les sous-groupes
d'ordre 3 de Z,X distincts de Z, . Donc les éléments de Z,X sont fortement

réels, ce qui est absurde car (Z,X) N (PI) # 1 .

On a donc NG(ZIP)Z)C NG(Z’) = CG(Zl)<s> et CG(Zl) = R, d'aprés (14).

D'autre part, Z,PI = Q,(LV) est normal dans R,<s> .

(17) Conclusion.

Soit x € G tel que (Z,PI)* <R,

x x x x .

Supposons que Z), ¢ LV . Alors R, = (LV) % 27 et (Z,PZ)” = A x Z] ol

A est un sous-groupe de type (3,3) de LV. On a A< 9,(LV) = Z,ZP . D'aprés

(16), les éléments de A# ne sont pas fortement réels, donc A n Z, =1 et

Z,P = Z,A . Il en résulte que Z)f centralise Z,EIP, donc Z,f =Z(R,) ce qui
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contredit (14).

Donc Zf < Q,(LV) = Z,zP , d'ol Zf =2Z, d'aprés (16) et x e NG(Z‘) =

= R,<s> , donc x normalise Z,PI .

Le sous-groupe Zi1Pf de G est donc faiblement fermé dans R, , et puisque
Z,PL est abélien, on a G/0%*(G) ¥ R,<s>/0°(R,<s>) d'aprés le théoréme de Hall-

Wielandt.

Si ﬁ, = R,/Z, , R, est engendré par les sous—groupes RE =T xP x I

et LIP = E-x E-x E- car L & RZ . Donc [E} ,E}] est le sous-groupe normal de

. engendré par un commutateur [x,y] o x e THet ye L ¥ Mais R, est de

o1

classe < 2 car Z,PIc Z,(R,) et [R,:2,PL| = 9 . Donc [x,y] e Z(R,) et
[E} ,E‘] est d'ordre 1 ou 3. Puisque s centralise -EEV, Ex/[ﬁ} ,ﬁ}] a donc
un sous-groupe d'ordre 3 centralisé par s, donc (ﬁ}/[El ,E,]) X <S> a un quo-—

tient d'ordre 3. Si |W| =3, ona R, =R, et l'hypothése (F2) est alors

contredite.

Donc |W| = 9 . D'aprés (14), s inverse les éléments de R,/RZ donc
CR (s)= RI et CR (s) = Pz , donc W& R, . Il en résulte que R, = R,W ,
1 1

donc s centralise R,/R, et R,<s> < R,<s> . L'hypothése (F2) est encore con-

tredite.
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CHAPITRE VI. STRUCTURE DE H

§1.- STRUCTURE DE Q

Supposons que V = 1 . Alors G est 2-transitif sur @, les éléments de D#
n'ont que deux points fixes (chap.II, §4, prop. 2) et G n'a pas de sous-groupe
normal régulier sur 2 (car OZl(G) = 1), donc G est un groupe de Zassenhaus.
D'aprés [HB], chapitre XI, théoréme 11.16, G est isomorphe & PSL(2,q) ou a
Sz(q) et la conclusion du théoréme B est vraie. Compte tenu du théoréme F, on

supposera donc désormais

(B3) V # 1 et poun tout sous-groupe P d'ordre premier de V, CG(P) est de 2-nang

> 2.

Théonéme G. Q est un 2-groupe.

Supposons que Q; # 1 . Soit P un sous-groupe d'ordre premier de D. Si
IQPI =2, o0nacC(P)S D donc Cy(P) =1.S5i IQPI > 3, P est conjugué
dans D & un sous-groupe de V (chap. II, §4, prop.2), donc d'aprés (B3) et le
lemme 2 c¢) du §2 du chapitre V, CQI(P) = 1 . Donc D opére sans point fixe sur
Q, . De plus, pour x e G=H , Q N Q =@ N (HNH") =1 car HN H est con-
jugué a D dans H. Les hypothéses du théoréme de Feit-Sibley, tel qu'il est

énoncé dans 1l'appendice XII, sont donc satisfaites. D'aprés ce théoréme,

S = {x € Irr(H)]|Q, & Ker X} est cohérent pour Indg .

Soit A un caractére linéaire # 1y de H tel que QK —Ker A . Un tel ca-

ractére existe car H/QK ¥ V est résoluble et # 1
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Puisque D = KV opére sans point fixe sur Q, , on a (|K|,|V]) =1
donc QK est un sous-groupe de Hall de H.
Soient x € H et g € G tels que x% € H . Montrons que A(x8) = A (x).8;

T est l'ensemble des diviseurs premiers de |QK| et y est la m'-composante de

x, on a A(x) = A(y) et A(xg) = A(yg) car la m-composante de x est dans

g

QK. On peut donc supposer que x est un n'-élément. Alors x et x® sont conju-

gués a des éléments de V dans H, d'aprés un théoréme de Hall, et on peut sup-

poser que x € V et x8 e v . D'aprés le lemme 3 du §2 du chapitre V, x et

xg sont conjugués dans V, donc A(x) = A(xg) .

PO G . .
D'aprés la définition de IndH , 11 en résulte que pour x € H, on a

(Indgh) (x) = A(x)(Indo1,) (x) , donc

[Indgx,lndgx] = [Resg Indgx,x] = [XResg Indﬁ 1y A = [ResH Indg 1y 1H] =
[Indg 1H,Indg 1H] = 2

car |A(x)|] =1 pour x € H et G est 2-transitif sur Q.

Posons Indgx =f, + £, , avec fi € Irr(G) (i = 1,2) . On a

G
[Inde,lG] = [A,lH] =0, donc f, # g -

Soit S = Xy, 000, X} » avec xi(l) = aiIDI et a, =1, et soient
e, € * Irr(G) tels que Indg(xi - aiX‘) = e, - aje, pour i >2, qui exis-

tent d'aprés la cohérence de S.

Supposons que f, = + ei pour un i. Remarquons que Xi # Xi car d'aprés
le lemme 2 de l'appendice XII, la restriction de Xi au groupe d'ordre impair

Q,D est irréductible, et ;; e 5. Il existe donc e{ € {ej/j £ i} tel que

G - G -
- = - ) - i = - | & -
IndH(xi xi) e, -e .0na ResH(ei ei) XX d'aprés [Is], 7-7 car

Q est un sous-groupe de Hall de H et Xi - ;i s'annule sur H-Q . Donc

G i — S —_ G —_ 1 —
[IndHl,ei - ei] = [A,xi - xi] =0, donc Ind/) = 1(ei + ei) et Q] +1 =

I

= (Indgx)(l) + 2ei(l) ce qui est impossible car |Q| est pair.

258



LE THEOREME DE BENDER-SUZUKI, II

Il en résulte que pour j =1, 2et i >2, [fj’ ei - aiel] =0, d'ou

G . N
[ResH fj, X - aix‘} = 0 . Il existe donc bj eN et wj , caractére de H,

G
tels que Q, — Ker % et ResH fj = bj(Zaixi) + wj . On a alors

il
]

Q] +1 (b, + by) (|H|=-[H/Q,[)/]D]

£,(1) + £,(1) Z (b, + b,) zaixi(l)
= (b, + by)Is|(lQ,] = 1) .

Donc (b, + b,)(1Q,]- 1) < [Q,] et b, + b, < [Q,1/]e,]-1) <2.

I A

Il en résulte qu'il existe j e {1,2} tel que bj =0, donc Q, < Ker fj

Alors N = Ker fj est un sous-groupe normal de G tel que 1 # N # G et
02.(N) c:02,(G) = 1 . Cela implique que S<= N (chap. I, §6, cor. 3) et d'aprés
1'hypothése de récurrence, HMN N = S(D N N) ce qui est en contradiction avec

Q= HN N .

Remarque. Supposons que nous voulions seulement démontrer la conséquence sui-
vante du théoréme B : "Si H est un groupe de Bender d'un groupe fini G de
2-rang > 2 et si 02|(G) =1, alors 02,(H) = 1" (Cette conséquence est uti-
lisée dans la démonstration d'un théoréme de Gorenstein et Walter : voir
"composants et p-composants d'un groupe fini" par J.Y. Hée - Publications de

1'équipe des groupes finis de Paris, 1980).

La démonstration pourrait alors s'arréter ici. En effet, chaque fois que
nous avons appliqué 1'hypothése de récurrence a un groupe F d'ordre < la] ,
nous n'avons utilisé que des propriétés de F qui sont maintenant connues pour
G (chap. II, hypothése (Bl-a) et démonstration de la prop. 3 du §4 - dans le
éme

chap. V, le 3 cas du lemme 2 c) du §2 n'est utilisé que lorsqu'on sait

déja que Q = S) ou bien F était un groupe de Zassenhaus (chap. III, §5, prop.2).
Proposition. On a d'un des 3 cas suivants :

al S =Q. , st est d'ordre 3.

o
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b) S est un 2-groupe de Suzuki de type A, st est d'ondre 5 et W =1.

c) s est un 2-groupe de Suzuki de type B, st est d'ondre 3 et W #1.

Soit P un sous-groupe d'ordre premier p de V, et si W # 1 , supposons
que PcW . Soit F=02'(C (P)) et &= ICQO(P)I . D'aprés (B3) et le lemme
2 du §2 du chap. V, on a 1'un des 3 cas

st est d'ordre 3, C.(P) est abélien élémentaire, F/Z(F) ¥ PSL(2,2),

st est d'ordre 5, CS(P) est un 2-groupe de Suzuki de type A, F/Z(F) %
sz(d).

st est d'ordre 3, CS(P) est un 2-groupe de Suzuki d'ordre 23 , F/z(F) %

PSU(3,L) . On sait que S est abélien ou est un 2-groupe de Suzuki (chap.V, §1).
1) Supposons que S soit abélien.

Alors CS(P) est abélien, donc st est d'ordre 3 et CS(P)C: Q, . Supposons
que S # Q, - Il existe alors x € S tel que x2 = s (car K est transitif sur
Qf) et puisque S est abélien, {y e S|y2 = s} = xQ, . Mais P centralise s
(chap. V, §2, lemme 3) donc normalise xQ, de cardinal premier a p, donc

CS(P) & Q, , ce qui est absurde . Donc S = Q,

2) Supposons que S soit non-abélien d'ordre q2.

Alors S est un 2-groupe de Suzuki de type A. Soit x € S tel que x2= s .

Puisque |{y e Sly2 = s}| = (q2— q)/(q - 1) =q , on a encore {y € SIy2 = s} =
= xQ, , P normalise xQ, donc CS(P) est d'exposant 4 . Si W # 1 , CS(P) est un
K-sous-groupe de S d'exposant 4 donc CS(P) = S ce qui est absurde car D opére
fidélement sur S. Donc W = 1 . D'aprés la prop. 3 du §1 du chap. V, V opére
alors comme un groupe d'automorphismes de corps sur Q, et d'aprés le théoréme

de Galois, CV(CQO(P)) =P .

o

Mais si G, = PSU(3,%) , si S, est un 2-Sylow de G, et NG (Ss,) =8,#2 D, ,
o

on vérifie que CD (2,(8,)) #1

o
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Il en résulte que F/Z(F) ne peut pas &tre isomorphe a PSU(3,%), donc

puisque CS(P) est d'exposant 4, F/Z(F) ¥ Sz(f) et st est d'ordre 5.

3) Supposons que S soit non-abélien d'ordre q3.

Si S est un 2-groupe de Suzuki de type C ou D, S/Q, est un F,[K]-module
tel que S/Q, = X e Y , X et Y étant des FZ[K]—modules non isomorphes d'ordre
q. Il en résulte que X et Y sont les seuls F,[K]-sous-modules

d'ordre q de S/Q, . Comme P opére sur (S/Q,) » K , P normalise donc X et Y

Supposons que st soit d'ordre 5, donc que CS(P) soit de type A. Si S est
de type B, tout élément d'ordre 4 de S engendre un K-sous-groupe d'ordre q2,
et le nombre des K-sous-groupes d'ordre q2 de S est g+1 . Puisque P centralise
un élément d'ordre 4 de S, il en résulte que P normalise au moins deux K-sous-
groupes X, Y d'ordre q2 de S. Ceci est aussi vrai si S est de type C ou D
d'aprés le paragraphe précédent. Comme dans 2), P centralise alors un x € X
etun y € Y tels que x2 = y2 = s . Mais puisque CS(P) est de type A, il en

résulte que y € xQ,CS(P) et y € X , ce qui est absurde. Donc st est d'or-

dre 3.

Supposons que W = 1 . Alors, comme dans 2), C,( (P)) =P, F/Z(F)

v'C,

n'est pas isomorphe & PSU(3,4{), et puisque st est d'ordre 3, on est dans le
cas ou CS(P) est abélien élémentaire. Mais [K,P] x P est un groupe de Frobe-
nius opérant sur S/Q, et [K,P] opére sans point fixe sur s/Q, , donc

CS/Q (P) # 1 et on a une contradiction. Donc W # 1
o

D'aprés le chapitre V, §2, lemme 6, S est alors de type B.

§2.- LE CAS OG st EST D'ORDRE 5

Proposition. Dans e cas b) de la proposition du $7, (SK) U (SKtS) est un

sous-groupe de G,
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I1 suffit de montrer que tSt < SKtS . Soient f,g : S# + o¥ et h:S# + D
les applications telles que pour x € S#, txt = g(x) h(x) tf(x) . L'existence
de ces applications résulte de ce que txt ¢ H U (Ht) U (tH) et du chapitre V,

§2, lemme 1 . Il suffit donc de montrer que h(x) € K pour tout x e S#,
La mise sous forme canonique de txat = atx’ca_l , pour a € K , montre que
(1) £GP = 108 | g(x®) = g()a | n(x?) = an(x)a (x e s*, a e K).

I1 suffit donc de montrer que h(x) € K pour x parcourant un systéme de

représentants de K-orbites de S*. Soit

(2)  tst = rLen

l1'identité de structure de G(chapitre V, §2, lemme 1). On a (st)2 = (st)r

’

et st étant d'ordre 5, (st)lr‘2 # st , donc P2£ 1 et r est d'ordre 4.

D'aprés (2), on a

(3)  trt = rts , trlt = strt

En particulier h(s) = h(r) = h(r_l) =1 . Soit k € K -{1}, et soit £ 1'élé-

ment de K tel que sksk ! = se . On a

trr Kt = trt.tr "t = rts.k.str L.k L - rt.sksk L.tk er—kTl o

= rl.r_ltr.l_lk_zr‘k_l = rr’t—l£2k2tr2_1k_2r‘k-l

c'est a dire

-1, -2 -1 -1
(4) f(rr ) =r r , g(rr_k) - oot , h(rr_k) = 32k2 .

_k) € K . Il suffit donc de montrer que s, r, r_l et les

En particulier, h(rr
rr_k , ke k# , forment un systéme de représentants de K-orbites de s¥ , ou
puisque |S¥|/|K| = q + 1 = |k¥| + 3, que ces é&léments sont deux & deux non
conjugués par des éléments de K.

D'abord, r étant d'ordre 4 et |K]| impair, s, r et r—l sont dans des

-k 2.k
K-orbites distinctes deuxa deux. Si k € K# et rr =zeQ, ,ona (r7) =

= (rk)2 = (rz)2 = r2 , ce qui est impossible. Donc rr—k est d'ordre 4 et n'est

pas K-conjugué a s pour k € S
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i -k

—k -1k-2
I1 en résulte que pour k € K" , f(rr ) = (rr l)l

et g(rr‘k) =

- -k
rr— 1 sont d'ordre 4, donc d'aprés (1) et (3) , rr n'est K-conjugué ni

s - - -k X .
arniar 1. I1 reste a montrer que les rr sont dans des K-orbites dis-

tinctes deux a deux pour k e K¥ .

Puisque K opére réguliérement sur (S/Qo)# , on peut identifier S/Q, a

Fq et K a F' de sorte que l'opération de K sur S/Q, soit identifiée a 1l'opé-

Q

ration de F; sur Fq par multiplication (appendice V). Soit o : S » Fq la sur-

jection canonique.

Soient a € K et k,,k, € K¢ tels que rr = (rr )~ . En appliquant
L - -k - - -
a aux égalités rr ko _ (rr <1)8 , h(rr kz) = h((rr kl) ) et f(rr kz) =
-k, a . N
= f((rr )") , on obtient d'aprés (1) et (4)
(5) 1+ k, = a(l + k)
(6) £,k, = al,k,
-1 -2 -1 -1,,-1 -
(7)  L,7k,7 + k, =a @it s gh

-1 .
avec skiski = sel (i =1, 2). Donc, en divisant membre a membre (5) par

(6) et en multipliant (6) par (7), si X, = Kzl(kgl +1) et y, = k;l + li ,

ona x, =x, et y, =y, . Mais on a :
(x. + l)k—l =x.y, + 1 donc k, =k a condition que x, # 1
i i ivi ’ o2 i
Montrons que pour Kk e K# et £ tel que sksk-1 = sz , on a
-1, -1 -
Lk !

+ 1) #1 . Sinon, £ =Kk ~ + 1 et a(f(rr_k)g(rr_k)) =
1

-1

-1 -2 -1 - - -
e ot st s ity st 4 1)) = 0 . Done en posant

-k -k -
f=1f(rr ), g=glrr ), h =h(rr k) , onafgeQ, et
-k
(trr tﬁ =ghtfghtf:=gﬂfyhtf

-k
Comme rr est d'ordre 4, fg # 1 et t(fg)ht fg est une involution.

h

C'est absurde car t(fg) t e Inv(G-H) et fg € Inv(H)
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§3.- OPERATION DE KW SUR S

Supposons qu'on soit dans l'un des cas a) ou b) de la proposition du §1.
Alors G, = (SK) U (SKtS) est un sous-groupe de G (§2 et chapitre V, §2,
lemme 5). On a G = H U (HtS) = <G,,V> et V normalise S, K et t donc G, 9 G
et |G/G,| = |V] . La conclusion du théoréme B résulte alors de 1'hypothése de

récurrence. On supposera donc désormais
(B4) s est un 2-groupe de SuzuRi de type B, st est d'ordre 3 et W # 1 .

Soient F = Fq et E = qu . Soit 6 l'automorphisme d'ordre impair de
F tel que S soit un 2-groupe de Suzuki de type B(n,6,e), pour l'opération de

K sur S. Cela signifie que S est une extension centrale

F+S+FxF
l'application quadratique associée x : F x F » F étant donnée par

[¢] [¢] [¢]
x(a,b) = al+ + eab + b1+

et € € F est tel que x(a,b) = 0=>a =Db =0 . D'aprés [Hi], on peut identifier
K a F* de sorte que les opérations de K sur S/Q, et sur Q, , identifiés respec-—
tivement a F x F et a F, soient données par

x 1+6

)x = (xa,xb) et ¢ =x ¢ (xeF*, (a,b) e FxF , ceF).

(a,b

Pour x e E , on posera x = xq .

?QOQQALtLon. TL existe un isomonphisme de S x KW sur un groupe S, = KW,
qui envodle S sun S, , K sur K| et s sun (0,1) , o S, = KW, vénifie des con-

ditions suivantes.

3, est L'ensemble des couples (x , x,v e E , avec e F 4406 41
1 P [N y y

et y «+ yq = xl+q 4L g =1 . La doi de composition de s, est :

(x,2)(y,u) = (x+y,z+u+d(x,y))
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Si 8 =1, o(x,y) = xy3 . Sinon, ¢ est une application biadditive : E x E » F
telle que ¢(ax,by) = abe¢(x,y) pour a,b e F et telle que ¢(x,x) # 0 poun
x #0 .
K\W, edt un sous-groupe de E¥ , avec K, = F* , W, étant un 40Us—-groupe
£1 de {x e E*|xl+q = 1} . I existe un automorphisme ¢ de E dont la restric—
1

tion a F est § et tel que x% = x™t pour x e W, . L'opération de K,W, sun

S, est donnée par (x,y)a = (ax,al+oy) poun a ek, W, .

1) Identification de (S/Q,) ¥ KW & E x K,W, : D'aprés le chapitre V,
§2, lemme 6, W est cyclique d'ordre divisant q+1 et opére sans point fixe sur
l'ensemble des K-sous-groupes de S/Q, . Soit w un générateur de W. Alors w est

un automorphisme F-linéaire de S/Q, * F x F .

Si 6 =1, une identification de S/Q, & E, compatible & sa structure
de F-espace, a été faite dans 1l'appendice VIII, prop. 2, de maniére que 1'ap-
plication quadratique x associée a l'extension F » S + E soit x(x) = xx .

D'aprés la prop. 3 de l'appendice VIII, il existe w € E* et un automorphisme

w

T
1 de E tels que pour x € S/Q, *E , x = wx etpour yeQ, ¥F,
w - T . N .. - T
y =wwy . Puisque w opére trivialement sur Q, , on a ww =1 et x = x
T < . .
ou x = X . Mais dans le deuxiéme cas, w serait d'ordre pair, et on a donc
w
X = wx pour x € E .

Si 6 # 1, le polyndme caractéristique P(T) de w comme F-automorphisme
de S/Q, est irréductible car w ne laisse stable aucun sous-espace de dimension
1 de S/Q, , donc S/Q, peut &tre identifié de maniére F-linéaire a F[T]/(P) X E
1l'opération de w sur S/Q, étant identifiée a la multiplication par un élément

w de E tel que P(w) =0 .

2) Existence de o : Si 6 =1 et x7 = x4 s ona o= 6 et x = x
pour x € W, . Supposons que 6 # 1 . Soit x : E > F 1l'application quadra-

tique associée a l'extension centrale F » S + E . Soient *pv e E tels que
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X(x) = IAgv x'x" , la sommation étant étendue aux parties {u,v} de cardinal

1 ou 2 de Aut(E) (Appendice VIII, lemme 2 c)). En écrivant que x(x) = x(x)

1+6 .
et que x(ax) = a r x(x) pour aeF et x € E, et en appliquant le lemme
qui vient d'é&tre cité, on voit que xi-g = Kuv et que si A“v # 0 alors
v 6
a"a’ = aa pour a € F , donc que {uIF,vlF} = {1F,e} . I1 en résulte que si

o est un automorphisme de E qui prolonge 6, on a

—_—— a
1+0 1+0 q+0 szq+

X(x) = Ax + % + A,x +

avec A,;,X, € E non tous deux nuls. Puisque w opére trivialement sur Q, , on

on a X(wx) = x(x) , donc d'aprés le méme lemme, ml+° =1 si X, £#0 et

q+0 . . q "

w =1si X, # 0 . Puisque w  # w , on a donc en remplagant éventuellement
0 par ;; A, =0 et ml+° =1 .

3) Identification de S & S, : posons ¢(x,y) = xyq si 6 =1 et ¢(x,y) =
= Alxyo + ;1;; si 6 # 1 . On constate alors que la loi de composition don-
née dans 1l'énoncé fait de S, un groupe et que F - S, T E (avec W(y) = (0,y)
et m(x,y) = x ) est une extension centrale dont l'application quadratique as-

sociée est X . D'aprés le lemme 1 c) de l'appendice VIII, cette extension est

équivalente a l'extension F > S + E .

4) Opération de K,W, sur S, : Soit A l'image de KW dans Aut(S,), KW opé-
rant par conjugaison sur S X S, . On constate que la formule donnée dans
1'énoncé définit une opération de K,W, sur S, . Soit B l'image de K,W, dans
Aut(S,) pour cette opération. Soit U le groupe des automorphismes de S, qui
induisent 1l'identité sur Z(S,) et sur S,/Z(S,) . Alors U < Aut(S,) et d'aprés
1), B& U A . Mais U est un 2-groupe (appendice VIII, lemme 1 d)), donc
d'aprés un théoréme de Zassenhaus, il existe u € U tel que Au =B, etu

induit un isomorphisme de S, x A sur S, % B

5) Enfin, puisque K est transitif sur Qf, on peut supposer que s est
identifié a (0,1) en composant l'isomorphisme S x KW » S, = K,W, avec un

automorphisme intérieur de S, x K,W,
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CHAPITRE VII, CARACTERISATION DE psu(3.q)

§1.- LES APPLICATIONS f, g, h

29

Dans ce chapitre, nous terminons la démonstration du théoréme B. Nous
montrerons en particulier que si V = W , alors G est isomorphe & PSU(3,q) ou
a PGU(3,q). La démonstration se fera par un calcul explicite de la loi de com-

position de G, selon une méthode due a M. Suzuki.

Supposons que L soit un groupe fini qui opére de maniére 2-transitive
sur un ensemble X, et soient M le stabilisateur dans L d'un point de X,
t € Inv(L-M) et D =M Mt . Supposons qu'il existe un sous-groupe Q de M
tel que M = Q » D (ces hypothéses signifient que L a une BN-paire scindée de
rang 1).

11 existe alors des applications f,g : Q#'* Q# et h : Q‘t + D déter-

minées de maniére unique, telles que pour X € Q#,

txt = g(x) h(x) t f(x)
En effet, on voit comme dans le chap. V, §2, lemme 1 que tout élément de L-M
se met de maniére unique sous la forme atb ot a € M et b e Q , et puisque
Qt IM=1, ona txté MU (Mt) U (tm) .

Ces applications satisfont les identités suivantes

-1 1

H1. flx 7)) = glx)”

H2. f(f(x)) = x

H3. fx f(x)at pour a €D .

n

-t 1

H4. h(x™) = a_th(x)a pour a e€ D, h(x , hi(f(x)) = h(x)~
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# h(x)_l

H5. Soit j 1'application x> x © de Q¥ dans 0% (foj)°(x) = x

H6. Si x,y € Q# et xy # 1, alors f(x)g(y) # 1,

(y)

t
f(xy) = £(£(x)gly))" £(y) et hixy) = h(x)h(f(x)a(y))h(y)

Les démonstrations des identités Hl. a H4. se font par des calculs évidents.

Soit x € Q#. Alors txt = g(x)h(x)tf(x) , donc tf(x)t = h(x)—lg(x)"ltx s

donc g(f(x)) = g(x)_h(x) . D'aprés Hl., on a alors (jof)z(x) = (foj(x))h(x)
et d'aprés H2 et H3, x = (foj)2(f0j(x))h(x) = ((foj)s(x))h(x) , ce qui démontre
H5. Soient x,y € Q*tels que xy # 1 et z = f(x) g(y) . Alors
txyt = g(x)h(x)tzh(y)tf(y) = g(x)h(x)tzt h(y)*f(y) , donc z # 1 et

t
txyt = g(x)h(x)g(z)h(z)tf(z)h(y)tf(y) = g(x)h(x)g(z)h(z)h(y)t f(z)h(y) fly) ,

ce qui démontre H6.

Remarquons que d'aprés H2,H3,H5, <f,j> opére sur l'ensemble des orbites
de Q#.sous D, et le groupe de permutations de cet ensemble induit par <«f,j>

est isomorphe a un quotient du groupe diédral d'ordre 6.

Lemme. Si L opene tidélement sun X,<Q"|xel> est détemminé a Lsomonphisme prés
par da donnée de Q et de f et L est détewniné & isomonphisme prés par da don-
néede M=QxND etdef .

Si M= L, , on peut identifier X @ Q U {a} , x € Q étant identifié a
atx. Alors l'action de t sur X est déterminée par f et l'action de Q (resp. M)

est déterminée par la donnée de Q (resp. la donnée Q ¥ D). Mais

t
<Qx| xeL> = <Q,Q | xe0> = <Q,t> et L = <M,t> .

Dans les calculs qui suivent, on reprend les hypothéses de la fin du
chapitre VI et on essaie de déterminer f pour L =G et M = H . On identifie-

ra 0O x KW au groupe S, x K,W, défini dans le §3 du chapitre VI.

§2.— CALCUL PRELIMINAIRE

D'aprds {(B4), on a tst = sts donc d'aprés H3 et H4 :
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-1 ,
(1) Pour a e K , f(s%) = g(sa) = s@ et h(s?) = aa .

D'aprés H6 appliqué a x = w € O - Q, et y:sa, on a :

- -2 -
(2) flus®) = £(f(w)sd l)a sa L pour weQ®-Q,, aek

En appliquant H6 & x = s et y = w , on a aussi

_ t
(3) flus?) = £lglw)sa H®

(4) f(wx) = f(w)y , v e Q=-0, , x,y e Q, =) x =1

k -
Si x #1 , il existe k € K tel que x =s . D'aprés (3), on a alors

t
flw)y = f(g(w)sk—l)h(w) f(w) , donc f(g(w)sk_l) e Q, , d'ou g(w) € Q, puis

weQ, , ce qui est absurde.
(5) flw) = (wy)? , weQ-0Q, ,yeO, et aeD=>y#<1let adkK.

Puisque |D| est impair, j n'a pas de point fixe dans 1l'ensemble des or-
bites de 0-Q, sous D, et puisque f est conjugué a j dans le grouve des permu-
tations de cet ensemble induit par <f,j>, f n'en a pas non plus, donc y # 1
D'apréds H2 et H3, fluy) = wd © = (r(w)a ty)ja~t - (f(w)ya)a'la_t , donc
a~la=t £ 1 dlaprés (4), d'ot a ¢ K .

(6) fwx) = (f(w)y)a ,weQ-Q,,x,yeQ, , x21 etaeD=)a¢K.

_ -2 _
Soit k € K tel que x = sk . D'aprés (2), (f(w)y)a = f(f(w)sK l)k sk ly

- _ _ -1 -1 - 2
d'ol f(f(w)sK 1) = ((£(w)y)3sk l)k2 = (f(w)sk 1 sk ysK La l)ak . D'apreés

(5), il en résulte que ak® ¢ K, d'ou aé K.

(7) Soient w,w' € Q-Q, et pour i = 1,2, X0y, € Q, et a; € D tels que

X, £ %, et f(wxi) = (w‘yi)ai . Alors a, ¢ a,K .

L'hypothése entraine que

-1 -1
flox,) = (Flux,)® y,y,)%% = (Flwx,) (y,y,)%)% 22, piapres (6), aTla, ¢ K .

Posons |W| =m et n = (q+l)/m = |E*/KW| . Pour w e Q , on note w
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1l'image de w dans Q/Q, . Si w = (a,B), w s'identifie 2 a € E . Soient
Wiyeeo,w € Q - Q, tels que les Gi forment un systéme de représentants des

orbites de (Q/Qo)# sous KW .

(8) Le nombre des x € Q, tels f(w;x) soit dans l'orbite de Zi sous KW est

msi i>1 etestm1si i=1.
Soit ms le nombre des x € Q, tels que f(w,x) soit dans l'orbite de
E; sous KW . D'aprés (7) avec w = w; , w' = mi , on a m, <m pour i >1

De méme, d'aprés (7) et (5), ona m, <m-1 . Alors q = Zmi <nm-1=gq,

donc toutes ces inégalités sont des égalités.
Soit S un générateur de W. D'aprés (B4) , S # 1 .

(9) Pour tout i (1 <i <n), il existe w! e Q -Q, et y. e Qf tels que w_]'.

— A}
soit dans 1l'orbite de w, sous KW et f(wi) = (wiyi) .

Soit w 1l'un des w, . D'aprés (5), (7) et (8), il existe x,z € Q, et

)
k € K tels que f(wx) = (wz)k .Si aeK, ona
- -1 -2
£w0)?) = £@08h = (u2)® 2 (w02 S
2 a a
En prenant a e€ K tel que a = k et en posant w' = (wx)™ , y = (xz)~ , on

a f(w') = (u:‘y)j . D'aprés (5), y # 1

On supposera désormais dans le §2 que les W, ont été choisis de maniére

3 #
que f(mi) = (miyi) » Y€ Q, .

Dans (10)-(18) , w désigne l'un des W, et on pose y; =V = (0,a) .

1+6 —(1+96)
a

(10) Soient a,b € K tels que b = a + . Alors f(wsa) =

-2 - - -
(f(msb)sa)ja . D'aprés (2), f(msa) = f(f(w)s? l)a 2 s@ ! =

il

fluy sa1)%a? ga™l o (p(wsP)s?)Sa 2 |

1+6 . X
On notera 1 l'application réciproque de u + u ARSI L qui est bi-

. . . b
jective car 6 est d'ordre impair. Comme f(w) = (wy)  , (10) permet de définir
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par récurrence des suites (ui), (vi), (di) telles que u;,v, € F, d. € KW

et £(w(0,u;)) = (w(o,vi))di

(11) u, =0,v, =a , d, =3

. —(1+0) < -21
sioug Aayuy o= ler) vy = vy vy, d v i1 7970 -
Ces suites s'arrétent dés qu'on a trouvé un indice i tel que u; = oo

Posons

a. | 0 1\1 o\

i
): / / (120, a,b, eF).
b 1 a 1

On voit alors par récurrence sur i que si ui # o, alors bi #0 et

Ui = 837by

-1 N L. .
Soient B et B les racines du polyndme caractéristique X2 + oX + 1

(12) B + g7t - a , BeE etsi B¢ F , alors gt - g% .

Puisque o # O , on a :

(o 1 11 B0 \ 11 \?
_ d'ou
\1 a e e1/\o -1/ \s 8}
o 1\} , f1 o1 \/et o =t 1\ | /sivlepirl o pligl
I
== \ s = = . s . .
1 oo/ *\s s o e e 1) ¢ \slaet pitl gi-t
\
I1 en résulte que a; = (1/a) (8" + 871 , bi = (1/a)(61+1+8_1_1) et
ﬁi—l+ —i+1
(13) wu, = 3~_+8
i gl , p-i

D'aprés (11), on voit alors par récurrence sur i que

i plig=1 on
(14) d; = R ('"E___)

(15) Les suites (ui), (vi), (di) sont définies jusqu'a i = m-1 et
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u =aq = Bm_l + B_m+1 . Tout u e F tel que f(w(O,u)) soit dans l'orbite

de w sous KW est 1l'un des u; -

Soit m, le dernier indice pour lequel ui est défini. On a m, < m-1 car
sinon dm € K d'aprés (14), ce qui contredit (5). On a Up, = @ et

e!

-1
f(w(0,a)) = (w(O,vm‘)) m, |, Mais f(w) = (m(O,a))S d'ou f(w(0,a)) = mS_

m, 8™ g™ 21 ~1
D'aprés (14), il en résulte que dp = 3 l(—-——z————) =3 . Puisque
KNW=1, onadonc B™ + 8™ =a et smrlo_ g Puique 3 est d'ordre m,
m, = m=1 . Les ui(ljijm—l) sont deux a deux distincts car les di le sont. La

derniére assertion résulte donc de (8).

(16) B est un générateur de W. En particulier, BG = B_l .

Pour 1 <4i<m1, ona bi—l = (1/a)(B" + 87%) #0 donc B £1 .

D'aprés (15), Bm‘l est une racine de X2+ aoX + 1 donc Bm_l = B ou B_l , et
comme Bm_2 #1 , on a g =1 .
(17) Pour 1 <i <m-1, £(w(0,u;)) = (w(0,u; + o)) %

Pour 1 <i <m-2, ona ug # 0 et d'aprés (13) et (14) ,
Ui (gt tmitY) (pitl gLy _ g2t g%, 82,872 o1 (e+e‘1)2 1. g (1)
Yis1 (gtep™hH? g2l g2t glig™t 1
donc Vier Y Y1 T v+ (1 + d;(1+c))ui+1 svpru, d'ou vitu o=
vy o+ ul =a pour 1 <i <m-1.

(18) (h(«)SH™ = 1

0
D'aprés (13) et (16) , u; = uy donc ufT =u, . D'aprés H6 et (1), on

i
1 21

apour 2 <i<m-1, h(m(O,ui)) = h(w)h((w(o,a)fj(o,u; ))ui =

5

h(w) h(w(O,ui_ )) u; = (h(w)f’l) h(w(O,ui_l))(fui) , donc par récurrence

1
1.1 i i -i . .
h(w(O,ui)) = (h(w)$ )" 37a/(87+8" ") pour 1 < i < m-1 . En particulier,

1
h(w(0,a)) = (h(w)SH™ 131 | Mais d'aprés H4, h(w(0,a)) = h(£(w)S ) =
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S hie) 31, dod ()T H™ -1

Dans (19)-(20), on suppose que n > 2 et on pose y, = (0,a,) ,
y, = (0,0,) , de sorte que f(w,) = (wl(O,Gl)yg , flw,) = (wz(O,az)fj .

Soient (ui), (vi), (di) les suites définies par (11) & partir de a = a, ,

et (ui), (vi), (di) les suites analogues définies & partir de a = a, .
D'aprés (7) et (8), il existe x,,x, €¢ F et k € K tels que

£(w,(0,%,)) = (w,(0,x,))K

(19) Pour 0 <i <m-1 , on a :
a) flu,(0,x,+ 1/(k1+e(xl+ui)))] - [ml(O,vi+1/(di+o(xl+ui)))]ei

b) £lw, (0,x0+ /(M 0 eui) ] = [0,(0,v41/(aH  (xp0u1)))] o1

avec e, = kd,(x1+u.)2T et e! = kdf(x2+u!)2T
i i i i i i

Puisque f(w,(0,x,)) n'est pas dans l'orbite de BT.sous KW, x, # ug -

—(1+9)

Soit a € K tel que x, + a =ug . Alors d'aprés (2) ,
-1, k-1 k -1 -2 -1
£w,(0,x,)83K )K" 2 £((w,(0,x,)) ) = £(w, (0 ,x,)s? )&% g8 =
o -1 a2 -1 -1 -2
= £0,00,u )87 2 = (w, (0,v, YT @ < (w,(0,v)s* N U

ce qui donne a). On a f(mz(o,xz))k_1 = w,(0,x,) , donc f(w,(0,x;)) =
k N . ~
= (w,(0,x,)) , d'ou b), en échangeant les rdles de w, et de w,
(20) On a @, = o, et en posant o = a, , pour tout x tel que f(w,(0,x))
soit dans l'orbite de E: sous KW, on a
d(x)
flw, (0,x)) = (w,(0,x+a)) , avec d(x) e KW .

(<]
Les éléments x, et x1+1/(kl+ (x2+u£)) sont deux a deux distincts,
donc d'aprés (8) et (19), sont tous les éléments x tels que f(w,(0,x))

soit dans 1l'orbite de ;:'sous KW. D'aprés (19) a), on a
l+0 1+6 eTt
f[wl(O,vi+l/(di (x,+ui)))] = [w,{0,x,+1/(k (xl+ui)))] 1

et d'aprés (19) b),
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£lo1 (0,3, 41/ egrur )] = 020090 +1/(a2 1%t ))) 101

D'aprés (14) et (19), eIt € e$ iK , donc d'aprés (7), on a pour

1<i<m1

() v /(a7 ) = xge 1/ g el ))

"

(**) v£+1/dil+°(xz+u£)) x,+1/(kl+e(x1+um_i))

21

-t 21
¥ 3¢ 3¢ — 1 1
( ) di (x1+ui) = dm_i(x2+ um—i) .

L'égalité (***) pour i = 1 puis pour i = m-1 donne :

X, = X, + 0, , X, + O, = X,
donc a, = @, = x, + X, , ce qui prouve la premiére assertion de (20), et
la deuxiéme assertion pour x = x, . Puisque @, =a, , on a ui =up
vl =v, , dl =d
i i
D'aprés (13) et (11), on a oy s 1/ui+1 =u; + a pour 1<i<m2,

donc x, + Uy T Xat e+ U= X, +u, pour 1 <i<m1l, et (**) peut
s'écrire

1+0 1+6 1+6
v o+ 1/0a) g ug)) = xgr /(K T (grug)) = xae KT (e ug)) 4o

D'aprés (19) b), on a donc f(w,(0,x)) = (w,(0,x + a))d(x) avec

d(x) € KW pour x = x, + 1/(R1+e(xz+ ui)) .

Proposition. Supposons que D opére sans poinzt fixe surn (Q/Qo)# . Adons il

-1.%
w

extste i , 1 <i <n, tel que poun w = w, on ait f(w) = ( ) et

h(w) e W .

D'aprés 1l'hypothése, les groupes de Sylow de D sont cycliques. Alors
(18) implique que si w est l'un des © h(w) €e W . En effet, si p est un
—1

nombre premier, si x est la p-composante de h(w)¥ et P est un p-Sylow

de D contenant x,ona x'P =1 et [P W = m, car W<D, donc x e W.

Posons w% = (0,r) et soient i,k tels que f(le) soit dans l'orbite

de E;'sous KW et f(w7l(0,a)) soit dans 1'orbite de Z;'sous KW. Alors, d'a-
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prés (17) et (20),on a

£((u, (0,00 ") = (0, (0,000

foj((m1(0,0+r))Kw) = wfw

foj(wlfw) = (wi(O,a+r))Kw

De plus, d'aprés H4, h(wil(o,r)) e KW . D'aprés H5, il en résulte que

(wil(o,r))Kw = (mi(O,a+r))Kw donc i =k et wi2 = (0,a) . Alors

flw,) = (w.(O,a))j = (wfl)j .
1 1 1

§3.- DETERMINATION DE f

Proposition. Supposons qu'id existe w e Q-Q, et S e w¥ tels que

h

fw) = (u)_l) et nh(w) e W . Adons 0 =1 et pourn tout o = (p,y) € Q-Q, ,

ona f(p) = (o/y,1/y) .

1 2 2 1
(1) Pour a € K , on a f(msa)g- a- ga _ f(wsa)j_ m‘S_ .
- R <2 <3
On a (foj)3(w 1) = (foj)z(w 8) = foj(w 3 ) = w3 . D'aprés H5 et
. -1, _ -t : . -1 _~5—3
puisque h(w ") = h(w) € W, il en résulte que h(w™ ™) = . On a

1
—l) - oS l) = wj donc d'aprés (2) et (3) du §2 :

flw , glw

_ _ ~1 -3 1
fw lsa 1) = fwS sa)azsa = f(ws?)T WS
(2) Pour a € K , f(ws?) = I/(a2+3_1) (le deuxiéme membre est calculé dans
E).

D'aprés (1), 3_la2 f(ws?) =3_2 fws?) + 3_1 © , donc

(a2 + f_l)f(wsa) = .

(3) 8 =1 et w2:(0,'3+‘3~l) .

2
Posons = (0,a) . D'aprés (2) du §2, on a pour a € K :

flus?) = fluSsa™ha™2 5,72 £(w(0, a+a=(1+8)))
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Donc d'aprés (2), si a # o T et bl+9 - o s a—(1+6)

’

1/(a2 + ?—l) =‘3z-1_2/(b2 + f_l) , dlon b2 =S+ 31 4 2% . 11 en résulte

2 [¢] 2 - (<] - 6
b(1+)=0t +(a2):L+ =(3+S_l+az)1+ . Comme S € W, on a

que
(S + Yl)e SR oLl V. oE R L'égalité ci-dessus s'écrit donc
(*) oz2 + 32 + 3—2 + (3 + \S_]')(a-2 + a_2e) =0

[§]
Donc X + X’ = ¢ est indépendant de X pour X € F — {0,0°'} . Si 6 £ 1 ,

on a |F| > 8 car 6 est d'ordre impair, et il existe donc X,Y € F tels

8
que {X,Y,X+¥} N {0,6°T} = @ et e =X+ Y+ (X+¥)° =¢c + ¢ =0 . Donc

6
X" =X pour X eF —{O,aZT} , d'lohd 6 =1 . L'égalité (*) donne alors

G=S+S—l.

(4) Pour tout y € E tel que y + yq = Ul+q , f(w,y) = (w/y,1/y) .

Soit w = (@,x) . D'aprés (1) et (3), on a pour a € F - {0} ,
t@x + 5 2 (0,a) = f@x + A (@S
Dlapras (2) f(@,x + a) = (®/(a + 1) , y(a)) ou v(a) € E . On a donc
(S7lam/(aeS 7Y 8% (a)+a) = (5207 (avS )+ 1G, v(a) v Y (2 STY))

Comme Ul+q =3+ "S_l d'aprés (3), l'égalité des deuxiémes termes de ces

couples donne :
1
(%) (a°+ 1) v(a) = x + a+ (1+59)/(a + TH
. s 4z . 1 1
Pour a = 1 , cette égalité devient x + 1 + (1 + 5 ) = x +¥ " -0 , donc
X = ‘5_1 . L'égalité (*) s'écrit alors

(a2 + 1) v(a) = a + f_l + (1 + '5_2)/(a +'5_l) = (a2 + 1)/(a +‘5_1) . Donc

pour a € F -{0,1} , v(a) = 1/(a +‘3-1) . Cela signifie que pour

y € E —{3'_1,5'-1 + 1} tel que y + yq =g , f(w,y) = (&/y,1/y) .
Pour y =1 , (0,y) = w et on a encore f(w) = w_‘S = (U,S)S = (w/y,1/y) .
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-1 3-1

Puisque f(w ~) = w , tous les résultats qui précédent restent valables

- -1
quand on remplace w par w ! et S par § . En particulier, pour tout
q 1+q — — .
y € E -{3+1} tel que y +y =T , ona f(w,y) = (w/y,1/y) , ce qui

1
compléte la preuve car S+ 148541

(5) Pour tout p = (P,y) € @-Q, , on a f(p) = (p/y,1/y) .

si f(o,y) = (p/y,1/y) et si d e KW, on a d'aprés H3 :
t -q
— 1+ — d _ d _ 1+
fas,a T y) = 05, = By, = (rady,17a Yy
Si 7 est dans 1l'orbite de w sous KW , (5) résulte donc de (4). Sinon, en

remplagant éventuellement p par un élément de pQ, , on peut supposer
d'aprés (8) du §2 que t(p) est dans l'orbite de @ sous KW . Posons

o = (F,x) , £flo) = (w',x') . Alors (7,x) = £(@',x') = (@' /x',1/x') ,
donc w' =79/x , x' = 1/x .

D'aprés (2) du §2, on a pour a € F -{0}

at -1 1, .41 -1

£(5,x+a) = (T ,x'+a )% (0,a 1) = (@/(x'+a 1),1/(x'+a 1)) (0,a %) =

_l(

(T'/(ax'+1),a “(1/(ax'+1)+1)) = (p/(x+a),1/(x+a))

ce qui prouve (5)

)

Conoldaine 1. Sous L'hypothése de la proposition, 0° (G) ¥ PSU(3,q) - &n
particulien, sL V = W , G est {somorphe & PSU(3,q) ou & PGU(3,q)

Si G satisfait l'hypothése de la proposition, Q et f sont bien dé-

1

terminés par la donnée de q . D'aprés le lemme du §1, O2 (G) = <Q*|xeG>
est donc déterminé a isomorphisme prés.

Supposons que V = W . Alors l'hypothése de la proposition est sa-
tisfaite d'aprés la proposition du §2. En particulier PGU(3,q) satisfait

1 l

cette hypothése, donc O2 (g) % O2 (PGU(3,q)) = PSU(3,q) . Il en résulte que
(q+1)/(q+1,3) < |w| et si |w| = (q+1)/(g+1,3) , G est isomorphe 2

PSU(3,q). Sinon, IWl=q+1 et G est isomorphe a
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PGU(3,q) d'aprés le lemme du §1 .

Conoddaine 2. SL G ¥ PSU(3,q) et 4L S e w¥ il existe w e Q-Q, <ted que

fw) = 0 el h(w) =S8

1 _
ona 3 +3%9 40, donc il existe e E —{0} tel que T l#f_q.
— - . . -5
Alors w = (m,fﬁl) €eQ , w 1. (@,8) et f(w) = (3%,3) = w . En appliquant

H5, on voit alors que h(w) = 33 .

Remarque. L'étude du cas (10-2) du chap. V, §3 peut &tre faite en utilisant
la proposition de ce paragraphe. En effet, dans ce cas, on a h(w) = 1 si

w e CQ(P)# d'aprés (11) du chap. V, §3, et on voit que f(w) = m_f pour un
S e CW(P)# en utilisant (5) du §2 du chap. VII et le fait que CQ(P) est qua-

ternionien et ICW(P)I =3

§4.— LE CAS OU V # W

D'aprés la proposition du §2 et le corollaire 1 de la proposition du §3,
on peut supposer pour finir la preuve du théoréme B que D a un sous-groupe P

d'ordre premier p tel que /9 (P) # 1 . Puisque CQ(P) #1 , P a trois points

CQ ,

fixes dans @ donc est conjugué dans D & un sous-groupe de V. On peut donc sup-

poser que P = V . Puisque W opére sans point fixe sur Q/Q, , P N W =1 .

(1) Soit U = 02'(CG(P)) . Alors U/(P NU) ¥ PSu(3,4) , avec q = &P et £ >2 .

D'aprés (B3), CG(P) est de 2-rang > 2 et d'aprés le lemme 2 c) du cha-

pitre V, §2, U/Z(U) 2 PSU(3,4) pour un £ > 2 car st est d'ordre 3 et CQ(P)
d'exposant 4. On a ]CQO(P)| =4 donc q = 4£° car P opére comme un groupe
d'automorphismes de corps sur Q, (chapitre V, §1, prop.3). Comme

Z(U) C:CV(CQO(p)) , ona Z(U) «PW d'aprés le théoréme de Galois. Puisque

PZ(U) centralise CQ(P)<¢ Q, , ona PZ(U) N W=1, donc Z(U) =P .

(2) I1 existe we Q-Q, , S e w# et ne P tels que f(w) = w j, h(w) = fsn_l

et n centralise w et 5,
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D'aprés la structure de PSU(3,£), (V N U)/(P N U) centralise CQ (P). Donc
o

VNUc<PW d'aprés le théoréme de Galois, et puisque Uc CG(P) ,

VNUSP x CW(P). De plus, |[(VNU)/(PNU)| = (£ + 1)/(&L+ 1,3) #1 car
£>2.5S0it S, e (VNU) - (PN U) et soit Se CW(P) tel que S, eSpP .

Si f,,h, sont les applications f,h relatives a U, U N H et t, d'aprés le corol-
laire 2 de la proposition du §3, il existe w € (Q-Q,) N U tel que

-3
(PN U) et h,(w) e 3?(? N U) . D'aprés 1l'unicité de la forme ca-

-3 -3
nonique d'un élément de G-H, f(w) = f,(w) = w ' = w et h(w) = h,(w) € 33P .

fi(w) ew

Dans le calcul qui suit, nous identifions encore Q » KW au groupe
S, % K,W, du chapitre VI,§3. Alors n opére sur Q/Q, Y E comme une applica-
tion semi-linéaire (appendice V). On notera p 1l'automorphisme de corps de E
associé a n . Ainsi, si x € E , x" est défini par l'opération de n sur Q/Q,
et 1l'isomorphisme Q/Q, X E , tandis que x" est défini par l'opération de n sur
KW et 1'isomorphisme KW 2 K,W,

Posons w2 = (0,a) . Soient a € K tel que a # o’ et b e K tel que

6 - (2]
148 _ 4+ a (1+6) Alors d'aprés (2) du §2, on a :

—2

(3) f(wsa) = f(w‘Xsa_l)a = 33—2 f(wsb)

(Pour o € Q , p désigne 1'image de p dans E ¥ Q/Q,). D'aprés (2) et (3) du
§2, on a pour a € K :

a h(m‘l)t -1

rw ey - rirwhs®)e® 6 - £(gluh)s®) £(o™h) , done
—1 2 3 —1
f(wj sa® % - f(sza)j— " S , donc

(4) a2 fws?) = s ! flus)" + @

-7 —_—
Supposons encore que a # @ et dans (4), remplagons f(ws?) par le

deuxiéme membre de (3):

(5) S T(wsP) = a ¥ FwsP)" + &

(w
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L'égalité (4) est valable avec b a la place de a :

(6) b2 F(wsP) = 5L r(ws?)" + T

Des combinaisons linéaires convenables de (5) et (6) montrent alors que

a2u + b2 £ 0 et :
2y
(7)  f(usP) =9—2—*-§2—— T
S(a b )
2
(8) f(wsb)” = b—2*—23~ @
b a” “+l

Ces égalités impliquent que

(o) St p% s
(1+b%a )" 14p2a72H
2,2 oyl
Donc (3_1 + a 2u )/(b2 +3) =2 e F et 32 . (Ab2 + a 2w S+ 1 =0 .

1 _oyl
Comme 3 *q 1 et S ¢ F , il en résulte que X =1 et que b2 + a 2H =

1 . .
S + 37 . Les dénominateurs des deux membres de (9) sont alors égaux et
- —ou2. -
p2a e < $+31.a 2H%) 2™ st fixe par p . Il en résulte que pour

2
X € F -{0,a T} , on a :

2
(10) (S + %1 o xhx = (33 X!

. 2 P N

Soit X e F —{O,aZT,a "+1} . En écrivant (10) avec X+1 a la place de X
2

et en retranchant (10), on voit que XY = X . Il en résulte que u =1 car

u est d'ordre impair, et si u # 1, on a IFI >8 .Donc neW et

h(w) € W . On peut alors conclure par le corollaire 1 de la proposition du §3 .
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APPENDICE X

UN CAS PARTICULIER D'UN THEOREME DE HUPPERT

Nous démontrons ici une proposition qui est un cas particulier du
théoréme de B. Huppert sur les groupes de permutations doublement transi-

tifs résolubles (voir par exemple [HB], chapitre XII, §7).

Proposition. Soit D un groupe d'ordre impain qui opére tidélement sun un
q-groupe abélien élémentaine E [q premier), et qui est transitif sun E¥ .
Adons F(D) est cyclique et opere sans point fixe sun E, et D/F(D) est
abélien.

(Remarquer qu'avec les hypothéses de cette proposition, E X D opére

de maniére doublement transitive sur E).

Lemme. Soient p un nombre premien # 2 et P un p-groupe opérant fidélement
sun de q-groupe abélien élémentaine E . On suppose que |p,| est indépendant

de a poun a e E¥ . Alons p est cyclique et opere sans point fixe sur E .

Démonstration du lemme : La loi de composition de E sera notée additivement

et E sera considéré comme un Fq[P]—module.

1) Supposons d'abord que E =E, @ ... @ Er ol r > 2 et les Ei sont des
sous-espaces de E permutés par P (c'est a dire (Ei)g est 1'un des Ej pour
geP et 1<ic<r).

#

Soient a e Ef et beE, .Si xeP,, ,ona (ath)x = ax + bx =

=a+ b . Comme P permute les Ej , il en résulte que ax = a et bx =b ,
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ou ax = b et bx = a . Mais puisque x est d'ordre impair, le deuxiéme

cas est impossible. Donc Pg,p, = P, NI Py . Par hypothése |Pg,pl = [Pyl =
= |Pp|l , donc P, = Py . Ceci étant vrai pour tout a e E? , P, centralise
E, . Puisque Py = P, pour tout b e E? , Py centralise E, et de méme, P4

centralise E; pour i > 1 . Donc P, centralise E, d'od P, = 1 . D'aprés
1l'hypothése, P, = 1 pour tout a € E# et P opére sans point fixe sur E,

donc P est cyclique.

2) Fin de la démonstration.

D'aprés 1) on peut supposer que P opére irréductiblement sur E .

#

Supposons que P soit cyclique. ALors si x € PV , CE(x) est un sous-espace

de E stable par P et distinct de E, donc CE(x) = {0} et P opére sans

point fixe sur E. On peut donc supposer que P n'est pas cyclique.

Alors d'aprés [H], chapitre III, (7-5), P a un sous-groupe normal R
de type (p,p). Puisque P opére fidélement et irréductiblement sur E, Z(P)
est cyclique donc |R N Z(P)| = p et P permute transitivement 1'ensemble
(Ti|i=1,...,p} des sous-groupes d'ordre p de R distincts de R N Z(P)

Puisque (RN Z2(P)) est un sous-espace de E invariant par P, on a

CE
CE(R N z(p)) = {0} . Soit Ei = CE(Ti) . On sait alors que E = ZEi et P

opére sur 1'ensemble des E, .

Montrons que la somme des Ei est directe. Supposons que la somme

E, + ... + Ek—l soit directe, et soit x € Ek n (E, + oou + Ek—l)' On a

X =X 4 .04 x . O X e Ei . 51 te Tk , xt = x;t + o0+ xk—lt =

S Xp b el kX 0o Comme t opére sur Ei = CE(Ti) , 11 en résulte que t

centralise X pour i <k , donc R = <T Ti> centralise X, . Donc

k)
x, = 0O et x =0, et la somme E{ + ... + Ek est directe.

Mais alors d'aprés 1), P est cyclique contrairement a 1'hypothése.

Démonstration de la proposition

Soient F = F(D) , p un nombre premier impair et P = Op(F) . Soient

282



LE THEOREME DE BENDER-SUZUKI, II

a,b € E# . Puisque P < D et D est transitif sur E# , Py et P, sont conju-

gués dans D. D'aprés le lemme, P est donc cyclique et opére sans point
fixe sur E. Puisque F = ﬂpOp(F) , 11 en résulte que F est cyclique et

opére dans point fixe sur E.

D'aprés les théorémes de Feit-Thompson et de Fitting, C_(F) = F ,

D
donc D/F est isomorphe & un sous-groupe de Aut(F) et par conséquent est

abélien.
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APPENDICE XI

SUR LES PRESQUE-CORPS

On dira qu'un ensemble fini F, muni de deux lois de composition + et

. est un presque-corps si

1. F est un groupe commutatif pour la loi + (1'élément neutre est noté 0).
2. F -{0} est un groupe pour la loi . (1'élément neutre est noté 1).

3. On a (a + b)c = ac + bc quels que soient a,b,c € F .

H. Zassenhaus a classifié les presque-corps (finis) dans "Uber endliche
Fastkorper', Abhandlungen Math. Sem. Hamburg Univ. 11 (1936), pp.187-221 ,

mais nous n'avons besoin ici que de certains résultats élémentaires.

Si F est un presque-corps, on posera [(F) = F « F* , ou F* est le
groupe multiplicatif F -{0} opérant par multiplication & droite sur F.
Alors F" opére réguliérement sur F -{0}. Réciproquement, si un groupe M
opére sur un groupe abélien F, M étant régulier sur F*, on peut munir F
d'une structure de presque-corps telle que [(F) XF x M : il suffit de

choisir un élément 1 de F -{0} et de poser (1x)(ly) = 1(xy) pour x,y € M .

Soit F un presque-corps. Puisque F* opére transitivement sur F -{0},
F est un f-groupe abélien élémentaire pour un nombre premier f, qu'on ap-

pelle la caractéristique de F.

Proposition 1. Soient L un groupe de 2-rang 1, M un groupe de Bendern propre
de L, t une involution de L-M , D = M Mt . On suppose que L opere fidéle-
ment et de maniérne 2-transitive sun A'ensemble des conjugués de M, et que D

a un complément nownal Q dans M. JL existe alons un presque-coaps F, un
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groupe & d'automonphismes de F et un isomoaphisme de L sun L(F) x L =
(F 9 F*) ¥ ¢ qui identifie Q @ F* et D & %

D'aprés 1'appendice III, (2), L =F ®* M = (F Q) » D ou F est un
f-groupe abélien élémentaire qui opére réguliérement sur A = {Mx]xeL} .

¥,

Puisque Q opére réguliérement sur A -{M}, il opére réguliérement sur

lie

On peut donc munir F d'une structure de presque-corps telle que F % Q
FxF' . Le groupe D laisse fixe un élément de Fﬁ(l'élément x tel que
V- Mt) que l'on peut prendre comme élément 1 du presque-corps. De plus D
opére fidélement sur F, car il opére fidélement sur A, et puisque D opére

sur F © Q, D s'identifie donc a un groupe d'automorphismes du presque-corps

F .

Les presque-corps Fr2’2

Soit r une puissance d'un nombre premier impair, et K = FFZ . Pour
X . r
x,y € K , posons xoy = xy si y est un carré dans le corps K, et xoy = x y
sinon. On vérifie alors que K, muni des lois de composition + et o est un

presque-corps. Ce presque-corps sera noté Frz 5
’

Proposition 2. Soit F un presque-coaps (find) dont de groupe mudtiplicatif
a un sous-groupe cyclique d'indice 2. Alons F est un coaps, ou bien il existe
r tel que F s0it isomonphe & Fr2 5" De plus, dans ce deuxiéme cas, [Z(F*)| =

=r -1

Soit A le sous-groupe cyclique d'indice 2 de F. Supposons que A n'o-
pére pas irréductiblement sur le groupe additif F. Alors F =F, e F, ,
F, # 0 et A opére sans point fixe sur F,, donc ]Fil > [Al + 1 et |F| =
= 2[Al + 1> (|A] + 1)2 , ce qui est impossible. Donc A opére irréductible-

ment sur F.

Notons o la multiplication du presque-corps F. D'aprés 1l'appendice V,
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on peut définir sur F une multiplication . qui en fait un corps K ayant
méme addition et méme élément 1 que F, et telle que pour a € A et x € F ,

xoa = xa . De plus, pour a € F -{0}, l'application x +* xoa est semi-

linéaire, donc il existe un automorphisme Oa de K tel que
o o
xoa = (1lx)ca = x ?(loa) = x @ a.

On voit que a — 9, est un homomorphisme de F* dans Aut(K) dont le

v

noyau contient A. Si ce noyau est F* , onacF" K* et F est un corps. Si-

non, pour a € F*-A , Ga est d'ordre 2, donc il existe r tel que K =1V o ,
Oa

et x = x* . Comme A est aussi le sous-groupe d'indice 2 de K* et xoa =

o * N
=xa@a pour x € F, a e F , on voit que F = FFZ 5

On a dans ce cas Z(F*) < A , sinon F* serait abélien et F serait un
corps. Si x e A et y e F'=A , xoy = x° y et yox = yx , donc x e Z(F")

. . - . 3*
si et seulement si xI = x , c'est & dire x e Fn .
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APPENDICE XI1I

LE THEOREME DE FEIT-SIBLEY

Nous démontrons dans cet appendice une forme du théoréme
de Feit-Sibley adaptée a nos besoins. Ce théoréme a sa source
dans les travaux de W. Feit, en particulier dans son article
"On a class of doubly transitive permutation groups'", Illinois
J. Math, Vol. 4 (1960), pp. 170-186. Un cas laissé de cdté dans
cet article a été traité par D.A. Sibley dans "Coherence in fi-
nite groups containing a Frobenius section ", Illinois J. Math,
Vol. 20 (1976), pp.434-442 . Un cas particulier (qui n'est pas
suffisant pour notre application) est traité dans le livre
d'Isaacs. Ce théoréme a été généralisé par L. Puig dans "Stru-
cture locale et caractéres", J. of Algebra, Vol. 56 (1979),

pp. 24-42

Soient G un groupe fini, H un sous-groupe de G, S une
partie de Irr(H) et t une isométrie linéaire de Z[S]° dans
Z[Irr(G)]° (voir [Is] pour les notations). Rappelons que (S,1),
ou S s'il n'y a pas d'ambiguité sur 1, est dit cohérent si
[S| > 2 et si 1 peut se prolonger en une isométrie linéaire de

Z[S] dans Z[Irr(G)] .
Le théoréme de Feit-Sibley montre que sous certaines con-
ditions particuliéres sur H et S, S est cohérent, ce qui donne

des informations sur les caractéres de G & partir des caracté-

res de H. On a d'abord
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Lemme 1. a) Supposons que S = S U{y} , que (S _,1) s0it cohénent et qu'id
existe x, e S, ted que y (1)]w(1) et 2y (1)w(1) < ersox(l)2 . Alons
(S, 1) est cohérent.

b) Si |S| > 2 et sl tous les x e S ont méme degré, aloas (S,t)
est cohénent.

Pour la démonstration,voir [Is], 7-14 et 7-15 .

Hypothéses et notations

G est un groupe fini, H = Q »x D est un sous-groupe propre de G . On
suppose que (|D|,|Q]) =1 et que pour x € G-H , ona Q N Q* = 1 (Ces hy-
pothéses impliquent que Q est un sous-groupe de Hall de G car si P est un

groupe de Sylow # 1 de Q, NG(P)‘: H).

Q =S xQ,, |Q,] et |S| sont premiers entre eux, D opére sans point

fixe sur Q, , Q, n'est pas un 2-groupe et S est nilpotent
S = {x e Irr(H)|Q, & Ker x!}
On pose S' = [S,s], Q' = [Q,Q], d = |D| et si R<=Q, S(R) = {xeS|R =Keryx}.
Lemme 2. al S est l'ensemble des Indg ¢ ot ¢ e Irr(Q) et Q,cd=Kerd .
b) L'application | — Indg V est une isoméinie de Z[S]° dans

z[Irr(G)]° .

a) Soit ¢ = A6 ou X € Irr(S) et 6 e Irr(Q,)-{1} . Si x e H est
tel que ®x = ¢ , alors o = 8 , donc x € Q car Q,D est un groupe de
Frobenius ([Is], 6-34). Donc le groupe d'inertie de ¢ dans H est Q , donc

H H
Ind,. ¢ est irréductible ([Is], 6-11). On a Q, & Ker Indg ¢ car sur O, ,
Q,D
Q.

jasii'a)

Ind. ¢ prend les mémes valeurs que Ind 6 .

Q

Si x € S, Res. X a un constituant ¢ tel que Q, & Ker ¢ . Alors x est

¢ , donc x = Indg ¢ .

un constituant de Ind

o T oI

b) résulte de [Is], 7-7 car les éléments de S s'annulent sur H-Q

d'aprés a).
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Théonéme. Si d est impain, S est cohérent pourn l'isométrie du Lemme 2 b).

Remarquons que |S5(Q')] >2 car 02,(01) X D est un groupe de Fro-

benius d'ordre impair. D'aprés le lemme 1 b), S5(Q') est cohérent.

(1) Supposons que |Q,| s0it divisible parn deux nombres premiens. Adons

S5(s') est cohérent.

On peut supposer que Q, n'est pas abélien. Soit Q, =[Q,,Q,] tel
que Q, < H et tel que S5(S'Q,) soit cohérent. Soit Q; < Q, tel que
Q,/Q; soit un facteur principal de H. Il suffit de montrer que S(S'Q,) est
cohérent car alors, si on prend Q, minimal pour les conditions ci-dessus, on
aura Q, = 1 . Supposons que S(S'Q;) ne soit pas cohérent. D'aprés le lemme

1 a), il existe V¥ e 5(S'Q;) tel que

2
L es(sg,) X1 < 2aw(1)
2 1] ] —_ 1) 1} N .
On a erS(s'oz) x(1)S = |H/S'Q,| - |H/S'Q,| = d|S/S'|(]Q,/Q,] - 1) , d'ou :
(1-1)  1Q,/Q.1 - 1 < 2¥(1)

Soit Z/Q; = Z(Q,/Q;) . On a ¥(1) = dé(1) ou ¢ e Irr(Q/S'Q;) , et

d'aprés [Is], 2-30, on a ¢’(1)2 < lQ/sz| , donc :

2

(1-2)  w(1)? < d®lossz| = d®la,/z]

Puisque Q, est nilpotent, on a (Q,/Q;) N (Z/Q3) # 1 , et Q,/Q; étant
un facteur principal de H, Q, = Z . De plus, puisque |Q,| a deux diviseurs

premiers, on a Q,= Z . D'aprés (1-1) et (1-2), on a :

p
(10,/0,1 - 1)2 < 4 ¢®|a,/z| , d'on :
10,/0,1(10,/Q,] - 2) < 4 d%[0,/z] , ou :

12/Q,1(10,/Q,] - 2) < a4 a° .

289



T. PETERFALVI

Mais puisque D opére sans point fixe sur Q, et Q, ? Z‘i Q, , on a
12/Q,] > a+1 et 10,/0,] > (a+1)? , donc

(d+1)2 - 2<4d , d'ot d <2 ce qui est impossible.

(2)  Supposons que S5(S') soit cohérent. Adons S est cohérnent.

On peut supposer que S' # 1 . Comme dans (1), prenons S, = S' ,
S, < H tel que S5(S,) soit cohérent, S, < S, tel que S,/S, soit un fac-
teur principal de H, et supposons que S5(s,) ne soit pas cohérent. Il existe
alors V¥ e S5(S,) tel que
dls/sy 1o, - 1) = )2

x(1)7 < 2d¥(1)

z
x€5(sy)
Soit 2/S, = Z(S/S,) . Alors S, @ Z car S est nilpotent. On a V(1) =

= de(1) od ¢ e Irr(Q/S,) et o(1)° < |s/z

Q,/2(Q,)] < Is/sy.1Q./2(Q1) |

d'ou :
2 2
[s/s.1(1Q,] -~ 1)7< 4 a[0,/2(Q,)| et
2
[s/syl.lz(@)(lQ, | - 2) <44
Mais puisque d est impair et D opére sans point fixe sur Q, , [Z(Q,)| >2d+1 ,

2
donc |S/s,| <4 d /(4d2—1) < 2 , ce qui est impossible.

D'aprés (1) et (2), on peut supposer désormais que Q, est un p-groupe

non-abélien, p étant un nombre premier impair.

(3) Soit 1 #2Z<H tel que Z<=7(Q,) . Alors X = S - S(z) est cohénent.

Montrons d'abord que X, =X (S(S') est cohérent. On a X, > 2

car Z #1 etsi xyeX ,X# y (la restriction de x au sous-groupe Q,D
d'ordre impair étant irréductible). Soit X, = {x; ,..., Xr} y
x:(1) < ... j_xr(l) . Puisque X5 est 1'induit & H d'un caractére ¢i de

Irr(s/s' x Q,) , Xi(l) est de la forme dpki , ki entier. On a pour i > 1

xj(l)2 = |H/s'| - |n/s'z] -z x.(1) .

z
1<j<4 i<j<r 7
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Le membre de gauche de cette égalité est divisible par d2 , et le

membre de droite par ¢i(l)2 car ¢i(l)2 <19,72(9,)| £ 1Q,/2] d'aprés [Is],
2-30 . Donc
(3-1) Pour 1 < i <r, x (1)° divise ¢ X (1)?

X 1<5<i X5

Soit k le plus grand indice tel que xk(l) =x(1) . ona k> 2 car
X1 # X, et {Xiyeen, xk) est cohérent (lemme 1b)). Supposons k < r . Pour

i >k, on a d'aprés (3-1)

23 (1)x, (1) < pxy (1)x, (1) < %, (1)% < 5 e K12

D'aprés le lemme 1, il en résulte que X, est cohérent.

Pour montrer (3), on peut alors supposer que S' # 1 . Soient comme
dans (2) S, =S', S, <H tel que X NS(S,) soit cohérent, et S, <S,
tel que S,/S, soit un facteur principal de H. Supposons que X Nl S(S,) ne
soit pas cohérent. Un élément ¥ de X N S5(S,) est de la forme IndH (x6) ,

Q

A € Irr(S/S,) ,6 € Irr(Q,) , Z d Ker® . Comme Indg (1.6) € X, , il en ré-
sulte que X,(1) divise ¥(1). D'aprés le lemme 1 a), il existe donc

veX N S(s,) tel que
2
dls/sil 1072112 - 1) = £ yngg,y x(1)7 < 2x(1)e(1)
2 2 2 .
On a x,(1)° <d710,/2(Q,)| < d%[qQ,/z| et puisque S,/S, < Z(S/S,) ,
2 2 L
V(1)® < d7[s/s,|.1Q,/Z| . Il en résulte que :

2

a®1s/s, 1210, /21%(12] - 12 < 4 a*Is/5,110,/21% ou :

2

Is/s.l(lz] - 17 < 4 &

Mais puisque D opére sans point fixe sur 2, |Z]| > 2d + 1 , donc [S/S,| <1

ce qui est impossible.

(4) Notations.

Soit Y = 5(Q') = {n, ,..., nm} . Soit Z = [0,,0,] N Z(Q,) ; puisque
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Q, est supposé non abélien, Z # 1 . Soit X =S - S(Z2) = {x; ,..., xn} ,
X1 (1) < ... < Xn(l) et posons xi(l) = aix,(l) . Alors a; est entier

(voir (3)). ona XN Y = @ et on sait que X et ¥ sont cohérents, c'est
a4 dire qu'il existe e, € Irr(G) (1 <1 < n) et e3 efIrr(G) (1 < j <m)

tels que

IndG (x, - a.,x,) =e. —a,e, (2<i<n)
H i i i i -

G
Ind, (n, - n,) =e! - e} (2 <j<m
H j 1 j 1 =

I A

(5) Quels que solent i,j , on a [ei,ej] =0 .

G .
Puisque Ind, est une isométrie sur zZ[S]°, on a [ei—aiel ,ei—el] =0
pour 2 <i <n . Soit A = [ei— aen, el] = [ei— aiel,eg] .Si X #£0,
alors a; = 1, x =121 et e, — e = (el + e}) . Mais ei(l) - e,(1) =0

et el(l) - ej(1)

[t}

0, d'ou e}(l) = 0, ce qui est absurde. Donc A = O ,

e. £xe! et e, #xe)
(6) Posons x,(1) = ad . Jd existe X € Z et v e Z[Irr(G)] zels que
IndG (x, -— an,) = —ael + Az" e' + v [v,e!] = 0 (1<i<m) .
H ! ! ! i=1 i ’ ! ~=
SLx est divisible par a, alons S est cohérent

s . . G G
La premiére assertion résulte de ce que [IndH (X,—anl),IndH(ni—nl)] = a
pour i > 1 . Supposons que X = ax , x € Z . On a

2

1+a =[x, -an,, x;, —an,] = [v,v] + a2(x—l)2 + (m—l)x2a2

2
donc (x—l)2 + (m-1)x" <1 + 1/32 ,et a>1 car XNY=¢ . Donc x =0,

ou x =1 etm=2 . Le deuxiéme cas se raméne au premier en remplagant

ei{,e} par -e},~e;. On peut donc supposer que x = 0 , d'ou » =0 , [v,v] =1
et Indg(x1 - an,) =v-ae! .Ona -1-= [Indg (xz—xl),Indg(xl—anl)] =
les,v] = [e,,v] , donc v =e, ou v = -e, . Dans le deuxiéme cas, n = 2
car sinon -a, = [Indi(x3 - aax,),Indg(xl - an,)] = 0, et on se raméne
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. G
au premier cas en remplagant e,,e, par -e,,-e, . Donc IndH(Xl - an,) =
. G . . .
= e, —ael . Alors X UY est cohérent car IndH coincide avec 1'isométrie
X; F>oe; ,on. = e\'], sur Z[X]°, sur Z[(Y]° et sur ¥, - an, , qui engen-

drent Z[X U Y]°,

Soient X, = X N 5(s') et Ve S(s') - (X, UVY). cComme dans (3-1),
> . 2 L . Voo
(1)< divise ZX€X| x(1)< = |H/S"| |H/s'z| , d'on :
2 2 2
2n (1)¥(1) < pni(1)¥(1) < 017 <2y x(1)° < Iex,Uy ¥(1)

D'aprés le lemme 1 a), il en résulte que S5(S') est cohérent, et d'aprés

(2), S est cohérent.

#

¥ dlons si z e 7,

(7) Soit Vv e Irr(G) <Led que v s0it constant sun Z

Vv(z) = w(1) mod. |Q|

Remarquons que V¥(z) € Z car { est constant sur vl . Soient /<S les
classes de conjugaison de G(s = 0,1,2,...), et Kg la somme des éléments
de Ks dans 1'algébre du groupe G. Soit w 1'homomorphisme de ZC[G] dans €

associé a ¥ : w(Kg) = ¥(Kg)/¥(1) . On a
(7-1) w(Kj)w(Kj) = Ig aj js w(Kg) , ou KiKj = Ig aj js Kg
Soient i et j tels que Ki n z¥* £ 0 et KJ' nz¥ 4 ¢ . Montrons que

(7-2) w(l)w(xi)w(Kj) 3 ¥(1)aj jg w(Kg)  mod.|Q]

s,/(sﬂZ#Q)
(On écrit x = y mod.|Q] si x,y et (x-y)/|Q| sont des entiers algébriques).

Supposons que /{s NZ =@ . Soient u e /(i , V€ Kj tels que

# . w w

uve/(s,et weQU.Si u =u et v =v, ona ueCG(w)CH et

v e C,(w)cH,donc u e Kiﬂ Het ve /(J.ﬂ H . Puisque Z< H et Q est aintersections

G
triviales dans G, /{iﬂ HoZ et an Hc Z, donc uv e Z, contrairement a 1'hypothése.

Il en résulte que Q opéresans point fixe sur {(u,v) |ue/{i,ve/(j ,uve/(s} de

cardinal aijsIKSI . Si x e Kg, |Q] divise donc
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aijSIKslw(x) = w(l)aijsw(Ks) . Cela prouve (7-2)

Soit K, = {1} . Pour ch\ Z# £0, a= m(KS) est indépendant de

s par hypothése. La congruence (7-2) donne donc

(7-3) w(l)on2 = y(1)(a.. + a. .a) mod.|Q| , avec a. .
i ij 1J

jo

Puisque d est impair, on peut supposer que

e N .

Konz¥ 40 et

K, = (Kl)'1 . En appliquant (7-3) a (i,j) = (1,1) puis (i,j) = (1,2) ,

on obtient :
(7—4) w(l)alla = ‘1’(1)(|GO| + 8120) mOd-IQI

En appliquant ceci & ¥ = 1g , on voit que
1G:Q|all = lG:Ql + axz[G:Ql m0d~|Ql d'oa a,, =

un sous-groupe de Hall de G, et (7-4) devient

Y(1)(1 + a,,)e = v(1)(]|G:Q| + a,,a) mod.|Q]

1+ a,, mod.|Q| car Q est

#

d'ot ¥(1)a = ¥(1)|G:Q| mod.|Q] . Mais si z e Z7, a = [G:Q|¥(z)/w(1),
donc |G:Q|vw(z) = |G:Q[w(1) mod.|Q| et il en résulte que
v(z) = v(1) mod.|Q]
(8)  Concdusion.
D'aprés (5) et (6), on a
G 1 3 G I}
[ResH el , Xy - aiX‘] =0 pour i > 2 et [ResH e! , X1 —an,] = A - a ,done
G 1l —_ n I
ReSH el = (A + ayp) Zi:l aixi + X
ol y' est un caractére de H tel que [x',xi] = 0 pour tout i et
M= [ResG el,n;] -1 .0n a noa X. = —l(o - 0.,.) , p, désignant le
H "1t i=1 i%i da "H H/Z" ' "X

caractére régulier d'un groupe X. D'autre part, puisqu'aucune composante

irréductible de y' n'appartient & X , on a Z <Kery' . Il en résulte que

pour z € Z# ,
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el(z) - ef(1) = Owan) (= 1y = ol v

D'aprés (7), a divise alors A et la conclusion résulte de (6).

Remarque. Si d est pair et [|S| > 2, la conclusion du théoréme est encore
vraie. En effet, dans ce cas Q est abélien, et 1Q,| > d+l ou S #1
On voit alors que S(Q') = S(S') est cohérent, et si S n'est pas cohé-

rent, S' £ S et [s/S'|.]Q,|(]Q,] - 2) < 4d° (voir (2)). Mais

[Q,] > d+1 , d'od [8/S'| < 4 d2/(d2-1) < 6, ce qui est impossible,

|S/S'| = 4 étant exclu par 1'hypothése (|D|,|Q|) =1 .
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