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LE THEOREME DE BENDER-SUZUKI, 1

INTRODUCTION

L'objet du théoréme de H. Bender et M. Suzuki est la détermination des

groupes finis G qui satisfont la condition suivante

(x) G a un sous—groupe propre H tel que H soit d'ordre pair, mais que HnH®

soit d'ordre impair pour tout xe G-H.
Un tel sous-groupe de G a été appelé "stark eingebettet'" par H. Bender.

Ce théoréme montre en particulier qu'un groupe simple qui satisfait la
condition (*) est nécessairement un groupe de type de Lie de rang | sur un

corps fini de caractéristique 2.

Ce théoréme est l1'une des bases de la classification des groupes simples

finis. Il intervient de deux maniéres dans cette classification.

D'abord, pour un 2-groupe Q, soit m(Q) le rang de Q, c'est-a-dire le
maximum des rangs des sous-groupes abéliens élémentaires de Q. Soit G un
groupe fini et P un 2-Sylow de G. Si k est un entier, posons Bk(G,P) =
< NG(Q) ]Q<:P et m(Q) 2k >. Dans la classification des groupes simples, le
cas général est celui ou B2(G,P) =G. (On peut dans ce cas utiliser des "si-
gnalizer functors'). Le cas ol BI(G,P) #G est le sujet du théoréme de
Bender-Suzuki, et celui ot BI(G,P) =G, mais B2(G,P) #G a été traité par
M. Aschbacher.

Ensuite, pour la caractérisation d'un groupe connu GO, on utilise en
général des hypothéses sur la structure 2-locale d'un groupe G (c'est-a-
dire sur les groupes NG(Q), ol Q est un 2-sous-groupe non trivial de G),
et on veut montrer que G est isomorphe & Go' Pour cela, une des méthodes
est de démontrer que si P est un 2-Sylow de G, BI(G,P) est isomorphe a Go’

puis invoquer le théoréme de Bender-Suzuki pour démontrer que B](G,P) =G.

Les deux principales contributions 3 la démonstration du théoréme de

Bender—Suzuki sont les articles
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T. PETERFALVI

[S] M. SUZUKI : On a class of doubly transitive groups II. Ann. of Maths,
vol. 79 (1964), pp. 514-589.

[B] H. BENDER : Transitive Gruppen gerader Ordnung, in denen jede Involution

genau einen punkt festlasst. J. of Algebra 17 (1971), pp. 527-554.

Cependant ces articles font référence a des résultats antérieurs qui ne
figurent pas dans les traités classiques sur les groupes finis, et pour avoir
une démonstration compléte, il faut, dans la situation actuelle, lire une di-
zaine d'articles, méme en admettant certains théorémes généraux comme celui

de Feit-Thompson.

Ces résultats antérieurs comprennent les travaux de Zassenhaus [Abh.
Math. Sem. Univ. Hamburg 11 (1936), pp. 17-40 et 187-220] (caractérisation
de PSL(2,q) et étude des presque-corps) ; la détermination des groupes de
Zassenhaus, qui a été faite par W. Feit et M. Suzuki en 1960-62 [W. Feit :
I11. J. of Math. 4 (1960), pp. 170-186, M. Suzuki : Ann of Maths. n°75
(1962), pp. 105-145] ; une caractérisation de PSL(2,q) par W. Feit [Amer. J.
of Maths. 82 (1960), pp. 281-300] ; un article de G. Higman qui permet de
déterminer les 2-groupes de Sylow d'un groupe G satisfaisant () [Ill. J.
of Maths. 7 (1963), pp. 79-96] ; un article de C. Hering sur les groupes finis
opérant de manidre doublement transitive sur leurs involutions [Archiv der
Math. 22 (1971), p. 456] ; enfin 1l'article de W. Kantor et G. Seitz : Finite
groups with a split BN-pair of rank 1 - II [J. of Alg. 20 (1972), pp. 476-494]

comporte un rectificatif 3 1'article principal de M. Suzuki.

D'autre part, le style des articles [S] et [B] est assez hétérogéne.
L'article de H. Bender est relativement concentré et trés précis. La premiére
partie de 1'article de M. Suzuki est de lecture assez facile. La deuxiéme par-

tie est plus difficile et contient quelques erreurs.

Ce travail est la premidre partie d'une rédaction de la démonstration
du théoréme de Bender-Suzuki. Une deuxiéme partie, qui apportera certaines

simplifications & l'article [S] est en cours de rédaction.

Les trois premiers chapitres exposent l'article [B]. Dans le chapitre I,
on montre que, avec la notation de (x), si G est de 2-rang> 2, alors G opére
de maniére doublement transitive sur l'ensemble  des conjugués de H dans G.

La démonstration est un peu simplifiée par la remarque, due & M.Enguehard

et L. Puig, qu'il suffit d'étudier les p-sous-groupes maximaux fixant 3 points
8> g p g
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LE THEOREME DE BENDER-SUZUKI, I

de @ au lieu des p-sous-groupes maximaux fixant 3 points dont un point donné.
Dans le chapitre II, on démontre un résultat qui permet d'appliquer une hypo-
thése de récurrence a NG(X) si X est un sous-groupe # | de G qui fixe 3 points
de Q. Dans le chapitre III, on démontre que si G est de 2-rang > 2 et si
02,(G) =1, alors H a un sous-groupe normal qui opére réguliérement sur Q - {H}.

Cette derniére propriété, avec (), est 1l'hypothése de départ de [S].

Dans le chapitre IV, on démontre qu'un groupe d'ordre pair qui opére de
maniére doublement transitive sur ses involutions est de 2-rang |, résultat
qui est utilisé dans le chapitre III. Ce chapitre IV comprend un exposé de
1'article de C. Hering cité ci-dessus, la démonstration d'un résultat antérieur
de A. Wagner sur les groupes de collinéations doublement transitifs sur les
points d'un espace projectif, et la démonstration d'un résultat de J.L. Alperin
sur les extensions d'un 2-groupe par GL(3, Eé) dont a notre connaissance seul
1'énoncé a &té publié (les résultats de Wagner et d'Alperin sont utilisés dans

1'article de Hering).

Les démonstrations de certains résultats auxiliaires sont reportées en

appendices.

En plus des articles originaux, nous avons utilisé un manuscrit de
C. Chevalley, un exposé de Y. Auffray au séminaire sur les groupes finis de

Paris VII (1979) et un texte de M. Enguehard et L. Puig.

Théorémes généraux utilisés.

Le théoréme de Brauer—Suzuki : Soit G un groupe de 2-rang |, c'est-a-
dire ayant un sous-groupe d'ordre 2 mais pas de sous-groupe non cyclique

d'ordre 4, et soit t une involution de G. On a G==02,(G)CG(t).

Référence : R. BRAUER and M. SUZUKI : On finite groups of even order whose
2 Sylow subgroup 1is a quaternion group, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 45 (1959),
pp. 1757-1759.

Le théoréme de Feit-Thompson : Tout groupe d'ordre impair est résoluble.

Référence : W. FEIT and J.G THOMPSON : Solvability of groups of odd order.

Pacific J. of Math. Vol 13 (1963), pp. 775-1029.

Le théoréme ZJ de Glauberman : Soit p un nombre premier # 2. Tout p-groupe

fini P a un sous-groupe caractéristique A(P) vérifiant les conditions suivan-
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T. PETERFALVI

tes : si P#1, A(P) #1. Supposons que G soit un groupe fini résoluble dont P
est un p-Sylow et que G n'ait pas de section (quotient d'un sous-groupe)

isomorphe & SL(2,p), alors Op,(G)A(P) est un sous-groupe caractéristique de G.

Référence : G. GLAUBERMAN : A characteristic subgroup of a p-stable
group. Canad. J. Math. 20 (1968), pp. 1101-1135, theorem A. Dans cet article,
la condition faisant intervenir G n'est énoncée que si Op,(G) =1, mais le cas

général s'en déduit facilement.

Pour les autres résultats utilisés, nous renvoyons aux livres :

B. HUPPERT : Endliche Gruppen I. (Springer Verlag, 1968).
I.M. ISAACS : Character theory of finite groups (Academic Press 1976).

Dans les chapitres II et III, on utilise en plus quelques propriétés élé-
mentaires des groupes PSL(2,q), PSU(3,q), Sz(q) et 3 la fin du chapitre 1V,
on utilise la classification des 2-groupes de Suzuki (article de G. Higman) ,

qui a été exposée dans un séminaire de Paris VII en 1979.

Notations.

L'élément neutre d'un groupe est noté I, et un groupe réduit 4 1'élément

neutre est aussi noté 1.

Les opérations d'un groupe sur un ensemble ou sur un groupe sont des

opérations 3 droite, sauf mention du contraire.
"p-Sylow'" est une abréviation de "p-sous-groupe de Sylow".
c est 1l'inclusion au sens large.

Si X est une partie d'un groupe G, Inv(X) est l'ensemble des involutions
de G qui appartiennent d X, et si t est une involution de G, J(X,t) est 1l'en-
semble des Eléments x de X tels que xt==x_].

Si q est une puissance de 2, Eﬁ est le corps a4 q éléments. Le groupe
PSL(2,q) est défini dans Huppert, § 6 du chapitre II. Le groupe PSU(3,q) est
le groupe qui est noté PSU(3,q2) dans Huppert, § 10 du chapitre II. Le groupe
Sz(q) est le groupe de Suzuki défini sur T . Pour une définition de ce groupe,
voir par exemple R. CARTER : Simple groups of Lie type, Wiley & Sons, 1972

chapitre 13, ou 1'exposé de Y. Auffray cité plus haut.

Les autres notations utilisées sont maintenant traditionnelles en théorie

des groupes finis.
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LE THEOREME DE BENDER-SUZUKI, I

CHAPITRE I. LE THEOREME DE DOUBLE TRANSITIVITE

§ 1.- GENERALITES SUR LES GROUPES DE BENDER

(1) Définition.— Soit p un nombre premier. Un sous-groupe H d'un groupe fini
G est appelé groupe de Bender pour p de G si l'ordre de H est divisible par p,

et pour tout xe G-H, l'ordre de H nHY est premier a p.

Soient G un groupe fini et H un groupe de Bender de G, p étant un nombre

premier fixé.

(2) Si X est un sous-groupe de H d'ordre divisible par p, on a NG(X)<:H. Si

x est un élément de H d'ordre divisible par p, on a CG(x) cH.
(3) Tout p-Sylow de H est un p-Sylow de G.

(4) On a NG(H) =H ; l'opération de G sur l'ensemble des classes i droite de H

dans G est donc équivalente 3 1'opération de G sur l'ensemble des conjugués

de H (par automorphismes intérieurs).

Soient G un groupe fini et p un nombre premier divisant |G|.
(5) Soit P un p-Sylow de G. PosonsB(G,P)=< NG(Q) |l #Qc P >, Alors un sous-
groupe H de G est un groupe de Bender pour p de G si et seulement si H con-

tient un conjugué de B(G,P).

Les deux propriétés suivantes permettent de faire des raisonnements par

récurrence sur les groupes ayant un groupe de Bender propre :

(6) Soit H un groupe de Bender pour p de G. Si X est un sous—groupe de G tel

que ]Xr\H| soit divisible par p, alors XnH est un groupe de Bender de X.
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T. PETERFALVI

(7) Soit H un groupe de Bender pour p de G. a) Si X est un sous—groupe normal
de G d'ordre divisible par p, on a HX=G. E) 81 X est un sous—-groupe normal
de G tel que |X|p<lG|p, HX/X est un groupe de Bender de G/X.

(8) Soit G un groupe de p-rang l. Alors un p-Sylow P de G a un unique sous-

groupe Q d'ordre p, et B(G,P) =NG(Q).

(9) Soit G un groupe de p-rang 2 2. Si H est un groupe de Bender de G, on a

Op,(G) cH. Si H est un groupe de Bender propre de G, Op,(G) = n #%
xeG

Formulations équivalentes de la définition d'un groupe de Bender.

(10) a) Soit H un groupe de Bender pour p de G, et considérons G comme groupe
opérant sur les classes a droite de H dans G. Alors tout &lément d'ordre p

de G a un point fixe et un seul.

b) Réciproquement, soit G un groupe d'ordre divisible par p qui opére
transitivement sur un ensemble E de maniére que tout élément d'ordre p de G
ait un point fixe et un seul dans E. Alors le stabilisateur d'un point de E

dans G est un groupe de Bender de G.

(11) Soit f 1'ensemble des p-Sylow d'un groupe fini G d'ordre divisible par p.
Soit R la relation d'équivalence sur < engendrée par la relation SnS'# |

entre &léments de -f .

a) Si % est une classe d'équivalence de R et Se¢ @ , on a

B(G,S) ={xeG I ’(5x=‘?3} , et ¥ est l'ensemble des p-Sylow de B(G,S).

b) Pour que G admette un groupe de Bender propre, il faut et il suffit qu'il
existe aﬁl, ;5’2 tels que & = Eflu 9”2, Zfl#(b , 42#(0, '51 n {{2 = @ et tels
que pour S]e —fi et Sze JZ on ait S]nSZ=I.

Démonstration des propriétés (2) - (11).

(2) Soit XcH tel que |X| soit divisible par p, et yeNG(X). Puisque
XCHnHy, on a ye H par définition. La deuxiéme assertion en résulte puisque

CG(x) CNG(<x>),

(3) Si P est un p-Sylow de H, on a NG(P) cH d'aprés (2), donc P est un p-Sylow
de NG(P), donc est un p-Sylow de G.
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LE THEOREME DE BENDER-SUZUKI, I

(4) résulte immédiatement de (2).

(5) Soit H un groupe de Bender pour p de G. Soit P, un p-Sylow de H. D'aprés
(3), B(G,Pl) est défini et est conjugué a B(G,P) dans G. D'aprés (2),
B(G,Pl) cH.

Réciproquement, supposons H>B(G,P). Alors |H| est divisible par p. Soit
xe G tel que |H;1Hx| soit divisible par p, et soit Q un p-Sylow de HnHS.
| de H tel que Q(:P], et il
existe y e H tel que P] =p”. On a NG(Q) CB(G,P‘) =B(G,P)y cH, d'ol notre asser-

Montrons que NG(Q) cH : il existe un p-Sylow P

tion. De méme NG(Q) CHX, donc NG(Q) cH nH®. Donc Q est un p-Sylow de NG(Q)
-1
donc un p-Sylow de G. Puisque Q et QX sont des p-Sylow de H, il existe zeH
-1

tel que QZ =QX . Alors ZXtiNG(Q) cH, donc xeH et H est donc bien un groupe de

Bender pour p.
(6) résulte immédiatement de la définition.

(7) a) D'aprés (5), HX est un groupe de Bender de G, et GcHX d'apréds (2).

b) On peut supposer que X est un p'-groupe d'aprés a). Alors |HX/X| est
divisible par p. Soit xe G/X tel que 1l'ordre de (HX/X) n(HX/X)i soit divisi-
ble par p. Alors I(HX)r\(HX)XI est divisible par p, et HX étant un groupe de
Bender de G d'aprés (5), x ¢ HX donc x e HX/X.

(8) Un p-Sylow P de G a un sous-groupe central Q d'ordre p, qui est donc
1'unique sous-groupe d'ordre p de P. Si Q] est un sous-groupe # | de P, Q, a
un sous-groupe d'ordre p qui est 1'unique sous-groupe Q d'ordre

p de Q], donc N(Q]) cN(Q). Il en résulte que B(G,P) =NG(Q).

(9) Soit X un sous-groupe de type (p,p) de H. Comme X opére sur le p'-groupe
0 ,(G), on sait alors que O ,(G) est engendré par les C(x)erp,(G) pour
x € X¥ Comme CG(x)<:H pour xe¢ X*d'aprés (2), on a donc Op.(G)<:H. Si H est un

groupe de Bender propre de G, n 1Y est par définition un p'-sous-groupe nor-
xeG
mal de G, donc 0 ,(G) = n H.
P X€G

(10) a) D'aprés (3) et la définition, un élément d'ordre p de G appartient a
un unique conjugué de H, donc a un point fixe et un seul. L'assertion b) est

évidente.
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T. PETERFALVI

(11) a) Soit Q un sous-groupe non trivial de S, et xeNG(Q). On a anSaé 1,
donc 8% e 7%, d'ou %Xn‘@ # @. 11 est clair que ‘zéx est une classe d'équiva-

lence de R, donc %* =% . on a donc B(G,S) c{x€G | &* =8}

Tout p-Sylow de B(G,S) est de la forme SX, x € B(G,S). Comme
B(G,S) cixe G|‘7€4X =0}, on a s¥ e %, donc 1'ensemble des p-Sylow de B(G,S) est

est inclus dans @ .

Soient S] un p-Sylow de B(G,S) et Sze 4 tels que S]. nS2 # 1. Il existe
x€ G tel que 52 =ST, et on a xe B(G,S) car B(G,S) est un groupe de Bender de
G, donc SZCB(G,S). Il en résulte que 1'ensemble des p-Sylow de B(G,S) est

égal a G.

Soit enfin x€ G tel que B~ = % . Alors S* est un p-Sylow de B(G,S), et
il existe ye B(G,S) tel que S°7 =S. Alors xy € N, (8) €B(G,8), donc xe B(G,S),
ce qui prouve que B(G,S) ={xe G| z* =%}.

b) Soit S un p-Sylow de G. D'aprés (5), G a un groupe de Bender propre si et
seulement si B(G,S) # G. D'aprés a) ceci est équivalent 3 U # &, % étant

la classe d'équivalence de R contenant S.

§ 2.- LES INVOLUTIONS D'UN GROUPE ADMETTANT UN GROUPE DE BENDER PROPRE

Dans toute la suite, on appellera groupe de Bender d'un groupe fini un
groupe de Bender pour le nombre premier 2. Dans les 3 premiers chapitres, on

fera 1'hypothése

(A0) G est un ghoupe find qui a un groupe de Benden propre.

Notations.-  est une classe de conjugaison de groupes de Bender propres de
G. On considére G comme groupe opérant (& droite) sur () par automorphismes
intérieurs. Toute involution de G a alors un unique point fixe. Si u est

une involution de G, on notera H(u) le point fixe de u. Pour toute partie E

d'un groupe, on notera Inv(E) 1l'ensemble des involutions contenues dans E.

On pose D = {HnH' |HeQ, H'eQ, H#H'} et n=|Inv(H)| pour HeQ : n
est indépendant de H. Si X est un groupe fini, Yc X et ue Inv(X)

on posera J(Y,u) ={ye¥Y | Yu’—'y-]}-
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LE THEOREME DE BENDER-SUZUKI, I

Proposition 1.- a) Sodient s,te Inv(G) tels que H(s) #H(t). Alons st est d'on-
dre dmpain. 1€ existe une undique Lnvolution u de G telle que t= s% On a
ue <s,t>, H(u) #H(s) et H(u) #H(t).

b) Inv(G) est une classe de conjugaison de G. S{ HeQ, Inv(H)
est une classe de conjugaison de H.

c) S4H, H' €Q, Le nombre des Lnvolutions u telles que
u 1
H =H' est n.

a) Soient s,te Inv(G) tels que H(s) #H(t). Supposons que st soit d'ordre pair.
Comme s et t inversent tout élément de <st>, <st> a une involution u qui
est centralisée par s et par t. Alors, d'aprés le § 1 (2), on a

H(s) =H(u) =H(t), ce qui est contraire d l'hypothése. Donc st est d'ordre
impair. D'aprés le théoréme de Sylow, il existe ue <s,t> tel que sY=t.

Si u n'est pas une involution, su est une involution car dans le groupe dié-
dral <s,t>, les éléments de <s,t> - <st> sont des involutions. Donc en
remplagant éventuellement u par su, on peut supposer que u est une involu-
tion. Si H(u) =H(s), on a e H(s), d'ol H(t) =H(s), ce qui est contraire a
1'hypothése. Donc H(u) #H(s). De méme, puisque t° =s, H(u) #H(t). L'applica-
tion : ur— s” de Inv(G) - Inv(H(s)) dans lui-méme est donc surjective, donc

bijective.

b) Soit He . Comme H#G et N(H) =H, on a |Q| >2, Soit H' e Q, H' #H. Alors
Inv(H') #@ et Inv(H') n Inv(H) =@ par définition. Donc Inv(G) - Inv(H) #90.
D'aprés a) tout élément de Inv(H) est conjugué a tout élément de

Inv(G) - Inv(H). Il en résulte que Inv(G) est une classe de conjugaison de G.
Soient s,te Inv(H). Si xe G est tel que SX==t, on a te Hr\HX, d'ol xeH, ce

qui prouve que Inv(H) est une classe de conjugaison de H.

c) Si H' =H, B =n' équivaut d ue H. Supposons H' #H : soit se Inv(H). Si
ue Inv(G), on a HY=H' <=> s ecH' <=> "¢ Inv(H'). Comme 1'appl icationu +— s"
est une bijection de Inv(G) - Inv(H) sur lui-méme, le nombre des u tels que

s% e Inv(H') est |Inv(H')| =n.

Remarque.- Si les involutions de H commutent deux a deux (ce qui sera le cas
si 02,(G) =1), le produit de deux involutions de G est soit d'ordre 2, soit
d'ordre impair. Les groupes engendrés par une classe d'involutions possédant
cette propriété ont été étudiés par Fischer et par Aschbacher. (Le théoréme

de Bender-Suzuki est utilisé dans le travail d'Aschbacher).
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Lemme 1.- Soit X un sous-groupe d'orndre Ampain de HeQ, et sodient ue Inv(H)
et teInv(G-H). Alors on a ]uX| 2 | J(X, ).

I1 suffit de montrer que l'application : x +— u® de J(X,t) dans uX est
injective. Si W=l (x,ye J(X,t)), on a uxt=uyt ; xt et yt sont des involu-
tions et H(u) #H(uXt), sinon xte€H et teH, contrairement 4 1'hypothése.

D'aprés la proposition | a), on a xt=yt, d'od x=y.

Proposition 2.- Soit De D. a) 1L existe HeQ et te Inv(G-H) fels que
D=HnH".

b) Sodent H,t comme dans a), et K=J(D,t). SL
weInv(®), on a |uP] =|t%] = |K| =n ; D opere transitivement sur Inv(Ht) et
sun Inv(H).

On a D=HnH', H,H' €, H' #H. D'aprés la prop. | c), il existe
te Inv(G-H) tel que H' =Ht. Puisque D normalise H et Ht, D normalise 1'en-
semble Inv(Ht) des involutions qui transforment H en Ht. On a J(H,t) CHnHt=D,
donc J(H,t) =K. D'aprés 1l'appendice I, (1), on a |tD]= K| 4IH,t) |= | Inv(HE) |,
la derniére égalité provenant de ce que u +—> ut est une bijection de
Inv(Ht) sur J(H,t). Donc D opére transitivement sur Inv(Ht). De plus, d'aprés
la prop. | ¢), |Inv(Ht)] =n. D'aprés le lemme I, on a ]uD] > |K| =n, donc

D - ..
|u l =n et D opére transitivement sur Inv(H).

Lemme 2.- Sodlent H, H, des éLéments distincts de Q . Soit F un sous-ghoupe
de G tel que |FnH1| et [FnH,| solent pains. Alons il existe te Inv(F) tel
9 =H‘1: et FnH, et FnH, sont des groupes de Bender propres et distincts
de F, confugués dans F.

que H

Soient u, € Inv(F ﬂHl) et u, 2| est impair,

1
|+ En particulier, FnH, #Fr\H2 et FnH, est un groupe de Bender
propre de F (§ 1). D'aprés la prop. 1, il existe t € Inv(F) tel que ut=u2.

1
.- _ t
Alors H2—Hl et (FOHZ) (FnHl) .

e Inv(F 0H2). Puisque IHI nH
on a uze_‘FnH
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§ 3.- LES p-SOUS-GROUPES MAXIMAUX FIXANT 3 POINTS

Dans ce paragraphe et le suivant, p est un nombre premier fixé, p > 2.

Nous démontrons dans le § 4 que si G a un p-sous-groupe P tel que
|QP| =2, alors G est 2-transitif sur Q. Pour cela, on prendra une partie
{H,H'} de cardinal 2 de @, et il suffira d'aprés l'appendice II, (4), de mon-
trer que si Q est un p-Sylow de HnH', alors ]QQI =2. En supposant que
IQQ|2 3, on pourra considérer un p-sous-groupe R de G tel que QcR et
Q.| 23, maximal pour ces propriétés. C'est pourquoi on étudie les p-sous-
R P

groupes maximaux de G qui fixent 3 points.

L'étude des p-sous-groupes P tels que IQPIZ 3 est liée a 1'étude des
p-sous—groupes P tels qu'il existe He QP tel que ]NH(P)| soit pair. Si P
vérifie cette derniére condition et si ]QP|2 2, on a [Qplz 3 car si H'e Qp
est distinct de H et te Inv(NH(P)), on voit que (H‘)t est un élément de QP
distinct de H et de H'.

On démontrera dans la suite que si P est maximal parmi les p-sous-groupes

de G qui fixent 3 points et si He QP, alors |NH(P)| est pair.

Proposition 1.- Sodit P un e€ément maximal de £'ensemble des p-sous-groupes
de G qui ont au moins 3 points fixes. ALons AL existe HeQ “Lel que PcH et
tel que [Ny (P)| 404L pair.

Lemme 1.- Sodt D=H, nHz(H],Hzeﬂ, H, #Hz). Tout p-Sylow de D est normalisé

par une Lnvolution de G qui échange H et H,.

t
D'aprés le § 2, prop. 2, il existe te Inv(G-—Hl) tel que H =H], et t

2
normalise D. Comme [D] est impair, t normalise un p-Sylow de D. D'aprés un
théoréme de Sylow, tout p-Sylow de D est normalisé par un conjugué u de t
par un élément de D, et u échange H] et HZ‘

Lemme 2.- Soit X un sous-groupe d'ondre impain de G tel que NG(X) A04%
de 2-rang > 2. Alons XcH(t) pour tout te Inv(NG(X)).

En effet, si te Inv(NG(X)), H(t)r1NG(X) est un groupe de Bender de
NG(X), et le lemme résulte du § 1, (9).

Lemme 3.- Soit p maximal parmi Les p-sous-groupes de G qui ont au moind
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3 points gixes, et M=N.(P). Solent H , H, des éLéments distincts de 2 tels
qu' il existe xeM avec HT=H2. Alons il existe wie fnvolution de M qui

échange Ho et H).

Si P est un p-Sylow de lewﬂz, il suffit d'appliquer le lemme 1. Sinon,

d'aprés la maximalité de P, un p-Sylow de MnH nH, n'a que 2 points fixes.

1

D'aprés l'appendice II, (2), il existe xe M qui échange H] et H2. Alors x est

d'ordre pair, et il existe un entier k tel que x soit une involution. Comme

une involution n'a qu'un point fixe, xk ne peut fixer H et HZ’ donc les
échange.
Démonstration de la proposition.- Posons M==NG(P). D'aprés le lemme 2, il

suffit de considérer le cas ol M est de 2-rang< 1.

ler cas : les orbites de M dans QP sont toutes de cardinal < 2.

En particulier, M n'est pas transitif sur QP. Soient H],Hze QP qui ne
soient pas dans la méme orbite sous M. D'aprés le lemme 1, P n'est pas un
n'a que les deux points

p-Sylow de Mn H r1H2. Donc un p-Sylow Q de MnH,nH

1 1 2

H,. Puisque |QP|2 3, il existe Hye 2 distinct de H,, H,. Alors

1’ 1o Hy
Hy n'est pas un point fixe de Q, donc l'orbite de Hy par Q est d'ordre=p> 2.

fixes H

Ce cas est donc impossible.

2éme cas : 1l existe une orbite de M dans QP de cardinal > 3.

Soient HO, H H2 des éléments distincts de QP qui sont dans la méme or-

1°

bite sous M. D'aprés le lemme 3, il existe des involutions £ tz, t de M

£ ) f1%2 ot
telles que H '~ =H,, H "= H), H =H_. En particulier, |M| est pair donc M
est de 2-rang 1. D'aprés le théoréme de Brauer-Suzuki, M/Oz,(M) a une seule

. . ‘e
involution, donc tltze 02,(M). Alors tltzte HO et 1'image de txtzt dans

M/OZ'(M) est d'ordre 2, donc t tyt est d'ordre pair. Il en résulte que

|NH (P)| est pair.
o

§ 4.- LES INTERSECTIONS p-REGULIERES

Lemme 1.- Sodent De® et He§ tels qu'4il existe H' e tel que D=HnH'
Les conditions sulvantes sont equivalentes

a) & existe ue Inv(H) tel que |DaD"| =|D| .
P P
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b) pour tout ueInv(d), on a |D nDu|p= 1D,
c) 4L existe un p-Sylow P de D tel que ]NH(P)| 504t pain.
d) pour tout p-SyLow P de D, INH(P)| est pain.

e) AL existe uelInv(H) et un p-sous-groupe P de D noumalise par u tel que |uP| 2n .

Supposons ces conditions satisfaites. SL P est p-Sylow de D, on a
|QP] >3 et 44 u est une involution de H quid nowmalise P, on a [uP| =n,-

Si les conditions de ce lemme sont satisfaites, on dira que D est une

intersection p-réguliére relativement 3 H, et on écrira (D,H) ¢ Obp.

D'aprés le § 2, si ue Inv(H), on a |uD| =n., D'aprés 1l'appendice I,(3),
on a donc a) <=> ¢c) <=> e). On a a) <==> b) car D est transitif sur Inv(H)
et c) <==> d) car deux p-Sylow de D sont conjugués dans D. Si P est un
p-Sylow de D et si ces conditions sont satisfaites, INH(P)I est pair. On a
alors IQPIZ 3 comme on l'a remarqué au § 3. Si ue Inv(H) normalise P, on a

|u®

| =luD|P =np d'aprés 1'appendice I, (3)b).

Lemme 2.- Soit P un &Lément maximal de £'ensemble des p-sous-ghoupes de G qui ont
au modins 3 points fixes. Supposons que P contienne un p-Sylow d'un éLément

de D . Alons 44 H, H' sont des eLements distincts de Q> (HnH',H) ¢ @p et P

est un p-Sylow de HnH'.

1) Supposons d'abord que [NH(P)I soit pair :
D'aprés l'hypothése et le § 3, lemme 1, il existe Hoe Q, te Inv(G'-Ho) et un

P
t t (¢} ~
- = . = d' 1' -
p-Sylow PO de HO nHO tels que Po Po et P0<:P On a |t | n apreés appen

dice I,(3)b) et le § 2, prop. 2. D'aprés 1l'appendice I,(1), on a
P
o

|t | =‘J(Po,t)|. Comme P DPO, on a donc |J(P,t)| 2|J(Po,t)|= np.

ler cas : t¢ H. Soit ue Inv(H) tel que pY=p. D'aprés le § 2, lemme 1, on a
]uPIZ |J(P,t)|,donc d'aprés ce qu'on vient de voir, ]uP[ an. D'aprés le
lemme 1 e), il en résulte que (HnH',H) ¢ ﬂap.D'aprés le lemme 1 et la maxima-
1lité de P, P est un p-Sylow de HNnH'.

P
28me cas : teH. On a |t O| =np. En appliquant le lemme 1 e) avec t a la place

de u et P0 a la place de P, on voit que (HnH',H) ¢ ﬁ;p. On conclut comme dans

le ler cas.

155



T. PETERFALVI

2) Conclusion : D'aprés le § 3, il existe HEQP tel que ]NH(P)| soit
pair. D'aprés 1), pour tout H' eQP distinct de H, P est un p-Sylow de HnH'.
D'aprés le § 3, lemme I, il existe une involution de NG(P) qui échange H et
H', donc INH,(P)I est pair. On peut alors appliquer 1) & H, H' EQP distincts

quelconques, d'od le lemme.

Proposition 1.- a) S& t&p =9, G opére de maniere doublLement transitive sur Q.

b) 0?41) =@ 54 et seulement 5'il existe un p-sous-groupe P de
G el que |Q,] =2.

Supposons %p=(b. Soit {H,H'} une partie de cardinal 2 de ©, et P un
p-Sylow de HnH'. Si |QP] >3, le lemme 2 montre que @p # @, contrairement 3a
1'hypothése. Donc QP={H,H'} et G opére de maniére doublement transitive

d’aprés 1'appendice II, (4).

l Supposons 0?9p #0. Si (DO,HO) € (’?gp et Qo est un p-Sylow de Do’ on a
Q

| 23. D'aprés le lemme 2, il existe un p-sous—groupe Q de G tel que

Q

o
IQQI >3 et que pour tout De © avec QcD, Q soit un p-Sylow de D. Soit S un

p-Sylow de G tel que QcS. Soient H, H' des éléments distincts de QS. On a
QcHnH' donc Q est un p-Sylow de HnH', donc Q=S et ]QSI >3, D'aprés le
théoréme de Sylow, on a donc |QS| # 2 pour tout p-Sylow S de G, et d'aprés
1'appendice II, (1), ]QPI #2 pour tout p-sous—groupe P de G.

Proposition 2.- Sodlent HeQ et P un é€ément maximal de £'ensemble des p-sous-
ghoupes de H qui ont au moins 3 points fixes. Alons P est maximal parmi Les
p-sous-groupes de G qui ont au moins 3 points gixes et |NH(P)| est pain.

ler cas : @p=¢. Alors G est 2-transitif sur  d'aprés la prop. 1, donc P
est maximal parmi les p-sous-groupes de G qui ont 3 points fixes et NG(P) est
transitif sur QP (appendice II, (6)). D'aprés le § 3, il existe KgQP tel que
INK(P)| soit pair, et d'aprés la transitivité de NG(P) il en résulte que

|NH(P) | est pair.

2éme cas : &p#(b. Soit R maximal parmi les p-sous-groupes de G qui contiennent
P et fixent 3 points. Soit Ke¢ QR tel que K#H. On a PcHnK et un p-Sylow de
HnK a 3 points fixes d'aprés la prop. |. Donc P est un p-Sylow de Hn K, et

il existe ue N(P) qui échange H et K (§ 3, lemme 1). Alors PcRucH, donc
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P=R" et P=R. De plus, P étant un p-Sylow de HnK, INH(P)I est pair d'aprés

le lemme 2.

Pour utiliser 1'hypoth&se de récurrence, nous aurons besoin du lemme

suivant :

Lemme 3.- Supposons que G 504t 2-Zransitif sun Q. Sodent H,H' € Q distincts,
D=HnH' et P un p-Sylow de D. Supposons que INH(P)I 504t Ampain. ALons
IQP] =2 et P est un p-Sylow de G.

Si IQP| 23, P est maximal parmi les p-sous-groupes de G qui ont 3 points
fixes, car |D]| = |D| pour tout De & d'aprds la 2-transitivité de G. D'aprés
la prop. 2, |NH(P)| est alors pair, contrairement 3 1'hypothé&se. Donc IQP| =2.

D'aprés 1'appendice II,(l), P est alors un p-Sylow de G.

§ 5.- LE THEOREME A. UTILISATION DE L'HYPOTHESE DE RECURRENCE

On commence ici la démonstration, par récurrence sur [G| du théoréme de

double transitivité

Théoneme A.- S& G est de 2-nang > 2, alors G opere de maniere doublement tran-
sitive sun Q.

On supposera dans la suite que

(A1) G est de 2-rang > 2.

(A2) Pour tout groupe F d'ordre < ]G], qui est de 2-rang > 2 et qui a un groupe

de Bender propre K, l'opération de F sur les conjugués de K est 2-transitive.

Dans ce paragraphe, on fixe De®D , HeQ et te Inv(G) tels que D=Hn Ht.

Lemme 1.- a) INH(D)I est Ampair.

b) L existe un nombre premiern p>2 Zel que (D,H) ¢ ﬂ?pp.
a) Soit u une involution de NH(D). Puisque D opére transitivement sur Inv(H)
(§ 2), on a Inv(H) ¢ <D,u>. Mais <D,u> =D<u> est de 2-rang !|. Donc H

n'a pas de sous-groupe de type (2,2) et puisque H contient un 2-Sylow de G,

cela contredit (Al).
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b) Supposons (D,H) € d%p pour tout nombre premier p>2. Soit ue Inv(H). Four
tout p premier, il existe un p-Sylow de D normalisé par u (§ 4, lemme 1).

Puisque D est engendré par ces p-Sylow, u normalise D, ce qui contredit a).

Proposition 1.- S& D a un dous-groupe normal A#1 qui est normalise par t et
parn une involution de H, alors G opere de maniere 2-thansitive sur Q.

Soit N =NG(A). Montrons qu'on peut appliquer 1'hypothése (A2) a F=N/A.
On a |F|<|G| ; on a teN-(NnH), donc NnH est un groupe de Bender propre
de N et (NnH)/A est un groupe de Bender propre de F (voir § 1) ; puisque
DcN, NnInv(H) #® et D opére transitivement sur Inv(H), on Inv(H) cN ; il en

résulte que N et F sont de 2-rang > 2.

D'aprés (A2), N opére de maniére 2-transitive sur les conjugués de NnH

dans N.

Soit p un nombre premier > 2, tel que (D,H) ¢d&p (lemme 1), et soit P un
p-Sylow de D. Par définition de d%p, |NH(P)| est impair, donc (§ 4, lemme 3)
P est un p-Sylow de N.

Si IQPI =2, la conclusion résulte du §4 , prop. 1. Supposons donc que
|QP] >3. Soit S maximal parmi les p-sous-groupes de H contenant P, qui fixent
3 points. Puisque P est un Sylow de N, on a SnN=P. D'aprés le § 4, prop.2,
il existe une involution u dans NH(S)' Comme Inv(H) c¢cN, u normalise S et N,

donc normalise P=SnN. Ainsi INH(P)l est pair, contrairement & 1'hypothése.

Remarque : La proposition | est le seul endroit de la démonstration du théo-

réme A oll on utilise 1'hypothé&se de récurrence.

§ 6.- DEMONSTRATION DU THEOREME DE DOUBLE TRANSITIVITE

Dans les propositions | et 2 qui suivent, p est encore un nombre premier
impair quelconque. Dans la prop. 1, on montre que sous certaines conditions,
un élément D de 2 a un sous-groupe caractéristique # | normalisé par une in-
volution de H (D=HnH', H,H' €¢Q), ce qui permet d'appliquer la proposition
du § 5. La démonstration utilise les théorémes de Feit-Thompson et de

Glauberman.

Lemme 1.- Soit X un p'-sous-groupe d'un groupe résoluble find M . S{ X est
nowmalise par un p-Sylow de M, alonrs Xcop,(M).
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Supposons d'abord que Op,(M) =1. Par hypothése, X est normalisé par
Op(M) donc [X,OP(M)]C Xn Op(M) =1. Mais CM(OP(M)) cOp(M) (Huppert, chap. VI,
(6.5)). Donc Xc:Op(M), d'ol X =1. Dans le cas général, on a XOp,(M)/Op,(M) =1

d'aprés le premier cas, donc Xc:Op,(M).

Ce lemme sera généralisé dans 1'appendice IV.

Proposition 1.- Sodent (D,H) e @p et uelnv(d). On a Op,(Dn Y ¢ op, (D).
Y3 0, (P pYy = 0, (), alons G opere de manidhe doublement thansitive sur Q-

Soit P un p-Sylow de D normalisé par u (§ 4, lemme 1). Comme P(:Dr\Du,

Op,(Dr\Du) est normalisé par P, et Op,(Dr\Du)<:Op,(D) d'aprés le lemme 1 et

le théoréme de Feit-Thompson. Supposons que Op,(DrWDh) =Op,(D). Soit A(P) le
sous—-groupe de P donné par le théoréme ZJ de Glauberman. Montrons que

A:=Op,(D)A(P) vérifie les hypothéses de la proposition du § 5

. OnaA#1. En effet D#1 d'aprés (Al), donc si Op,(D) =1, on a P#1
d'ot A(P) #1.

L'involution u normalise Op,(D) =Op,(Dr1Du) et P, donc A(P), donc u

normalise A.

.0naAQD<t>. Cela résulte du théoréme ZJ de Glauberman, car [D|

étant impair, D est résoluble et n'a pas de section isomorphe 3 SL(2,p).
D'aprés la proposition du § 5, G opére de maniére 2-transitive sur Q.

Lemme 2.-  Sodent X un groupe d'ordre Ampair, <u> un groupe d'onrdre 2 opé-
nant sun X, M=X<u>. On suppose que M opere sur un ghoupe ind Y d'orndre
premiern & |M|. Alons Y est engendrd par La réunion des sous-groupes
CY(J(X,u)) et CY(V) pourt ve Inv(M).

Puisque |Y| est impair, Y est résoluble. On raisonne par récurrence sur
la longueur de la suite dérivée de Y. Si cette longueur est O, Y=1. Sinon
Y, =[Y,Y] vérifie encore 1'hypoth&se et a une suite dérivée plus courte. Par

hypothése de récurrence, Y < Z, ol Z est le sous-groupe de Y engendré par

1
CY(J(X,u)) et les CY(V) pour ve Inv(M). Il en résulte que Z < Y. Puisque
<J(X,u) >4 X (appendice I,(4)) et Inv(M) est normal dans M, M opére sur Z

donc sur Y/Z. Puisque |Y| et |M| sont premiers entre eux, on a

159



T. PETERFALVI

CY/Z( <J(X,u) >) =CY/Z(V) =2/Z pour tout ve Inv(M) [Huppert, Ch. I, théo-
réme 18-6 1. Il en résulte (appendice I,(1)) que tout ve€ Inv(M) inverse les
éléments de Y/Z. Si xe J(X,u), x=(xu).u est le produit de deux involutions

de M, donc centralise Y/Z. Donc CY Z(< J(X,u) >) =Y/Z et Y= Z.

/
Proposition 2.- Soient P un élément maximal de £'ensemble des p-sous-groupes
de G qui ont au moins 3 points gixes, He Qp» u une Anvolution de H qui norma-
Lise P mais ne Le centralise pas et K =J(P,u). 1L existe alors un sous-groupe
F de G tel que :

a) FnH est un groupe de Bender propre de F

b) Si s Inv(F), alons KcH(s) et Op.(Han) <0, (H(s) aHnHS).

1) Soient H],HzeQ tels que KcHlnHz, et se Inv(Hl) tel que kS =k,
s

s
Supposons que CG(K) n H2 n H2 cH,. Alors Op' (H2 n HZ) c Op. (H] nH

S
| nH?_)

2
On peut appliquer le lemme 2 avec Y=Op,(HZnH;), X =<K> et M=X.<s>

(M opére bien sur Y car KCH2 nH;). Donc Y est engendré par CY(K) et les

et CY(K) cH

CY(V) pour ve Inv(M). Puisque McH il en résulte que YcH

1 1’ 1°

Donc :

S S S
Op,(HanZ)cHlnHanchanZ

_ s
et par conséquent Op' (H2 n Hz) < Op' (Hl n H2

s
nHZ)
2) Premier cas : CG(K) ¢H. Posons F1 =C<u> avec C =CG(K), qui est nor-

malisé par u.

. HnF, est un groupe de Bender propre de F

| car ue HnF, et C¢H.

1? 1
|C| est impair : on a u¢ C, sinon u centraliserait K, donc P (appendice I,
(1)). or F, a une seule classe d'involutions car il a un groupe de Bender

propre. Comme C4F , il en résulte que C n'a pas d'involution.

Donc F] est de 2-rang |. Soit F minimal parmi les sous-groupes de F]
contenant strictement Hn Fl' Alors Hn F=H n Fl est un groupe de Bender propre
de F. Soit s e Inv(F). Puisque F1 a une seule classe d'involutions, s est con-

jugué 3 u par un élément de C, donc k° =K et KcH(s).

Puisque Hn F est un sous-groupe maximal de F, on a d'apré&s 1'appendi-
ce IIIL, (1) FanHSCFnH(s). Mais FnH=F] nH, donc CanHScH(s). D'aprés
1) il en résulte que :
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S S
OP,(HnH ) €0, (H(s) nHNH).

3) Deuxiéme cas : CG(K)<:H. Posons F =NG(P). Alors FnH est un groupe de
Bender propre de F d'aprés la prop. 2 du § 4 et le lemme 2 du § 2. Soit
se€ Inv(F-FnH). Alors s est conjugué a u dans NG(P), donc PcH(s). D'aprés
1), OP,(H(S)ITH(S)U)<ZOP,(HI1H(S)r1H(S)u). Mais il existe une involution de

G qui échange u et s (§ 2, prop. 1). Donc :
s s
OP,(HnH )COP,(H(s)anH ).

Démontrons maintenant le théoréme A. Remarquons que n=|Inv(H)|>1 d'a-

prés (Al) et que n est impair puisque n=|J(D,t)| pour D =HnH ¢ D . Soit P

un diviseur premier de n. Si &&p =@, G opére de maniére doublement transitive

sur  (§ 4, prop. 1). On suppose donc :

(A3) p est un diviseur premier de n et é%p #0.

Remarque.- Si G est 1'un des groupes qui figurent dans la conclusion du théo-
réme de Bender-Suzuki, l'hypothése (A3) ne peut &tre vraie que si 02,(G) £1.
Nous verrons en effet que si 02,(G) =] et K=J(D,t) pour D=H nHte P, X est

un groupe d'ordre n et un élément de k¥ n'a que 2 points fixes.

D'aprés (A3) et le § 4, lemme 1, il existe P maximal parmi les p-sous-—
groupes de G ayant au moins 3 points fixes, et tel que P contienne un p-Sylow
d'un élément de £ . Soient He:QP et ue Inv(H) tel que pl=p (§ 4, lemme 2).
Soit K=J(P,u). On a |K]| =|uP| =np (§ 4, lemmes 1 et 2), donc d'aprés le choix
de p, u ne centralise pas P et on peut appliquer la proposition 2. Soit F le
sous—groupe donné par cette proposition, et soit se Inv(F-F nH) tel que

Op,(waﬂ(s)) soit minimal (s existe d'aprés a) de la prop. 2). Soit D=HnH(s).

<
(D,H(s)) € &p : En effet |u K>| = IJ(<K>,u)| = |K| =np, donc (D,H) ¢ @p
d'aprés le § 4, lemme 1 e), et on a (D,H(s)) ¢ dép car il existe une involution

de G qui échange H et H(s).
. D'aprés les propositions 1| et 2, on a alors :

s s
Op' (HnH )COp,(DnD )COP'(D)
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D'aprés la minimalité de Op,(HnH(s)), il en résulte que Op,(Dn DS) =Op,(D).

D'aprés la proposition 1, G opére alors de maniére doublement transitive sur Q.
Voici trois conséquences immédiates du théoréme A :

Conollaine 1.- G opere trhansitivement sun L'ensemble des triplets (H,,H,,u)
ol Hl,H2 €N, Hl #HZ el ue Inv(H]).

Cela résulte de la double transitivité de G et du fait que H nH, opére

Hzeﬂ, HI#H2 (prop. 2 du § 2).

2

transitivement sur InV(Hl), pour Hl’

Conollaire 2.- G a une seule classe de groupes de Bender propres.

Soient He Q et S un 2-Sylow de H. Avec la notation du § 1, B(G,S) cH.
D'aprés le théoréme A, G opére de maniére doublement transitive sur les
conjugués de B(G,S), donc B(G,S) est un sous-groupe maximal de G. Il en ré-

sulte que H =B(G,S).

Conollaine 3.- Soit L= <Inv(G)>. Alons L < G,|G/L| est impair et L/0,, (L)
est simple.

Il est clair que L <€ G. Soit D=H]n H2 (Hl,HzeQ, H] #Hz). D'aprés le

§ 2, lemme 2, LnH, et LnH2 sont des groupes de Bender propres de L, conju-

1
gués dans L. Mais L est de 2-rang 2 2, donc est doublement transitif sur les
conjugués de L NH, dans L. Il en résulte que G=LD, donc |G/L| est impair.
Comme L a une seule classe d'involutions, L n'a pas de sous—-groupe normal

propre d'ordre pair. Donc L/02,(L) est simple.
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CHAPITRE II.- LES SOUS-GROUPES DE G QUI FIXENT 3 POINTS

§ 1.— ENONCES DES THEOREMES B ET C

Nous commengons ici la démonstration du théoréme de Bender-Suzuki, dont

1'énoncé est :

Theondme B.- Soit G un groupe de 2-rhang > 2 qui a un groupe de Bender prophre.
Alons AL existe un sous-groupe L de G tel que 0,1 (6) €L 4G, |G/L| est impair,
et L/Oz,(G) est Lsomonphe a £'un des groupes PSL(2,q), Sz(q) ou PSU(3,q) ol

q est une puissance de 2,q>2 . De plus, G a une seule classe de groupes de
Bender propres.

Pendant la démonstration du théoréme B, on supposera :

(BO) G est un groupe fini de 2-rang > 2 qui a un groupe de Bender propre.

(B1) Tout groupe d'ordre < |G| qui vérifie 1'hypothé&se du théoréme B vérifie

aussi sa conclusion.

Nous démontrerons dans ce chapitre le théoréme suivant :

Théoneme C.- Sodlent H, H' des éLéments distincts de Q, et 504t ue Inv(H). SL
0, (G) =1, alons tout sous-ghoupe de HnH' qui est nonmalisé par u est centra-
Lise parn u.

Ce théoréme permettra, dans la plupart des cas, d'appliquer 1'hypothése
de récurrence a CG(X), si X est un sous-groupe # | de G qui fixe au moins

3 points.

On voit facilement que le théoréme C résulte de l'assertion : "Soient
HeQ et p un nombre premier. S'il existe un p-sous-groupe de H fixant 2
points et normalisé mais non centralisé par une involution de H, alors

02,(G) #1". Nous démontrerons ceci en suivant la méme démarche que pour la
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démonstration du théoréme A : Soient DeZ , u une involution d'un point fixe
de D, P un p-Sylow de D n D" normalisé par u. L'analogue duchapitre I, § 4

(cas ﬁbp =@) sera ici le cas ol P n'est pas un p-Sylow de PCD(P). Dans le cas
ol P est un p-Sylow de PCD(P), on prouvera que Op,(D nDu) cOp,(D) en utilisant
un théoréme de Thompson et Bender (appendice IV). On pourra alors conclure
comme dans le chapitre I, § 6, que D a un sous-groupe normal A # | normalisé
par une involution de H et par une involution n'appartenant pas a H, puis

appliquer 1'hypothése de récurrence a NG(A).

Pour démontrer le théoréme C, nous n'aurons pas besoin de toute la force

de 1'hypothése (B1), mais seulement de la conséquence suivante

(Bl-a) Soit F un groupe de 2-rang > 2, d'ordre < |G|, et H un groupe de
g gt X un groupe de

Bender propre de F. Alors les involutions de H/02,(F) commutent deux & deux.

Lemme 1.- Soit He Q. SL Les involutions de H commutent deux a deux, alons
La conclusion du théoreme C est vrale.

En effet, si X est un sous—groupe de D=HnH' (He«Q , H' #H) normalisé
. .2 . . -1 .
mais non centralisé par ue Inv(H), il existe xe X# tel que x"=x (appendice
I, (1)) et les involutions u et ux de H ne commutent pas car u.(ux) est

d'ordre impair # 1.

Remarquons que, réciproquement, on ne peut pas déduire facilement (Bl-a)

du fait que la conclusion du théoréme C est vraie pour F/Oz,(F).

§ 2.- LEMMES PRELIMINAIRES

Lemme 1.- Sodient D=HnH' (H,H'eQ, H' #H),ue Inv(H), p wr nombre premier > 2
et P un p-Sylow de Dn DY noamalisé par u.

a) G a une seule classe de p-sous-groupes maximaux fixant 3 points et P appar-
tient a cette classe.

b) NG(P) opere de manienre 2-transitive sun QP et A4 H e QP, NG(P) nH, est un

groupe de Bender propre de NG(P).
c) S< N,(P) est de 2-nang 1, alons P est un p-Sylow de D.

d) Si P n'est pas un p-Sylow de PCG(P)er, alons u centhalise P.
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a) Soit Q maximal parmi les p-sous-groupes de G qui fixent 3 points. Si

H Hze QQ (Hl #Hz), il existe ve Inv(Hl) qui normalise Q (chapitre I, § 4,

1?

prop. 2). Alors Q est un p-Sylow de H, nH nHY. Mais d'aprés le corollaire 1

1 2 2
v

du théoréme A (chapitre I, § 6), D;wDu est conjugué a Hl nH2 nH2 dans G, donc

P est conjugué a Q.

b) D'aprés a) et 1l'appendice II, (6), NG(P) opére de maniére 2-transitive
sur QP. D'aprés le chapitre I, § 4, prop. 2 et § 2, lemme 2, NG(P) nH]est un
groupe de Bender propre de NG(P) pour H, e Qp-

c) Si NG(P) est de 2-rang !, on peut appliquer 1'appendice III, (1)
d'aprés b), et on en déduit que NG(P) nDc NG(P)ereru. Donc P est un p-Sylow
de ND(P), donc un p-Sylow de D.

d) Soient H], H2 des éléments distincts de QP. D'aprés b) P n'est pas

un p-Sylow de PC(P)nHl nH,. D'aprés a) un p-Sylow de PC(P) nH, nH, n'a que

2 1 2

2 points fixes. D'aprés 1'appendice II,(4), il en résulte que PC(P) opére

de maniére doublement transitive sur QP. En particulier |PC(P)] est pair,
donc IC(P)I est pair. D'aprés b) NG(P) n'a qu'une classe d'involutions, donc

ue C(P).

Lemme 2.- Sodlent He @, te Inv(G-H), D=HnH". On suppose que D a un Aous-
ghoupe nowmal A # 1 noamalisé par t et par une Lnvolution de H. SL Les Lnvolu-
tlons de H ne commutent pas toutes deux a deux, alons 02,(G) #1.

Soient N==NG(A) et F =NG(A)/A. Comme dans le chapitre I, § 5, NnH est
un groupe de Bender propre de N, Inv(H) cN et 1'hypothése (Bl-a) s'applique
a F : les involutions de (NIWH)/OZ.(N) commutent deux & deux. Si E désigne
le sous-groupe de H engendré par les lu,v] ol u,ve Inv(H), on a donc E<:02,(N).
En particulier EcD. Comme E < H et EcD, il résulte de la double transitivité
de G que E © nG HX=02,(G). Donc si E#1, alors 0,,(G) #1.
Xe

Pour un p-groupe R, on notera A(R) le sous-groupe caractéristique de R

donné par le théoréme ZJ de Glauberman.

Lemme 3.~ Sodit F un groupe de 2-rang > 2 ayant un groupe de Bender propre H.
On suppose que Les Lnvofutions de H/O_ (F) commutent deux & deux. Soient

te Inv(F-H), D=H nH" , p un nombre premier > 2 et R un p-Sylow de D.

S4L op,(D) =1 et 5'4L existe un p-sous-groupe de D nonmalise mais non centra-
Lise par une Lnvolution de H, alorns Inv(H) c N(A(R)).
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Soit E le sous-groupe de F engendré par Inv(H). Comme D opére sur Inv(H),

ED est un groupe avec E < ED.
1) |ED:D| est une puissance de 2
On a 0,,(F) <D (chapitre I, § 1) et |ED : D| =|ED/02,(F) :D/Oz,(F)[ divise
]EOZ'(F)/OZ'(F)|' Mais par hypothése, EOZ'(F)/OZ'(F) est abélien élémentaire,
donc d'ordre puissance de 2.
2) 0 ,(ED) =1

p

Puisque Op.(D) =1, on a Op,(ED) nD=1,donc d'aprés 1) IOp,(ED)] est une puis-
sance de 2. Donc si O ,(ED) # 1, Op,(ED) contient une involution de H. Puisque
D est transitif sur Inv(H), on a Inv(H)<:Op,(ED). Mais alors si P est un p-sous-

groupe de D normalisé par ue Inv(H), on a [u,P]cP nOp,(ED) =1, contrairement

ad 1'hypothese.

3) ED est résoluble et n'a pas de section isomorphe a SL(2,p)

En effet, le quotient de 2 termes successifs de la suite
1 « 02,(F) 4 E02,(F) < ED

est soit d'ordre impair, soit un 2-groupe abélien élémentaire. D'autre part,
p s g P P

on sait qu'un 2-Sylow de SL(2,p) n'est pas abélien.

4) Conclusion :

D'aprés 1), R est un p-Sylow de ED. D'aprés 2),3) et le théoréme ZJ de Glau-

berman, on a alors A(R) < ED, ce qu'il fallait montrer.

§ 3.- DEMONSTRATION DU THEOREME C

Soient D=HnH' (H,H'eQ, H#H') et ue Inv(H). Pour démontrer le théoréme C,
il suffit de montrer que si u ne centralise pas anDu, alors 02,(G) #1. Sip
est un nombre premier, il existe un p-Sylow de Dn D" normalisé par u, et DnDY
est engendré par ces p-Sylow quand p varie. Si u ne centralise pas D npY, i1
existe donc un p-Sylow P de D nD” normalisé mais non centralisé par u. On

suppose donc

(C1) p est un nombre premier et P un p-Sylow de Dn D" normalisé mais non

centralisé par u.
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D onao (dn p%) =0, (D)
D'aprés le § 2, lemme 1| d) et (Cl), P est un p-Sylow de PCD(P) ; P normalise
0 ,(Dr1Du) et D est résoluble. D'aprés le théoréme de Thompson et Bender
dgmontré dans 1'appendice IV, il en résulte que Op,(Dr\Du)c Op,(D). D'aprés
(C1) et le § 2, lemme l,a), on peut appliquer la proposition 2 du chapitre I,
§ 6. On en déduit qu'il existe se Inv(G-H) tel que O ,(Hr\HS) c0 ,(H(s)n HF]HS).
D'aprés le chapitre I, § 6, corollaire 1, H(s) nHr\Hspest conjugug aDpnD"
dans G et HnH® est conjugué a D. On a donc |Op'(D)| SlOp,(Deru)|, d'od
Op,(DnDu) =Op,(D).

Soit t une involution de G qui normalise P et telle que D =HnH". L'exis-
tence de t résulte du lemme 1 b) du § 2. On désignera par ® 1'ensemble

des p-groupes Q qui ont les propriétés suivantes
(P1) PcQcD

(P2) Q" =q

(P3) Inv(N(P) nH) cN(A(Q)).

(On note A(Q) le sous-groupe de Q donné par le théoréme ZJ de Glauberman). On a

Pe (° , de sorte que O #4.

2) Si Op,(D) =1, un élément maximal de ® est un p-Sylow de D

Si NG(P) est de 2-rang < 1, cela résulte du § 2, lemme | b) et c). On peut
donc supposer que NG(P) est de 2-rang > 2. Soit Qe 0’ tel que Q ne soit pas

un p-Sylow de D et montrons qu'il existe Re (° tel que Q;]L

Posons F =NG(A(Q)). On a teF d'aprés (P2) donc t normalise FnD. Soit R
un p-Sylow de FnD normalisé par t et tel que QcR. On a Q#R, sinon comme

ND(Q)c:F, Q serait un p-Sylow de ND(Q) donc de D.

Les conditions (P1) et (P2) sont bien satisfaites par R. Montrons que F
vérifie les hypothéses du lemme 3 du § 2 : d'aprés (P3) pour Q, FnH est de
2-rang > 2 ; puisque te F-FnH, FnH est un groupe de Bender propre de F ;
d'aprés (Cl), on a P#1 donc Q#1 et A(Q) #1 ; il résulte alors de (Bl-a) que
les involutions de (Fer)/Oz,(F) commutent deux 3 deux ; enfin ona PcFnD
et P est un p-Sylow de PCD(P) d'aprés (Cl1) et le lemme | d) du § 2, donc
d'aprés le théoréme de Thompson et Bender (appendice IV), on a Op,(Fer)c
Op,(D) = 1. D'aprés le lemme 3 du § 2, on a donc Inv(FnH) cN(A(R)), donc
d'aprés (P3) pour Q, Inv(N(P) nH) cN(A(R)), ce qui prouve (P3) pour R.
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3) On a 02,(G) #£1

Soit A=Op,(D) si Op'(D) #1, et A=A(Q) ol Q est un p-Sylow de D tel que

Qe (P si Op,(D) =1. On a alors A#1 2t A est caractéristique dans D d'aprés

le théoréme ZJ de Glauberman. De plus, u normalise A, d'aprés 1) si A==Op,(D)
et d'aprés (P3) sinon. D'aprés (Cl) et le lemme 1 du § 1, les involutions

de H ne commutent pas toutes deux a deux. Les hypothéses du lemme 2 du § 2

sont donc satisfaites, d'ou 02,(G) #1.

§ 4.- CONSEQUENCES DU THEOREME C ET DE L'HYPOTHESE DE RECURRENCE

Si 02,(G)9é 1,il est clair, en appliquant (Bl) a F=G/02,(G), que G vérifie

la conclusion du théoréme B. On supposera désormais
(B2) 02,(G) =1.

Dans la suite, on suppose fixé un élément H de Q, te Inv(G-H) et on pose

D=HnHt, V=CD(t) et K=J(D,t).

Nous allons démontrer quelques conséquences du théoréme C. En particulier
nous allons voir que 1l'hypothése de récurrence peut s'appliquer dans certains

cas a CG(X), ol X est un sous-groupe # | de G qui fixe au moins 3 points.

Proposition 1.- Soit X un sous-groupe de ¢ el que |Qx|z 3. a) SL Me Q>
]CM(X)| est painr.

b) Soit F un groupe tel que Inv CG(X) chNG(X). L'application M r¥—~FnM est
une bijection de Qy sur une classe de groupes de Benden propres de F.

D'aprés le lemme 2 du chapitre I, § 2, a) implique b). Montrons a) par

récurrence sur [X . On peut supposer X# 1. Comme X est d'ordre impair, X est

résoluble et il existe un nombre premier p tel que Y:=Op(X); X. Soit P un

p-Sylow de X. On a X=YP. Posons F =CG(Y)P. Par hypothése de récurrence

1
Mp— FlrlM est une bijection de QY sur une classe % de groupes de Bender
propres de Fl’ et P est un p-sous—groupe de Fl qui laisse au moins 3 points
de = fixes car QX(:QYIWQP'

Soit Me QX et soit Q un élément maximal de l'ensemble des p-sous-groupes

de F1r1M qui ont au moins 3 points fixes dans % et qui contiennent P. D'aprés

le chapitre I, § 4, prop. 2, il existe une involution u dans N(Q) n F]nPL
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Puisque Q fixe au moins deux points de Z, donc au moins 2 points de QY, le
théoréme C montre que u centralise Q. Donc u centralise P. Comme uce F] et
et IF‘/CG(Y)| est une puissance de p, on a uce CG(Y). I1 en résulte que

ue CM(X)'

Proposition 2.- a) 1€ existe ue Inv(H)Zel que V=CD(u).

b) S{ X est un sous-groupe de D tel que |QX| >3, alons X est
confugué dans D a un sous-groupe de V.

e) S4 xek-{1}, alorns |_Qx| =2,

d) S& r est un diviseur premiern de |K|, D contient un r-Sylow
de G.

a) Les 3 points H, Ht et H(t) sont fixés par V. D'aprés la prop. 1, il existe
ue Inv(H) qui centralise V. On a VCCD(u). Mais d'aprés le chapitre I, § 2,

prop. 2, |V| =|CD(u)[ =|D|/|Inv(H)|. Donc V==CD(u),

b) D'aprés la prop. 1, il existe ve Inv(H) tel que Xc CD(V). Soit ue Inv(H)
tel que V =CD(u). I1 existe de D tel que u==vd (chapitre I, § 2). Alors
d
X c CD(u) =V.
c) Si xe€K, on a IQXIE 2. Supposons [Qxlz 3. D'aprés la prop. 1, il existe
ve Inv(H) tel que v¥=v. Mais d'aprés le chapitre I, § 2, prop. 2, 1l'applica-
tion y — v de K dans Inv(H) est bijective. Donc x=1.
d) Soit R un r-Sylow de D normalisé par t. Si RcV, r ne divise pas |K| =|D:V|,
ce qui est contraire a4 1'hypothése. Donc RN K# 1. D'aprés c), [QR] =2. D'aprés

1'appendice II, (1), R est un r-Sylow de G.
LEMME 1.- S{ X est un sous-groupe de V, on a NK(X) = < Inv CG(X) > n K.

Soit ke NK(X). On a k=t.(tk), te Inv CG(X) et tk est une involution de
NG(X). D'aprés la prop. I, NG(X) a une seule classe d'involutions, donc

tke Inv CG(X).

Proposition 3.- Soit X un sous-groupe de V. On suppose que X a un Aoud-ghoupe
1
sous-norwmal Y#1 tel que NK(Y) #1. Soit F =o2 (CG(X)). Alons :

a) F opere de mandierne doublLement transitive sur Q, et NL(K) = FNy(X) .

b) Ny () =8 X N (X) ol s est un 2-Sylow de Fn H.
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Supposons de plus que NK(X) #1. Alons

c) 02,(F) =Z7(F) et F/Z(F) est Lsomorphe & £'un des groupes PSL(2,q), Sz(q),
PSU(3,q) , ol q est une puissance de 2, q=4.

d) N (X) =€ (X) est un sous-groupe cyelique d'ondre q - 1.

1) Supposons d'abord que NK(X) 1.

a) Soit Fl ]nK—{l}.En

remplagant éventuellement k par une de ses puissances, on peut supposer que

= <Inv CG(X) >. D'aprés le lemme 1, il existe ke F

k est d'ordre premier; il résulte alors de la prop. |, de la prop. 2 c) et

du chapitre I, § 4, prop. 1 que F, opére de maniére doublement transitive

1
sur QX. Si geNG(X), il existe fe F‘,
NG(X) =F1ND(X) et F1 =F. Comme ND(X) =NK(X)NV(X) (appendice I,(1))et

NK(X) cF, on a NG(X) =FNV(X) .

tel que gf fixe H et Ht. Donc

c) Si F est de 2-rang 1, FnD a 3 points fixes dans QX d'aprés 1'appendice III,
(1), donc FnK=1 d'aprés la prop. 2 c), et NK(X) =1, contrairement a 1'hypo-
thése. Donc F est de 2-rang 2 2. D'aprés la prop. 1 et (Bl), F/Oz,(F) est iso-
morphe 3 1'un des groupes indiqués. On a Z(F) cOz,(F) car Z(F) centralise tout
H' nF (H' eQX), et réciproquement toute involution de F centralise 02.(F)

d'aprés le théoréme C, donc 02,(F) c Z(F) car F=F1 = <Inv(F) > .

b) Soit S un 2-Sylow de FnH. D'aprés la structure des groupes PSL(2,q),
Sz(q), PSU(3,q), on a dans §=F/Z(F), Fna=S X (FnD). En particulier
§=02(F nH) est normal dans NH(X)/Z(F). Donc SZ(F) est normal dans NH(X) et
S =02(SZ(F)) est normal dans NH(X). D'aprés a) on a NH(X) = (FnH)NV(X) =

= SZ(F)ND(X) =SND(X) .

d) On a NK(X) =FnK (lemme 1). D'aprés la structure de 1-?=F/Z(F), J(m,t)
est un groupe cyclique d'ordre q-1. Si L est son image récirpoque dans F, L
est donc un groupe abélien, et on a CL(t) =7Z(F) et J(L,t) =FnK. Donc FnKkK
est un groupe, et FnK=L/Z(F) est cyclique d'ordre q-1.

2) Supposons que NK(X) =1.

En raisonnant par récurrence sur |X], on peut supposer que X a un sous-groupe

normal Xo tel que Xo satisfasse a) et b).

. 2" _ <
Soient FO—O (CG(XO)), NO—NG(XO), S, le 2-Sylow de FOnH. Par hypothése

on a Xc.NO, N0 opére de maniére doublement transitive sur QX , et SO est un
o
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complément normal de DN N/ dans HnN_. De plus QX(:QXO. D'aprés 1'appendice II,
(7, CG(X) nSo, qui est inclus dans F, opére de maniere transitive sur
QX-{H}-Comme te F~HnF, il en résulte que F opére de maniére doublement

transitive sur QX' On en déduit que NG(X)==FNV(X) comme dans 1).

On a F<:C(XO)CZNO. D'aprés b) pour Xo’ S0 est 1'ensemble des 2-éléments
de NOrWH, donc Soer est 1'ensemble des 2-éléments de FNH. Il en résulte
que S=SonF=02(F NnH) est un 2-Sylow de FnH et S 4 NH(X). Comme S = C(X) nSo

opére transitivement sur QX-{H}, on a NH(X) =SNp(X) .

L'assertion b) de la prop. 3 sera essentielle pour la suite. En voici une

premiére application.

Proposition 4.- a) CV(K) =CD(Inv(H)).

b) S& CV(K) #1, alons H=CH(Inv(H))D.
Soit ue Inv(H) tel que V =CD(u) (prop. 2,a)). L'application k k—>uk
étant une bijection de K sur Inv(H) (chapitre I, § 2), on voit que CV(K) =

CD(u)IWC(K) est 1'ensemble des éléments de D qui centralisent Inv(H).

Supposons CV(K) #1 et soit X un groupe de Sylow # 1 de CV(K). D'aprés
la prop. 3 b), on a NH(X) =35 X ND(X), ol S est un 2-Sylow de CH(X). On a
Inv(H) = Inv NH(X)<:S et Inv(H) est central dans S puisque K==NK(X) opére
transitivement sur Inv(H). Donc S(:CH(Inv(H)). Cela prouve que
NH(X)IWCH(Inv(H)) =S:A(ND(X)r\CD(Inv(H))). Donc X est un groupe de Sylow
de CH(Inv(H)). D'aprés 1l'argument de Frattini, on a H =CH(Inv(H))NH(X),
mais NH(X) =SND(X) CCH(Inv(H))D, d'ou H =CH(Inv(H))D.

171



T. PETERFALVI

CHAPITRE III.- L'EXISTENCE D'UN COMPLEMENT NORMAL DE D DANS H

§ 1.- ENONCE DU THEOREME D. RAPPELS SUR LES GROUPES DE CONTROLE

Nous gardons les notations et les hypothéses du dernier paragraphe du
chapitre II. Dans ce chapitre, nous exposerons le § 6 de 1l'article de Bender,
qui démontre que D a un complément normal dans H. On est alors ramené a la

situation étudiée dans un article de Suzuki.
Théoneme D.- D a un complément normal dans H.

Pour démontrer ce théoréme, nous admettrons le résultat suivant de
C. Hering : "Un groupe d'ordre pair qui opére de maniére doublement transi-
tive sur ses involutions est de 2-rang 1", qui sera démontré dans le cha-

pitre suivant.

Soient W un groupe fini, E un sous-groupe de W, et p un nombre premier.

Nous dirons que E est un groupe de p-contrdle dans W si
1) E contient un p-Sylow de W.
2) Pour tout p-sous-groupe U de E et tout xe W tel que Ux<:E, on a Xxe Cw(U)E.

Cette notion est utilisée dans la recherche de compléments normaux. On a

en particulier le lemme suivant :

Lemme 1.- Sodent W un groupe §ini et E un sous-groupe de W. Soit p un nombre
premien tel que OP (E) gE. S{E est wt groupe de p-contrdle dans W, aors

oP (W) gW. Plus préeisiment, siy est un p-elément de E-(E,E] , on a
yéoPw.

Soit E1 le plus petit sous—groupe normal de E tel que E/E] soit un

p-groupe abélien, et soit T le transfert de W dans E/E1 tosi Ex],...,Exn
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sont les classes a droite de E dans W, T(w) est e, . enE] ou

étant 1'indice tel que Exiw-=Exi,. On sait que T est indépen—

-1 .
e. =X.WX,, , 1'
i i1

dant du choix des x; et est un homomorphisme de W dans E/E] (Huppert, chapi-

tre IV).

Soit y un p-élément de Ker T. Si y opére avec des orbites de cardinaux

r .,r, sur l'ensemble des classes d droite de E dans W, on a

1’ k

k L

- 1 -
T(y) —iT=I] (xiy x; )E1

Ex. étant un élément de 1l'orbite de cardinal r . D'aprés 1'hypothése de
t L r, v,
p-contrdle, on a Yy X = (y 1) L on 2 est un élément de E. Comme E/E]

est abélien,

k r.
T(y) = 1 (y DE
i=1

| =ynE] 01=!W:E|).

Puisque y e Ker T, on a yne El’ et par hypothése (n,p) =1, donc ye E].
Si y est un p-élément de E-[E,E], y¢E donc y¢Ker T. Mais oP (W) cKer T,

donc y ¢ oP (W).

D'autre part, si OP(E) E, on a E, #E et il existe un p-élément dans
# |

E -El carla p-composante d'un €lément de E —El est dans E-—El.

Pour pouvoir appliquer le lemme !, nous utiliserons le critére suivant

pour vérifier que E est un groupe de p-contrdle dans W :

Lemme 2.- Soit E un sous-groupe d'un groupe f4nd W. Sodent p un diviseun
premien de |E| et P un p-Sylow de E. On Aduppose que :

1) Nw(P) =op. (CW(P))NE(P) .

2) Poun tout sous-ghoupe non cyclique U de P, on a Nw(U) =0P,(Cw(U))NE(U).
Alons E est un groupe de p-contrdle dans W.

L'hypothése 1) du lemme montre que P est un p-Sylow de Nw(P), donc de W.
Il suffit donc de montrer que si U est un p-sous-groupe de E et xe W est tel

X . -
que U cE, alors xe¢ Cw(U)E. On raisonne par récurrence sur |P| - |U|.

1) Supposons d'abord que |U| =|P|. D'aprés le théoréme de Sylow, il existe

yeE tel que UX:=Uy, d'ol xy—le Nw(U). D'aprés 1'hypothése 1),

173



T. PETERFALVI

xy_‘ € C (DE, d'ol xeC (VE.

2) Soit S un p-Sylow de NE(U). Alors S est un p-Sylow de Nw(U)

Si S est cyclique, on a NE(S) CNE(U), donc S est un p-Sylow de NE(S)’ donc
de E. Que S soit cyclique ou non, on a donc d'aprés les hypothéses 1) et 2)
Nw(S) =Op,(Cw(S))NE(S). Comme Op,(Cw(S)) CNw(U), on a Nw(S) an(U)c
Op,(Cw(S))NE(U), ce qui prouve que S est un p-Sylow de Nw(U).

3) Supposons que |U| < |P| et que U ne soit pas cyclique.

Soient S un p-Sylow de NE(U) et S‘ un p-Sylow de NE(UX). D'aprés 2) S et
-1 -1

ST sont des p-Sylow de Nw(U), donc il existe ye Nw(U) tel que Sy==ST ,

c'est-a-dire S"cE. On a |U] < |s|,donc par hypothése de récurrence
yX € Cw(S)E, d'ol x<zNw(U)E; Mais d'aprés 1'hypothése 2), Nw(U) ch(U)E,
donc x € Cw(U)E.

4) Supposons que |U| < |P| et que U soit cyclique.

Soient encore S un p-Sylow de NE(U) et S] un p-Sylow de NE(UX). Alors S et
-1
ST sont des p-Sylow de Nw(U). Puisque U est cyclique, Nw(U)/Cw(U) est

-1
X

1
X-] X
de Sylow, il existe ye Cw(U) tel que s¥ =S] . Alors SY¥cE et par hypothése

abélien et a un seul p-Sylow, donc SCw(U) =8 Cw(U). D'aprés le théoréme

de récurrence, yXe Cw(S)E CCw(U)E, donc X ¢ Cw(U)E.

Corollaire.- Solt E un sous-ghoupe d'un groupe ind W. Soit m L'ensemble
des diviseuns premiens de |E|. On suppose que E est nésoluble et que pour
tout pem et tout p-sous-groupe U#1 deE,on a :

N (U) =0, (C (U))IN, (V).

Alons E est un sous-groupe de Hall de W et a un complément normal dans W.

On voit que E est un sous-groupe de Hall de W en appliquant 1'hypothése
dans le cas ol U est de Sylow dans E. On peut supposer que E# 1 et raisonner
par récurrence sur |W|. Soit pem tel que 0P (E) ;E,D'aprés le lemme 2, E
est de p-contrdle dans W, et d'aprés le lemme | il existe wl<d W, W] #W
tel que |w/w]| soit une puissance de p. On a W==W1E car E contient un
p-Sylow de W. On voit que W, et E =ENW_ vérifient 1'hypothése de récurrence

1 1 1
car Oﬁ.(CW(U))czw pour q premier et U ung-sous—groupe de E,. Donc E, a un

1 1
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complément normal dans W qui est oﬂ,(wl) donc est mormal dans W.

1’
Pour démontrer que D a un complément normal dans H, il suffit d'aprés
le lemme | de montrer que si W< H est tel que WD=H et si E=WnD est tel
que p divise [E :[E,EJ!,alors E est de p-contrdle dans W. En fait, on pourra
démontrer les conditions 1), 2) du lemme 2 en utilisant 1'hypothé&se de ré-
currence pour N(P) et N(U) sauf si PcV et P opére sans point fixe sur K.

Pour traiter ce dernier cas, nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 3.- Sodit X un sous-ghoupe # 1 de V tel que NK(X) #1. Soit P un sous-
groupe # 1 de V tel que P nommalise X et P opéhe sans point fixe sun NK(-X).
ALors p = |P| est premier, |C (X)| = |Inv N ()| =2P-1 , et en posant

= = = >
V1 NV(X), K1 NK(X), on a Vl CV](KI) P.

Soit S un 2-Sylow de CH(X) et Q =QI(S)' D'aprés le chapitre II, § 4,

prop. 3, Q est un groupe abélien élémentaire d'ordre ]Inv NH(X)|+1 et
K] =CK(X) est un groupe cyclique qui opére réguliérement sur Q#. On a

Kl < ND(X) et CV (Kl) =C(Q)r1ND(X). De plus pour P tel que | #P1<:P, on a

CK (P]) =1 donc ! |CQ(P)] =2. Le lemme résulte alors de l'appendice V appli-

1
qué a U:=ND(X)/CV (Kl) opérant sur Q.
1

§ 2.~ APPLICATION DU CRITERE DE p—CONTROLE

Proposition 1.- Sodent WLH tel que H=WD, E=WnD et p un diviseur premiern
de |E|. On a £'un des deux cas sulvants

a) E est un ghoupe de p-contrile dans W.

b) 1L existe un p-Sylow P de E tel que PcV, P opere sans point fixe sur K
et P est cyclique.

Soit U un p-sous-groupe de E. On a 1l'une des trois éventualités
1) Un'a que 2 points fixes dans Q.

2) U a 3 points fixes dans ) et il existe un sous-groupe U] #1 de U

tel que CK(U]) F1.

3) U a 3 points fixes dans et U opére sans point fixe sur K.
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Dans le cas 1), Nw(U) opére sur QU ={H,Ht} et laisse fixe H, donc
N, (V) cHnH nW=E.

Dans le cas 2), U est sous-normal dans U et U est conjugué dans D 3 un

1
sous-groupe de V, donc d'aprés le chapitre II, § 4, prop. 3 b),
NH(U) =g X ND(U) od S =02(CH(U)). On a ScW car |H/w[ est impair, donc

Nw(U) =S X NE(U) .
Dans le cas 3), U est cyclique d'aprés 1'appendice I, (5)c).

On voit ainsi que les conditions 1) et 2) du § 1, lemme 2 sont vérifiées,
sauf éventuellement si E a un p-Sylow P tel que PcV et P opére sans point

fixe sur K, et dans ce cas P est cyclique.

Cornollaire. Supposons que H =CH(Inv(H))D. Alons D a un complément normal
dans H. En paticulien, 54 CV(K) #1, D a un complément normal dans H.

Soit W< H minimal tel que H=WD et W(:CH(Inv(H)), et supposons que
E=WnD# 1. Puisque E est résoluble (théoréme de Feit-Thompson), il existe
un nombre premier p divisant |E : [E,E][. Tout sous-groupe de VnE centralise
Inv(H), donc K et par conséquent le cas b) de la prop. | est impossible.
Donc E est de p-contrdle dans W, et la minimalité de W est contredite par

le § 1, lemme 1.

La deuxiéme assertion en résulte d'aprés le chapitre II, § &4, prop. 4.

Soit W minimal tel que W 4 H et H=WD, et soit E=WnD. Si E#1, il
existe un diviseur premier p de IE : [E,E]| (Feit-Thompson) et E ne peut
étre de p-contrdle dans.W d'aprés le § 1, lemme 1. On supposera donc, dans

la suite de ce chapitre :

(D1) WA H, H=WD, E=WnD#1, E'=[E,E], et pour tout diviseur premier
P

P gg_|E :E'|, il existe un p-Sylow P de E tel que PcV, P opére sans point

fixe sur K, et P est cyclique.

Lemme 1.- K<E', Et=E, et tout eLément de EnV-E' nV opere sans point
fixe sur K.

On a KcE' et E'=E d'aprés (D1) et 1l'appendice I, (5),d). Soit

xe (E-E')nV. L'image x de x dans E/E' est # 1, donc il existe un entier %
g
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tel que x2 soit d'ordre premier p et p divise |E/E'|. D'aprés (DI), %% n'a

pas de point fixe # | dans K, donc x n'en a pas non plus.

Remarque : Supposons que G soit 1'un des groupes figurant dans la conclusion
du théoréme B, avec 02,(G) =1. Alors 1'hypothése H =CH(Inv(H))D du corol-
laire de la prop. | est vraie. L'hypothése CV(K) #1 est vraie si G a un sous-
groupe isomorphe a PSU(3,q). D'autre part, on voit comme dans le lemme 3 du

§ 1 que si G satisfait (D1), alors V’=CV(K) X P ol |P|=p est premier. Ce cas
se présente pour G==G0P, Go =PSL(2,q), Sz(q) ou PSU(3,q), q =2P et P est

un groupe d'automorphismes d'ordre p de Gy induit par Aut( Eﬁ).

Remarquons que si aucun élément de D* ne centralise 2 involutions de H
(c'est-a-dire, puisque V# 1 d'aprés (DI), si V est un complément de Frobenius
dans D), on ne pourra pas appliquer la prop. 3 du chapitre II, §4. Ce cas
existe réellement, pour G==GOP, Go =PSL(2,q) ou Sz(q), q =2P et p comme ci-
dessus. On montrera dans ce cas, en utilisant la théorie des caractéres,
que H opére de maniére doublement transitive sur Inv(H) ou bien que

H =CH(Inv(H))D.

§ 3.- CAS OU ON NE PEUT PAS APPLIQUER L'HYPOTHESE DE RECURRENCE

Proposition 1.-  Supposons que pour tout X Zel que 1#X <V, on alt CK(X) =1.
Alons E, opéhant sun Inv(H), est un groupe de Frobendius.

1) K est un groupe abélien et (]K|, IF(V)|) =1.

Pour tout diviseur premier q de |[F(V)|, on a CK(Oq(V))= 1 donc q { |K|. Donc
(]K|, ]F(V)[) =1 et K est un groupe abélien d'aprés 1'appendice I,(5)b).

2) Soit p un diviseur premier de |E:E'|. Alors p divise |F(EnV)]|.

Soit P un sous-groupe d'ordre p de EnV (voir (D1)). Soit Q=F(EnV) et
supposons que p{ lQ|. Puisque CK(P) =1 d'aprés (D1), le théoréme de 1'appen-—
dice VII montre que K.=CK([Q,P]), d'ou [P,Q](:CV(K). Mais on a CV(K) =1

d'aprés 1'hypothése, donc [P,Q] =1 et PcQ d'aprés le théoréme de Fitting.
3) F(EnV) opére sans point fixe sur K.

Soit X maximal parmi les sous-groupes de F(EnV) tels que CK(X) #1, et suppo-

sons que X# 1. Soit p comme dans 2) et P un sous-groupe d'ordre p de F(En V).
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D'aprés (D1), pf ]X! . Puisque F(EnV) est nilpotent, il en résulte que P c C(X).
On peut alors appliquer le lemme 3 du § 1. Si V] =NV(X), K] =CK(X), on a

V1=CV (Kl) NP, Comme PcF(EnV) nVl, on a :
1

=VlnF(EnV) =[CV (K]) nF(EnV)] X P,

NF(E nv) x® 1

D'aprés la maximalité de X, il en résulte que N (X) =X X P, Comme F(EnV)

F(En V)
est nilpotent, cela implique que X=Op,(F(EnV)), donc X4V, ce qui contredit

1'hypothése.
4) Conclusion

Puisque F(En V) est nilpotent d'ordre impair, 3) implique que F(En V) est cy-
clique. D'aprés le théoréme de Fitting, (EnV)/F(EnV) est isomorphe a un
sous—-groupe de Aut F(En V), donc est abélien. On a donc [EnV,EnV]cF(EaV).
Mais E=K(VnE), KcE' et K E (§ 2, lemme | et appendice I,(4)) d'old
E'=K[VNE,VnE]. Il en résulte que E' nV=[VNE,VhnE]JcF(EnV). Donc E' nV
opére sans point fixe sur K. D'aprés le lemme 1 du § 2, EnV opére sans point

fixe sur K, donc E est un groupe de Frobenius de complément En V.

Proposition 2.- Supposons que E, opérant sur Inv(H), 404t un groupe de
Frobenius. ALons La conclusion du théoreme D est viale.

Les &léments # | de K ne fixent aucune involution de H et |E| =|K||VnE|
car KcE (§ 2, lemme 1). Donc K est le noyau de Frobenius de E et K opére
réguliérement sur Inv(H). Puisque t inverse les €léments de K, K est un
groupe abélien. Pour ke K#, k n'a que 2 points fixes dans ) (chapitre II,

§ 4, prop. 2), donc Cw(k) cCH(k) cD, d'ol Cw(k) cE et Cw(k) =K. D'aprés le
théoréme de 1'appendice VI, on a W=Cw(1nv(H))Nw(K) ou bien W opére de ma-
niére 2-transitive sur Inv(H). Mais puisque Inv(H) cW, W est de 2-rang > 2
et W ne peut opérer de maniére 2-transitive sur Inv(H) d'aprés le résultat
de Hering (voir § 1), donc W=Cw(Inv(H))Nw(K). On a NW(K) cD car QK={H,Ht},
donc H=WD=CH(InV(H))D. La conclusion résulte alors du corollaire de la

prop. | du § 2.

Conollaine.- SL E'nVs=1o0usl pour tout X tel que 1#X4V , on a CK(X) =1,
alons La conclusion du théorneme D est vrale.

En effet, E opérant sur Inv(H) est alors un groupe de Frobenius, d'aprés
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le lemme | du § 2 si E'nV=1, et d'aprés la prop. | dans le deuxiéme cas.

§ 4.- STRUCTURE DE D

On raisonne désormais par 1l'absurde. On suppose que W est minimal tel que
W4 H et H=WD, mais que E=WnD# 1. Alors 1'hypothése (Dl) est satisfaite
et de plus, d'aprés le corollaire de la prop. | du § 2 et le corollaire de

la prop. 2 du § 3 :

(D2) Il existe X tel que 1#Xd Ve_tCK(X)#I, on a CV(K)=] et E'nV+HI.

Remarque : Si G est 1'un des groupes apparaissant dans la conclusion du
théoréme B, avec 02.(G) =1, alors V/CV(K) est cyclique, donc les hypothéses
CV(K) =1 et E'nV#1 sont contradictoires. On voit aussi que pour un tel G
les hypothéses (DI1), CV(K) =1 et il existe X tel que 1 #XcV et CK(X)#

sont contradictoires.

On considére dans la suite un diviseur premier p de |E :E'l et un sous-—

groupe P d'ordre p de VnE, qui existe d'aprés (D1).

Lemme 1.- a) 1L existe un sous-groupe A#1 de V tel que V=A X P et
9P _
[ (a)| =27 -1.
b) Poun tout sous-groupe B tel que 1 #BcA et P normalise B, on a
Ce(B) =C(a).
e) Ny(P) =C,(P) xP et D= <K>AAP,

d) P est un p-Sylow de D et E=E'XN P,

D'aprés (D1), P opére sans point fixe sur K. Soit X comme dans (D2).
D'aprés le lemme 3 du § 1, on a V =CV(K]) X P, ol K1 =NK(X) #1. Soit
A =CV(K1)' On a A#1 d'aprés (D2). Soit B un sous-groupe normalisé par P
tel que | #BcA. Puisque B centralise Kl # 1, on peut appliquer le lemme 3
du § 1 avec B a la place de X. On en déduit que ICK(B)| =2P -1, Cela prouve
a) et b).

D'aprés 1'appendice I, (5) c), ND(P) cV, donc ND(P) =CA(P)x P. Puisque
<K>4D et D=KV, on a <K>A <D et D= <K>AP. Puisque P opére sans point
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fixe sur K, p{’ |K| donc p* l <K>| (appendice I,(5)) donc | <K>A[p= ]Alp< |D|p,
donc P¢ <K>A d'oii D= <K>A X p,

Supposons que P ne soit pas un p-Sylow de D. D'aprés c) un p-Sylow de D
n'est pas cyclique. D'aprés la prop. 1 du § 2 (avec W=H), D est de p-contrdle
dans H. D'aprés c) et le lemme 1 du § 1, P¢OP(H), donc P¢OP(W). Comme

H=0p(w)D, la minimalité de W est contredite.

D'aprés c) il existe M tel que E=M X P, Si E'#M, |E:E'| aurait un di-
viseur premier q #p, et d'aprés (D1) il existerait un q-sous-groupe Q # 1 de
EnV qui opére sans point fixe sur K. Alors Q<A donc Q centralise CK(A) #£1

ce qui est absurde, d'od d).

Proposition 1.-  Soit m £'ensemble des divisewrs premiens r de |D| tels que
r#p e r{ |K|. Alons C,(P) est un m-s0us-groupe de Hall de D et K[A,PIP est
un complément nonmal de C A(P) dans D.

1) CA(P) est un sous-groupe de Hall de NH(P) et a un complément normal dans

N, (P).

Soit U un sous-groupe # 1 de CA(P). On a CK(U) #1 car Uc A, donc d'aprés
le chapitre II, § 4, prop. 3 b), NH(U x P) =02(CH(U xP)) X ND(U xP), c'est-ad-dire

d'aprés le lemme 1, c) et d)

() Ny (U) N (P) =00, (C,(UxB)) xPTA N () (V)

P
Cy¢
I1 suffit alors d'appliquer le corollaire du lemme 2 du § 1.

2) Si CA(P) #1, alors P n'est pas un p-Sylow de H.

Soit U un groupe de Sylow # | de CA(P). D'aprés 1), U est un groupe de
Sylow de NH(P) et NH(U)rwNH(P)c:CH(P). D'aprés 1'argument de Frattini,
NH(P) =CH(P)[NH(U) nNH(P)]CCH(P). Si P est un p-Sylow de H, W a un p-complément

normal d'aprés le théoréme de Burnside, et la minimalité de W est contredite.

3) Soit R un groupe de Sylow de C,(P). Alors |R| divise p-1.

D'aprés 1), il existe un p-Sylow P, de NH(P) qui est normalisé par R. On

1
peut supposer que R# 1, donc P ;Pl d'aprés 2). L'égalité (x) de 1) montre que
pour U tel que 1#UcR, on a CH(U)nPI =P, donc R opére sans point fixe sur

Pl/P.
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Le groupe NH(P) est un groupe de Bender propre de NG(P) (chapitre II, § 4,
prop. 1), NG(P) est 2-transitif sur QP (appendice II,(5)) et NG(P) est de
2-rang | car ]NK(P)| =|Inv NH<P)| =1. Si N est le noyau de 1'opération de
NG(P) sur QP’ il résulte alors de 1'appendice III,(5) que P]N/N est cycli-

que et, P étant un p-Sylow de D, P]/P est cyclique.

Puisque R opére sans point fixe sur le groupe QI(P]/P) d'ordre p, |R|
divise p-1.
Q)CA(P) est un T-groupe.

On sait que p{'|CA(P)| (lemme 1,d)). Soit d'autre part r un nombre pre-

mier tel que r | |A| et r | |K|. Soit R un r-Sylow de A normalisé par P. D'aprés

la décomposition de K en réunion d'orbites sous R, r divise {CK(R)|, donc
(lemme | b)), r divise 2P~ 1. 11 en résulte que 2 est d'ordre p dans (Z/r Z)*,
donc p<r-1 et d'aprés 3) r ne divise pas ]CA(P)].

5) CA(P) est un sous-groupe de Hall de D.

Soient re m et R un r-Sylow de A normalisé par P. D'aprés l'appendice I,
(5)a), | <K>| est premier a |RP|, et on peut appliquer le théoréme de 1'ap-
pendice VII a RP opérant sur <K>. D'aprés 4) et le lemme | c), |CD(P)]
est premier a |K|, donc a [ <K >|, et on a par conséquent C<K>(P) = 1. Donc

<K > est centralisé par [R,P]. D'aprés (D2) on a donc [R,P]=1 et R<:CA(P).

6) Conclusion.

D'aprés 5) et l'appendice I,(5) b), [A,P] est un complément normal de
CA(P) dans A. Alors <K >[A,P]P est un 7-complément normal dans D, et

<K>[A,P]=K[A,P] car <K> nVcOn.(A) =[A,P].

Proposition 2.- a) E=K[A,PIP, E' =K[A,P], E' nV=[A,P].

b) E' est un groupe nilpotent, est un sous-groupe de Hall
de G, et |E'| a Les mémes diviseurns premierns que |K|.

o) |K| =r22P - 1) o0l a est un entien > 1 ot r un diviseur
premien de 2P -1,

d) F(V) =E'nV et F(V) est wr r-Sylow de V.

a) Puisque E 4 D, d'aprés 1'argument de Frattini et le lemme 1 c), on a

D =END(P) =ECA(P). On a donc K[A,P]JPcE d'aprés la prop. l. D'aprés le

181



T. PETERFALVI

lemme 1 d), il en résulte que E =K[A,P]P, E' =K[A,P] et E' nV=[A,P].

b) D'aprés la prop. 1, CA(P) nE'=1, donc CE'(P) =1. D'aprés le théoréme de
Thompson sur le noyau des groupes de Frobenius, E' est nilpotent. Il résulte
de a) et de la prop. | que E' est un sous-groupe de Hall de D tel que |E'|
ait les mémes diviseurs premiers que |K|, et E' est de Hall dans G d'aprés

le chapitre II, §4, prop. 2d).

c) D'aprés (D2), E'nV#1. Soit r un diviseur premier de ]E' nV| et R le
r~Sylow de E' nV. D'aprés b), on a E' =S] ><S2 ol S] =0r(E'), SZ\=0r,(E') et

RCS]. Soit Ki=J(Si’t)' Puisque t normalise Si et KcE', on a K=K] XKZ.

D'aprés le lemme 1 b), on a ICK(R)l =2P-1. 0n a CK(R) =CK](R) ><K2, done
|K|/(2p -1) = |I(l |/[CK](R)| est une puissance de r. D'aprés 1l'hypothése

CV(K) =1, on a Z(S]) nV=1, donc l#Z(Sl) CCKI(R), donc r divise

ICK(R)I =2P - 1. Dlautre part, si |K|=2P -1, alors R centralise K, contraire-

ment 3 1'hypothése CV(K) =1. Donc |K|> 2Py,

d) Il résulte de la démonstration de c) que |E' nV[ a un seul diviseur pre-
mier r. Alors R=E'nV est un r-Sylow de V d'aprés b) et R < V donc RcF(V).
Soit Q tel que F(V) =RxQ. Puisque R=[A,P]1#1, P4V donc PnF(V) =1 et

QcA. Donc Q centralise CK(R) =CK(A). Puisque CS (R) =Z(R)CK (R) (appendice
1 1
(1)),Q centralise CS (R). D'aprés le lemme 4 de 1'appendice IV appliqué a
1

R xQ opérant sur Sl’ Q centralise Sl' Puisque Q centralise CK(R), il en ré-
sulte que Q centralise K, et on a donc Q=1 d'aprés 1l'hypothése CV(K) =1.
§ 5.- FIN DE LA DEMONSTRATION

On garde les notations p, P, A, r du § 4.
Proposition 1.- p=7.

Supposons que p =3 ou 5. Alors 2P - 1=7 ou 31 est premier et d'aprés le
§ 4, prop. 2 c), |K| =ra+] ol r est premier et a2 1. Soit U= <Inv(H) > .
1) On a UnE'"#1.

Supposons en effet que UnE' =1. D'aprés le § 4, prop. 2 b), E' est un
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r-Sylow de G donc U est un r'-groupe. Il existe alors un 2-Sylow S de U
normalisé par E'. Puisque KcE' opére transitivement sur Inv(H), il en ré-
sulte que Inv(H) < Z(S), donc U est abélien élémentaire et [Ul =2 pour un

a+l
+

b
entier b>=2. Comme [Inv(H)[ =lK|, on a alors 2 =r 1, donc

ra+] = - I(mod 4), donc a est pair. Mais alors (ra+] +1)/(r+1) est un nom-

. . . L. b . . .
bre entier impair qui divise 2, donc a=0, ce qui est impossible.

2) W=U.

D'aprés la proposition 2 b) du § 4, UnE' est un r-Sylow de U donc d'a-
prés 1l'argument de Frattini, H =UNH(Ur1E'). Si UnE' a 3 points fixes dans
Q , onaUnE'cV (chapitre II, § 4, prop. 2) et comme UnE' d D,
K==NK(U nNE'") =CK(Ur1E') (chapitre II, § 4, lemme 1). D'aprés 1'hypothése
CV(K) =1, ona UnE'=1, ce qui contredit 1). Donc UnE' n'a que 2 points
fixes dans ) et par conséquent NH(Uwa') cD. Donc H=UD. Comme |H/W| est

impair, on a UcW, et d'aprés la minimalité de W, U=W.

3) Conclusion.

Puisque KcE' cW, Inv(H) est une classe de conjugaison de W, et
|Inv(H)| =IK[ est puissance d'un nombre premier. On peut alors appliquer

le théoréme suivant de Burnside

Soit € une classe de confugaison d'un groupe find W# 1 tel que |€| s0it
puissance d'un nombre premien. Alons LL existe N < W tel que N#W et tel que
£'image de € dans W/N s0it contenue dans Z(W/N).

[Pour la démonstration, voir Isaacs, théoréme (3-9)].

Soit N W tel que N#W et tel que 1'image de Inv(H) dans W/N soit conte-
nue dans Z(W/N). D'aprés 2), W/N est alors un 2-groupe abélien élémentaire =1,
et comme les involutions de H sont conjuguées dans W, |W/N| =2 et Inv(H) nN=¢.

Il en résulte que W est de 2-rang 1, ce qui est absurde.

Dans la derniére partie de la démonstration, on montrera que NH(P) norma-
lise F(V). En appliquant 1'hypothése de récurrence a NG(F(V)), cela permettra
de voir que D est de p-contrdle dans H, contredisant la minimalité de W. Pour
voir que NH(P) normalise F(V), on construit un sous-groupe N de G, formé d'é-
léments fortement réels, tel que NH(P) normalise N et F(V) soit un sous-groupe

caractéristique de CH(N).
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Lemme 1.- Soit X un sous-ghoupe tel que PcXcV et NH(P) CNH(X). Alons X =P.

On a X=(XnA) X P. Supposons XnA# 1. Alors d'aprés le chapitre II, § 4,
= A 1
prop. 3, on a NH(X) OZ(CH(X)) ND(X). Puisque NH(P)c:NH(X), 02(CH(X))<:CH(P)
; & = ~ Yapré
et ND(P) cND(X), il en résulte que NH(P) OZ(CH(X)) ND(P). D'aprés le § 4
lemme 1, c) et d), P est donc un p-Sylow de H et NH(P) =CH(P). D'aprés le
théoréme de Burnside, W a un quotient d'ordre p, et la minimalité de W est

contredite.

On utilisera les propriétés suivantes des groupes PSL(2,q), Sz(q),

(q puissance de 2).
1°.- Si S est un 2-Sylow de PSL(2,q) ou Sz(q) et xe¢ S, on a x4 =1.

2°.- Soient u, v des involutions de L =PSL(2,q) (resp. L=Sz(q)) telles que
[u,v]# 1. Alors CL(uv) est un groupe cyclique d'ordre q+ | (resp.q+y2q+ 1)
dont les éléments sont inversés par u.

Proposition 2.- Soit u L'involution de CH(V) et A0t M={x¢ CG(ut) | xt=x_l}.

a) L'ondre £ de ut est 3 ou 5.
b) Pour xe M- {1}, on a QX=¢, (M[,|F(N) ) =1, et M est un groupe abélien.
c) NH(P) nowmalise M.

d) Of,(M) #1 et P opere sans point fixe surn Of,(M).

1
a) Soit F =O2 (CG(V)). Puisque V=A A P et CK(A) #1, d'aprés la prop. 3, § &
du chapitre II, FnH a un seul 2-Sylow S et S opére de maniére réguliére sur

Q- {4},

Soit FO =02'(CG(A)). D'aprés la prop. 3, § 4 du chapitre II, FO/Z(FO)
est isomorphe 3 1'un des groupes PSL(2,q), Sz(q) ou PSU(3,q). Ce dernier
cas est d'ailleurs exclu car, P ne centralisant pas A (§ 4, prop. 2), on a
ForWV =For1Ac:Z(FO), donc le fixateur .de 3 points de QA dans Foiz(Fo) est
réduit a 1l'identité. Si So est le 2-Sylow de CH(A), on a donc SO =1. Comme
FcFy, on a S(:SO. Donc S est un 2-groupe qui n'a qu'une involution, tel
que s%=1. Il en résulte que S est cyclique d'ordre 2 ou 4, ou quaternionien

d'ordre 8. Par conséquent, |QV] =|S| +1=3,50u 9.
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Soit Z le noyau de 1l'opération de F sur QV. D'aprés 1'appendice III,2),
F/Z==§:ﬁ((Fr1H)/Z) oﬁa est un f-groupe abélien élémentaire pour un nombre

premier f, et |Q| =[QV| donc £=3 ou 5.

D'aprés 1'appendice III,(4), on a ute Q dans F/Z, donc (ut)fe Z. Or t
centralise Z d'aprés le théoréme C, donc (ut)f est inversé par t et centra-

lisé par t, donc (ut)f =1, et ut est d'ordre f.

b) On a Qut==¢. En effet, si ute H] avec H e, alors ute J(Hl,t) et t¢ Hl

1
car H(u) #H(t). D'aprés le chapitre I, § 6, corollaire 1, ut est conjugué
3 un élément de K, donc f divise]< K>| . D'aprés le § 4, prop. 2 b) et c),

£ divise 2P -1, donc f=1(mod.p). Cela est impossible d'aprés a).

Si xeM-{1}, on a QX==@. En effet, si [QX|;22, il existe H oeQ tel
que t¢ H] et xe¢ H]. Alors xe¢ J(Hl,t) et d'aprés la prop. 2, § 4, du cha-
pitre II, |Qx| =2. On a donc lel < 2. Suppcsons que ]Qx| =1 ou 2. Alors ut
est un &lément d'ordre impair qui centralise x, donc doit laisser fixe le

point ou les 2 points de QX. Cela est absurde car Qut==¢.

Puisque t opére sur le groupe CG(ut) et C(t) nC(ut) cC(u) nC(t) cV, on
a CC(ut)(t) =V et, t étant d'ordre 2, |CG(ut)| est donc impair. D'aprés 1'ap-
pendice I,(5), appliqué a X==CG(ut), il suffit que (|M[,|F(V)|) =1 pour que
M soit un groupe abélien. Si (|M|,|F(V)|) #1, r divise |M| (§ 4, prop. 2,d)),
donc un r-Sylow de CG(ut) normalisé par t n'est pas centralisé par t, donc
M a un élément x d'ordre r. Mais D contient un r-Sylow de G (§ 4, prop. 2,b),

donc x a 2 points fixes, contrairement d ce qu'on a vu dans le paragraphe

précédent.

c) Précisons la structure de NG(P). D'aprés la prop. 1, § 4 du chapitre II,
NH(P) est un groupe de Bender propre de NG(P), qui est de 2-rang 1 car
INK(P)I = |Inv NH(P)[=|. Le noyau de 1'opération de NG(P) sur Q est P d'a-
prés le lemme 1, et NG(P) opére de maniére doublement transitive sur QP
d'aprés 1l'appendice II,(5). D'aprés l'appendice III,(2), il existe alors un
sous-groupe Q tel que PCQCNG(P) et NG(P)/P=Q/P><I NH(P)/P. Comme ut ¢ H, on
a u#t dans NG(P)/P et ut est d'ordre f. Donc Q/P est un f-groupe abélien
élémentaire dont les éléments sont inversés par u (appendice III, (2) et (4)).
On a donc NCQ(U) =P. On a f#p d'aprés a) et la prop. 1. Donc Q=P x J(Q,u)
et J(Q,u) =Q/P d'aprés 1l'appendice I,(5)b).

On a ute Q donc ute J(Q,u), d'ol J(Q,u) cM, et M étant un groupe abélien
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M est donc 1'ensemble des éléments de CG(J(Q,u)) inversés par u. Or,
J(Q,u) =Of(Q) est normal dans NG(P) et NH(P) centralise u car u est la seule
involution de NH(P). Puisque NH(P) normalise J(Q,u) et u, NH(P) normalise M.

d) On a vu dans a) que si FO=02'(CG(A)), L=FO/Z(FO) est isomorphe 3 PSL(2,q)
ou Sz(q), et on a q=1+ ICK(A)| =2P. soient T]/Z(FO) =CL(ut) et T=J(T],u).
Alors T]/Z(Fo) est cyclique d'ordre q*lou q% V2q +1 et ses éléments sont
inversés par u. Comme TI/Z(FO) est cyclique et Z(Fo) est central dans Tl’
T, est abélien, donc T est un sous-groupe. Puisque u inverse les éléments

1
= "o = =
de T]/Z(FO), on a CTI(u) Z(FO), d'ot T1 Z(Fo) xT et T T]/Z(FO). On va

montrer que Of,(T) cM et Of,(T) #1, ce qui prouvera que Of,(M) #1.
On a ute T et T est abélien, donc ut centralise Of.(T), donc Of.(T) cM.

Soit U=TnNG(P). Alors UP/P est un sous-groupe d'ordre impair de
NG(P)/P dont les éléments sont inversés par u, donc avec la notation de c),
UP/P cQ/P (appendice III,(4)), et UcJ(Q,u). On a vu dans c) que J(Q,u) est
un f-groupe abélien élémentaire, donc T é&tant cyclique, on a |U| =£f. On voit
que pour p>3 et q = 2P aucun des nombres qt 1, q+/2q+ 1 ne peut &tre &gal
a f=3ou 5. Donc U#T et par conséquent P¢ CG(T). Mais P normalise A et
centralise u et t, donc PcNG(T). Donc |NG(T)/CG(T)| est divisible par p et
p>f (prop. 1). Il en résulte que T n'est pas un f-groupe cyclique, d'oi
0p0 (T) £1.

Les éléments de CM(P) sont des &léments d'ordre impair de NG(P) inversés
par u, donc comme ci-dessus, CM(P) < J(Q,u), donc CM(P) est un f-groupe et P

opére sans point fixe sur Of,(M).

Proposition 3.- NH(P) CNH(F(V)).

Soit N=Of,(M). D'aprés la prop. 2 c), NH(P) normalise N, et il suffit de

montrer que F(V) est un sous-groupe caractéristique de CH(N).

Puisque CC(ut)(t) =V et M=J(C(ut),t), V normalise M donc F(V) normalise
N et le groupe F(V) X P opére sur N. De plus P opére sans point fixe sur N et
sur F(V) et (|N|,|F(V)|) =1 (prop. 2 d) et b) et § 4, prop. | et 2). D'aprés
le théoréme de 1'appendice VII, N est centralisé par [F(V),P] =F(V). Donc
F(V) c CH(N) .

Supposons que CH(N) n'ait qu'un ou deux points fixes dans (. D'aprés
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la prop. 2 d), N#1 et si x¢ N#, x est d'ordre impair et centralise CH(N)
donc fixe le ou les points fixes de CH(N)’ ce qui contredit la prop. 2 b).

Donc CH(N) fixe au poins 3 points de .

D'aprés le chapitre II, § 4, prop. 2, il existe donc g€ G tel que
F(V) CCH(N)tzvg. D'aprés le § 4, prop. 2, F(V) est le seul r-Sylow de V, donc
le seul r-Sylow de Vg, d'ol F(V) =Or(CH(N))'

Contradiction finale.- D'aprés la prop. 3, NH(P) CNH(PF(V)), ce qui contredit

le lemme 1.
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CHAPITRE IV

LES GROUPES QUI OPERENT DE MANIERE

DOUBLEMENT TRANSITIVE SUR LEURS INVOLUTIONS

§ 1.- UNE PROPOSITION DE WAGNER

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoréme suivant, qui a &été

utilisé dans la démonstration du théoréme D :

THEOREME E.- Soit G un groupe d'ordre pairn qui opere de manigre doublement
transitive surn Inv(G), par confugaison. ALons G est de Z-rang 1.

Ce théoréme a été démontré par C. Hering (Archiv der Math. 22, 1971,
p. 456). La démonstration se base sur une proposition de A. Wagner (On col-
lineation groups of projective spaces I, Math. Z. 76, 1961, p. 411) et sur
un résultat de J.L. Alperin, annoncé dans "Sylow 2-subgroups of rank 3"

(Finite groups 72, North Holland Publishing Company) .

A. Wagner a étudié les groupes de collinéations doublement transitifs

sur les points d'un espace projectif, et a en particulier démontré :

Proposition. - Soit V un espace vectoriel de dimension n=3 sur F,. Soit G
un sous-groupe de GL(V) qui opére de maniére doubfement transitive sun
v-{0}. Soit U un sous-espace de dimension 3 de V. Alons NG(U)/CG(U) est
Lsomonphe d Aut(U).

Pour XcV, on note NG(X) ou Gy le sous-groupe des éléments de G qui
laissent X invariant, CG(X) le sous—-groupe des éléments de G qui laissent

chaque point de X invariant, et on notera G =NG(X)/CG(X) que 1l'on identifie

X
3 un groupe de permutations de X.
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Lemme 1.- Sad\/w1MpMM\MQWLmﬁdedmumwnnZZéWLEé,N=|ﬂ—l,
ViseeeaVy Les points de V- {0}, Hp,ooo Hy Les hupenplans de v. ALorns La

. L _ - A - . o
matriice d'incidence A (aij)lsi,jSN’ dégindie par a5 1 8L v, € Hj’ 3 0

sdnon, est Anversdible

Soit A.tA= (bij)' D'aprés la définition de A, bij est le nombre des hy-

perplans H de V tels que vieH et vJ. e H. Donc :

n-1 _ ,n=2 c g
bii—oc—Z -1 et bij—B—Z 1 pour j# 1i.

On voit alors que (det A)2 =det(bij) = (OL—B)N_][oM (N-1)Bl#0, donc det A#0.

Lemme 2.- Soit V un espace vectorniel de dimension = 7 sun F, . Soit G un

sous-groupe de GL(V) .

a) Le caractere de G consdidéné comme groupe de peumutations de V- {0} est
égal au caractérne de G consdidéné comme groupe de permutations de L£'ensemble
des hyperplans de V.

b) Le nombre d'orbites de G sun vV -{0} est gal au nombre d'onbites de G sur
L'ensemble des hypenplans de V.

Gardons les notations du lemme 1. Soit ge G. Soit P(g) la matrice de per-
mutation de g opérant sur V- {0} : P(g) = (pij)]Si,jSN’ pij =1 si g(vi) =Vj,
p.. =0 sinon. Soit Q(g) la matrice de permutation de g opérant sur 1'ensem-—

ij
ble des hyperplans de V, définie de maniére analogue. On a

(P(g) .A)ik=ajk avec j tel que g(v.) =v,
(A . Q(g))ik=ai2 avec ¢ tel que g(H,Q,) =Hk
et ajk=] <==> Vjer <==> v].-eHQ <==> ai2=l.

Donc P(g) .A=A.Q(g) et d'aprés le lemme 1, Q(g)=A_]P(g)A, d'ot
Tr Q(g) =Tr P(g) . Cela démontre a).

b) se déduit de a) car si G est un groupe de permutations de caractére y, on

sait que le nombre d'orbites de G est [X,IG] =/16Dd Y x(8).
geG

Lemme 3.- Soit G un groupe ini opérant transitivement sun deux ensembles
finis A et B. S{ |A] et |B| sont premiens entre eux et 44 ac A, G, opere
thansitivement sut B.
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C'est une autre formulation de Huppert, chapitre I, lemme 2-13.

Démonstration de la proposition.- On suppose que les hypothéses de la propo-

sition sont satisfaites. Soit X =<a,b> un sous-espace de dimension 2 de U.
k . .
on note U™ 1'ensemble des sous—espaces de V de dimension k, U’E (resp. ﬁ';)

1l'ensemble des éléments de l7k qui contiennent a (resp. X), % = %}n-l’

-n-1 =1
w0, -0, B -0

1) Ga opére transitivement sur i%a et surﬂg —(ﬁza :

Par hypothése, G, a deux orbites sur V- {0}, donc deux orbites sur 7

d'aprés le lemme 2.

2) Ga,X opére transitivement sur - ﬁja :

D'aprés la double transitivité de G, Ga opére transitivement sur L?i. On
a Iiyil =1 - 1. D'aprés 1), Ga opére transitivement sur /& - ﬂ?a et
|7 - ﬁ28| = (2= oy =07l D'aprés le lemme 3, il en résulte que
Ga,X opére transitivement sur & - ﬂ;a.
3) Ga,b opére transitivement sur ﬁ@arw(ﬂé - ﬁ;x)

Soient H],H2 € Jﬁar\(ﬁﬁ - ﬁ?x). Alors b¢ H] et b¢ H2. D'aprés 2) il existe
ge Gb,X tel que g(H|) =H2. Comme g(H] n X) =H20X et H]nX=H2nX= <a>,

g laisse fixe a, donc ge Ga,b'

4) Le nombre d'orbites de G, 4 sur D”i est égal au nombre d'orbites de G,

2 ,b
sur Y}a—{X}

,b

Le nombre d'orbites de G sur UV3
a,b X

le nombre d'orbites de Ga b Sur ﬂZX (lemme 2b) appliqué 3 V/X)

’
le nombre d'orbites de Ga p Sur ﬂ%a moins 1 (d'aprés 3))
’

le nombre d'orbites de Ga p Sur Lfi moins 1 (lemme 2 b) appliqué a3 V/ <a>)
b

c s 2
5) G opére transitivement sur 1'ensemble des Y et?a-{x} tels que YcU :

a,b,U
Y +> Y +X est une application de 1}2-{X} sur (}i. De plus, si Y, et

Y2 e?fi-—{x} sont dans la méme orbite sous G il en est de méme de Y1 +X

a,b’
et Y, +X. D'aprés 4), il en résulte que, réciproquement, si Y, +X et Y, +X
sont dans la méme orbite sous Ga b? il en est de méme de Yl et Y2.

k4
En particulier, si YI,YZE %*i-{x} sont tels que Y1 cy, Y2<:U, on a
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Y1 +X=Y2+X=U, donc il existe ge Ga,b tel que g(Yl) =Y2. Comme

g(Y1 +X) =Y2+X, on a ge Ga,b,U'

6) Conclusion :

Soit (a,b,c) une base de U. D'aprés 5), il existe ge Ga b.U tel que
’ b

g(<a,c>)=<a,c+b>, donc g(c) =c+b ou g(c) =a+c+b.

Donc, pour tout sous-espace X de dimension 2 de U, et pour tout ae X- {0},
EU contient 1'une des deux transvections d'hyperplan X et de vecteur diffé-

rent de O et de a. Ceci étant vrai pour tout ae X- {0}, EU contient au moins
deux transvections non triviales d'hyperplan X, donc les 3 transvections non

triviales d'hyperplan X.

Donc G, contient toutes les transvections. Comme GL(U) est engendré par

U
les transvections, on a G_=GL(U).

U
Remarque : Plus généralement, si V est un espace vectoriel de dimension n> 3
sur un corps fini, si G est un groupe de collinéations opérant de maniére
doublement transitive sur 1'espace projectif (°(V) et si U est un sous—espace
de dimension 3 de V, G induit un groupe de collinéations de 0 (U) qui contient
PSL(U). On s'est 1limité ici au cas ol le corps est T, pour simplifier 1'étape

6) de la démonstration.

Par contre, la proposition ne se généralise pas au cas ol U est supposé
de dimension 4. Il existe en effet un sous-groupe de GL(4, Eé) qui opére de

. s - 4 . . R
maniére doublement transitive sur Fz - {0} et qui est isomorphe & 057.

§ 2.- REDUCTION A UN CAS PARTICULIER

Proposition.- Supposons qu'il existe un groupe de 2-rang > 2 qui opére de
manithe doublement thansitive sur ses Lnvolutions. 1L existe alors un groupe
G et un sous-ghoupe nomal V de G tels que :

a) V est abélien élémentaire d'ondre § ot Inv(G) =V7
b) Co (V) est un Z-groupe .

el 6/e ) 2 Aut (V).

On supposera dans ce paragraphe :
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(E1) G est un groupe fini de 2-rang = 2 qui opére de maniére doublement tran-

sitive sur ses involutions

(E2) Tout groupe d'ordre pair < |G| qui opére de maniére doublement transitive

sur ses involutions est de 2-rang 1.

1) Les involutions de Gengendrent un sous-groupe normal abélien élémentaire VdeG :

D'aprés 1'hypothése, il existe deux involutions distinctes de G qui commu-
tent. D'aprés la double transitivité de G, les involutions de G commutent deux

3 deux. Donc V=1Inv(G) u{l} est un sous-groupe abélien élémentaire normal de G.

2) Soit X un sous-groupe d'ordre impair de G. Alors NV(X) =CV(X)

En effet, [NV(X),XJCVnX= 1.

3) Soit U un sous-groupe d'ordre 4 de V. Alors CG(U) est un 2-groupe :

Soit P un p-Sylow de CG(U) pour un nombre premier p # 2. En considérant
G comme un groupe opérant sur Inv(G), P est un p-Sylow du fixateur de deux
points. D'aprés 1'appendice II,(5), NG(P) opére donc de maniére doublement
transitive sur C(P)r\Vﬁ{ D'apréds 1) et 2), il en résulte que NG(P) (donc
aussi NG(P)/P) opére de maniére doublement transitive sur ses involutions.
De plus, U<:NG(P), donc NG(P)/P est de 2-rang > 2. D'aprés (E2) il en ré-
sulte que |NG(P)/P| = |G|, donc P=1.

4) Le cas ol |V| =4 :

Dans ce cas, [V#|= 3 et G/CG(V):;JB. Si X est un 3-Sylow de G, on a donc
XCG(V) 4 G et CV(X) =1. D'aprés 1l'argument de Frattini, G==CG(V)NG(X). Comme
|G/CG(V)| est pair, |NG(X)| est pair, donc NV(X) #1. D'aprés 2), CV(X) #1,

ce qui est absurde.

5) Le cas ol |V| >8 :

Soit U un sous-groupe d'ordre 8 de V. D'aprés la proposition du § 1,

NG(U)/CG(U) :Aut(U). D'aprés 3), il suffit donc de montrer que U=V,
i
Si K= Fg, le groupe des applications X+ A X2 (0N K*, 0<ix<2) est

un groupe de Frobenius d'ordre 7 x 3. Donc NG(U)/CG(U) contient un groupe de
Frobenius FI/CG(U) d'ordre 7 x 3. Comme CG(U) est un 2-groupe, CG(U) a un
complément F dans Fl d'aprés le théoréme de Zassenhaus. Soit F=S X X,

S| =7, |X| =3. D'aprés 3) on a |C,(X)| <2 et |C,(S)|<2. Comme IU# =7,
A v
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CU(X) # 1 donc ]CV(X)[ =’CU(X)| =2, Puisque X normalise CV(S) et |CV(S)|5 2,
X centralise CV(S), donc :

CV(S) c CV(X) cU.

D'aprés le théoréme de 1'appendice VII, V est engendré par CV(S) et les

CV(XS) pour s€ S, donc V=U.

§ 3.- LE CAS OU CG(V) EST ABELIEN

Pour démontrer le théoréme E, il reste a montrer qu'il n'existe pas de
groupe G qui satisfasse les conditions de la proposition du § 2. Il suffit

de montrer :

Proposition 1.-Sodient G un ghoupe fini et V< G tels que :
a) Vv est abélien élémentainre d'ondre §

b) c=c (W) est un 2-groupe et Inv(C) =V

) G/C=Aut(v).

12 existe alons wne Lnvolution appartenant a G-C et C est abélien.

J.L. Alperin aen fait déterminé les groupes G qui satisfont les hypothéses
de cette proposition. Ces hypoth&ses lui &taient suggérées par 1'étude des

groupes simples de 2-rang 3.
Dans ce paragraphe, nous démontrerons

Proposition 2.- Supposons qu'on alt Les hypotheses de La proposition 1 et
de plus que C s0it abilien. 1L existe alons une Lnvolution appartenant @ G-C.

Si C est d'exposant 2“, C est abélien de type (2“,2“,2“) car sinon
-1
)

1#£C g V et G/C ne pourrait opérer transitivement sur V;ﬁ contrairement

3 1'hypothése c). Dans la suite de la démonstration, on suppose que Inv(G) =v*

et que la proposition 2 est vraie pour les groupes d'ordre < |G]|.

1) Pour x€ G, on note x+1 1'endomorphisme c r—,cxc de C. Soit xe G-C tel que

2 -
x €C. Pour tout ceC, on a (xc)2=x2cXc#l donc xzélm(x+1).
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n-k
2) Posons Ck=C2 (0<k<n). Si n22, 1'application xn——«»xz induit un iso-

morphisme de G/C-modules : CZ/CI > €, =V. Donc G/V vérifie encore les hypo-
théses de la proposition 2. D'aprés 1'hypoth&se de récurrence, il existe

#

xe G-C tel que xze V", Ceci est aussi vrai si n=1. Puisque G/C:GL(3, IFZ)

a une seule classe d'involutions, pour tout xe G-C tel que xze C il existe
ceC tel que (xc)zeV#.
3) Soit (vl,vz,v3) une base de V sur ]Fz. Pour toute matrice inversible

()

a coefficients dans F il existe xe¢ G tel que :

*1j71<i,§<3 2

x 3 o
vi= I v.") (1<js<3).

2 X 2
On a 826 C et t eC. D'aprés 2) on peut supposer que sze V#. Comme s est un
. . 2 5
point fixe de s dans V#, on a s € <V ,v,> et d'aprés 1) szé <V, En rem-
plagant éventuellement s par sv4, on peut donc supposer que :

(3.1) s =v,

. 2 .
4) Soient a=st et b=a". Alors a et b correspondent respectivement aux ma-

trices :

1 1 0 1 0 1
a: |0 1 1 b: [0 1 0
0 0 1 Lo 0 1|

Posons ¢, =b2. Onac,eC” Soit m21 tel que ¢, soit d'ordre 2". Puisque

1 1

m~1
# ..
c% est un élément de V qui est centralisé par a, on a :
m-1
(4.1) c2 =v

1

Supposons m= 1.Alors b2=c:1 =v, e Im(b+ 1), ce qui contredit 1). Donc

(4.2) m>2.
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5) Soit u=cTc1. Dans G/C, §2=Ez=l et a centralise ¢ =34, donc
S 2 =u ut=cStct=cc u= (c ct)t= tc =ut
S S U 11" %1% 117 7414
2 2k
Supposons u# 1. Il existe k>0 tel que u~ e€V’. Comme u  est un &lément de
k

V centralisé par s et par t, on a u2 e Ker(s +1) nKer(t +1)nVs= <V > donc
k
u2 =V Mais u=cTcl € Im(s + 1) ,donc v, € Im(s +1). Comme sz=v1, cela contre-

dit 1), donc u=1 et

s t -1
(5.1) cp=c/=¢

m-1
. s 2 2 oz
€ cm tel que cg =vy et soit Cy =CaCye En Eélevant cette égalité

m-1

6) Soit ¢y

5 . m-1 . _ _
3 la puissance 2 on voit que ¢, =v,, donc C = <c ;>x<c,>x<cy>. Ona
s s

S s _ .. < A
<, (c3c3) =caCy=c,. Ainsi s opére sur Cm selon les formules :

s_ -1 s s _ -1
(6.1) c,=c, , c C3=CyCy -

Pour un endomorphisme u de C, posons ImC (u) =Im(ulC ) et KerC (u) =Ker(u]C ).
m m

D'aprés (6.1), on a : m m

WV, >

(6.2) ImC (s +1) = <c, > et KerC (s-1)=<c 1

2
m m

2

7) Puisque G/C a une seule classe d'involutions, il résulte de (6.2) que si

X est une involution de G/C :

(7.1) ImC (x + 1) est cyclique d'ordre Zm,oKerC (§— 1) est de type (2m,2)
m m

et ImC (;:+I)CKerC x-1).

m m
En particulier, puisque cb=c et vb=v on a Ker,, (b-1)=<c,,v, >
> 1 1 2 2° Cm 12727
et ImC (b+1) est un sous—-groupe cyclique d'ordre 2" de <CpaVy >, donc

m

ImC (B+‘1)=<c]> ou <c v, >.
m

Mais d'aprés 1) b2=cl ¢ Im(b +1), donc
(7.2) Im, (b+1)=<c,v,>.

172
m

8) Pour compléter la description de 1'opération de <s,t > sur Cm’ on doit
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m-1
considérer c'z: et cg. Posons d=c;c2. Alors d =v§v2 =V donc il existe
des entiers kl’ kZ’ k3 définis modulo Zm_l tels que :
2k . +1 2k 2k
d=c 1 3
1 €2 €3

Remarquons que toutes les relations de 5), 6), 7) restent valables si on rem-
2k, +1
1 1

cement, on peut donc supposer k, =0. Puisque deIm, (t+1), on a
1 CIII

place c¢, par ¢ (on n'utilisera plus la relation b2=c1). Aprés ce rempla-

Im, (t +1) = <d> d'aprés (7.1). Il existe donc un entier k tel que c§=c;1dk.
m
Ainsi :
2k, 2k
t -l t -1k B 2 3
(8.1) c,=c, d, Cy=cy d-, d-clc:2 Cq .

9) On écrit les relations entre k, k2’ k3 déduites de Ez =1, de

b - b -
CyCy € ImC (b+1)= < cy vy > et de cycq€ Imc (b+1)= e vy >
oo t t .t t m
On a d'abord d = (c2c2) =c2c2=d ou :
'l(c C2k2—lc2k3)2k2( kCZka Zkk3-1)2k3= c2k2 2k3
€1 %1% 3 €12 ©3 €1°2 ©3

En identifiant les exposants de c, dans les deux membres, on a

1

~1+2k, +2kk, = | (mod 2™ ou :

2 37
- m-1
(9.1) k2+kk3-l =0 (mod 2 ).
. . b
Ensuite, les relations (5.1), (6.1), (8.1) permettent de calculer c,C, et
bc On trouve que c,C =cxch2cX3 t cbc =cylcy2cy3 ol :
€3¢3° que C9Cp =€y €y C3 €L €3037C) Cy &4 ;

Xy =2k2+2k3(l -k)
2
X, = (2k2- 1) +2k3(2k2- 1 —2kk2) +1

yl=-k+(l—k)(2k2+2k3—2kk +1)

3

Yy = (2k2 -1- 2kk2) (2k2 + 2k, - Zkk3)

3

Comme cbc € <cyv, > mais X, est pair, on a x, = 0 (mod Zm). De plus, d'aprés

272 1 2
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(9.1) on a 2kky = 2(1-k,) (mod 2™, d'od :

2 _ m
(Zkz—l) +2k3(2k2—])+4(k2—1)k2 +1 =0 (mod 2)

ou 2(2k2-1)2+2k3(2k2—1) =0 (mod 2™, donc

_ m-1
(9.2) k3 =1 —Zk2 (mod 2 )

On a v, =1-2k=1 (mod 2). Comme cgc3e <V, > il en résulte que
_ ,m-1

vy = 2 (mod Zm), donc puisque m=22 :

(9.3) ky ey~ ey = 2"2 (mod 2"y

Mais d'aprés (9.1) et (9.2), on a :

_ _ _ - m-1
k2+k3—kk3:k2+(1 2k2)+(k2 1) =0 (mod 2 )

Donc (9.3) est impossible et on a la contradiction voulue.

§ 4.- LE CAS OU CG(V) N'EST PAS ABELIEN

Pour finir la démonstration de la proposition 1 du § 3, il reste a démon-
trer que si G satisfait les hypothé&ses de cette proposition, alors C =CG(V)
est abélien. Supposons donc que G soit un groupe qui satisfasse les hypothéses
de la proposition ! du § 3, mais que C ne soit pas abélien. Alors un sous-
groupe d'ordre 7 de G opére réguliérement sur V#=Inv(C), donc C est un

2-groupe de Suzuki avec QI(C) =V.

On sait que G/C = Aut (V) SGL(3, ]FZ) est un groupe simple, et
CG(C) CCG(V) =C donc Aut(C) n'est pas résoluble.

D'aprés la proposition 1 de 1'appendice VIII, C n'est donc pas un 2-groupe
de Suzuki de type A(3,¢) (rappelons que pour un 2-groupe de Suzuki de type

A(n,$), ¢ est un automorphisme d'ordre impair #1 de T n)' D'aprés la struc-—
2
ture des 2-groupes de Suzuki, C/V est alors un Ez—espace vectoriel de dimen-

sion 6. De plus G/C :GL(B, Eé) opére naturellement sur C/V.

Si C/V avait un sous—infG/C]-module de dimension 1 sur Fz, il exis-
. = A . 2 # .
terait xe C-V tel que xe C/V soit invariant par G/C. Alors x €V serait

invariant par G/C’;Auc(V), ce qui est absurde.
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D'aprés 1'appendice IX, toute Fz—représentation irréductible de GL(3, FZ)
est de degré 1, 3 ou 8. Il en résulte que C/V a un sous-— FZ[G/C]—module simple

de dimension 3 sur Fz.

Soit Cl/V un tel sous-module. Alors C, est un 2-groupe de type A(3,9) ol

¢ est d'ordre impair. Comme CG(CI) CCG(V) =lC et G/(I:GL(3, Fz), Aut(Cl) n'est
pas résoluble. D'aprés la proposition 1 de l'appendice VIII, on a donc ¢=1.
D'aprés la description des 2-groupes de Suzuki, il en résulte que C est de
type B(3,1,€) ou C(3,e), et Aut(C) n'est pas résoluble. De plus, dans le
deuxi&me cas, G/C laisse stable Cl qui est le sous-groupe noté Pl dans la
proposition 4 de 1'appendice VIII. Cela n'est pas possible d'apré&s les propo-

sitions 3 et 4 de 1'appendice VIII.
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APPENDICE I

LEMMES SUR L'OPERATION D'UN ELEMENT

D'ORDRE d DANS UN GROUPE

Hypoth&ses : M est un groupe fini, d un nombre premier, t un &lément d'ordre
d de M, X un d'-sous-groupe de M normalisé par t. On pose V==CX(t) et
K={[t,x]/xe X}.

(1) a) On a |tX] =|K| =|X:V]|.

t - .
b) Supposons d =2. Alors K={x¢e X/x =x l} et l'application

(x,y) —>xy (resp. (X,y)—yx) est une bijection de VxK sur X.
Soit p un nombre premier.

(2) 11 existe un p-Sylow de X normalisé par t, deux p-Sylow de X normalisés
par t sont conjugués par un élément de V, et tout p-sous—groupe de X nor-

malisé par t est contenu dans un p-Sylow de X normalisé par t.

(3) Soit Y un d'-sous-groupe de M.

a) Si P est un p-Sylow de M " normalisé par t, on a ]CP(t)l =]CY(t)]p.
ue<t>
b) Si P est un p-Sylow de Y normalisé par t, on a ItP| =|tY|

c) Soit P un p-sous-groupe de Y normalisé par t tel que ]tP|2 ]tY]p.
Alors P est contenu dans un p-Sylow de Y normalisé par t et on a
P Y u

ler]=[e7] et | N Y| =]y| .
P e <t> P p

d) Les conditions suivantes sont &quivalentes : (i) | N Y

ue<t>
(ii) Y a un p-Sylow normalisé par t. (iii) Il existe un p-sous-groupe P de Y

u
=Yl .
[p I IP

normalisé par t tel que |tP|2 |tY[p.
(4) V et t normalisent K, <K><X, X=<K>V, K={[t,x]/xe <K>} et
| <K>] =|K|].]Vn <K>]|.

(5) Supposons X résoluble. Alors :

199



T. PETERFALVI

a) | <K>| et |K| ont les mémes diviseurs premiers.

b) Si (|K|,|F(V)|) =1, alors K est un sous-groupe de X, complément normal
de V.

c) Soit U un p-sous-groupe de V. Si CK(U) =1, alors NX(U) cV. Si U opére
sans point fixe sur K (c'est-a-dire K £k pour ue U~ {1} et ke K-{1}), alors

U est cyclique ou quaternionien généralisé.

d) Soient E < X et P un p-Sylow de E tel que PcV et CK(P) =1. Alors
Kc[E,E] et EC=E.

Démonstrations :

X . . -1 .. .
(1) On a It l =|X: V| et l'application u+—>t u est une bijection de tX sur
K, d'oli a). Supposons d=2.Soit K, ={xeX| xt=x_l}. On vérifie que KcK,.

. _ 2 ! _
Soient X 5%y € V et YisYy€ K1 tels que XY =XyYy- Alors Yy —((xlyl) ) (lel) =

-1 2 . . .
((xzyz)t) (x2y2) =Yy donc |X| étant impair, Y =y2,d'oﬁ x, =x,. L'applica-

1 2
tion (x,y) > xy de VXK] dans X est donc injective. D'aprés a) on a donc
K=K, et 1'application est aussi surjective. On procéde de méme pour 1'autre

application.

(2) Le nombre des p-Sylow de X est premier & d, donc il existe un p-Sylow de
X normalisé par t. Soient P et Q deux p-Sylow de X normalisés par t, et xe X
tel que QX=P,‘ t et £ appartiennent 3 N(P)n (X<t >) =NX(P) <t>. D'aprés

ye <t>.On a

le théoréme de Sylow, il existe donc ye NX(P) tel que £*
[ xy,t]Je <t>nX=1, donc xyeV et Qxy=P. Soit enfin P maximal parmi les
p-sous-groupes de X normalisés par t. Il existe un p-Sylow de NX(P) norma-

lisé par t, donc P est un p-Sylow de NX(P), donc de X.

(3) a) Soit Q un p-Sylow de CY(t) tel que CP(t) cQ.O0naQc/M Y" donc Q
ue<t>
est contenu dans un p-Sylow P' de M Y" normalisé par t. Il existe ze C(t)
ue<t>
tel que P' =p%. On a donc ]CP, (t)] = | (Cp(t))zl = |CP(1;) | .Puisque CP(t) cQc CP' (t),

il en résulte que CP(t) =Q et ICP(t)] = ICY(t)|p.

b) On a |P| = |Y|p=|tP|[CP(t)| et |Y| =|tY||CY(t)]. Or P est un p-Sylow

de M Yu, donc d'aprés a) |CP(t)| = |CY(t)| . I1 résulte alors des égalités
ue<t> P

. P Y

ci-dessus que [t | =]t |p.
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c) On a Pc Y YY donc P est contenu dans un p-Sylow Q de a ¥ nor-
ue<t> ue<t>

P
malisé par t. Par hypothése, |tY|Ps [t | < [tQ[, d'oll |Y|P= ]tY|p|CY(t)|ps

< |tQ||CY(t)|P. Dlapres a), on a |3 |cy(e)| =[] [c (0= |al, done
IY[ps |Q]. Donc Q est un p-Sylow de Y et les inégalit&s ci-dessus sont des

égalités.

d) (1) => (ii) d'aprés (2), (ii) ==> (iii) d'aprés b), (iii) => (i)

d'aprés c).

(4) 11 est clair que V et t normalisent K. On a <K>< X d'aprés 1'identité
-1

[t,x]y,=[t,y] [t,xy] (x,yeX) ; t centralise X/ <K> et X est un d'-groupe

d'ott X= <K>V. Soit K1={[t,x]/xe <K>}. D'aprés (1)a),

|< K>|={K/[|Vn <K>|, donc [X] =| <K>[[V[/|Vn<K>]|=|K[]V], d'ot

|K1[=[K|. Comme K, cK, on a K, =K.

1 1

(5) a) Soit p un nombre premier. Si p|[K|, alors p]|< K> [ d'aprés (4).
Réciproquement, supposons que p*|K|. D'aprés le théoréme de Hall, le nombre

des p'-groupes de Hall de X est # O et premier 3 d. Il existe donc un p'-groupe
de Hall R de X tel que RE =R. Pour montrer que p{|<K>|, il suffit de mon-
trer que KcR. Soit K ={[t,x]/xeR}. D'aprés (1), |R| = |Rn V| ‘IKlla donc
]x|p|an|.|K1| = |X| =|v].|K|. Mais |X|_|RnV| divise |V| car pf|K|, et on

a K cK. Il en résulte que [v] = ]X]p[RnV| et [K][ =|K|, d'ow K=K cR.

b) D'aprés a), (| <K>|,|F(V)])=1, donc [Vn <K>,F(V)]c <K> nF(V) =1.
D'aprés le théoréme de Fitting, Vn <K> cF(V), d'oda Vn <K> =1. D'aprés
(4), on a donc <K> =K et X=KV.

c) Supposons CK(U) =1: D'aprés a) et la décomposition de K en réunion d'or-
bites sousU, <K> est un p'-groupe. On a donc [NK(U),U] cUn< K > =1, donc
NK(U) =CK(U) =1, et pour x¢ NX(U), [t,x]e NX(U) nK=1, ce qui prouve que t cen-
tralise NX(U).

Supposons que U opére sans point fixe sur K et que U#1. Alors <K> est
un p'-groupe comme ci-dessus. Soit q un diviseur premier de |K| et Q un
q-Sylow de <K > normalisé par U. Alors Q n'est pas inclus dans V car

| <K>| =|K

. <K>nvV

. Donc NQ(Vr1Q) 2 VnQ. D'aprés la premiére asser-
tion de c¢), pour ue ¥ on a CX(u)<:V, donc U opére sans point fixe sur
NQ(VrWQ)/(V nQ). Cela prouve que U est cyclique ou quaternionien généralisé

[{Huppert, chapitre V, th. 8.71].
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d) D'aprés 1l'argument de Frattini, X=ENX(P). D'aprés c) NX(P)CV, donc
t centralise X/E, donc KcE. Puisque t centralise X/ <K> et <K> cE, on
a EY=E. D'aprés (4), K={[t,x]/x€E} et on a [E,E]JP < E car E/TE,E] est
abélien. En répétant l'argument ci-dessus avec E & la place de X et [E,E]P

a la place de E, on voit que t centralise E/[E,E], donc K< [E,E].
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APPENDICE II

LEMMES DE DOUBLE TRANSITIVITE

Hypothéses : X est un groupe fini opérant sur un ensemble fini E, p est un
nombre premier, a, b sont des éléments distincts de E, H==Xa, D==Xar1Xb.

Pour Yc X, on note E, 1'ensemble des points fixes de Y dans E.

Y

(1) Soit P un p-sous-groupe de X tel que E_={a,b}. Il existe alors un

P
p-Sylow Q de H tel que PcQ et EQ=={a,b}. Si de plus p>2, alors Q est un

p-Sylow de X.

(2) Supposons que {a,b} soit l'ensemble des points fixes d'un p-sous—groupe
de X et qu'il existe xe X tel que b =a®. Il existe alors un &lément de X

qui échange a et b.

(3) Supposons que pour tout c € E-{a}, {a,c} soit 1'ensemble des points fixes
d'un p-sous-groupe de X, et que X ne laisse pas a fixe. Alors X opére de ma-

niére 2-transitive sur E.

(4) Si IEIZ 3 et si toute partie de cardinal 2 de E est 1'ensemble des points
fixes d'au moins un p-sous-groupe de X, alors X opére de manidre 2-transitive

sur E.

Pour (5), (6), (7), on suppose de plus que X opére de manidre 2-transitive sur E.
(5) Si P est un p-Sylow de D, alors NX(P) est 2-transitif sur EP.

(6) Soit P un élément maximal de 1'ensemble des p-sous-groupes de H qui fi-
xent au moins 3 points. Alors P est maximal dans 1'ensemble des p-sous-groupes

de X qui fixent au moins 3 points, et NX(P) est 2-transitif sur EP.

(7) On suppose que D a un complément normal Q dans H. Si Y est un sous-groupe
de D qui fixe au moins 3 points de E, CQ(Y) opére de maniére réguliére sur

EY-{a}, CH(Y) =CQ(Y) o] CD(Y) et CX(Y) opére de manidére 2-transitive sur EY.
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Démonstrations :

(1) Soit Q un p-Sylow de D tel que PcQ. On a {a,b} CEDCEQ CEp= {a,b}

donc EQ= {a,b}. NH(Q) opére sur l'ensemble {a,b} des points fixes de Q et
laisse fixe a, donc NH(Q) cD. Alors Q est un p-Sylow de NH(Q)’ donc de H.

Si p >2, N(Q) opére sur {a,b} donc |N(Q) : N(Q) nD| <2, donc Q est un p-Sylow

de N(Q), donc de X.

(2) Soient Q un p-Sylow de H tel que EQ= {a,b} et x€X tel que b=a”*. Alors

Q et QX sont des p-Sylow de Xb’ et il existe donc y €X, tel que Qxy=Q.

b
Puisque xy normalise Q, xy laisse stable {a,b} =E_ et on a® =ty =1 d'on
Xy Q

b7 =a.

(3) Soit c €E-{a}. Soient Q et R des p-Sylow de H tels que Eq= {a,b} et
ER={a,c} (cf. (1)). Il existe xe H tel que QX=R, d'od {a,b}*={a,c} et
bX=c. Donc H est transitif sur E - {a} Comme X ne laisse pas a fixe, X est

2-transitif sur E.
(4) résulte immédiatement de (3).

(5) Soient c,d €EP, c#d. Soit x €X tel que ax=c, b =d. D'aprés la 2-transi-
tivité de X, P et P* sont des p-Sylow de XC nX
P*Y =P. Alors xye N (P), 2 =c et b =4.

q° tel que

Soit y eXc nXd

(6) Si P est un p-Sylow de D, NX(P) est 2-transitif sur EP d'aprés (5). Sup-
posons que P ne soit pas un p-Sylow de D. Alors pour ce Ep - {a}, P n'est pas
un p-Sylow de HOX , d'aprés la 2-transitivité de X, donc un p-Sylow de

NX(P) AHNX, n'a que 2 points fixes: Soient c,deEP-{a}, c#d. Alors P n'est
pas un p-Sylow de Xc n Xd’ donc si Q est un p-Sylow de N(P)n XC n Xd contenant

P, on a P;Q. D'aprés la maximalité de P, Q¢ H, donc N(P) ne laisse pas a fixe.
D'aprés (3), N(P) opére donc de manidre 2-transitive sur EP.

La transitivité de N(P) sur E_ entraine que P est maximal parmi les

P
p-eéous—groupes de X qui fixent 3 points. Soit en effet Q un p-sous-groupe de

X qui fixe 3 points, tel que PcQ. Si c€E_ , alors ceE_ et il existe x e N(P)

Q P

tel que a=c". Alors PCQXCH, d'oti P=QX et P=Q.

(7) D'aprés 1'hypothése, Q opére de manidre régulidre sur E-{a}. Soit
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ceEY—{a}. I1 existe xeQ tel que b =c. Si yeY, ona ¢’ =c et b~ = (b7 =

-1 -1
= )Y Y =pY Y d'ol x=y lxy et xe¢ CQ(Y). Cela prouve que CQ(Y) opére
de manidre transitive, donc régulidre sur Ey - {a} et que CH(Y) =CQ(Y) X CD(Y).
L'hypothése &tant indépendante de a,be Ey et puisque |EY| >3, CX(Y) opére de

maniére doublement transitive sur EY'
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APPENDICE III

SUR LES GROUPES DE 2-RANG 1

Hypothéses : F est un groupe fini opérant transitivement sur un ensemble fini A,
F est de 2-rang |, H =Fa (pour un a €A) est un groupe de Bender propre de F,

et H est un sous-groupe maximal de F ; te Inv(F-H) et D =HnH".
t
(1) On a HnH =HnH(t).
On suppose maintenant de plus que F opére fidélement sur A.

(2) Il existe un nombre premier f et un f-groupe abélien €lémentaire Q tels

que F=Q X H et CH(Q) =1.
(3) H a une seule involution u et D est centralisé par u et par t.

(4) Si u, v sont des involutions distinctes de F, uve Q et uv est d'ordre f.

L'ensemble des &léments d'ordre impair de F inversés par u est Q.

(5) Supposons que F soir 2-transitif sur A, et soit p un nombre premier tel
que p{1Dl. Alors un p-Sylow R de H opére sans point fixe sur Q et si p est

impair, R est cyclique.

Démonstrations :

(1) On peut supposer que F opére fidélement sur A car H, gt et H(t) contien-
nent le noyau de 1l'opération. Alors d'aprés (3), D centralise t donc Dc H(t)

et t centralise Hn H(t) donc Her(t)<:Ht.

(2) Soit ue Inv(H). D'aprés le théoréme de Brauer-Suzuki, F =02,(F)CF(u) et
puisque CF(u) cH, F=02,(F)H. Puisque 02,(F) est résoluble # 1, il a un
sous-groupe caractéristique abélien élémentaire Q# 1, par exemple QIZOf(Oz,(F))

pour f convenable. Alors Q<F. Si QcH, alors Qc N = 1, ce qui est absurde.
xeF

Donc Q¢ H et F=HQ; Q est donc transitif sur A. Si xe CH(Q), x laisse fixe a’
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pour ye€ Q, donc x=. On a donc CH(Q) =1, et en particulier HnQ=1.

(3) Si u,ve Inv(H), on CF(u) cH et CF(v) cH, donc CQ(u) =CQ(V) =1, Les élé-
ments de Q sont inversés par u et v (appendice I,(l)), donc uve CH(Q), d'od
uv=1 et u=v.

’|

On a |Inv(H)| = lu =1 (chapitre I, § 2, prop. 2) donc u et t cen-

tralisent D.

(4) D'aprés (2) et (3), F/Q n'a qu'une involution, donc si u et v sont des
involutions de F, uve Q. On a vu dans (3) que u inverse les &léments de Q.

Si x est un &lément # u de F inversé par u, on a x =u(ux) € Q.

(5) Si xeR¥, x n'est pas conjugué a un élément de D, donc le nombre de points
fixes de x est < 1. Donc 1l'ensemble des points fixes de x est {a}. Il en ré-

sulte que CF(X) cH d'ol CQ(x) =1.
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APPENDICE IV

UN THEOREME DE THOMPSON ET BENDER

Si M est un groupe résoluble, on sait que M vérifie la propriété sui-
vante : soit Q le sous-groupe de M contenant OP'(M) tel que Q/0_, (M) =
= Op(M/op'(M)) (p étant un nombre premier). On a CG(Q/OP,(M))<:Q [Huppert,
chapitre VI, lemme 6-5]. Un groupe fini qui vérifie cette propriété est dit

p-contraint.

Nous allons démontrer le théoréme suivant, qui généralise le lemme I

du chapitre I, § 6 :

Théonéme.- Soit p un nombre premien impain. Solent M un groupe find p-contraint
et P un p-sous-groupe de M tel que tout éLément d'ondre p de CM(P) 204t
dans P. S4 X est un p'-sous-groupe de M normalisé par P, alors XCOP,(M).

Remarque : Si P est un p-Sylow de PCM(P), P contient tout p-élément de CM(P),
car P« PCM(P).

Bender a démontré ce théoréme dans '"Uber den grossten p'-Normalteiler
in p-aufldsbaren Gruppen'" [Arch. Math. 18 (1967), p. 15] . Thompson en avait
auparavant démontré une forme légérement plus faible dans "Fixed points of

p-groups acting on p-groups'" [Math. Z. 86 (1964), p. 12].

Lemme 1.~ Soit X un p'-groupe opérant sur un p-groupe Q.
a) On a [Q,X]1=[[Q,X],X].
b) Si Q est abélien, on a Q=1[Q,X] ch(x).

Pour la démonstration, voir Huppert, chapitre III, 13-3 et 13-4.

Comparer b) a l'appendice I,(l).
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Lemme 2.- Soit p un nombre premien. Sodlent U un groupe §ind et X un p'-sous-
ghoupe nonmal de U. On suppose que U opehe sur un p-ghoupe Q de manigre que
X ne centrnalise pas Q, mais centrhalise tout sous-groupe propre de Q normalisé
par U. Alons Q/Z(Q) est abélien élLémentainre.

Puisque U normalise Q et X, [Q,X] est un sous-groupe de Q normalisé par
U. Comme X ne centralise pas Q, on a d'aprés le lemme 1 [[Q,X],X]=[Q,X]#1.
Donc X ne centralise pas [Q,X]. Il résulte donc de 1l'hypoth&se que [Q,Y%]=Q.

Soit ®Q) le groupe de Frattini de Q. On a Q# 1, donc ¢(Q) ;(2 et ®(Q)
est normalisé par U. Il résulte de 1'hypothése que [X,$(Q)]=1.0n a alors
[[X,2(Q)1,Q]1=1 et [[®(Q),Q},X]c[d(Q),X]=1. D'aprés le lemme des 3 sous-—
groupes [Huppert, chapitre III, 1-10], on en déduit que [[Q,X],0(Q)]1=1.
Mais on a vu ci-dessus que [Q,X]=Q. Donc [Q,d(Q)]=1, c'est-a-dire

2(Q) = 2(Q).

Lemme 3 (Baer).- Soit Q un ghoupe find d'ordre Ampain tel que Q/Z(Q) 404t
abélien. 1L existe un groupe Q" ayant meme ensemble sous-jacent que Q, et
tel que :

a) Q+ est un groupe abélien.
b) Si xeQ, £'ordne de x dans Q est dgal a £'ondre de x dans Q.

¢) Tout automornphisme de Q est un automonphisme de Q+.

. . 2 . .
Remarquons d'abord que 1'application x+—=x_ de Q dans Q est surjective,
donc bijective, car Q est d'ordre fini impair. On notera x r—> xl/2 1'appli-

cation réciproque.

/2

+
Paur a,be Q, posons a+b =ab[b,a]1 , et soit Q 1'ensemble sous-jacent

. . + o1
a Q muni de la loi +. Montrons que Q est un groupe abélien. On a :

a+b =ab[b,a]1/2 =ba[a,b][b,a]1/2 =ba[a,b][a,b]_l/2 = bal:.:«l,b]l/2 =b+a

/2 -1. -1 1/2

Puis, en posant 0=1 et —a=a_l, a+0=a.1[l,a:|1 =a, a+(-a)= aa [a ,a] =

=1 = 0. Il reste & vérifier 1'associativité de +. On sait que x +—=>[a,x] est

un homorphisme Q - Z(Q) car [Q,Q] < Z(Q) [Huppert, chapitre III, lemme 1-2]. On

a donc :
(a+b) +c =ab[b,a]l/zc[c,ab[b,a]l/zj1/2 =abc[b,a]l/z[c,a]l/z[c,b]”2
a+(b+c) =abc[c,b]l/z[bc[c,b]]/z,a]1/2 =abc[c,b]l/z[b,a]”z[c,a]]/2
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. . 2 s + P
et la loi + est bien associative. Donc Q est un groupe abélien.

. . P n
Pour 1'assertion b), on voit par récurrence sur ne N que na=a pour

aeQ, et 1'assertion c) est &vidente d'aprés la définition de la loi +.

Lemme 4.  Sodit p un nombre premiern impair. Solent X un p'-groupe et P un
p-groupe optrant sur X. On suppose que U=X X P opere sur un p-groupe Q. S4
X centrhalise QICQ(P), alons X centralise Q.

(Remarque : si P=1, on retrouve ainsi un théoréme de Blackburn).

Supposons que X ne centralise pas Q. En raisonnant par récurrence sur
|Q|, on peut supposer que tout sous-groupe propre de Q normalisé par U est
centralisé par X. Alors d'aprés le lemme 2, Q/Z(Q) est abélien. Comme p est
impair, on peut associer 3 Q un groupe abélien Q+ vérifiant les assertions
du lemme 3, et U opére sur Q+. D'aprés le lemme ! b), ona Q+ =[Q+,X]X C +(X).
Q

CQ+(X) et CQ(X) ont méme ensemble sous-jacent, donc C +(X #Q+, d'oli

+ . . +

[Q ,X]#0. Comme P opére sur le p-groupe non trivial [Q ,X], d'aprés une pro-
. . . 21 = +

priété élémentaire des p-groupes, il existe un élément a d'ordre p de [Q ,X]

. PR + + -
qui est centralisé par P. Comme Q =[Q ,X]1xC _(X), aéC LX), et d'aprés le
Q Q

lemme 3 b), a est d'ordre p dans Q. Donc X ne centralise pas QlcQ(P)‘

Démonstration du théordme.- Posons M =M/Op,(M) et soit a+> a 1 "homomorphis-
me canonique : M > M. Montrons que 1'hypothése du lemme 4 est vérifide pour
U =XP opérant sur Q=0 (M). Soit a un &lément d'ordre p de Q qui est cen-

tralisé par P. Comme |P| et ]0 ,(M)| sont premiers entre eux, on a

C_(P) C (P) et on peut prendre un représentant a de a tel que ae C (P).

M

Puis, en remplagant a par sa p-composante, on peut supposer de plus que a
est d'ordre p. Alors d'aprés 1'hypothése du théoréme, on a ac P et

2aePno (M) Mais [P nOp(M) X]<:X nO (M) 1 car P normalise X et O (M)‘d M.
Donc X centrallse a. D' aprés le lemme 4, X centralise donc 0 (M) D aprés

la p-contrainte de M, on a Xc0 (M), donc, X &tant un p' groupe, X=1, c'est-

a-dire Xw:Op,(M)
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APPENDICE V

UN LEMME SUR CERTAINS GROUPES D'AUTOMORPHISMES

D'UN GROUPE ABELIEN ELEMENTAIRE

Sodit U un groupe opérant fidelement sur un groupe abélien élémentaire Q d' ondre
d" (d premier). Soit T un sous-groupe noamal cyclique de U qui opere imrid-
ductiblement surn Q.

a) Le sous-anneau F = F,[T] de End(Q) est un conps de cardinal a® et Q est
un F-espace vectoriel de dimension 1.

b) U est un groupe d'applications semi-Lindaires de cet espace vectoriel

dans Lui-méme.
c) S se Q#, Cyls) est Lsomonphe a un  groupe d'automorphismes du corps F.

d) Soit P un sous-groupe de U. On suppose que P#1 et que pour toul sous-
groupe P #1 de P, on a [CQ(P1)| =d . Alons |P| =p est premien, |q| =dP
ot pour s e CQ(P)”‘, on a ¢ (s) =P.

Notons additivement la loi de composition de Q et supposons que U opére

a gauche sur Q.

a) D'aprés le lemme de Schur, F =EndT(Q) est un corps fini et T &tant commu-

1
tatif, on a F= Fd[T] cFl. Donc F &tant un sous—anneau d'un corps fini est un
corps. Or Q est un F-module simple, donc un F-espace vectoriel de dimension

1, et |F| =|Q].

b) et c). Soit ue U. Alors u est un automorphisme de Q pour sa structure
additive. Soit se¢ Q# et pour AeF, soit g()\) 1'élément de F tel que

u(As) =o(N)u(s). On a o(A +y) = (A) +o(u) pour A,ue F. Puisque U opére sur
TKX Q, on a pour A eT et peF, u(Aus) =u)\u_1.u(u s) =u) u—lo(u)u(s). En
particulier, pour u=1,u(As) = ul u-].u(s). Donc o(A u) =o(A)o(u). o étant
additif, on a o(A p) =o(\)o(u) pour tout X et tout pe F. Donc o est un auto-
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morphisme de corps. Tout xe Q étant de la forme Hs(HeF), on a u(Ax) =0(A)u(x)
pour tout AeF et tout xeQ, donc u est semi-linéaire. L'application qui 2
ue CU(s) associe 1'automorphisme 0 tel que u(As) = 0(A)s est un isomorphisme

de groupes, d'ol c).

d) Soit PI un sous-groupe # | de P. D'aprés c) Pl opére sur le corps F et
CF(PI) = F,- Or Aut(F) est cyclique d'ordre n et si IPII =p, le corps des
points fixes de P1 est = F n/p° Donc n=p. Tout sous-groupe # 1 de P &tant

d'ordre n, P est d'ordre premier p et n=p. On a donc P = Aut(F) et d'aprés
P P

c) si se CQ(P)# , CU(S) =P.
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APPENDICE VI

UNE GENERALISATION D'UN THEOREME DE BURNSIDE

Nous allons démontrer la généralisation suivante du théoréme de Burnside

sur les groupes de permutation de degré premier [Huppert, chapitre V, § 21]

Theoneme. - Sodt W un ghoupe opérant swt un ensemble I. Sodt K un s0us-groupe
de W qui opére régulienement sun I. On suppose que pour tout ke K#, on a
Cw(k) =K. Alons ou bien w==Cw(I)Nw(K), ou bien W opere de maniere doublLement
thansitive sun 1.

On suppose que |I| >1. Soit 7 le caractére de l'opération de W sur I
m(x) est le nombre de points fixes de x dans I. On a [n,lw] =1. Soit
t
m =1w‘+ z wi la décomposition de m en somme de caractéres irréductibles. Si
2

t=1, W opére de maniére doublement transitive sur I [Isaacs (5-17)]. On

supposera donc :
1) t>2

2) Supposons Nw(K) =K. Alors W est un groupe de Frobenius de complément K.
Soit M le noyau de Frobenius de W. Si aec I, on a |W| = |K||Wa|, done W_ =M.

Il en résulte que M=Cw(I) et W=CW(I)K.

On suppose dans la suite que E =Nw(K) #K. On peut alors appliquer la
théorie des caractéres exceptionnels [Isaacs, (7-16) a (7-20)]. On suppose

connus les résultats suivants

a) Ou bien les é&léments de K# sont tous conjugués dans E, ou bien il existe
une bijection f 4> 8 on d ={x e Irr(E)/K¢Ker ¥} et & cIrr(W) (ensem-
ble des caractéres exceptionnels) et €= * 1 tels que Indg(xl-xz) =

=€(f(Xl) 'f(Xz)) pour x;,X, € o . Dans ce deuxisme cas
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b) Si Ve Irr(W) et Y ¢ g , alors J est constant sue K#, et

. . P P # s 1z
c) Si xeW n'est pas conjugué a un €lément de K, alors y(x) est indépendant

de y pour Ye & .

3) On est dans le deuxiéme cas de a) et les wi sont des caractéres exceptionnels.

D'aprds 1'hypothése, Resiﬂ est le caractére régulier de K :

t
Res¥ﬁ= 1K+ z Reszw. = y X. Puisque t 22, on a Resww. = Z X» avec
. 1 K"1
% i=1 xeIrr(K) Xe &
d# igIrr(K) - {IK}.

i

. # %) . 5
Si Yelrr(W) est constant sur K, alors ResKU) contient tous les caractéres

de Irr(K) - {IK} avec la méme multiplicité. En effet, si y(x) =a pour

xeK# et e Irr(K)—{lK}, on a [X,Resﬁw]= —]Ti—[—[w(l)+(|l(| -1) a X#X(X)]

xeK

et z #X(x) = |K| ([X,IK] -1) =—|K[est indépendant de Y.
xeK
D'aprés la forme de Resl‘gwi, il en résulte que by n'est pas constant sur

K#. Donc les éléments de K ne sont pas tous conjugués et d'aprés b) Y est

exceptionnel.

4) Soit ye W, y non conjugué a un Elément de K#. Alors wl(y) = ...=1pt(y) et

w)(y) est un entier tel que Osq)l(y)swl(l)-

On lpl(y) =... =11)t(y) d'aprds c¢) et 3). Il en résulte que T(y) =1 +t1p1(y).
Donc wl(y) € Q et comme l))l(y) est un entier algébrique, wl(y) ¢ Z. Comme
m(y) 20 et t>2, on a Lpl(y) >- 1/t d'ot wl(y) >0.

5) Soient s=¢1(1) et nour 0<ic<s, n, le nombre des ye W tels gque y ne soit

pas conjugué 3 un Elément de K#e_t q)l(y) =i. On a :

S .2 2
Lni=|w:E|s et (5.2) izl ini=|w:E|s .

(5.1)

I ~1n

1

On écrit gue [wl,lw]=0 et que [wl,wzj =0 :

s
0= |w|[wl,1w]= y wl(y) =_Z in, + |W:E| ) #wl(y). Mais on a :
yeW = yeK
W
0= [K|[Resle,lK_|= z #wl(y) +wl(l), donc 2 ”tpl(y) =-3s
yeK yeK
s
et on obtient O = 2 ini—le:E|.
i=1
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s
o==|w|[¢l,w2] = '12n.1 +|W:E| ) wl(y)wz(y) . Mais on a :
i=1 yek?
0 =|K|[Res¥w],Res¥w2] =7y WI(Y)¢2(Y) +¢1(1)2’ donc
yeK#

Y vy ) =- 82 et on obtient :
yEK# i 2

s
o=y izn.—szlw:El.

. i

i=1

6) W= (Ker m)E

En multipliant (5.1) par s et en soustrayant (5.2),on obtient
s
z i(s—i)ni=0. Pour 1<i<s-1, ona i(s-1i) >0 d'ol ni=0. D'aprés (5.1),
i=1
il en résulte alors que sn =|W:E|s donc ng =|W:iE
des €léments y de W tels que ¢1(y) =w](1), c'est-3-dire m(y) =m(l). Donc

|Ker = |W:E]|.

.Mais o est le nombre

D'autre part, (Ker m) nE=1 car si xe (Ker m)nE, on a [x,K]cKn (Ker m) =1,

donc x € Cw(K) cK, donc xe Kn (Ker m) =1. Par conséquent, on a W= (Ker T)E.
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APPENDICE VII

Le théoréme suivant généralise le lemme 2 du chapitre I, § 6.

Theoneme.- Soit QX P un ghoupe opérant sur un groupe K. On suppose que :
a) |p| =p est premien, pf|Q| et |CQ(P)| est dmpair.
b) |K| est premien a |QX P|.

Alons K est engendg pan £a rdunion des sous-groupes C,([P,Q1) et CK(PX) powr

xe Q.

La démonstration est divisée en deux parties.

lére partie : réduction 3 un cas particulier.

On suppose que K X (Q X P) est un contre-exemple au théoré&me tel que
|k X (@ X P)| soit minimal.

1) K est un r-groupe abélien élémentaire # 1 pour un nombre premier r, QP

opére fidélement et de maniére irréductible sur K, et on a CK(P) =CK([P,Q]) =1

Puisque |K| est premier a |Q X P|, on sait que pour tout r premier, il
existe un r-Sylow Kr de K normalisé par Q ¥ P. (La démonstration de ceci uti-
lise 1'argument de Frattini et le th&oréme de Schur-Zassenhaus. Le th&or&me de
Feit-Thompson est utilisé ici si on ne suppose pas que K ou Q est résoluble).
Puisque K est engendré par les Kr’ 1'hypoth&se de récurrence montre que le
théoréme est vrai pour K X (Q ¥ P) si K n'est pas un r-groupe. Donc K est un
r-groupe. Soit Z = <CK([P,Q]), CK(PX)|xe Q> . Alors ®(K) c Z d'aprés 1'hypo-
thése de récurrence. Donc Z 4 K. Puisque Q X P normalise Z, Q X P opére sur

K/Z.

Supposons Z # 1. L'hypothése de récurrence montre que

- x . . L
K/Z = < CK/Z(LP,Q]),CK/Z(P Y|xeQ> . Mais puisque |K| est premier a| QX P ly
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oo Xy _ - P
CK/Z([P’Q]) "CK([P,Q])A/Z =1 et CK/Z(P )=1. Donc K=Z et le théoréme est
vrai pour K X (Q X P).
Donc Z=1 et ®(K) =1. Supposons CQ(K) #1. Alors en appliquant 1'hypo-
thése de récurrence a K X ((Q/CQ(K)) X P), on voit que [P,Q] centralise K,
et le théoréme est vrai pour K X (Q X P). Donv CQ(K) =1. D'aprds 1'hypothése

de récurrence, il est clair que QP opére irréductiblement sur K.

2) Q est un q-groupe (q nombre premier # p,r), [Q,P]=Q et &(Q) <Z(Q).

Pour tout diviseur premier q; de |Q|, il existe un qi—Sylow Q de Q
normalisé par P. Si Q n'est pas un q-groupe, l'hypoth&se de récurrence
montre que P centralise chacun des Qi’ donc centralise Q, ce qui est absurde.
Donc Q est un q-groupe. D'apr&s l'hypoth&se de récurrence, P centralise tout
sous-groupe propre de Q qu'il normalise. D'aprés 1'appendice IV, lemme 1 a)

et lemme 2, on a alors [Q,P]1=Q et ®(Q) cZ(Q).

3) Si Q est abélien, alors QP est un groupe de Frobenius de noyau Q.

D'aprés l'appendice IV, lemme 1 b), on a alors [Q,P]=Q =[Q,P]xCQ(P),

donc CQ(P) =1.

4) Supposons Q non abélien. Alors Q est extra-spécial (c'est-3-dire

[Q,Q1=9(Q) =Z(Q) est d'ordre q), P opére sans point fixe sur Q/Z(Q) et

centralise Z(Q).

On a [Q,Q]<®(Q) <Z(Q). D'aprés l'appendice IV, lemme ! b), on a, en
posant Q=0Q/[Q,Q], Q=[Q,P]xC5(P). Mais on a [Q,P]=Q, donc [Q,P1=0,
donc Ca(P) =1. On a Z(Q) ;Q donc par hypothése de récurrence, P centralise
Z(Q). Il en résulte que Z(Q) <[Q,Q], d'oli [Q,Q]1=0(Q) =2(Q).

Puisque QP opére fidélement et irréductiblement sur K, Z(Q) =Z(QP) est
cyclique. Soient a,b e Q. Puisque Q est de classe 2, on a [a,b]q==[a,bq].
Mais bde ®(Q) <2(Q), donc [a,b]q= 1. Puisque [Q,Q] est abélien et engendré
par les [a,b] (a,beQ), [Q,Q]=2Z(Q) est d'exposant q, et puisque Z(Q) est

cyclique, il est d'ordre q.

5) QP a un caractére irréductible sur C dont le noyau ne contient pas Z(Q)

et dont la restriction & P ne contient pas le caractére unité.

Soit f} la cl6ture algébrique de F_. Le groupe QP opére sur le
Fr—espace vectoriel V= E}(&K. Soit x ¢ P*. Puisque CK(P) =1, 1'endomorphisme

de K défini par x n'a pas de valeur propre &gale & 1. Donc 1'endomorphisme de
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V défini par x n'a pas de valeur propre &gale & 1, car ces deux endomorphismes

ont le méme polyndme caractéristique. Donc P opére sans point fixe sur V.

Or V est produit direct de fr[QPJ—modules simples V., et comme QP opére
fideélement sur V, il existe i tel que Z(Q) opére non trivialement sur Vi' Il
existe donc un caractére irréductible de QP sur fr dont le noyau ne contient
pas Z(Q) et dont la restriction @ P ne contient pas le caractére unité. D'a-
prés [Huppert, chapitre V, théoréme 12.9], il existe un caractére irréducti-

ble de QP sur € qui a les mémes propriétés.

28me partie : caractéres de QP.

On va montrer que pour les groupes QP obtenus dans la premiére partie, la

restriction 3 P d'un caract@re irréductible de QP dont le noyau ne contient

pas Z(Q) contient le caractére unité.

1) Supposons d'abord que Q soit abélien.

Alors QP est un groupe de Frobenius de noyau Q. On sait que les caracté&-
res irréductibles de QP qui n'ont pas Q dans leur noyau sont de la forme
Inng(A) oli A est un caractére linéaire # 1 de Q. La restriction 3 P d'un
tel caractére est le caractére régulier de P (qui vaut p en 1 et O sur Pﬁ3 donc

contient le caractére unité de P.
On suppose dans la suite que Q est non-abélien, donc extra-spécial.

2) Caractéres de Q.

Puisque Q est un g-groupe extra-spécial, 1l'application commutateur
(x,y) —> [x,y] induit une forme bilin&aire alternée non dégénérée :
Q/Z2(Q) xQ/Z(Q) » Z(Q). Il en résulte qu'il existe un entier m>1 tel que

|Q] =q2m+l et que pour xe€Q-2(Q), on a ICQ(x)] =q2m.

Soit Y un caractére irr&ductible de Q tel que Z(Q) #Kery . D'aprés les
deuxidmes relations d'orthogonalité, iy s'annule sur Q-Z(Q), puisque pour
xeQ-2(Q), on a :

2 o)’ = [02@ ] =a”= o]
0eIrr(Q),Z(Q) <Ker¢
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m

On a donc 1= [w,lpJ=-[é—I w(l)ZIZ(Q)| d'od \p(l)2= |Q|/|Z(Q)|=q2 , et Y(l) =qm.

D'autre part, Res )(w)=w(l)A pour un caractére linéaire )\ de Z(Q), et

zZ(Q
A#1 car Z(Q) £Ker y . En résumé :

0 =a" G pour xeZ(Q), o A e Irr(Z(Q) = {1, ()}-
{w(x)=0 pour XEQ'Z(Q)

Soit X un caract@re irréductible de QP tel que Z(Q) ¢ Ker y .

QP

3) ResQ X=ey, oll e est un entier > | et § un caractére irréductible de Q

tel que Z(Q) ¢ Kery .

P
D'aprés le théoréme de Clifford, Resg X=ez¢i ol les "’i sont des carac-
téres irréductibles de Q conjugués par P. Si ¢1 est de degré 1, on a
Z(Q) CKerlpi pour tout i, d'oll Z(Q) cKery , contrairement & 1'hypothése.
Donc Z2(Q) ¢Ker(p1 . D'aprés 2) et le fait que P centralise Z(Q), on voit que
Q

I,U’ est invariant par P. Donc ResQPX =ey, avec y =y,.

4) 2 #Ix(x)|2=p—e2.
xeP

On &crit que [y,X] 1, c'est-a-dire p|Q = ) IX(Y)IZ'
P

QP "~
yeQ
Pour ye Z(Q), on a [)((y)l =x (1) =eP(l). Pour ye Q-2Z(Q) on a x(y) =0 d'aprés

2) et 3). Si ye QP -Q, puisque QP/Z(Q) est un groupe de Frobenius de noyau
Q/2(Q) et Z(Q) =Z(QP), y se met de manidre unique sous la forme y=zxt, oll
ze 2(Q), x¢ P¥ et te Q/Z(Q). Pour un tel y, on a |X(y)| =|X(xt)| = |x(x)]

car X est irréductible et ze¢ Z(QP). On a donc :

olal = I x| 2=]z@]fh?+|2@]|2/2@)] ] #Ix(x)|2 .
ye QP xe P

Comme IZ(Q)|w(1)2=]Q] d'aprés 2), il vient donc p=e2+ ¥ #Ix(x)lz .
xe P

5) Soient o (i=1,...,p) les caractéres irréductibles de P et ni=[Rest,o¢i].

Il existe un indice '1o et un entier n tels que n. =n pour i y‘-io et

n. =nt 1. De plus e=1.
o

On a f ni=[Respx,Restj d'ol d'aprés 4),

2_1 2 2
n,==(x(1)"+p-e”) =
i=1 i=1 - P

I ~1g

—}1’{(211.1)2+p—e2]. Cette égalité s'écrit aussi (p-1) X n§=2 2 n.n. + (p_eZ)
i {i,j},i#3 * )
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2 2 o . PRI ~
ou z (n. -n.) " =p-e”. Mais il est facile de vérifier, par récurrence

{i,j},i#]
sur p, le lemme suivant :

Soit p un nombre entier 2 1 et Dyseee,np des nombres entiers. a) Si les
n, ne sont pas tous égaux, on a ) (n, -n,)?2 >p-1. b) si |} (n, —n.)2=p-l,
i L g A i 7j
{i,j} {i,j}
alors il existe un indice io et un entier n tels que n, =n pour i #io et
n, =ntl.
i
° 2
Puisque 1'égalité p=e  est impossible, les n, définis dans 5) ne peuvent
o g 2 <
pas &tre tous égaux. Donc ) (ni—nj) =p—e22p- 1, d'oli e=1. On a alors
{i,j}
z (ni-n.)2=p—l, ce qui prouve 5) d'aprds b).
{i, j} ]

6) ResPX contient le caractére unité de P.

I1 suffit de montrer que, avec les notations de 5), ni#O pour tout i.

On a x(1) =y(1) =qm donc, en posant § = n, -n= +1, pn+8 =3 ni=qm. On a donc

o o i
n=(q -8)/p#0.
m_s o
D'autre part, n, =4 5 + 8. Si o, =0, alors q =-8(p~-1). Puisque
o o
m>0, cette égalité n'est possible que si § =-1, p>2 et q est alors pair.

Mais cela contredit 1'hypothé&se selon laquelle [CQ(P)[ est impair.

Remarque : L'hypothése "]CQ(P)[ est impair" peut &tre remplacée par :

: m
"p n'est pas un nombre premier de la forme 2 +1'".
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APPENDICE VIII

GROUPES D'AUTOMORPHISMES DE CERTAINS 2-GROUPES DE SUZUKI

Lemme 1. a) Solent P un 2-groupe, W un sous-groupe de Z(P) tel que W et

V =P/W solent abéliens élLémentaires. L'application x b x? induit une appli-
cation quadratique de V dans W, V et W étant considérés comme T, -espaces
vectoniels.

b) Soient V, W des espaces vectoriels de dimension ginle sur ]Fz.
Poun toute application quadratique q :V » W, LL existe une extension cen-
thale W Sp Ty tette que L'application P/V(W) dans 1(W) définie dans a)
8" Ldentifie

Qr

q.

c) Sodlent v, W,V',W' des espaces vectoriels de dimension finie sun
F,, WP Tyetw »>p'-"s v' des extensions centrales, q:V + W et
q': V' > W' Les applications quadratiques assoclées. Sodent f :V > V' et
g:W > W' des {somonphismes. Pour qu'il existe un Lsomorphisme : P -~ P' qui
induise £ sun V et g sun W, AL faut et AL suffit que goq=q' o f.

d) S{ v, W sont des espaces vectoriels de dimension finle sur F, et
W~ P >V est une extensdion centrale, L'ensemble des automorphismes de P qui
indulsent L'identite sun V et sur W est un ghoupe Lsomorphe au ghoupe addi-

L4 Hom(V,W).

Si V, W sont des espaces vectoriels sur T,, rappelons qu'une application
q:V > W est quadratique si 1'application (x,y) —q(x+y) -q(x) -q(y) est

bilinéaire.

. 2., . . . .
a) Il est clair que X +——>x 1induit une application q:V - W et que 1l'applica-
tion commutateur induit une application (x,y) v [x,y] de VxV dans W. Celle-

ci est bilindaire d'aprés Huppert, chapitre III, (1-2). Si x, y sont les
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images dans V de x,ye P, on a :
- = 2 22 - -
Q(x+y)x (xy) " =x y ly,x]=q(x) +q(y) +[x,yi.
Donc q est une application quadratique.

b) Soit (el,...,en) une base de V sur F,. Soit b:VxV > W 1'application bi-

9
linéaire telle que :

b(e;,e;) =qle;), b(ei,ej)=q(ei+ej)+q(ei)+q(ej) si i<j,
b(ei,ej)=0 sii>j.

On a alors b(v,v) =q(v) pour tout veV et il suffit de prendre pour P 1'ensemble

VxW muni de la loi de composition :
(vl,wl)(vz,wz) = (vl +v2,b(v1,v2) +ow +W,)
et de poser 1(w) = (0,w), m(v,w) =v pour veV, we W.

c) La nécessité est immédiate. Supposons que goq=q' o f. Soient (el,...,en)

une base de V et x ..,xne-P tels que ‘rr(xi) =e., yl,...,ynsP' tels que

1’° i
ﬂ'(yi) =f(e.l). Identifions W, W' & leurs images dans P, P' respectivement.
N 2 2 222
=y. € . . = . . . )= . . XL,
Par hypothése g(xi) vs t g([xl,xJ_l) [yl,yJ] car [xl,xJ] (xl xJ) xli
Tout élément x de P s'écrit de manidre unique sous la forme
a a a a

=X ee. X W (Osaisl, we W). En posant alors h(x)=yll...ynng(w),

h est un isomorphisme : P » P' qui induit f sur V et g sur W.

d) D'aprds c) toute extension centrale de W par V est équivalente 3 une des
extensions construites dans b). On vérifie que l'ensemble des automorphismes
du groupe P construit dans b), qui induisent 1'identit& sur V et sur W, est
1'ensemble des applications (v,w) +— (v,h(v) +w) ol h est un homomorphisme:

V> W.

Lemme 2.- Soit K un corps find de caractérnistique 2.

a) L'ensemble des applications ]Fz—unéaue/s : K > K est un K-espace vecto-
niel ayant powr base L'ensemble des automorphismes de conps de K.

b) L'ensemble des applications ]Fz—bi,&énéw@s : KxK > K est un K-espace
vectoriel ayant pour base La famille des applications (x,y) —= o(x)T(y),

222



LE THEOREME DE BENDER-SUZUKI, I

(0,1) parcowrant Les couples d'automorphismes de K.

c) L'ensemble des applications F,-quadratiques : K + K est un K-espace vee-
toniel ayant pour base La famille des applications x r =o(x)1(x), {o0,T}
parcourant Les parties de cardinal 1 ou 2 de Aut(K).

d) L'ensemble des applications Fz—quadna/a'queé : KxK> K est un K-espace vec-
toniel ayant pour base L'ensemble des applications

(%,y) +— o(x) T (y) ((5,7T) € Aut(K) x Aut(K)),

(x,y) —>0(x)T(x) et (x,y) ——o(y)t(y) {o,tlcAut(X)).

a) On sait que les automorphismes de corps de K sont linéairement indépendants

sur K. Si |K| =2", on a | Hom F (K,K) | =|K|n et |Aut(K)| =n, d'ol le résultat.
2

b) Supposons ZAOT 0(x)T(y) =0 quels que soient x,y ¢K, la sommation &tant
étendue aux (0,T) € Aut(K) x Aut(K), et AOT ¢ K. En appliquant deux fois a),
on voit alors que AGT =0 pour tout 0 et tout T. Donc les applications

(x,y) —> 0(x)1(y) sont linéairement indépendantes sur K. Comme 1'espace des
applications Fz-bilinéaires : KxK » K est de dimension n2 sur K, on a le

résultat.

c) Soit q(x) = ZXOT 0(x)T(x), somme étendue aux {o,T} c Aut(K), et AOT e K.

Supposons q(x) =0 pour tout xe K. Alors q(x+y) +q(x) +q(y) =

{0 T} ot (c(x)t(y)+ O(y)r(x))<—0 D' apres b) il en résulte que A =0 pour
0#7T. On a alors q(x) —Z A O(x) -Z A O(x ) =0 pour tout x, et d apres a)
AOO-—O Les appllcatlons X > O(X)T(X) sont donc linéairement indépendantes

sur K. D'autre part, si q est une application quadratique : K -~ K, il existe
une application Ez—bilinéaire f:KxK > K telle que q(x) = f(x,x) (voir
lemme 1,b)). D'apré&s b), q est donc combinaison K-linéaire des applications

X +—>0(x) T(X) .

d) Toute application quadratique q :KxK -+ K se met sous la forme

q(x,y) =q1(x)-+q2(y)-+f(x,y) oli q, et g, sont des applications quadratiques
K> K et ot f est Fz-bilinéaire. I1 est clair que q détermine qps 99» f de
maniére unique et que si qps 9o f sont donnés, l'application q définie par

la formule ci-dessus est quadratique. Donc d) résulte de b) et c).

Soient K= F L et ¢ un automorphisme de K. Rappelons que (suivant la
2
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notation de l'article "Suzuki 2-groups" de G. Higman) le groupe A(n,$) est une
extension centrale de K par K, associée suivant le lemme 1 b) & 1l'application
quadratique x —>x¢(x) de K dans K. Si P=A(n,9), on a donc une suite exacte

K 1 P > K et on vérifie que si ¢ # 1, Z(P) =1(K). Donc si o e Aut(P), il existe

des isomorphismes fa’ 8y de groupes additifs tels que le diagramme

R e— R

g <e——
Q
N ®
Hh
Q

&
—_—
soit commutatif.

Proposition 1.- Soit K= TF L ¢t o un automorphisme de K tel que qf' #1. L'ap-
plication o £, est un ho%omonphLAme sunfectlif de Aut(A(n,¢)) sur Le groupe
des applications x +— \o(x) de K dans K () e K*,o e Aut(K)). Le noyau de
o> fa est un 2-groupe abélien élémentaire.
25
Posons ¢(x) =x~ et q(x) =x¢p(x) pour xe K. Soient f, g des isomorphismes
additifs de K sur K provenant d'un automorphisme de A(n,¢), et qui vérifient

donc grq=qof (lemme 1 c)). D'aprds le lemme 2 a), on peut poser

n-1 i n-1 i

2
£(x) = § A x , g(x)= Y u.x2 (A.,u. e K).
P . i i’7i
i=o i=o
On a alors
n-1 i ,i+s
2742
(1) gla(x)) = ] y;x
i=o
n-1 2i n-1 28 2i+s
2 QEG) =] Ax )L AL x )
i=o i=o
. . . . 2t42d
Si i et j sont des entiers modulo n, les coefficients de x dans (1) et

(2) sont égaux d'aprés le lemme 2 c). En particulier, puisque s #0, le coef-
il

ficient de x dans (1) est nul, donc :
s
2

(3) Aixi—s =0 pour tout i.

e s . 24423
Sii#jeti-j# £s (mod n), le coefficient de x dans (1) est nul, donc
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%) x.AJ? #XA;__ =0 sii-j#0,%s (mod n).

Puisque f#0, il existe i tel que Ai.#o. D'aprés (3), on a alors Xi—s =0

et d'aprés (4) Xj—s =0 pour j tel que i-j#0, £s (mod n).

Supposons qu'il existe j#1i (mod n) tel que )\j #0. Alors j#i, jZi-s
et i-(j+s)=0 outs (mod n). Donc j=i-2s (mod n) et >\J. #0 implique que
j=1iou j=i-2s (mod n). En faisant le méme raisonnement avec i-2s 3 la
place de i, on voit que 12(1i-2s)~-2s (mod n), donc 4s= O (mod n) et

¢4 =1, contrairement 3 1'hypothése.
i
I1 existe donc A« K* et i tels que f(x) =Xx2 . En comparant les coeffi-
. 2340378 . 1425
cients de x dans (1) et (2), on voit alors que ui =) et uj =0 pour

j#1i (mod n). Les couples (f,g) induits par des automorphismes de A(n,¢) sont
donc de la forme :

Zi Zi *
f(x) =Ax s g(x) =xp(N)x . AeK', O<ic<n-1

Réciproquement, si f, g sont définis par ces formules, ce sont des isomor-
phismes additifs : K - K tels que goq=qo f, donc proviennent d'un automor-
phisme de A(n,¢) (lemme 1 c)). Cela démontre la premiére partie de la pro-

position, et la deuxiéme partie résulte du lemme 1 d).

Remarque : Si ¢ est d'ordre 4, on trouve des automorphismes de A(n,$) corres-
pondant a des couples (f,g) tels que f(x) =A1x-+kz¢2(x), avec Al,kze K*.
Ceci avait été omis dans l'article de G. Higman et m'a &té indiqué par

Bouc et Enguehard.

. 2 . .
Soient K= T n et € e K tel que pour a,beK, a +eab+b2=0 implique
a=b=0. Le groupg B(n,l,c) est une extension centrale de K par KxK asso-

ciée suivant le lemme 1 b) & l'application quadratique (a,b)#—ﬂ-az-keab-sz.

Proposition 2.- Solent K= F oo L=KxK et q:L >~ K £'application quadra-
2
tique associle au groupe B(n,l,e). IL existe une sthucture de corpsd sun L,

compatible avec sa structure de K-espace vectoriel, telle que q(x) =x x
pour x €L, x > x 3tant L'automorphisme d'ondre 2 de cette structure de
Conps.
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Puisque q(a,b) = .':12 +€ab + b2 #0 pour (a,b) # (0,0), le polyndme X2 +ex+1

c o . . 2 . ‘s
est irréductible sur K. Soit aeF 2n tel que o +ea+1=0 et identifions

(a,b) eL 3 a+ba. Comme a+o=¢ et a a=1, on a alors (a+ba)(a+ba) =

= q(a +ba) pour a,beK.

D'aprés cette proposition, la structure de B(n,l,e) est indépendante
de € si € satisfait la condition donnée ci-dessus. Posons B(n,1) =B(n,l,c).

Si P=B(n,1), K=F etL=T on a ainsi une extension centrale
oh 22n
K 1po L. Soit o eAut(P). On vérifie que 1(K) =QI(P) donc o induit des iso-

morphismes fa’ 8y de groupes additifs tels que le diagramme

K P
l &, l a lfa
K P

soit commutatif.

Proposition 3.- Avec Les notations ci-dessus, o —f est un homomorphisme
sufectif de Aut(B(m,1)) sur Le groupe des applications x —=)io(x) de L
dans L (Ael”, oeAut(L)). Le wyau de o —f est un 2-groupe abélien éLe-
mentaire.

Soient f:L + L, g:K » K des isomorphismes additifs provenant d'un auto-
morphisme de B(n,1). On a gogq=qo f oll q(x) =xx pour xe L. D'aprés le

lemme 2 a), on peut poser

2n-1 2i n-1 zi
f(x) = 2 Aix (A. eLl), g(x) = 2 H.X (u. e K).
. i . i i
i=o i=o
On a alors pour xeL :
n-1 i .i+n
27+2
(1) g(a(x)) = | w;x
i=o
2n-1 2i 2n-1 o0 21+n
(2) aEE) =L AxT)C) A] x )
i=o i=o
P . . .. 2%423
Si i et j sont des entiers modulo 2n, les coefficients de x dans (1) et

(2) sont égaux d'aprds le lemme 2 c) car geoq et q o f peuvent &tre considérés
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comme des applications quadratiques : L -+ L. Comme dans la proposition 1

)
(3) Ay Aj_p =0 pour tou: i.

o on
(4) Ao AL FAL A =0 si i-j#0,n (mod. 2n).

i %j=n "j "i-n

Puisque f #0, il existe i tel que Ai #0. D'aprés (3), on a alors Ai_n==0 et

d'apres (4) Aj- =0 pour j tel que j#i, i-n (mod 2n). Donc xj =0 pour

n
j#£i (mod 2n).
i
I1 existe donc \e L¥ et i tels que f(x) =Ax2 . En comparant les coeffi-
2j+2j+n
cients de x dans (1) et (2), on voit que :

Si 0<i<n-1, Ui_:)‘X et pj=0 pour j # 1i.

Sin<i<2n-1, u. =AA et y.=0 pour j # i -n.
P M

Les couples (f,g) induits par des automorphismes de B(n,1) sont donc de ia
forme :

i

i
. g(x) =Akx> , Ael® , O<i<2n-1.

f(x) =}\x2

Réciproquement, si f,g sont définis par ces formules, ce sont des isomorphismes
additifs tels que go q=qo £, donc proviennent d'un automorphisme de B(n,1).
Cela démontre la premiére partie de la proposition, et la deuxiéme partie

résulte du lemme 1 d).
S
Soient n=2s+1 (s entier 21), K= F?n , » 1'automorphisme x+—>x" de K

et £ €K tel que pour x,ye K, x¢$(x) +€x.1/2¢)(y2) +y2=0 implique x=y =0 (en
particulier £ #0). Le groupe C(n,e) est alors une extension centrale de K par
K xK associée suivant le lemme 1 b) a l'application quadratique

(%,y) > q(x,y) =x¢(x) +EX1/2¢(y2) +y2. Si P=C(n,e) on a ainsi une suite
exacte K 3 P T KxK et 1(K) =QI(P) donc tout automorphisme ¢ de P induit des
isomorphismes additifs fa :KxK > KxK et g, : XK > K. Soit P1 =n_l(0 x K).
Proposition 4.- Avec Les notations ci-dessus, o r— fa est un homomorphisme

du groupe des automorphismes de P qud Laissent stable P dans Le groupe des
applications (x,y) F> (A,0(x),1,0(y)) de KxK dans KxK (y,) e K", 5ecAut(K)).

Le noyau de o += fa est un 2-groupe abélien élLémentaire.
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Soient f : K xK » K xK, g:K » K des isomorphismes additifs provenant d'un
automosphisme de P qui laisse stable P. On a £(0 xK) cOxK et goq=qof.

Posons :

f(x’o) =(f1(X),f3(X)) ) f(O’y) =(O,f2y)) (X:YGK)'

D'aprés le lemme 2 a), on peut poser :

n-1 2i n-1 2i
fj(x)=2 A, .X (3=1,2,3, )\i_eK) , gx) =73 WX (i €K).

i=o *J J i=o

On a alors pour x,yeK :

n-1 s 2s s+l i
1+2 2 2 2.2
(M glatnuy)) = ] wx +ex” y +y9)
i=o
n-1 21 n-1 zi 9
i=o i=o
n-1 i ,2s n-1 i n-1 i s+l
27,2 2 272
ve (Ll AT (L Agx™ + T Ay
i=o i=o i=o
n-1 i n-1 i
2 272
MO S LIPs A
i=o i=o
i.] iLj ij
D'aprés le lemme 2 d), les coefficients de x2 *2 , de x2 y2 , de y2 *2 sont
i,]
les mémes dans (1) et (2). Dans (1), le coefficient de x2 y2 est nul pour
i-j#Zs=-1 (mod n) et il en est de méme dans (2), d'ol exil Aj2 =0

pour i #j (mod n), donc :

(3) Ail =0 ou >\j2 =0 pour i#j (mod n).
Comme f est inversible, f1 #0 et f2 #0 et il existe i, j tels que Ail #0

AjZ #0. D'aprés (3), i=] et Akl =X ,=0 pour k£i. Il existe donc

k2
* Zi Zi .
AI,XZE K" et i tels que fl(x) =X1x s fz(x) =A2x . En comparant les coeffi-
. 23423 .
cients de x dans (1) et (2), on obtient :
2s s+1
2 s 2 2°% 2 _
Aj3 =0 pour j#i+2s (mod n) , Ai+25,3‘+exl Ai+s—l,3._0
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Puisque i+s-1%1i+2s (mod n), on a donc X.B =0 pour tout j, donc f3 =0.

J40l
Puis en comparant les coefficients de y2 2 dans (1) et (2), uj =0 pour j#1i
et ui =X§. Les couples (f,g) cherchés sont donc de la forme :

i i i
2

2 2.2
EGLy) =™, Ay™ ), g(x) =Ax

Cela prouve la premiére assertion, et la deuxiéme résulte du lemme 1 d).

s
. . . 2
Remarque : En poursuivant le calcul ci-dessus, on voit que Az =A:+2 et

i
que €° =€, ces conditions étant aussi suffisantes pour que geq=q-o° f.
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APPENDICE IX

LES REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES DE GL(3, F SUR F,

2)

Proposition.- Le groupe GL(3, F,) a,a similitude pres, 4 représentations e-

ductibles sun Le conps F,, et elles sont de degré 1, 3, 3 et 8.

On va d'abord décrire des représentations Rl’ R2, R3, R4 de G=GL(3, ]F2)

sur ]F2, qui sont irréductibles et deux d& deux non semblables sur ]F2.

R, est la représentation principale : G ~ ]F;, de degré 1

R2 est la représentation naturelle X+ X: G ~> GL(3, ]Fz), de degré 3.

R3 est la représentation X +— tX“l : G > GL(3, ]FZ)’ de degré 3.

Soit E 1l'espace des matrices 3 x3 3 coefficients dans ]FZ’ de trace nulle
.. _ . N -1
On définit une opération a gauche de G sur E par (X,A) —> XAX pour Xe€G

et AcE. On a ainsi une représentation R, : G >~ GL(E), de degré 8.

4

I1 est clair que les représentations RI’ R2’ R3 sont irréductibles sur 1F2.

1) R2 et R, ne sont pas semblables

3

Soit (el,ez,e3) la base canonique de ]Fg
suppose que GL(3, ]FZ) opére a gauche sur ]Fg,
données par la j-éme colonne de Xe GL(3, ]F2).

. Dans le calcul qui suit, on

les coordonnées de Xej étant

Supposons qu'il existe A€ GL(3, ]F2) tel que AXA-l =tX_l pour tout

X e GL(3, IFZ) . Posons
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It -1

On a X2=CXII, Ker(X1 -1) = e >, Ker(X2 -1) =<ey>. Puisque AXA =X
pour X=Xl et pour X=X2, on a donc A.e1 =eg et A.e3=e1. On a Im(X] -1) =
<epse, > et Im(Xz- 1) = <e,seq>, donc A.eze <e,,eq> et A.eze <ep,e, >,
AT = .
d'ol A.e2~-e2 et :
o o 1|
A= 0 1 [¢]
1 0 0

. -1
Mais pour cette valeur de A, on constate que A XlA #Xz.

Donc R2 et R, ne sont pas semblables sur FZ.

3

2) R4 est irréductible

Les orbites de G =GL(3, ]FZ) dans E sont les classes de similitude de

matrices 3 x3 3 coefficients dans Fz, de trace nulle. Celles-ci sont décrites

par le théoréme suivant (Mac Lane, Birkhoff, Algébre, chapitre X, § 4, théo-

réme 8 )
Soit K un conps commutatif. S4 f(X)==Xn-+an_an_l tootaX+a e K[X], on
pose
[—O 0 0...0 -a |
o
1 0 0...0 -a,
M(f) =} O 1 0...0 -a,
0 0 0 ... 1 -a
L n=1

Toute matrnice carrée a coefficlents dans K est semblable sur K & une matrice

et une seule de La foame M(fl)eaM(fz) ®...0 M(fk) olt fl""’fk sont des poly-
nomes unitaires non constants de K[X] tels que fi+l divise fi (i=1,...,k-1).
En appliquant ce théoréme, on voit que les matrices suivantes forment un

systéme de représentants des orbites de G dans E :
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— — — -
) o o o
= = = = = = 2 =
A =|0 (F)=f,=£,=X), A =] 1 0 |(£,=x",£,=X),
|0 0| Lo 0
0 o 0 07
~ 2 _ ~ .3
Ay =1 1 0 [(f =X +X,£,=X+1), Ay =l 1 0 0 [(f =X,
0 o B lo 1 o
I 7 ]
0 1 0 1
A =1 o0 (. =X+ 1) A= |1 LI, = +x+ 1)
4 1 ’ 5 1 :
Lo 1 B lo 1 o
— —
0 0 o0
B .3
A =1 I |(£,=X"+X).
o 1 o |

Soit Ci 1l'ensemble des matrices semblables i Ai’ sur ]F2 (0<i<6). Il
est facile de déterminer CG(Ai) pour chacune des matrices Ai’ d'ot

|Ci| = |G|/|CG(A.1)] . On obtient ainsi
le,l=1 , Jeyl=21 , Jc,|l=28 , lcgl=42 , e, [ =56 , |co| =24 et [C, | =84

Soit V un sous-espace vectoriel de E, V#0, tel que V soit réunion de

certaines des orbites Ci' On a O=A0 eV.

Puisque |V| =0 (mod 2), |C1| =1 (mod 2) et |Cil =0 (mod 2)

pour i#0,1, on aC cV.

Puisque |V| =0 (mod 4), ICII =1 (mod 4), ]C3| =2 (mod 4) et ]Ci] =0 (mod 4)

pour i#0,1,3, on a C3cV.

On a Ay -Aq eBC] donc AgeVet C cV. Puisque [v] 2 ]COUC1 UC3UC6| =148 et

|V| divise |E|=2", on a V=E. Cela prouve que R, est irréductible.

On a ainsi vu que Rl’ R2’ R3, Rl. sont des IFz—représentations de G irré-
ductibles et deux A deux non semblables. On utilise alors les deux théorémes

suivants :
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3) Soit L un conps algébriquement clos de caractiristique p et G un groupe
fini. Le nombre de L-représentations inrnéductibles de G, a sdimilitude pres,
est egal au nombre de classes de conjugaison de p'-éLéments de G.

Voir Isaacs, chapitre 15 (15-11).

4) Sodent K un corps, L une extensicn de K et G un groupe fini. Le nombre
des K-neprésentations iunéductibles de G, a similitude pres, est ingérieun
ou égal au nombre des L-représentations {inéductibles de G, a similitude
pres.

Cela résulte de Isaacs, chapitre 9, (9-7).

On peut déterminer les classes de conjugaison de G en utilisant le théo-
réme cité dans 2). On trouve ainsi que G a 4 classes de 2'-éléments ({1}, une

classe d'éléments d'ordre 3, deux classes d'éléments d'ordre 7).

Soient K= F, et L une cldture algébrique de IF,. D'aprés 3), G a

2 2°
4 L-représentations irréductibles, 3 similitude prés. D'aprés 4), le nombre
des K-représentations irréductibles de G, & similitude prés, est alors < 4.

Comme on a trouvé 4 K-représentations irréductibles de G deux d deux non sem-—

blables, toute K-représentation irréductible de G est semblable & 1'une de

celles-ci.
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