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LE THÉORÈME DE BENDER-SUZUKI, I 

INTRODUCTION 

L'objet du théorème de H. Bender et M. Suzuki est la détermination des 

groupes finis G qui satisfont la condition suivante : 

(*) G a un sous-groupe propre H tel que H soit d'ordre pair, mais que HnHX 

soit d'ordre impair pour tout xeG-H. 

Un tel sous-groupe de G a été appelé "stark eingebettet" par H. Bender. 

Ce théorème montre en particulier qu'un groupe simple qui satisfait la 

condition (*) est nécessairement un groupe de type de Lie de rang 1 sur un 

corps fini de caractéristique 2. 

Ce théorème est l'une des bases de la classification des groupes simples 

finis. I l intervient de deux manières dans cette classification. 

D'abord, pour un 2-groupe Q, soit m(Q) le rang de Q, c'est-à-dire le 

maximum des rangs des sous-groupes abéliens élémentaires de Q. Soit G un 

groupe fini et P un 2-Sylow de G. Si k est un entier, posons B^(G,P) = 

< NG(Q) I Qcp et m(Q) >k >. Dans la classification des groupes simples, le 

cas général est celui où B2(G,P) =G. (On peut dans ce cas utiliser des "si-

gnalizer functors"). Le cas où Bj(G,P) ^G est le sujet du théorème de 

Bender-Suzuki, et celui où Bj(G,P) = G, mais B2(G,P) ^G a été traité par 

M. Aschbâcher. 

Ensuite, pour la caractérisation d'un groupe connu Gq, on utilise en 

général des hypothèses sur la structure 2-locale d'un groupe G (c'est-à-

dire sur les groupes Nç(Q), où Q est un 2-sous-groupe non trivial de G), 

et on veut montrer que G est isomorphe à Gq. Pour cela, une des méthodes 

est de démontrer que si P est un 2-Sylow de G, Bj(G,P) est isomorphe à G Q , 

puis invoquer le théorème de Bender-Suzuki pour démontrer que Bj(G,P) =G. 

Les deux principales contributions à la démonstration du théorème de 

Bender-Suzuki sont les articles : 
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[S] M. SUZUKI : On a class of doubly transitive groups I I . Ann. of Maths, 

vol. 79 (1964), pp. 514-589. 

[B] H. BENDER : Transitive Gruppen gerader Ordnung, in denen jede Involution 

genau einen Punkt festlasst. J. of Algebra 17 (1971), pp. 527-554. 

Cependant ces articles font référence à des résultats antérieurs qui ne 

figurent pas dans les traités classiques sur les groupes finis, et pour avoir 

une démonstration complète, i l faut, dans la situation actuelle, lire une di

zaine d'articles, même en admettant certains théorèmes généraux comme celui 

de Feit-Thompson. 

Ces résultats antérieurs comprennent les travaux de Zassenhaus [Abh. 

Math. Sem. Univ. Hamburg 11 (1936), pp. 17-40 et 187-220] (caractérisation 

de PSL(2,q) et étude des presque-corps) ; la détermination des groupes de 

Zassenhaus, qui a été faite par W. Feit et M. Suzuki en 1960-62 [W. Feit : 

111. J. of Math. 4 (1960), pp. 170-186, M. Suzuki : Ann of Maths. n°75 

(1962), pp. 105-145] ; une caractérisation de PSL(2,q) par W. Feit [Amer. J. 

of Maths. 82 (1960), pp. 281-300] ; un article de G. Higman qui permet de 

déterminer les 2-groupes de Sylow d'un groupe G satisfaisant (*) [ i l l . J. 

of Maths. 7 (1963), pp. 79-96] ; un article de C. Hering sur les groupes finis 

opérant de manière doublement transitive sur leurs involutions [Archiv der 

Math. 22 (1971), p. 456] ; enfin l'article de W. Kantor et G. Seitz : Finite 

groups with a split BN-pair of rank 1 - I I [J. of Alg. 20 (1972), pp. 476-494] 

comporte un rectificatif à l 'article principal de M. Suzuki. 

D'autre part, le style des articles [S] et [B] est assez hétérogène. 

L'article de H. Bender est relativement concentré et très précis. La première 

partie de l 'article de M. Suzuki est de lecture assez facile. La deuxième par

tie est plus difficile et contient quelques erreurs. 

Ce travail est la première partie d'une rédaction de la démonstration 

du théorème de Bender-Suzuki. Une deuxième partie, qui apportera certaines 

simplifications à l 'article [S] est en cours de rédaction. 

Les trois premiers chapitres exposent l 'article [B] . Dans le chapitre I , 

on montre que, avec la notation de ( * ) , si G est de 2-rang> 2, alors G opère 

de manière doublement transitive sur l'ensemble ti des conjugués de H dans G. 

La démonstration est un peu simplifiée par la remarque, due à M.Enguehard 

et L. Puig, qu'il suffit d'étudier les p-sous-groupes maximaux fixant 3 points 
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LE THÉORÈME DE BENDER-SUZUKI, I 

de Q, au lieu des p-sous-groupes maximaux fixant 3 points dont un point donné. 

Dans le chapitre II, on démontre un résultat qui permet d'appliquer une hypo

thèse de récurrence à N^(X) si X est un sous-groupe ^ 1 de G qui fixe 3 points 

de Çl. Dans le chapitre III, on démontre que si G est de 2-rang > 2 et si 

0^! (G) =1, alors H a un sous-groupe normal qui opère régulièrement sur 0, - {H}. 

Cette dernière propriété, avec ( * ) , est l'hypothèse de départ de [S ] . 

Dans le chapitre IV, on démontre qu'un groupe d'ordre pair qui opère de 

manière doublement transitive sur ses involutions est de 2-rang 1, résultat 

qui est utilisé dans le chapitre III. Ce chapitre IV comprend un exposé de 

l 'article de C. Hering cité ci-dessus, la démonstration d'un résultat antérieur 

de A. Wagner sur les groupes de collinéations doublement transitifs sur les 

points d'un espace projectif, et la démonstration d'un résultat de J.L. Alperin 

sur les extensions d'un 2-groupe par GL(3, W^) dont à notre connaissance seul 

l'énoncé a été publié (les résultats de Wagner et d'Alperin sont utilisés dans 

l'article de Hering). 

Les démonstrations de certains résultats auxiliaires sont reportées en 

appendices. 

En plus des articles originaux, nous avons utilisé un manuscrit de 

C. Chevalley, un exposé de Y. Auffray au séminaire sur les groupes finis de 

Paris VII (1979) et un texte de M. Enguehard et L. Puig. 

Théorèmes généraux utilisés. 

Le théorème de Brauer-Suzuki : Soit G un groupe de 2-rang 1, c'est-à-

dire ayant un sous-groupe d'ordre 2 mais pas de sous-groupe non cyclique 

d'ordre 4, et soit t une involution de G. On a G = 0 ,(G)C ( t ) . 

Référence : R. BRAUER and M. SUZUKI : On finite groups of even order whose 

2 Sylow subgroup is a quaternion group, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 45 (1959), 

pp. 1757-1759. 

Le théorème de Feit-Thompson : Tout groupe d'ordre impair est résoluble. 

Référence : W. FEIT and J.G THOMPSON : Solvability of groups of odd order. 

Pacific J. of Math. Vol 13 (1963), pp. 775-1029. 

Le théorème ZJ de Glauberman : Soit p un nombre premier ^ 2. Tout p-groupe 

fini P a un sous-groupe caractéristique A(P) vérifiant les conditions suivan-
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tes : si 1, A(P) ^ 1. Supposons que G soit un groupe fini résoluble dont P 
est un p-Sylow et que G n'ait pas de section (quotient d'un sous-groupe) 
isomorphe à SL(2,p), alors 0^,(G)A(P) est un sous-groupe caractéristique de G. 

Référence : G. GLAUBERMAN : A characteristic subgroup of a p-stable 
group. Canad. J. Math. 20 (1968), pp. 1101-1135, theorem A. Dans cet article, 
la condition faisant intervenir G n'est énoncée que si 0^,(G) = 1, mais le cas 
général s'en déduit facilement. 

Pour les autres résultats utilisés, nous renvoyons aux livres : 

B. HUPPERT : Endliche Gruppen I . (Springer Verlag, 1968). 
I.M. ISAACS : Character theory of finite groups (Academic Press 1976). 

Dans les chapitres II et III, on utilise en plus quelques propriétés élé
mentaires des groupes PSL(2,q), PSU(3,q), Sz(q) et à la fin du chapitre IV, 
on utilise la classification des 2-groupes de Suzuki (article de G. Higman) , 
qui a été exposée dans un séminaire de Paris VII en 1979. 

Notations. 

L'élément neutre d'un groupe est noté 1, et un groupe réduit à l'élément 
neutre est aussi noté 1. 

Les opérations d'un groupe sur un ensemble ou sur un groupe sont des 
opérations à droite, sauf mention du contraire. 

"p-Sylow" est une abréviation de "p-sous-groupe de Sylow". 

c est l'inclusion au sens large. 

Si X est une partie d'un groupe G, Inv(X) est l'ensemble des involutions 
de G qui appartiennent à X, et si t est une involution de G, J(X,t) est l'en
semble des éléments x de X tels que = x 

Si q est une puissance de 2, 3F est le corps à q éléments. Le groupe 
PSL(2,q) est défini dans Huppert, § 6 du chapitre II. Le groupe PSU(3,q) est 
le groupe qui est noté PSU(3,q ) dans Huppert, § 10 du chapitre II. Le groupe 
Sz(q) est le groupe de Suzuki défini sur 1F̂ . Pour une définition de ce groupe, 
voir par exemple R. CARTER : Simple groups of Lie type, Wiley & Sons, 1972 
chapitre 13, ou l'exposé de Y. Auffray cité plus haut. 

Les autres notations utilisées sont maintenant traditionnelles en théorie 
des groupes finis. 

146 



LE THÉORÈME DE BENDER-SUZUKI, I 

CHAPITRE I. LE THÉORÈME DE DOUBLE TRANSITIVITÉ 

§ 1.- GENERALITES SUR LES GROUPES DE BENDER 

(1) Définition.- Soit p un nombre premier. Un sous-groupe H d'un groupe fini 

G est appelé groupe de Bender pour p de G si l'ordre de H est divisible par p, 

et pour tout xeG-H, l'ordre de H n HX est premier à p. 

Soient G un groupe fini et H un groupe de Bender de G, p étant un nombre 

premier fixé. 

(2) Si X est un sous-groupe de H d'ordre divisible par p, on a N„(X) cH. Si 

x est un élément de H d'ordre divisible par p, on a C^(x) cH. 

(3) Tout p-Sylow de H est un p-Sylow de G. 

(4) On a N (H) =H ; l'opération de G sur l'ensemble des classes à droite de H 

dans G est donc équivalente à l'opération de G sur l'ensemble des conjugués 

de H (par automorphismes intérieurs). 

Soient G un groupe fini et p un nombre premier divisant |G|. 

(5) Soit P un p-Sylow de G. Posons B(G,P) = < N (Q) | 1 / Qc P >. Alors un sous-

groupe H de G est un groupe de Bender pour p de G si et seulement si H con

tient un conjugué de B(G,P). 

Les deux propriétés suivantes permettent de faire des raisonnements par 

récurrence sur les groupes ayant un groupe de Bender propre : 

(6) Soit H un groupe de Bender pour p de G. Si X est un sous-groupe de G tel 

que | X n H | soit divisible par p, alors XnH est un groupe de Bender de X. 
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(7) Soit H un groupe de Bender pour p de G. a) Si X est un sous-groupe normal 
de G d'ordre divisible par p, on a HX = G. b) Si X est un sous-groupe normal 
de G tel que |x| <|G|p, HX/X est un groupe de Bender de G/X. 

(8) Soit G un groupe de p-rang 1. Alors un p-Sylow P de G a un unique sous-

groupe Q d'ordre p, et B(G,P) =N„(Q). 

(9) Soit G un groupe de p-rang > 2. Si H est un groupe de Bender de G, on a 

0 , (G) cH. Si H est un groupe de Bender propre de G, 0 , (G) = n HX. 

Formulations équivalentes de la définition d'un groupe de Bender. 

(10) a) Soit H un groupe de Bender pour p de G, et considérons G comme groupe 

opérant sur les classes à droite de H dans G. Alors tout élément d'ordre p 

de G a un point fixe et un seul. 

b) Réciproquement, soit G un groupe d'ordre divisible par p qui opère 

transitivement sur un ensemble E de manière que tout élément d'ordre p de G 

ait un point fixe et un seul dans E. Alors le stabilisateur d'un point de E 

dans G est un groupe de Bender de G. 

(11) Soit <S l'ensemble des p-Sylow d'un groupe fini G d'ordre divisible par p. 

Soit R la relation d'équivalence sur -s/ engendrée par la relation S n S' / 1 

entre éléments de -tf . 

a) Si t£ est une classe d'équivalence de R et S e ^ , on a 

B(G,S) = {x e G | -7?X = <&} , et °& es t 1 ' ensemble des p-Sylow de B (G, S) . 

b) Pour que G admette un groupe de Bender propre, il faut et il suffit qu'il 

existe j » •£\ tels que ̂  = ^ | u ^\ ̂  ® 9 ̂  2 * ̂ ' ̂ \ n ^2 = ^ et tels 

que pour S e -$̂  et S^e S 2 on ait S j n Ŝ  = 1. 

Démonstration des propriétés (2) - (11). 

(2) Soit XcH tel que | X| soit divisible par p, et y e N (X) . Puisque 

XcHnHy, on a yeH par définition. La deuxième assertion en résulte puisque 

CG(x) cNQ( < x > ) . 

(3) Si P est un p-Sylow de H, on a N (P) <=H d'après (2) , donc P est un p-Sylow 

de Np(P), donc est un p-Sylow de G. 
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(4) résulte immédiatement de (2) . 

(5) Soit H un groupe de Bender pour p de G. Soit Pj un p-Sylow de H. D'après 

(3), B(G,Pj) est défini et est conjugué à B(G,P) dans G. D'après (2) , 

B(G,Pj) cH. 

Réciproquement, supposons H D B ( G , P ) . Alors | H | est divisible par p. Soit 

xeG tel que | H n HX | soit divisible par p, et soit Q un p-Sylow de H n HX. 

Montrons que N (Q) c H : i l existe un p-Sylow P de H tel que QcP et i l 

existe yeH tel que P =PY. On a N_(Q) cB(G,P,) =B(G,P)YcH, d'où notre asser-

tion. De même N (Q) cHX, donc N (Q) c H n HX. Donc Q est un p-Sylow de 

donc un p-Sylow de G. Puisque Q et QX sont des p-Sylow de H, i l existe z e H 

tel que Q =Q . Alors zx e N (Q) <=H, donc xeH et H est donc bien un groupe de 

Bender pour p. 

(6) résulte immédiatement de la définition. 

(7) a) D'après (5), HX est un groupe de Bender de G, et GcHX d'après (2). 

b) On peut supposer que X est un p'-groupe d'après a ) . Alors |HX/X| est 

divisible par p. Soit xe G/X tel que l'ordre de (HX/X) n (HX/X)X soit divisi

ble par p. Alors |(HX) n (HX)X| est divisible par p, et HX étant un groupe de 

Bender de G d'après (5), x e HX donc xeHX/X. 

(8) Un p-Sylow P de G a un sous-groupe central Q d'ordre p, qui est donc 

l'unique sous-groupe d'ordre p de P. Si est un sous-groupe f 1 de P, a 

un sous-groupe d'ordre p qui est l'unique sous-groupe Q d'ordre 

p de Q , donc N(Q ) cN(Q). I l en résulte que B(G,P) =N (Q). 
1 1 G 

(9) Soit X un sous-groupe de type (p,p) de H. Comme X opère sur le p'-groupe 

0 i (G), on sait alors que 0 , (G) est engendré par les C(x) nO , (G) pour 

x € X. Comme C_(x) c H pour x e X d'après (2) , on a donc 0 , (G) c H. Si H est un 

groupe de Bender propre de G, n H est par définition un p'-sous-groupe nor-

mal de G, donc 0 ,(G) = n HX. 

(10) a) D'après (3) et la définition, un élément d'ordre p de G appartient à 

un unique conjugué de H, donc a un point fixe et un seul. L'assertion b) est 

évidente. 
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(11) a) Soit Q un sous-groupe non trivial de S, et xe N (Q) . On a S nS^ 1, 

donc S e tû , d'où n ̂  ̂  0. I l est clair que ^ est une classe d'équiva

lence de R, donc ^X = °ô . On a donc B (G, S) c {x e G | <5 X = . 

Tout p-Sylow de B(G,S) est de la forme SX, xeB(G,S). Comme 

B(G,S) c{ x e G |C6X = , on a SX e , donc l'ensemble des p-Sylow de B(G,S) e 

est inclus dans 'û . 

Soient Sj un p-Sylow de B(G,S) et / tels que S^r^ + 1. I l existe 

xe G tel que Ŝ  = SX, et on a xeB(G,S) car B(G,S) est un groupe de Bender de 

G, donc S2 cB (G,S) . I l en résulte que l'ensemble des p-Sylow de B(G,S) est 

égal à °ô . 

Soit enfin x e G tel que ^ X = ̂  . Alors SX est un p-Sylow de B(G,S), et 

i l existe y e B(G,S) tel que SXy = S. Alors xy e N_(S) cB (G,S) , donc x e B(G,S) , 
G 

ce qui prouve que B(G,S) = {xe G j % = °ë]. 

b) Soit S un p-Sylow de G. D'après (5), G a un groupe de Bender propre si et 

seulement si B(G,S) ^ G. D'après a) ceci est équivalent à ^ ^ é9 °Q étant 

la classe d'équivalence de R contenant S. 

§ 2 . - LES INVOLUTIONS D'UN GROUPE ADMETTANT UN GROUPE DE BENDER PROPRE 

Dans toute la suite, on appellera groupe de Bender d'un groupe fini un 

groupe de Bender pour le nombre premier 2. Dans les 3 premiers chapitres, on 

fera l'hypothèse : 

(AO) G 2Mt un gfioupz < M qui a un gioupz d<i Bcnd&i pnopnd. 

Notations.- fi est une classe de conjugaison de groupes de Bender propres de 

G. On considère G comme groupe opérant (à droite) sur fi par automorphismes 

intérieurs. Toute involution de G a alors un unique point fixe. Si u est 

une involution de G, on notera H(u) le point fixe de u. Pour toute partie E 

d'un groupe, on notera Inv(E) l'ensemble des involutions contenues dans E. 

On pose £> = {H n H' | H e fi, H' e fi, H^H'j et n = | Inv(H) | pour H e fi : n 

est indépendant de H. Si X est un groupe fini, Y c X et ue Inv(X) 

on posera J (Y ,u )={yeY |yU = y 1}. 
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Vn.opohiAA.on 7. - a) Sotcnt s, te Inv(G) teJU que. H(s) ^H(t ) . ktoKA st e.St d'OK-

cUie. ÂjnpaJji. Il existe, une, unique, involution u de. G teULe, que. t = s11. On a 

ne < s , t > , H(u)^H(s) e tH(u)^H( t ) . 

b) inv(G) eût une. classe, de. conjugaison de. G. Si. He fi, inv(H) 

est une. classe, de. conjugaison de. H. 

c) Si. H , H' e fi, le. nombre, des Involutions u telles que, 

Hu = H' 2St n. 

a) Soient s,teInv(G) tels que H(s) ̂ H( t ) . Supposons que st soit d'ordre pair. 

Comme s e t t inversent tout élément de < st > , < st > a une involution u qui 

est centralisée par s et par t. Alors, d'après le § 1 (2), on a 

H(s) =H(u) =H(t), ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc st est d'ordre 

impair. D'après le théorème de Sylow, i l existe ue <s , t> tel que sU=t. 

Si u n'est pas une involution, su est une involution car dans le groupe dié-

dral <s, t> , les éléments de <s, t> - <st> sont des involutions. Donc en 

remplaçant éventuellement u par su, on peut supposer que u est une involu

tion. Si H(u)=H(s), on a sUeH(s), d'où H(t)=H(s), ce qui est contraire à 

l'hypothèse. Donc H(u) ̂ H(s). De même, puisque tU = s, H(u) ̂ H( t ) . L'applica

tion : u v—> sU de Inv(G) -Inv(H(s)) dans lui-même est donc surjective, donc 

bijective. 

b) Soit H e fi. Comme H ^ G et N (H) = H, on a |fi| > 2. Soit H' e fi, H'^H. Alors 

Inv(H')^0 et Inv(H') n Inv(H) = 0 par définition. Donc Inv (G) - Inv (H) ^ 0. 

D'après a) tout élément de Inv(H) est conjugué à tout élément de 

Inv(G) - Inv(H) . I l en résulte que Inv(G) est une classe de conjugaison de G. 

Soient s,t e Inv(H) . Si x e G est tel que sX = t, on a t e H n HX, d'où x e H, ce 

qui prouve que Inv(H) est une classe de conjugaison de H. 

c) Si H1 = H, HU = H' équivaut à u e H. Supposons H' ^ H : soit s e Inv(H) . Si 

u e Inv(G) , on a HU = H' < = > sU e H' <=> sU e Inv(H' ) . Comme 1 ' appl ication u i—> sU 

est une bijection de Inv(G) - Inv(H) sur lui-même, le nombre des u tels que 

sUeInv(H') est | lnv(H') | =n. 

Remarque.- Si les involutions de H commutent deux à deux (ce qui sera le cas 

si 0^,(G) = 0 , le produit de deux involutions de G est soit d'ordre 2, soit 

d'ordre impair. Les groupes engendrés par une classe d'involutions possédant 

cette propriété ont été étudiés par Fischer et par Aschbacher. (Le théorème 

de Bender-Suzuki est utilisé dans le travail d'Aschbacher). 
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Lmme. 7.- Soit X un Aoub-gtwupz d1 oïdsiz impaùi de H e fi, e t boidnt ue inv(H) 

e t t £ inv(G - H ) . kloub on a | uX| > | j ( x , t) | . 

x X I l suffit de montrer que l'application : x »—>u de J(X,t) dans u est 
x y x t y t injective. Si u = u (x,ye J(X, t ) ) , on a u =u ; xt et yt sont des involu-

x t 

tions et H(u) ̂ H(u ) , sinon xt e H et te H, contrairement à l'hypothèse. 

D'après la proposition 1 a) , on a xt=yt, d'où x = y. 

Proposition 2. - Soit D e £>. a) Il dxtbtd H e fi e t te Inv(G - H) t e t ô que. 

D = H n H*". 

b) Soient H,t comme dans a), e t K = J(D,t). Si 

ue inv(H), on a |uD| = |tD| = | K | =n ; D орЫо. tAansitivmznt bun inv(Ht) e t 
6UÂ. Inv(H) . 

On a D = H n H' , H,H'efi, H' ^H. D'après la prop. 1 c) , i l existe 

te Inv(G-H) tel que H' =Ht. Puisque D normalise H et H*1, D normalise l'en

semble Inv(Ht) des involutions qui transforment H en H*". On a J(H,t) cHnHt = D, 

donc J(H,t) =K. D'après l'appendice I , ( 1 ) , on a | tD|= | K| =j J(H, t) |= | Inv(Ht) | , 

la dernière égalité provenant de ce que u i—^ ut est une bijection de 

Inv(Ht) sur J(H,t). Donc D opère transitivement sur Inv(Ht). De plus, d'après 

la prop. 1 c) , |lnv(Ht)| =n. D'après le lemme 1 , on a |u°| ^ | к | =n, donc 
|u°| =n et D opère transitivement sur Inv(H) . 

Lemme 2. - Soient H } , H2 de4 eZzmowtb distincte de fi . Soit F un soub-gnoupd 

da G toZ qui | F n H | e t | F n H 2 | notent реши. К1окл i l ixibtd t e Inv(F) tdi 

qui H 2 = H ] e t F n H j e t F n H 2 sont de* дкоирол de Bendet рлорлел e t distincte 

de F, conjugua dan* F. 

Soient и̂  e Inv(F nHj) et Inv(F n ^ ) . Puisque |Hj n I est impair, 
on a u2 i F n Hj . En particulier, F n Hj n et F n H j est un groupe de Bender 
propre de F (§ 1 ) . D'après la prop. 1, i l existe t e Inv(F) tel que û  = u2 . 

Alors H2 =H^ et (F n H ) = (F л Hj)t. 
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§ 3.- LES p-SOUS-GROUPES MAXIMAUX FIXANT 3 POINTS 

Dans ce paragraphe et le suivant, p est un nombre premier fixé, p> 2. 

Nous démontrons dans le § 4 que si G a un p-sous-groupe P tel que 

|fip| =2, alors G est 2-transitif sur fi. Pour cela, on prendra une partie 

{H,H1} de cardinal 2 de fi, et i l suffira d'après l'appendice II, (4) , de mon

trer que si Q est un p-Sylow de H л H', alors |fi^| =2. En supposant que 
|fi^| > 3, on pourra considérer un p-sous-groupe R de G tel que Qс R et 
|fi^| > 3, maximal pour ces propriétés. C'est pourquoi on étudie les p-sous-
groupes maximaux de G qui fixent 3 points. 

L'étude des p-sous-groupes P tels que |fi^| >3 est liée à l'étude des 
p-sous-groupes P tels qu'il existe Не ^ tel que |N^(P)| soit pair. Si P 
vérifie cette dernière condition et si |fi^| > 2, on a |fip| > 3 car si H' e fip 

est distinct de H et te Inv(N^(P)), on voit que (H')*" est un élément de fip 

distinct de H et de H'. 

On démontrera dans la suite que si P est maximal parmi les p-sous-groupes 

de G qui fixent 3 points et si Hefi^, alors |N (P) | est pair. 

Proposition 7. - Soit P un element maximal de l'ensemble, des p-sous-groupes 

de G qui ont au moins 3 points {^Ixes. Mors II existe He fi tel que ? en et 

tel que | N U ( P ) | soit pair. и 

Lemme 7.- Soit D = H] n н2[n] ,н2 e fi, tt] ^н2). Tout p-Sylow de D est normaLlse 

рак une Involution de G qui échange Hj et н2. 

D'après le § 2, prop. 2, i l existe t€lnv(G-Hj) tel que H = H J " , et t 

normalise D. Comme | D | est impair, t normalise un p-Sylow de D. D'après un 

théorème de Sylow, tout p-Sylow de D est normalisé par un conjugué u de t 

par un élément de D, et u échange Hj et H2. 

Lemme 2.- Soit x un soia-groupe d'ordre Impaix de G tel que N (x) soit 
G 

de 2-rang>2. Mors XcH(t) pour tout te inv(N_(x)). 
G 

En effet, si te Inv(N (X)) , H(t) nNp(X) est un groupe de Bender de 
G G 

N„(X), et le lemme résulte du § 1, (9) . 
G 

lemme 3.- Soit ? maximal parmi les p-sous-groupes de G qui ont au moins 
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3 points {ixai>, at M = N (P) . Soient R\, H0 dah aimants distincts da a tais 

qu* i l exista xe M avec H X = H 2 » №OHJ> ¿1 exista una involution da M qui 

ackanga H , at H 2 . 

Si P est un p-Sylow de Hj nH2> i l suffit d'appliquer le lemme 1. Sinon, 

d'après la maximalité de P, un p-Sylow de MnHjDï^ n'a que 2 points fixes. 

D'après l'appendice II, (2) , i l existe xeM qui échange H. et H„. Alors x est 
k . 

d'ordre pair, et il existe un entier k tel que x soit une involution. Comme 
k 

une involution n'a qu'un point fixe, x ne peut fixer Hj et , donc les 

échange. 
Démonstration de la proposition.- Posons M = N (P) . D'après le lemme 2, i l 

G 
suffit de considérer le cas où M est de 2-rang< 1. 

1er cas : les orbites de M dans fi^ sont toutes de cardinale 2. 

En particulier, M n'est pas transitif sur Q^. Soient H^H^efip qui ne 

soient pas dans la même orbite sous M. D'après le lemme 1, P n'est pas un 

p-Sylow de MnHjfiH^. Donc un p-Sylow Q de MnH^nH^ n'a que les deux points 

fixes Hj, H2. Puisque > 3, i l existe e ftp distinct de Hj, . Alors 

n'est pas un point fixe de Q, donc l'orbite de par Q est d'ordre>p>2. 

Ce cas est donc impossible. 

2ème cas : i l existe une orbite de M dans ftp de cardinal > 3. 

Soient Hq, Hj, H2 des éléments distincts de fip qui sont dans la même or

bite sous M. D'après le lemme 3, i l existe des involutions t j , t , t de M 
tl t2 t 1 t ? t 

telles que H = H,, H = H0, H =H . En particulier, I Ml est pair donc M M o 1 o 2 o o r ' i l 
est de 2-rang 1. D'après le théorème de Brauer-Suzuki, M/02,(M) a une seule 

involution, donc tjt2e02,(M). Alors t j^ teH^ et l'image de t j ^ t dans 

M/02,(M) est d'ordre 2, donc tjt2t est d'ordre pair. I l en résulte que 

|N (P) | est pair. 

§ 4 . - LES INTERSECTIONS p-REGULIERES 

Lamma 7. - Soiant D e £ ) at H e ft tats qu'it axtsta H ' e Q, tal qua D = H n H ' 

LOA condition* AuivantaA 6ont aquivalanta* : 

a) JUL axista u e i n v ( H ) tal qua |DnDu| = | D | 
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b) роил tout и е Inv(H), on а |D n DUIр = IDIр• 
c) I I exl*te ип p-Sylow Р de D tel que |NH(P) | *olt ралл. 
d) роил tout p-Sylow P de D, |NR(P) | e*t pain. 
e) It exl&te u £ inv(H) et un p-*ou*-gswupe p de D nomalue рал u tel. quo, |u | -np-

Suppo*on* сел condition* * atl* ̂ alte*. SI p p-S#£ow de D, on a 
> 3 et *l u e-6̂ : one Involution de н qax поллиа̂ сбе P, on a |u | =n . 

Si les conditions de ce lemme sont satisfaites, on dira que D est une 
intersection p-régulière relativement à H, et on écrira (D,H) e fà? • 

D'après le § 2, si u e Inv(H) , on a |u |̂ =n. D'après l'appendice 1,(3), 
on a donc a) <=> c) <=> e) . On a a) <=> b) car D est transitif sur Inv(H) 
et c) <=> d) car deux p-Sylow de D sont conjugués dans D. Si P est un 
p-Sylow de D et si ces conditions sont satisfaites, |N^(P)| est pair. On a 
alors |fip| >3 comme on l'a remarqué au § 3. Si u e Inv(H) normalise P, on a 
|uP| = |uD|̂ =n̂  d'après l'appendice I,(3)b). 

Lemme 2,- Soit P un élément maximal de V ensemble deô p-* ou*-groupe* de G qui ont 
au moin* 3 point* £lx.e*. Suppo*on* qui P contienne un p-Sylow d1 un élément 
de <£> . klon* *l H, H' *ont de* élément* dlAtlnct* de Œp, (H n H1 ,H) e ûb et P 
e*t un p-Sylow de H n H'. 

1) Supposons d'abord que |N^(P)| soit pair : 

D'après l'hypothèse et le § 3, lemme 1, il existe H e Çl, te Inv(G-H ) et un 
p p-Sylow P de H n H tels que P =P etP cP. On a | t°l=n d'après l'appen-^ • ^ o o o n o o o ' ' p 1 7 

dice I,(3)b) et le § 2, prop. 2. D'après l'appendice 1,(1), on a 
P 

| t ° | = | J(PQ,t) | . Comme P 3Pq, on a donc | J(P,t) | > | J(PQ,t) | = n . 

1er cas : t^H. Soit u£lnv(H) tel que PU = P. D'après le § 2, lemme 1 , on a 
P P |u | >: | J(P, t) | , donc d'après ce qu'on vient de voir, |u | -np* D'après le 

lemme 1 e), il en résulte que (Hn H',H) e .D'après le lemme 1 et la maxima-
lité de P, P est un p-Sylow de H nH'. 

P 
2ème cas : te H. On a |t | =n . En appliquant le lemme 1 e) avec t à la place 
de u et Pq à la place de P, on voit que (HnH',H) e (% ^. On conclut comme dans 
le 1er cas. 
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2) Conclusion : D'après le § 3, i l existe Heîlp tel que | N ^ ( P ) | soit 

pair. D'après 1) , pour tout H' e Œp distinct de H, P est un p-Sylow de HnH' . 

D'après le § 3, lemme 1, i l existe une involution de N (P) qui échange H et 

H', donc | N J J , ( P ) | est pair. On peut alors appliquer 1) à H, H' e Œp distincts 

quelconques, d'où le lemme. 

Proposition 1. - a) Si &> p =0> G opère de manière doublement transitive sur Çl. 

b) (Я?^ = ф si et seulement s'il existe un p-sous-groupe P de 

G tel que |ŒP| = 2 . 

Supposons $?p=0. Soit {H,H'} une partie de cardinal 2 de Çl, et P un 

p-Sylow de HnH' . Si Ifi I > 3, le lemme 2 montre que ф 0, contrairement à 

l'hypothèse. Donc ŒP = {H>H'} et G opère de manière doublement transitive 

d'après l'appendice I I , ( 4 ) . 

Supposons fo> ф 0. Si (D ,H ) e fa, et Q est un p-Sylow de D , on a ^r p о о p о о 
\Çl I > 3 . D'après le lemme 2, i l existe un p-sous-groupe Q de G tel que 

о 
|ŒQ| > 3 et que pour tout D e Ю avec Q с D, Q soit un p-Sylow de D. Soit S un 
p-Sylow de G tel que QcS. Soient H, H' des éléments distincts de Çl^. On a 
Q с H n H' donc Q est un p-Sylow de HnH' , donc Q = S et > 3. D'après le 

théorème de Sylow, on a donc |fig| ^2 pour tout p-Sylow S de G, et d'après 

l'appendice I I , ( 1 ) , |ŒP| / 2 pour tout p-sous-groupe P de G. 

Proposition 2.- Soient ReQ, et ? un élément maximal de l'ensemble des p-sous-

groupes de H qui ont au moins 3 points fixes. Alors p est maximal parmi les 

p-sous-groupes de G qui ont au moins 3 points fixes et | N R ( P ) | est pair. 

1er cas : (%?^=0. Alors G est 2-transitif sur Çl d'après la prop. 1, donc P 

est maximal parmi les p-sous-groupes de G qui ont 3 points fixes et N (P) est 
G 

transit if sur Çlp (appendice I I , ( 6 ) ) . D'après le § 3, i l existe К e Œp tel que 
IN (P)| soit pair, et d'après la t ransi t ivi té de N (P) i l en résulte que 
K. G 

|N ( P ) I est pair. 

2ème cas : ОЬ^ФФ. Soit R maximal parmi les p-sous-groupes de G qui contiennent 
P et fixent 3 points. Soit KeQ tel que К ф H . On a P с H n К et un p-Sylow de 
НлК a 3 points fixes d'après la prop. 1. Donc P est un p-Sylow de H n K, et 

il existe ueN(P) qui échange H et К (§ 3, lemme 1) . Alors PcRUcH, donc 

156 



LE THÉORÈME DE BENDER-SUZUKI, I 

P=RU et P = R. De plus, P étant un p-Sylow de H n K, | N (P) | est pair d'après 

le lemme 2. 

Pour utiliser l'hypothèse de récurrence, nous aurons besoin du lemme 

suivant : 

Lemme__3_.- Supposons que G soil 2-translti^ Sun. fi. Soient H, H' e fi distincts, 

D = H n H' et ? un p-Sylow de D. Supposons que | N ( P ) | soit Impair. Alors 

H 
|fip| = 2 et P est un p-Sylow de G. 

Si |fip| >3, P est maximal parmi les p-sous-groupes de G qui ont 3 points 

fixes, car |Dj| = | D | pour tout D̂ e S) d'après la 2-transitivité de G. D'après 

la prop. 2, |Njj(P)| est alors pair, contrairement à l'hypothèse. Donc |fip| =2. 

D'après l'appendice 11,(1), P est alors un p-Sylow de G. 

§ 5.- LE THÉORÈME A. UTILISATION DE L'HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE 

On commence ici la démonstration, par récurrence sur |G| du théorème de 

double transitivité : 

Théorème A.- SI G est de 2-rang > 2, alors G opère de manière doublement tran

sitive Sur fi. 

On supposera dans la suite que : 

(Al) G est de 2-rang > 2. 

(A2) Pour tout groupe F d'ordre < |G|, qui est de 2-rang > 2 et qui a un groupe  

de Bender propre K, l'opération de F sur les conjugués de K est 2-transitive. 

Dans ce paragraphe, on fixe D e V , He fi et te Inv(G) tels que D=HnHt. 

Lemme 1. - a) |NH(D) [ est impair. 

b) Il existe un nombre premier p > 2 tel que ( D , H ) ^ . 

a) Soit u une involution de N (D). Puisque D opère transitivement sur Inv(H) 
H 

(§ 2) , on a Inv(H) c < D,u > . Mais <D,u> =D<u> est de 2-rang 1 . Donc H 

n'a pas de sous-groupe de type (2,2) et puisque H contient un 2-Sylow de G, 

cela contredit (Al ) . 
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b) Supposons (D,H) e (k> pour tout nombre premier p > 2 . Soit ue Inv(H) . Four 

tout p premier, i l existe un p-Sylow de D normalisé par u (§ 4, lemme 1). 

Puisque D est engendré par ces p-Sylow, u normalise D, ce qui contredit a ) . 

Vroposition 7. - Si D a un sous-groupe normal l qui est normalise par t et 

par une involution de H, alors G opère de manière 2-transitive sur 

Soit N=N ( A ) . Montrons qu'on peut appliquer l'hypothèse (A2) à F = N/A. 
G 

On a |F| < | G | ; on a t e N - (N n H) , donc N n H est un groupe de Bender propre 

de N et (N n H)/A est un groupe de Bender propre de F (voir § 1) ; puisque 

DcN, N nInv(H) ^ et D opère transitivement sur Inv(H), on Inv(H) cN ; i l en 

résulte que N et F sont de 2-rang > 2. 

D'après (A2), N opère de manière 2-transitive sur les conjugués de NnH 

dans N. 

Soit p un nombre premier > 2, tel que (D,H) l (fo ^ (lemme 1) , et soit P un 

p-Sylow de D. Par définition de | N ^ ( P ) | est impair, donc (§ 4, lemme 3) 

P est un p-Sylow de N. 

Si |fip| =2 , la conclusion résulte du §4 , prop. 1. Supposons donc que 

|^p| >3 . Soit S maximal parmi les p-sous-groupes de H contenant P, qui fixent 

3 points. Puisque P est un Sylow de N, on a SnN=P. D'après le § 4, prop.2, 

i l existe une involution u dans N (S) . Comme Inv(H) cN, u normalise S et N, 
H 

donc normalise P = SnN. Ainsi |N (P) I est pair, contrairement à l'hypothèse. 

Remarque : La proposition 1 est le seul endroit de la démonstration du théo

rème A où on u t i l i se l'hypothèse de récurrence. 

§ 6.- DEMONSTRATION DU THEOREME DE DOUBLE TRANSITIVITE 

Dans les propositions 1 et 2 qui suivent, p est encore un nombre premier 

impair quelconque. Dans la prop. 1, on montre que sous certaines conditions, 

un élément D de 2) a un sous-groupe caractéristique 1 normalisé par une in

volution de H (D=HnH' , H,H' e Çl) , ce qui permet d'appliquer la proposition 

du § 5. La démonstration u t i l i se les théorèmes de Feit-Thompson et de 

Glauberman. 

Lemme 7.- Soit x un p'-sous-groupe d'un groupe résoluble fini M . Si x est 

normalisé par un p-Sylow de M, alors x c o f (M). 
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Supposons d'abord que 0 ,(M) = 1. Par hypothèse, X est normalisé par 

0 (M) donc [X,0 ( M)]cXnO (M) = 1. Mais С (0 (M) ) с 0 (M) (Huppert, chap. VI, p p p M p p 
(6.5)) . Donc X c O (M), d'où X =1. Dans le cas général, on a X0 , (M)/0 , (M) = 1 

P P P 
d'après le premier cas, donc XcO^(M). 

Ce lemme sera généralisé dans l'appendice IV. 

Proposition 1. - Soient (D,H) e Ûb et u e Inv(H) . On a 0 , (D n DU) с 0 , (D) . 
u~ P P P 

о ,(DnD ) = 0 , (D), alors G opère de manière doublement transitive bar fi. 
P P 

Soit P un p-Sylow de D normalisé par u (§ 4, lemme 1). Comme PcDn DU, 

0 .(Dn DU) est normalisé par P, et 0 f(Dn DU) с 0 ,(D) d'après le lemme 1 et P P P 

le théorème de Feit-Thompson. Supposons que 0^,(DnDU) =0 , (D). Soit A(P) le 

sous-groupe de P donné par le théorème ZJ de Glauberman. Montrons que 

A = 0 , (D)A(P) vérifie les hypothèses de la proposition du § 5 : 
P 

. On a A ф 1. En effet D ф 1 d'après (Al ) , donc si 0 ,(D) = 1, on a P Ф 1 
d'où A(P) ф 1. 

. L'involution u normalise 0 ,(D) =0 ,(DnDU) et P, donc A(P), donc u 
P P 

normalise A. 
. On a A O D < t > . Cela résulte du théorème ZJ de Glauberman, car | D | 

étant impair, D est résoluble et n'a pas de section isomorphe à SL(2,p). 

D'après la proposition du § 5, G opère de manière 2-transitive sur fi. 

Lemme 2,- Soient x un groupe d1 ordre Impair, < u > un groupe d1 ordre 2 opé

rant sur x, M = x<u > . On suppose que M opère бит un groupe {Inl Y d'ordre 

premier à |м|. Alors Y est engendré par la réunion des bous-groupes 

Cy(J(X,u)) et Cy(v) pour v £ Inv(M) . 

Puisque |Y| est impair, Y est résoluble. On raisonne par récurrence sur 

la longueur de la suite dérivée de Y. Si cette longueur est 0, Y=l. Sinon 

Yj =[Y,Y] vérifie encore l'hypothèse et a une suite dérivée plus courte. Par 

hypothèse de récurrence, Ŷ  с Z, où Z est le sous-groupe de Y engendré par 

CY(J(X,u)) et les С (v) pour V£ Inv(M). I l en résulte que Z < Y. Puisque 

< J(X,u) > <1 X (appendice 1,(4)) et Inv(M) est normal dans M, M opère sur Z 

donc sur Y/Z. Puisque | Y | et |м| sont premiers entre eux, on a 
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Cy/Z( < J(X,u) >) = C Y / Z ( V ) = Z / Z P O U R tout ve Inv(M) ^Huppert, Ch. I , théo

rème 18-6]. I l en résulte (appendice 1,(1)) que tout velnv(M) inverse les 

éléments de Y/Z. Si xe J(X,u), x= (xu).u est le produit de deux involutions 

de M, donc centralise Y/Z. Donc С ( < J(X,u) >) =Y/Z et Y = Z. 

Proposition 2.- Soient P un élément maximal de V ensemble des p -s о us-groupes 

de G qui ont au moins 3 points {¡ixes, Heí]p, u une involution de H qui norma-

lúe p mais ne le centralise pas et к = J(P,u). Il existe alors un sous-groupe 

F de G tel que : 

a) F пн est un groupe de Bender propre de F 

b) &cs€inv(F), alors к cz я (s) et о , (н n Hs) с opl (H(s) n H n H S ) . 

1) Soient Hj,H2 e Q, tels que R c H ^ H ^ et se Inv(Hj) tel que KS = K. 
Supposons que С (К) n H n с H . Alors О ,(Н,пн!)сО , (H, n L n H®) : ь z z i p z z p 1 z 2 

On peut appliquer le lemme 2 avec Y = 0 ,̂ (H2 n H )̂ , X = < K > et M = X.<s> 
(M opère bien sur Y car K c ^ n H ^ ) . Donc Y est engendré par Су(К) et les 
Cy(v) pour ve Inv(M). Puisque McHj et Су(К) сН]Э il en résulte que Y с H . 
Donc : 

Op,(H2nH2) cHj n H2 л H2 cH2 nH2 

et par conséquent 0 , (H0 л нЬ с 0 , (H nL л . 
P Z Z p 1 Z Z 

2) Premier cas : Cç(K) Ф H. Posons F j = С < u > avec С =Cç(K) , qui est nor
malisé par u. 

H n Fj est un groupe de Bender propre de Fj, car ue HnFj et Cc¿H. 

|C| est impair : on a ni C, sinon u centraliserait K, donc P (appendice I , 

( 1 ) ) . Or Fj a une seule classe d'involutions car il a un groupe de Bender 

propre. Comme C-dFp il en résulte que С n'a pas d'involution. 

Donc Fj est de 2-rang 1. Soit F minimal parmi les sous-groupes de Fj 
contenant strictement H л F^. Alors H л F=H л Fj est un groupe de Bender propre 
de F. Soit se Inv(F). Puisque Fj a une seule classe d'involutions, s est con
jugué à u par un élément de C, donc KS = К et KcH(s). 

Puisque Hn F est un sous-groupe maximal de F, on a d'après l'appendi

ce III, ( 1) F л H л HS с F n H (s) . Mais F л H = F л H, donc С л H л HS с H (s) . D'après 

1) il en résulte que : 
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0 , (HnHS) cOpl(H(s) nHnHS). 

3) Deuxième cas : C (K) cH. Posons F = N (P) . Alors F n H est un groupe de 
G G 

Bender propre de F d'après la prop. 2 du § 4 et le lemme 2 du § 2. Soit 

s e Inv(F - F n H) . Alors s est conjugué à u dans N (P) , donc P c H ( s ) . D'après 
G 

1), 0p,(H(s) n H(s) ) c Op,(H n H(s) n H(s) ) . Mais il existe une involution de 

G qui échange u et s (§ 2, prop. 1). Donc : 

0pf (Hn HS) cOpI (H(s) n Hn HS). 

Démontrons maintenant le théorème A. Remarquons que n= |lnv(H)| > 1 d'a

près (Al) et que n est impair puisque n= |J(D,t)| pour D = H n Ht € £) . Soit p 

un diviseur premier de n. Si ¿#7^=0, G opère de manière doublement transitive 

sur fi (§ 4, prop. 1). On suppose donc : 

(A3) p est un diviseur premier de n et &> ^0. — p 

Remarque.- Si G est l'un des groupes qui figurent dans la conclusion du théo

rème de Bender-Suzuki, l'hypothèse (A3) ne peut être vraie que si 0 ,(G) ^ 1. 

Nous verrons en effet que si 0 ,̂ (G) = 1 et K = J(D, t) pour D = H n H e £> , K est 

un groupe d'ordre n et un élément de K#n'a que 2 points fixes. 

D'après (A3) et le § 4, lemme 1 , il existe P maximal parmi les p-sous-

groupes de G ayant au moins 3 points fixes, et tel que P contienne un p-Sylow 

d'un élément de 5D . Soient He fip et ue Inv(H) tel que PU=P (§ 4, lemme 2). 

Soit K = J(P,u). On a | K | = | u P | = n̂  (§ 4, lemmes 1 et 2) , donc d'après le choix 

de p, u ne centralise pas P et on peut appliquer la proposition 2. Soit F le 

sous-groupe donné par cette proposition^ et soit se Inv(F - F nH) tel que 

0p,(HnH(s)) soit minimal (s existe d'après a) de la prop. 2) . Soit D=HnH(s). 

. (D,H(s)) e & : En effet I u<K> I = I J(<K>,u) I = | K | =n , donc (D,H) € (&> p i i i 1 1 1 p p 
d'après le § 4, lemme 1 e ) , et on a (D,H(s)) e car il existe une involution 

de G qui échange H et H(s). 

. D'après les propositions 1 et 2, on a alors : 

0 , (H n HS) c 0 , (D n DS) c 0 t (D) 
P P P 
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D'après la minimalité de 0 .(H n H(s)) , il en résulte que 0 ,(D n D ) = 0 , (D). 
P P ? 

D'après la proposition 1, G opère alors de manière doublement transitive sur fi. 

Voici trois conséquences immédiates du théorème A : 

Corollaire 7 . - G opère transitivement sur l'ensemble des triplets ( H ^ H ^ U ) 

OÙ Hj,H £ fi, H! ^H2 zt ue Inv(H!) • 

Cela résulte de la double transitivité de G ET du fait que Hj n opère 

transitivement sur Inv(Hj), pour H^H^f i , Hj^H^ (prop. 2 du § 2). 

Corollaire 2 . - G a une seule classe de groupes de Bender propres. 

Soient Hefi et S un 2-Sylow de H. Avec la notation du § 1, B ( G , S ) C H . 

D'après le théorème A, G opère de manière doublement transitive sur les 

conjugués de B ( G , S ) , donc B(G,S) est un sous-groupe maximal de G . I l en ré

sulte que H = B ( G , S ) . 

Corollaire 3.- Soit L = < i n v ( G ) > . Alors L <l G , | G / L | est Impair et L/o2, (L) 

est simple. 

I l est clair que L « G . Soit D=H]n H2 (R] ,H2 e fi, Hj £H2) . D'après le 

§ 2, lemme 2, LnHj et LnH^ sont des groupes de Bender propres de L, conju

gués dans L. Mais L est de 2-rang ^ 2, donc est doublement transitif sur les 

conjugués de L nHj dans L. I l en résulte que G = LD, donc | G / L | est impair. 

Comme L a une seule classe d'involutions, L n'a pas de sous-groupe normal 

propre d'ordre pair. Donc L/09l(L) est simple. 
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CHAPITRE II.- LES SOUS-GROUPES DE G QUI FIXENT 3 POINTS 

§ 1.- ENONCES DES THEOREMES B ET C 

Nous commençons ici la démonstration du théorème de Bender-Suzuki, dont 

l'énoncé est : 

Tke.0nJ2.me, 8. - Soit G un groupe, de. 2-rang > 2 qui a un groupe, de. Bender propre.. 

Alors il existe un sous-groupe L de. G tel que. o 2 , ( G ) C L O G, | G / L | est impair, 

et L/o2 , ( G ) est isomorpke à l'un des groupes PSL(2 ,q) , Sz(q) ou PSU(3,q) ou 

q est une. puissance, de. 2,q > 2 . Ve plus, G a une. seule classe, de. groupes de. 

Bender propres. 

Pendant la démonstration du théorème B, on supposera : 

(BO) G est un groupe f ini de 2-rang > 2 qui a un groupe de Bender propre. 

(Bl) Tout groupe d'ordre < | G | qui vérifie l'hypothèse du théorème B vérifie 

aussi sa conclusion. 

Nous démontrerons dans ce chapitre le théorème suivant : 

Tke.ore.me. C - Soient H, H' des éléments distincts de Q, et soit ue lnv(H). Si 

0 2 , ( G ) = 1, alors tout sous-groupe de HnH' qui est normalisé par u est centra

lisé par u. 

Ce théorème permettra, dans la plupart des cas, d'appliquer l'hypothèse 

de récurrence à C ( X ) , si X est un sous-groupe ^ 1 de G qui fixe au moins 
G 

3 points. 

On voi t facilement que le théorème C résulte de l 'assertion : "Soient 

Rett et p un nombre premier. S ' i l existe un p-sous-groupe de H fixant 2 

points et normalisé mais non centralisé par une involution de H, alors 

0 , ( G ) ^ 1 " . Nous démontrerons ceci en suivant la même démarche que pour la 
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démonstration du théorème A : Soient De^ , u une involution d'un point fixe 
de D, P un p-Sylow de D nDU normalisé par u. L'analogue du chapitre I, § 4 
(cas (k) p = 0) sera ici le cas où P n'est pas un p-Sylow de РС̂ (Р) . Dans le cas 
où P est un p-Sylow de PCL(P) , on prouvera que 0 , (D n DU) cO . (D) en utilisant 
un théorème de Thompson et Bender (appendice IV). On pourra alors conclure 
comme dans le chapitre I, § 6, que D a un sous-groupe normal A ^ 1 normalisé 
par une involution de H et par une involution n'appartenant pas à H, puis 
appliquer l'hypothèse de récurrence à N (A). 

Pour démontrer le théorème C, nous n'aurons pas besoin de toute la force 
de l'hypothèse (Bl), mais seulement de la conséquence suivante : 

(Bl-a) Soit F un groupe de 2-rang > 2, d'ordre < |G|, et H un groupe de  
Bender propre de F. Alors les involutions de H/O^̂ F) commutent deux à deux. 

Lemme 7. - Soit Не fi. Si les Involutions de H commutent deux à deux, alors 
la conclusion du théorème С est vraie,. 

En effet, si X est un sous-groupe de D=HnH' (H'e fi , H' ^ H) normalisé 
mais non centralisé par ue Inv(H) , il existe xe X tel que x =x (appendice 
I, (1)) et les involutions u et ux de H ne commutent pas car u.(ux) est 
d'ordre impair ф 1. 

Remarquons que, réciproquement, on ne peut pas déduire facilement (Bl-a) 
du fait que la conclusion du théorème С est vraie pour F/0^,(F). 

§2.- LEMMES PRELIMINAIRES 

Lemme 7. - Solmt D = H n H' (H,H' e fi, н' ф H) ,u e inv(H), p un nombre, premier > 2 et ? un p-Sylow de. D n DU normalise, par u. 

a) G a une. seule, cuisse, de. p-sous-groupes maximaux fixant 3 points et p appar
tient à cette, classe,. 

b) N_(P) opère, de, manière. 2-transltlve. sur fi et si я e fi_., N_(P) n H. est un 
groupe de Bender propre de N (P). 
c) SI N (P) est de 2-rang 1, alors p est un p-Sylow de D. 

G 
d) SI P n1 est pas un p-Sylow de PC (P) n D, alors u centralise P. 
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A) SOIT Q MAXIMAL PARMI LES P-SOUS-GROUPES DE G QUI FIXENT 3 POINTS. SI 

HJJH^E^Q (HJ^H^), IL EXISTE VELNV(HJ) QUI NORMALISE Q (CHAPITRE I , § 4, 

PROP. 2) . ALORS Q EST UN P-SYLOW DE HJ n n . MAIS D'APRÈS LE COROLLAIRE 1 

DU THÉORÈME A (CHAPITRE I , § 6) , Dn DU EST CONJUGUÉ à n n DANS G, DONC 

P EST CONJUGUÉ À Q. 

B) D'APRÈS A) ET L'APPENDICE 11,(6), N (P) OPÈRE DE MANIÈRE 2-TRANSITIVE 

SUR Q, . D'APRÈS LE CHAPITRE I , § 4, PROP. 2 ET § 2, LEMME 2, N (P) NH EST UN P G ] 
GROUPE DE BENDER PROPRE DE N (P) POUR H eQ . 

C) SI N (P) EST DE 2-RANG 1, ON PEUT APPLIQUER L'APPENDICE 111,(1) 

D'APRÈS B) , ET ON EN DÉDUIT QUE N (P) NDCN (P)NDND . DONC P EST UN P-SYLOW 

DE N^(P), DONC UN P-SYLOW DE D. 

D) SOIENT HP DES ÉLÉMENTS DISTINCTS DE Çl̂ . D'APRÈS B) P N'EST PAS 

UN P-SYLOW DE PC(P) n N . D'APRÈS A) UN P-SYLOW DE PC(P) n H] n N'A QUE 

2 POINTS FIXES. D'APRÈS L'APPENDICE 11,(4), IL EN RÉSULTE QUE PC(P) OPÈRE 

DE MANIÈRE DOUBLEMENT TRANSITIVE SUR 0,̂ . EN PARTICULIER |PC(P)| EST PAIR, 

DONC |C(P)| EST PAIR. D'APRÈS B) N^(P) N'A QU'UNE CLASSE D'INVOLUTIONS, DONC 

U E C(P) . 

Lemme 1,- Soient H E Q, TELNV(G-H), D = H N HT. On *uppo*e que в a un *ou*-
gioupe normal A ^ 1 nonmall*é рол T et рал une Involutlon de я. SI le* Involu
tlon* de H ne commutent pa* toute* deux à deux, alon* 02,(G) f 1. 

SOIENT N = N (A) ET F = N (A)/А. COMME DANS LE CHAPITRE I , § 5, N N H EST G G 
UN GROUPE DE BENDER PROPRE DE N, INV(H) с N ET L'HYPOTHÈSE (BL-A) S'APPLIQUE 

À F : LES INVOLUTIONS DE (NNLO/C îCN) COMMUTENT DEUX À DEUX. SI E DÉSIGNE 

LE SOUS-GROUPE DE H ENGENDRÉ PAR LES [U,V] OÙ U,VE INV(H) , ON A DONC E с 0 ,̂ (N) 
EN PARTICULIER ECD. COMME E < H ET E с D, IL RÉSULTE DE LA DOUBLE TRANSITIVITÉ 
DE G QUE E С N H* = 0 , (G) . DONC SI E ¿1 , ALORS 0 ,(G) £ 1. 

XEG 

POUR UN P-GROUPE R, ON NOTERA A(R) LE SOUS-GROUPE CARACTÉRISTIQUE DE R 

DONNÉ PAR LE THÉORÈME ZJ DE GLAUBERMAN. 

Lemme 3.- Soit F un groupe de 2-капд > 1 ayant un groupe de Benden piop/ie H. 
On *uppo*e que le* Involutlon* de H/0 (F) commutent deux a deux. Soient 

2 ' 
TE INV(F-H), D = H N H , P un nombre psiemleK > 2 et R un p-Sylow de D. 
SI 0P,(D) = 1 et *'ll exlbte un p-*ou*-gnoupe de D normalise mal* non сепЛла-
li*é рал une Involutlon de H, alon* INV(H) cN(A(R)). 
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Soit E le sous-groupe de F engendré par Inv(H). Comme D opère sur Inv(H), 

ED est un groupe avec E 4 ED. 

1) |ED : D | est une puissance de 2 : 

On a 0 ,(F) c D (chapitre I , § 1) et |ED : D| = |ED/0 f(F) : D/0 ,(F) | divise 

|E02 T(F) /02 , (F) | . Mais par hypothèse, E02,(F)/02,(F) est abélien élémentaire, 

donc d'ordre puissance de 2. 

2) 0 ,(ED) = 1 : 
P 

Puisque 0 ,(D) = 1, on a 0 , (ED) n D = 1, donc d'après 1 ) 10 T (ED) I est une puis-
P P ^ . P . 

sance de 2. Donc si 0 , (ED) ^ 1, 0 , (ED) contient une involution de H. Puisque 
P P 

D est transitif sur Inv(H), on a Inv(H) c 0^,(ED). Mais alors si P est un p-sous-

groupe de D normalisé par ue Inv(H), on a [u,P] cp n0^,(ED) = 1, contrairement 

à l'hypothèse. 

3) ED est résoluble et n'a pas de section isomorphe à SL(2,p) : 

En effet, le quotient de 2 termes successifs de la suite : 

1 < 0 f (F) < E0 f (F) -4 ED 

est soit d'ordre impair, soit un 2-groupe abélien élémentaire. D'autre part, 

on sait qu'un 2-Sylow de SL(2,p) n'est pas abélien. 

4) Conclusion : 

D'après 1), R est un p-Sylow de ED. D'après 2),3) et le théorème ZJ de Glau-

berman, on a alors A(R) ^ ED, ce qu'il fallait montrer. 

§ 3.- DEMONSTRATION DU THEOREME C 

Soient D = H n H' (H,H' e fi, H^H') et uelnv(H). Pour démontrer le théorème C, 

i l suffit de montrer que si u ne centralise pas Dn DU, alors O^i(G) ^ 1. Si p 

est un nombre premier, i l existe un p-Sylow de Dn DU normalisé par u, et Dn DU 

est engendré par ces p-Sylow quand p varie. Si u ne centralise pas D nDU, i l 

existe donc un p-Sylow P de D nDU normalisé mais non centralisé par u. On 

suppose donc : 

(Cl) p est un nombre premier et P un p-Sylow de Dn DU normalisé mais non 

centralisé par u. 
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1) On a 0 , (D n DU) = 0 , (D) : 
P P 

D'après le § 2, lemme 1 d) et (Cl) , P est un p-Sylow de PCD(P) ; P normalise 
0 ,(Dn DU) et D est résoluble. D'après le théorème de Thompson et Bender 
p u démontré dans l'appendice IV, il en résulte que 0^,(DnD )cO^,(D) . D'après 

(Cl) et le § 2, lemme l ,a) , on peut appliquer la proposition 2 du chapitre I , 

§ 6. On en déduit qu'il existe s e Inv(G - H) tel que 0 T(H n HS) c 0 ,(H(s) n H n HS). 
P P s . u 

D'après le chapitre I , § 6, corollaire 1, H(s )nHnH est conjugué à DnD 
dans G et H n HS est conjugué à D. On a donc |0^,(D)| < 10^,(D n DU)|, d'où 

0 t (D n DU) =0 , (D) . 
P P 

Soit t une involution de G qui normalise P et telle que D = H n H t . L'exis

tence de t résulte du lemme 1 b) du § 2. On désignera par l'ensemble 

des p-groupes Q qui ont les propriétés suivantes : 

(PI) P c Q c D 

(P2) QC=Q 

(P3) Inv(N(P) n H) c N(A(Q)). 

(On note A(Q) le sous-groupe de Q donné par le théorème ZJ de Glauberman). On a 

P e (P , de sorte que (P ̂  0. 

2) Si 0^,(D) =1, un élément maximal de (P est un p-Sylow de D : 

Si N (P) est de 2-rang < 1, cela résulte du § 2, lemme 1 b) et c ) . On peut 
G 

donc supposer que N (P) est de 2-rang > 2. Soit Q e (P tel que Q ne soit pas 
G 

un p-Sylow de D et montrons qu'il existe R e (P tel que Q ^ R. 

Posons F = N (A(Q) ) . On a teF d'après (P2) donc t normalise F n D. Soit R 
G 

un p-Sylow de Fn D normalisé par t et tel que Qc R. On a Q ^R, sinon comme 

NQ(Q) c F, Q serait un p-Sylow de NQ(Q) donc de D. 

Les conditions (PI) et (P2) sont bien satisfaites par R. Montrons que F 

vérifie les hypothèses du lemme 3 du § 2 : d'après (P3) pour Q, FnH est de 

2-rang > 2 ; puisque t £ F - F n H, FnH est un groupe de Bender propre de F ; 

d'après (Cl ) , on a P 4 1 donc 1 et A(Q) ̂  1 ; i l résulte alors de (Bl-a) que 

les involutions de ( F n H ) / ^ , ^ ) commutent deux à deux ; enfin on a PcFnD 

et P est un p-Sylow de PCD(P) d'après (Cl) et le lemme 1 d) du § 2, donc 

d'après le théorème de Thompson et Bender (appendice IV), on a 0 ,(Fn D) c 
P 

0 T (D) = 1. D'après le lemme 3 du § 2, on a donc Inv(Fn H) cN(A(R)), donc 
P 

d'après (P3) pour Q, Inv(N(P) n H) cN(A(R)), ce qui prouve (P3) pour R. 
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3) On a 0 ,(G) £ 1 : 

Soit A =0 ,(D) si 0 .(D) ?H, et A =A(Q) où Q est un p-Sylow de D tel que 

Q e (P si 0 , (D) = 1 . On a alors A ^ 1 st A est caractéristique dans D d'après 

le théorème ZJ de Glauberman. De plus, u normalise A, d'après 1) si A = 0 , (D) 

et d'après (P3) sinon. D'après (Cl) et le lemme 1 du § 1, les involutions 

de H ne commutent pas toutes deux à deux. Les hypothèses du lemme 2 du § 2 

sont donc satisfaites, d'où 0 ,(G) ^ 1. 

§ 4.- CONSÉQUENCES DU THÉORÈME С ET DE L'HYPOTHÈSE DE RECURRENCE 

Si 02 , (G)^ l , i l est clair, en appliquant (Bl) àF = G/02,(G), que G vérifie 

la conclusion du théorème B. On supposera désormais : 

(B2) 02,(G) = 1. 

Dans la suite, on suppose fixé un élément H de fi, te Inv(G-H) et on pose 

D=HnHt, V = CD(t) e tK = J(D,t). 

Nous allons démontrer quelques conséquences du théorème C. En particulier 

nous allons voir que l'hypothèse de récurrence peut s'appliquer dans certains 

cas à С (X), où X est un sous-groupe ф 1 de G qui fixe au moins 3 points. G 

Proposition 1.- Soit X un sous-groupe de G tel que |fi | > 3. a) SI Mefix, 

|c (x) | est pair. 

b) Soit F un groupe tel que inv с (x) C F C N (x). L'application M t—*» F n M est 
G G 

une bisection de fix sur une classe de groupes de Bender propres de F. 

D'après le lemme 2 du chapitre I , § 2, a) implique b) . Montrons a) par 

récurrence sur |X| . On peut supposer X^ 1. Comme X est d'ordre impair, X est 

résoluble et il existe un nombre premier p tel que Y=0^(X) ^ X. Soit P un 

p-Sylow de X. On a X =YP. Posons F =C (Y)P. Par hypothèse de récurrence 
1 G 

M|—ь- Fj nM est une bijection de fiy sur une classe H de groupes de Bender 
propres de F ,̂ et P est un p-sous-groupe de F̂  qui laisse au moins 3 points 
de H fixes car l î ^ c ^ n ^ . 

Soit Mefiv et soit Q un élément maximal de l'ensemble des p-sous-groupes 

de Fj nM qui ont au moins 3 points fixes dans H et qui contiennent P. D'après 

le chapitre I , § 4, prop. 2, il existe une involution u dans N(Q) nF n M. 
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Puisque Q fixe au moins deux points de H, donc au moins 2 points de fi , le 

théorème C montre que u centralise Q. Donc u centralise P. Comme ue F̂  et 

et |F /C (Y)I est une puissance de p, on a ue C (Y) . I l en résulte que 1 G G 
ue CM(X). 

M 

Proposition 2 . - a) II existe ue lnv(u)tel que v = c (u). 

b) St x est un sous-groupe de D tel que |fix| >3, alors x est 

conjugué dans D à un sous-groupe de V. 

c) SI x e K - { 1 } , alors | fi | «= 2. 

d) SI r est un diviseur premier de | K | , D contient un r-Sylow 

de G. 

a) Les 3 points H, Ht et H(t) sont fixés par V. D'après la prop. 1, il existe 

ue Inv(H) qui centralise V. On a Vc C^(u) . Mais d'après le chapitre I , § 2, 

prop. 2, |V| = |CD(u)| = |D|/ |lnv(H)| . Donc V=CD(u). 

b) D'après la prop. 1, il existe velnv(H) tel que X c C ( v ) . Soit uelnv(H) 
d 

tel que V=CD(u). I l existe deD tel que u = v (chapitre I , § 2). Alors 

Xdc C D ( U ) = V. 

c) Si xe K , on a |fix| > 2. Supposons |fi_J > 3. D'après la prop. 1, il existe 
ve Inv(H) tel que vx = v. Mais d'après le chapitre I , § 2, prop. 2, l'applica-

y 
tion y i—• v de K dans Inv(H) est bijective. Donc x = l . 
d) Soit R un r-Sylow de D normalisé par t. Si Rc V, r ne divise pas | K | =|D:V| 

ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc RnK^l . D'après c) , |fipj = 2. D'après 

l'appendice II, (1), R est un r-Sylow de G. 

LEMME 7.- SI x est un sous-groupe de v , on a N „ ( X ) = < inv C „ ( X ) > n K. 
K. G 

Soit ke N ( X ) . On a k = t . ( tk) , te Inv C ( X ) ET tk est une involution de 
K G 

N „ ( X ) . D'après la prop. 1, N ( X ) a une seule classe d'involutions, donc 
G G 

tke Inv C ( X ) . 

Proposition 3.- Soit X un sous-groupe de v . On suppose que x a un sous-groupe 
2 ' 

sous-normal Y ^ I tel que N ( Y ) £ l. Soit F = o (c ( X ) ) . Mors : 
K G 

a) F opère de manière doublement transitive surçi et N ( x ) = F N ( X ) . 

X G V 

b) N „ ( X ) = s * N ( x ) ou s est un 2-Sijlow de F n H. 

n D 
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Supposons de plus qui N__(x) £ 1. Mors 

c) o , (F) =z (F) et F / Z ( F ) Isomorphe à Vun des groupes PSL(2,q) , Sz (q ) , 

PSU(3,q) , ou q est une puissance de 2, q > 4 . 

d) N„(x) =C„(x) est un sous-groupe cyclique d'ordre q - 1. 

1) Supposons d'abord que N (X) ^ 1. 

a) Soit F = < Inv C (X) > . D'après le lemme 1, i l existe k e F 1 n K - { l } . En 

remplaçant éventuellement k par une de ses puissances, on peut supposer que 

k est d'ordre premier; i l résulte alors de la prop. 1, de la prop. 2 c) et 

du chapitre I , § 4, prop. 1 que Fj opère de manière doublement transitive 

sur O . Si g e N ( X ) , i l existe f e F , tel que gf fixe H et H*". Donc X G 1 

NG(X) =FjND(X) et Fj =F. Comme ND(X) =NK(X)NV(X) (appendice 1,(1)) et 

NR(X) cF , on a NG(X) =FNy(X). 

c) Si F est de 2-rang 1, FnD a 3 points fixes dans Çl^ d'après l'appendice III, 

(1), donc F n K = l d'après la prop. 2 c ) , et N^(X) = 1, contrairement à l 'hypo

thèse. Donc F est de 2-rang > 2. D'après la prop. 1 et ( B l ) , F/02,(F) est i so

morphe à l'un des groupes indiqués. On a Z(F) c 0^,(F) car Z(F) centralise tout 

H' n F (H' € Çly) , et réciproquement toute involution de F centralise 02, (F) 

d'après le théorème C, donc 02,(F) c Z(F) car F = F = < Inv(F) > . 

b) Soit S un 2-Sylow de FnH. D'après la structure des groupes PSL(2,q), 

Sz (q ) , PSU(3,q), on a dans F = F / Z ( F ) , F n H = S X ( F n D ) . En particulier 

S=0o(FnH) est normal dans N „ ( X ) / Z ( F ) . Donc SZ(F) est normal dans N__(X) et z H H 
S=0o(SZ(F)) est normal dans N„(X) . D'après a) on a N (X) = (F n H ) N ( X ) = z H H V 
= SZ(F)ND(X) =SND(X) . 

d) On a NI_(X) = F n K (lemme 1). D'après la structure de F = F /Z(F) , J(F n D, t ) 

est un groupe cyclique d'ordre q -1 . Si L est son image récirpoque dans F, L 

est donc un groupe abélien, et on a CL(t) =Z(F) et J ( L , t ) = FnK. Donc FnK 

est un groupe, et F n K = L / Z ( F ) est cyclique d'ordre q-1. 

2) Supposons que N (X) = 1. 
K 

En raisonnant par récurrence sur | X | , on peut supposer que X a un sous-groupe 

normal X tel que X satisfasse a) et b ) . o o 
2 ' 

Soient F =0 (Cn(X ) ) , N = N (X ) , S le 2-Sylow de F nH. Par hypothèse o G o o G o o o 
on a X c. N , N opère de manière doublement transitive sur O , et S est un o o X o 
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complément normal de D n N dans HnN . De plus Q, <= o . D'après l'appendice II, 
o o X XQ 

(7) , C ( X ) nS , qui est inclus dans F, opère de manière transitive sur 
G o 

fi - { H } . Comme teF-HnF, il en résulte que F opère de manière doublement 
transitive sur fi . On en déduit que N ( X ) = FN ( X ) comme dans 1 ) . 

X G V 

O n a F < = C ( X)cN . D'après b) pour X , S est l'ensemble des 2-éléments o o o o 
de N n H, donc S nF est l'ensemble des 2-éléments de FnH. I l en résulte o o 
que S = S n F = 0o (F n -H) est un 2-Sylow de FnH et S 4 N ( X ) . Comme S = C ( X ) n S o 2 H o 
opère transitivement sur fi - {H}, on a N U ( X ) = S N N ( X ) . 

X H -L> 

L'assertion b) de la prop. 3 sera essentielle pour la suite. En voici une 

première application. 

Proposition 4.- a) CV(K) =CD(Inv(H)), 

b) SI C T T ( K ) ¿ 1 , alors H = c ( i n v ( H ) ) D . 

V H 

Soit u e I n v ( H ) tel que V = C^(u) (prop. 2,a)) . L'application k l —yu 

étant une bijection de K sur I n v ( H ) (chapitre I , § 2), on voit que C ^ ( K ) = 

C^(u) n C(K) est l'ensemble des éléments de D qui centralisent I n v ( H ) . 

Supposons Cy(K) ^ 1 et soit X un groupe de Sylow £ 1 de C^(K). D'après 

la prop. 3 b) , on a NU(X) = S X N (X) , où S est un 2-Sylow de CTI(X). On a 
H D H 

I n v ( H ) = Inv N (X) c S et I n v ( H ) est central dans S puisque K = N (X) opère 
H K 

transitivement sur Inv ( H ) . Donc S c C (Inv(H)). Cela prouve que : 
H 

N (X) n C ( I n v ( H ) ) =S>4(N (X) nC (Inv(H))). Donc X est un groupe de Sylow 
H H D D 

de C ( I n v ( H ) ) . D'après l'argument de Frattini, on a H =C (Inv (H))N (X), 
H H H 

mais NU(X) =SNn(X) cCu(Inv(H))D, d'où H = C ( Inv(H))D. 
n. u H H 
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CHAPITRE III.- L'EXISTENCE D'UN COMPLÉMENT NORMAL DE D DANS H 

§ 1.- ÉNONCÉ DU THÉORÈME D. RAPPELS SUR LES GROUPES DE CONTRÔLE 

Nous gardons les notations et les hypothèses du dernier paragraphe du 

chapitre II. Dans ce chapitre, nous exposerons le § 6 de l 'article de Bender, 

qui démontre que D a un complément normal dans H. On est alors ramené à la 

situation étudiée dans un article de Suzuki. 

ThQ.onJe.mQ. P . - D a an complément normal dans H. 

Pour démontrer ce théorème, nous admettrons le résultat suivant de 

C Hering : "Un groupe d'ordre pair qui opère de manière doublement transi

tive sur ses involutions est de 2-rang 1", qui sera démontré dans le cha

pitre suivant. 

Soient W un groupe fini, E un sous-groupe de W, et p un nombre premier. 

Nous dirons que E est un groupe de p-controle dans W si : 

1) E contient un p-Sylow de W. 

2) Pour tout p-sous-groupe U de E et tout xeW tel que UXcE, on a xeCw(U)E. 

Cette notion est utilisée dans la recherche de compléments normaux. On a 

en particulier le lemme suivant : 

Lemme 1. - Soient W un groupe, £lnl et E un sous-groupe de W. Soit p un nombre 

premier tel que 0P(E) ^E. SI E est un groupe de p-controle dans w, alors 

op(w) ̂ w. Plus précisément, si y est un p-élément de E - [ E , E ] , on a 

y i op(w). 

Soit Ej le plus petit sous-groupe normal de E tel que E/E^ soit un 

p-groupe abélien, et soit T le transfert de W dans E/E : si Ex ,. . . ,Ex 
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sont les classes à droite de E dans W, T(w) est ee_ . . . e E, où 
_ ] 1 z n 1 

e. =x.wx.. , i ' étant l'indice tel que Ex.w = Ex., . On sait que T est indépen-
1 1 1 i l 

dant du choix des x̂  et est un homomorphisme de W dans E/Ej (Huppert, chapi

tre IV) . 

Soit y un p-élément de Ker T. Si y opère avec des orbites de cardinaux 

r , . . . , s u r l'ensemble des classes à droite de E dans W, on a : 

к r. 
T(y) = П (x.y 1x. )E 

i = l 1 
Ex. étant un élément de l'orbite de cardinal г.. D'après l'hypothèse de 

ri -1 Г' V' 

p-controle, on a x^y x̂  = (y ) où v^ est un élément de E. Comme E/Ê  

est abélien, 
к r. 

T(y) = П (y L)E = y V (n= |W:E|). 
i = l 

Puisque y £ Ker T, on a уП e E ^, et par hypothèse (n,p) = 1, donc y e E ^. 

Si y est un p-élément de E - [E,E] , y I E ^ donc y I Ker T. Mais 0P(W) с Ker T, 
donc y i 0P(W). 

D'autre part, si 0 P ( E ) p E , on a E^E et il existe un p-élément dans 

E-Ej caria p-composante d'un élément de E-E^ est dans E-E^. 

Pour pouvoir appliquer le lemme 1, nous utiliserons le critère suivant 

pour vérifier que E est un groupe de p-controle dans W : 

Lemme 2,- Soit E un доил-groupe, d'un groupe ^Inl w. Soient p un dlvtbeur 

premier de \ E\ et P un p-Sylow de E. On suppose que : 

1) N (P) = 0 , (C (P))N_ (P) . 
W p W E 

2) Pour tout sous-groupe non cyclique и de P, on a NTT(u) =o , (CTT(u))N_(U). 
W p W E 

klors E est un groupe de p-contrôle dans w. 

L'hypothèse 1) du lemme montre que P est un p-Sylow de Ы^(Р), donc de W. 
I l suffit donc de montrer que si U est un p-sous-groupe de E et X£W est tel 

que UXcE, alors X£C^(U)E. On raisonne par récurrence sur |P| - |u|. 

1) Supposons d'abord que |u| = |P| . D'après le théorème de Sylow, il existe 

y£E tel que U* = UY, d'où xy e N (U) . D'après l'hypothèse 1 ) , 
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xy 1 e CÎT(U)E, d'où x с CTÎ(U)E. w W 

2) Soit S un p-Sylow de N_(U). Alors S est un p-Sylow de NTT(U) : 
E W 

Si S est cyclique, on a N (S) с N (U), donc S est un p-Sylow de N (S), donc 
Е Е E 

de E . Que S soit cyclique ou non, on a donc d'après les hypothèses 1) et 2) : 

NW(S) =0pf (CW(S))NE(S) . Comme 0p, (CW(S)) cNw(U), on a N^S) n Ny(U) с 
0p,(C^CS))N£(U), ce qui prouve que S est un p-Sylow de N^CU). 
3) Supposons que |u| < |P| et que U ne soit pas cyclique. 

Soient S un p-Sylow de N (U) et S un p-Sylow de N (UX). D'après 2) S et x"1 E l E _j 

Sj sont des p-Sylow de N^(11), donc il existe y e N (̂11) tel que Sy = SX , 
c'est-à-dire Ŝ X с E. On a |u| < |S|,donc par hypothèse de récurrence 
yxeCw(S)E, d'où xeNw(U)E. Mais d'après l'hypothèse 2), Ny(U) с Су(и)Е, 

donc x e CTT(U)E. W 

4) Supposons que |U| < |P| et que U soit cyclique. 

Soient encore S un p-Sylow de N^(U) et Ŝ  un p-Sylow de NE(UX). Alors S et 

SX sont des p-Sylow de NTT(U) . Puisque U est cyclique, NTT(U)/C(U) est 
1 W _ j W W 

abélien et a un seul p-Sylow, donc SC (̂U) = SÇ cw(u>• D' 
après le théorème 

-1 
de Sylow, il existe y e С^(и) tel que Sy = §X . Alors SyXсE et par hypothèse 
de récurrence, yx e CTT(S)E с CTT(U)E, donc xeCTT(U)E. 

W W w 
Corollalra. - Soit E un sous-groupa d'un groupa ^Inl w. Soit тт Г ansambla 

dos dlvlsaurs pramlars de | E | . On supposa qua E ast rasolubla at qua роил 

tout p e тт at tout p-sous-groupa и ̂  1 daE,on a : 

N (U) = 0 , (C__(U))N_(U) . W тт W E 

Alors E ast un sous-groupa da Hall da w at a un complamant normal dans w. 

On voit que E est un sous-groupe de Hall de W en appliquant l'hypothèse 

dans le cas où U est de Sylow dans E. On peut supposer que E j M et raisonner 

par récurrence sur |WJ . Soit p e tt tel que 0^(E) ^E.D'après le lemme 2, E 

est de p-controle dans W, et d'après le lemme 1 il existe W <J W, 

tel que |W/Wj| soit une puissance de p. On a W=W Ê car E contient un 

p-Sylow de W. On voit que Wj et Ê  = ErtWj vérifient l'hypothèse de récurrence 

car O ^ j C C ^ C U ) ) C W j pour q premier et U un q-sous-groupe de E ^ . Donc E ^ a un 
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COMPLÉMENT NORMAL DANS WJ, QUI EST 0 ,(WJ) DONC EST NORMAL DANS W. 

POUR DÉMONTRER QUE D A UN COMPLÉMENT NORMAL DANS H, IL SUFFIT D'APRÈS 

LE LEMME 1 DE MONTRER QUE SI W 4 H EST TEL QUE WD = H ET SI E=WND EST TEL 

QUE P DIVISE |E : [E,E]|,ALORS E EST DE P-CONTRÔLE DANS W. EN FAIT, ON POURRA 

DÉMONTRER LES CONDITIONS 1), 2) DU LEMME 2 EN UTILISANT L'HYPOTHÈSE DE RÉ

CURRENCE POUR N(P) ET N(U) SAUF SI Pc V ET P OPÈRE SANS POINT FIXE SUR K. 

POUR TRAITER CE DERNIER CAS, NOUS AURONS BESOIN, DU LEMME SUIVANT : 

Lemme 3.- Soit X un AouA-gtoupe £ 1 de V tel que N__(X) £ 1. Soit P un AouA-K 
groupe £ 1 de v tel que P nonmoJLike x et P opene AanA point ^ixe &u/i N ( X ) . 
klote P= | P | eht piemieA, |cK(x) | = | INV NR(x) | =2P-1 , ET en posant 
VJ =NV(X), KJ =NR(X), on d V=C^ (KJ) * P. 

SOIT S UN 2-SYLOW DE CTJ(X) ET Q=Q ( S ) . D'APRÈS LE CHAPITRE II, § 4, 
H 1 

PROP. 3, Q EST UN GROUPE ABÉLIEN ÉLÉMENTAIRE D'ORDRE | INV N (X)|+ 1 ET 

K = C (X) EST UN GROUPE CYCLIQUE QUI OPÈRE RÉGULIÈREMENT SUR Q . ON A 1 K 
K] < ND(X) ET CV (KJ) =C(Q) n ND(X) . DE PLUS POUR P] TEL QUE L ^ P ^ P , ON A 

C (P ) = 1 DONC ' | C (P) | =2 . LE LEMME RÉSULTE ALORS DE L'APPENDICE V APPLI-
] ^ 

QUE À U=ND(X)/CV (K ) OPÉRANT SUR Q. 

§ 2 . - APPLICATION DU CRITERE DE P-CONTROLE 

Vnopoòltlon } . - Solent W4H tel que н = WD, E = w n D et p un dlvlbeu/i pnemlen 
de | E | . On a l'un deb deux ccu> ¿ulvanto : 

a) E e¿t un groupe de p-contAÔle da.no w. 

b) Il exlbte un p-Sylou) Y de E tel que PCV, P орЫе ьапь point ^Ixe лил к 
et P eòt cyclique. 

SOIT U UN P-SOUS-GROUPE DE E. ON A L'UNE DES TROIS ÉVENTUALITÉS : 

1) U N'A QUE 2 POINTS FIXES DANS Çl. 

2) U A 3 POINTS FIXES DANS Çl et il EXISTE UN SOUS-GROUPE UJ ^ 1 DE U 

TEL QUE ^ ( U J ) * 1 . 

3) U A 3 POINTS FIXES DANS Q, et U OPÈRE SANS POINT FIXE SUR K. 
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Dans le cas 1), Ny(U) opère sur fi^= {H,HU} et laisse fixe H, donc 

N T T ( U ) cHnHtnW = E. W 

Dans le cas 2 ) , est sous-normal dans U ET U est conjugué dans D à un 

sous-groupe de V, donc d'après le chapitre II, § 4, prop. 3 b), 

N ( U ) = S * N N ( U ) où S = 0 ( C ( U ) ) . Ona ScW car | H / W | est impair, donc 
H u Z H 

N ( U ) = S ^ N _ ( U ) . 
W E 

Dans le cas 3 ) , U est cyclique d'après l'appendice I , ( 5 ) c ) . 

On voit ainsi que les conditions 1) et 2) du § 1, lemme 2 sont vérifiées, 

sauf éventuellement si E a un p-Sylow P tel que PcV et P opère sans point 

fixe sur K, et dans ce cas P est cyclique. 

CoiollalAe. Supposons que H = C (inv(H) )D. klons D a un complement nohmal 

H 
dans H. En paxticullen, si CV(K) ¿1, D a un complément nohmal dans H. 

Soit W <1 H minimal tel que H = WD et W c C (Inv(H)) , et supposons que 
H 

E = W n D ^ l . Puisque E est résoluble (théorème de Fei t-Thompson) , il existe 

un nombre premier p divisant |E : [ E , E ] | . Tout sous-groupe de VnE centralise 

Inv(H), donc K et par conséquent le cas b) de la prop. 1 est impossible. 

Donc E est de p-contrôle dans W, et la minimalité de W est contredite par 

le § 1, lemme 1. 
La deuxième assertion en résulte d'après le chapitre II, § 4, prop. 4. 

Soit W minimal tel que W 4 H et H = WD, et soit E = W n D. Si E t 1, il existe un diviseur premier p de | e : [ E , E ] | (Feit-Thompson) et E ne peut 

être de p-controle dans,W d'après le § 1, lemme 1. On supposera donc, dans 

la suite de ce chapitre : 

(Dl) W 4 H, H=WD, E = W n D f 1, E ' = [ E , E ] , et pour tout diviseur premier 

p de |E : E ' |, il existe un p-Sylow P de_ E tel que PcV, P opère sans point  

fixe sur K, et P est cyclique. 

Lemme 7.- K c e ' , Et = E, et tout élément de E n V - E ' nV opène sans point 

falxe SUA K . 

On a K c E ' et E t = E d'après ( D l ) et l'appendice I , ( 5 ) , d ) . Soit 

x e (E - E' ) n V. L'image x de x dans E/E' est ^ 1, donc il existe un entier & 
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tel que x soit d'ordre premier p et p divise |E/E' | . D'après (Dl), x n'a 

pas de point fixe ^ 1 dans K, donc x n'en a pas non plus. 

Remarque : Supposons que G soit l'un des groupes figurant dans la conclusion 

du théorème B, avec 0 , ( G ) = 1. Alors l'hypothèse H = C (Inv(H))D du corol-z H 
laire de la prop. 1 est vraie. L'hypothèse C^(K) ^ 1 est vraie si G a un sous-

groupe isomorphe à PSU(3,q). D'autre part, on voit comme dans le lemme 3 du 

§ 1 que si G satisfait (Dl), alors V = C^(K) ^ P où |p| =p est premier. Ce cas 

se présente pour G = G Q P , GQ=PSL(2,q), Sz(q) ou PSU(3,q), q = 2 P ET P est 

un groupe d'automorphismes d'ordre p de Gq induit par Aut( 1F^). 

Remarquons que si aucun élément de D̂  ne centralise 2 involutions de H 

(c'est-à-dire, puisque 1 d'après (Dl), si V est un complément de Frobenius 

dans D), on ne pourra pas appliquer la prop. 3 du chapitre II, § 4 . Ce cas 

existe réellement, pour G = G Q P , GQ = PSL(2,q) ou Sz(q), q = 2 P ET P comme ci-

dessus. On montrera dans ce cas, en utilisant la théorie des caractères, 

que H opère de manière doublement transitive sur Inv(H) ou bien que 

H =CH(Inv(H))D. 

§ 3 . - CAS OÙ ON NE PEUT PAS APPLIQUER L'HYPOTHESE DE RECURRENCE 

Proposition 7.- Supposons que роил tout x tel que 1 £ x < V, on ait С (X) = 1. к 
Mors E, opérant sur inv(H), est un groupe de Vrobenlus. 

1) К est un groupe abélien et ( |K | , |F(V)|) = 1. 
Pour tout diviseur premier q de |F(V) | , on a C^(0 (V))= 1 donc q | ]K|. Donc 
(|К| , |F(V) | ) = 1 et К est un groupe abélien d1 après 1'appendice I , (5)b). 

2 ) Soit p un diviseur premier de lEiE'l. Alors p divise |F(EnV)| . 

Soit P un sous-groupe d'ordre p de En V (voir (Dl) ) . Soit Q = F(E n V) et 

supposons que pj | q | . Puisque С (P) =1 d'après (Dl), le théorème de l'appen-
K 

dice VII montre que К = C„([Q,P]) , d'où [P,Q] с C__(K) . Mais on a CT7(K) = 1 
К V V 

d'après l'hypothèse, donc [P,Q] = 1 et PсQ d'après le théorème de Fitting. 
3 ) F(E n V) opère sans point fixe sur K. 
Soit X maximal parmi les sous-groupes de F(E n V) tels que С ( X ) ^ 1, et suppo

rt 

sons que Xф 1 . Soit p comme dans 2) et P un sous-groupe d'ordre p de F(En V). 
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D'après (Dl), p^|x|. Puisque F(EnV) est nilpotent, il en résulte que PcC(X). 
On peut alors appliquer le lemme 3 du § 1 . Si V = N (X), K = C (X) , on a 
Vj = Cv (Kj) * P. Comme P c F(E n V) n V], on a : 

NF(EnV)(X) =Vj nF(EnV) =[Cy (Kj) nF(EnV)] X P. 

D'après la maximalité de X, il en résulte que Nw_ . (X) =X ^ P. Comme F(E n V) 
est nilpotent, cela implique que X = 0 ,(F(EnV)), donc X4V, ce qui contredit 

1'hypothèse. 

4) Conclusion 

Puisque F(En V) est nilpotent d'ordre impair, 3) implique que F(En V) est cy
clique. D'après le théorème de Fitting, (En V)/F(E nV) est isomorphe à un 
sous-groupe de Aut F(En V), donc est abélien. On a donc [E n V,E nV] cF(E n V). 
Mais E =K(V n E) , K c E' et K < E (§ 2, lemme 1 et appendice I , (4)) d'où 
E' =K[V n E,V n E]. Il en résulte que E' n V = [V n E,V n E] c F(E n V) . Donc E' n V 
opère sans point fixe sur K. D'après le lemme 1 du § 2, En V opère sans point 
fixe sur K. donc E est un eroune de Frobenius de comnlément E n V. 

Proposition 1.- Supposons que E, opérant sur inv(H), soit un groupe de 
Frobenius. klors lu conclusion du théorème V est vraie. 

Les éléments ^ 1 de K ne fixent aucune involution de H et |E| = |K| |V n E| 
car KcE (§ 2, lemme 1). Donc K est le noyau de Frobenius de E et K opère 
régulièrement sur Inv(H). Puisque t inverse les éléments de K, K est un 
groupe abélien. Pour k e K#, k n'a que 2 points fixes dans Q, (chapitre I I , 
§ 4, prop. 2), donc C (k) c C (k) c D, d'où C (k) c E et CTT(k)=K. D'après le W H w w 
théorème de l'appendice VI, on a W = CTT(Inv(H) )NTT(K) ou bien W opère de ma-
nière 2-transitive sur Inv(H). Mais puisque Inv(H) c W, W est de 2-rang > 2 
et W ne peut opérer de manière 2-transitive sur Inv(H) d'après le résultat 
de Hering (voir § 1), donc W = C ( Inv (H) ) N (K) . On a N (K) cD car ^„ = {H,Ht}, 

W W W K. 
donc H = WD = C (Inv(H))D. La conclusion résulte alors du corollaire de la H 
prop. 1 du § 2. 

Corollaire. - SI E ' n v = l ou si pour tout x tel que l ^ x < v , on a c__ (x) = l, 
alors la conclusion du théorème V est vraie. 

En effet, E opérant sur Inv(H) est alors un groupe de Frobenius, d'après 
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le lemme 1 du § 2 si E' n V = 1, et d'après la prop. 1 dans le deuxième cas. 

§ 4.- STRUCTURE DE D 

On raisonne désormais par l'absurde. On suppose que W est minimal tel que 

И H et H =WD, mais que E =W n D ф 1. Alors l'hypothèse (Dl) est satisfaite 

et de plus, d'après le corollaire de la prop. 1 du § 2 et le corollaire de 

la prop. 2 du § 3 : 

(D2) I l existe X tel que 1^X0 V et С (X) ф 1, on a С (K) = 1 et E' n V 4 1 . 

Remarque : Si G est l'un des groupes apparaissant dans la conclusion du 
théorème B, avec 0^,(0) = 1, alors V/C^(K) est cyclique, donc les hypothèses 

Cy(K) = 1 et E' n 1 sont contradictoires. On voit aussi que pour un tel G 

les hypothèses (Dl), C„(K) = 1 et i l existe X tel que l ^ X c V e t C__(X) ф 1 V к. 
sont contradictoires. 

On considère dans la suite un diviseur premier p de |E : E'| et un sous-

groupe P d'ordre p de VnE, qui existe d'après (Dl). 

Lemme 1. - a) II existe un sous-groupe A ф 1 de v tel que v = A M P et 

| C R ( A ) | =2P- 1. 

b) Pour tout sous-groupe в tel que 1 ^BcA et P normalise B, on a 

C R ( B ) = C R ( A ) . 

d) N (P) = С (P) xP zt D = < K > A ^ P . 

d) P est un p-Sylow c teD&£E=E'Xp. 

D'après (Dl), P opère sans point fixe sur K. Soit X comme dans (D2). 

D'après le lemme 3 du § 1 , on a V=C (K.) >4 P, où K, = N (X) ф\. Soit 
V I 1 К 

A=Cy(Kj). On a A^ 1 d'après (D2) . Soit В un sous-groupe normalisé par P 
tel que 1 фВ с A. Puisque В centralise Kj ф 1, on peut appliquer le lemme 3 
du § 1 avec В à la place de X. On en déduit que | С (B) | =2P - 1 . Cela prouve 
a) et b) . 

D'après l'appendice I, (5) c ) , N (P) с V, donc ND(P) =С (P) x p. Puisque 
<K> ^D et D = KV, on a <K>A <1 D et D= <K> AP. Puisque P opère sans point 
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fixe sur K, p \ |K| donc p \ \ < K > | (appendice I , (5)) donc | < K > A| = | A | < | D | , 

donc P <£- <K> A d'où D = < K > A * P . 

Supposons que P ne soit pas un p-Sylow de D. D'après c) un p-Sylow de D 

n'est pas cyclique. D'après la prop. 1 du § 2 (avec W =H), D est de p-contrôle 

dans H. D'après c) et le lemme 1 du § 1, P^OP(H), donc P</0P(W). Comme 

H = 0P(W)D, la minimalité de W est contredite. 

D'après c) il existe M tel que E =M A P. Si E' ^M, |E : E ' | aurait un di

viseur premier q^p, et d'après (Dl) il existerait un q-sous-groupe Q ̂  1 de 

En V qui opère sans point fixe sur K. Alors Q c A donc Q centralise C (A) ^ 1 
K 

ce qui est absurde, d'où d) . 

Proposition 1.- Soit 77 l'ensemble des diviseurs premiers r de | D | tels que 

r^p et r { | K | . Alors C A ( P ) est un T T - S O U S - g r o u p e de Hall de D ET K [ A , P ] P est 

un complément normal de C A ( P ) dans D. 

1) C ^ ( P ) est un sous-groupe de Hall de N ^ ( P ) ET a un complément normal dans 

NR(P). 

Soit U un sous-groupe ^ 1 de C ^ ( P ) . On a C ^ . ( U ) ^ 1 C A R U c A, donc d'après 

le chapitre II, § 4, prop. 3 b) , N ( U x P ) = 0 0 ( C ( U x P ) ) >4 NR(UxP), c'est-à-dire 
H Z ri D 

d'après le lemme 1, c) et d) : 

( * ) N H ( U ) n N H ( P ) = [ 0 2 ( C H ( U x P ) ) x P ] ^ N c ( P ) ( U ) -
A 

I l suffit alors d'appliquer le corollaire du lemme 2 du § 1. 

2) Si C A ( P ) ̂  1, alors P n'est pas un p-Sylow de H. 

Soit U un groupe de Sylow ^ 1 de C A ( P ) . D'après 1), U est un groupe de 

Sylow de N ( P ) ET N ( U ) n N ( P ) c C ( P ) • D'après l'argument de Frattini, H H H H 
N U ( P ) = C ( P ) [ N T 7 ( U ) n Nu(P)]cC(P). Si P est un p-Sylow de H, W a un p-complément H H H n H 
normal d'après le théorème de Burnside, et la minimalité de W est contredite. 

3) Soit R un groupe de Sylow de C A ( P ) . Alors | R | divise p - 1. 

D'après 1), il existe un p-Sylow P 1 de N ( P ) qui est normalisé par R . On 
1 H 

peut supposer que R ^ l , donc P c_ P ̂  d'après 2) . L'égalité (*) de 1) montre que 
pour U tel que 1 ̂  U c R , on a C ( U ) n P. = P , donc R opère sans point fixe sur 

H 1 
P ^ P . 
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Le groupe N (P) est un groupe de Bender propre de N (P) (chapitre I I , § 4, H G 
prop. 1), N (P) est 2-transitif sur Q (appendice 11,(5)) et N (P) est de u P G 
2-rang 1 car |N ( P ) | = |Inv N ^ ( P ) | = 1. Si N est le noyau de l'opération de 

N (P) sur Q , i l résulte alors de l'appendice 111,(5) que P N/N est cyc l i -G P 1 
que et, P étant un p-Sylow de D, P^/P est cyclique. 

Puisque R opère sans point fixe sur le groupe fi^(P^/P) d'ordre p, |R| 

divise p-1. 

4)C^(P) est un ïï-groupe. 

On sait que p { |C^(P) | (lemme l , d ) ) . Soit d'autre part r un nombre pre

mier tel que r | |a| et r | |k | . Soit R un r-Sylow de A normalisé par P. D'après 

la décomposition de K en réunion d'orbites sous R, r divise |C ( R ) | , donc 

(lemme 1 b ) ) , r divise 2P - 1. I l en résulte que 2 est d'ordre p dans (ZZ/rZZ) , 

donc p < r - 1 et d'après 3) r ne divise pas |C^(P) | . 

5) C^(P) est un sous-groupe de Hall de D. 

Soient r e ïï et R un r-Sylow de A normalisé par P. D'après l'appendice I , 

( 5 ) a ) , | <K> | est premier à | RP | , et on peut appliquer le théorème de l 'ap

pendice VII à RP opérant sur <K> . D'après 4) et le lemme 1 c ) , |C^(P) | 

est premier à |K| , donc à I < K > I , et on a par conséquent C (P) = 1. Donc 
<k> 

<K> est centralisé par [ R , P ] . D'après (D2) on a donc [R,P] = 1 et R c CA(P) . 

6) Conclusion. 

D'après 5) et l'appendice 1,(5) b ) , [A ,P ] est un complément normal de 

C^(P) dans a. Alors <K>[A,P]P est un tt-complément normal dans D, et 

< K > [A, P ] =K[A,P] car < K > n V c 0 , (A) = [A ,P] . 

Proposition 2.- a) E=K[A,P]P, E' = K [ A , P ] , E' nV = [ A , P ] . 

b) E' est un groupe nllpotent, est un sous-groupe de Hall 

de G, et |E' | a les mêmes diviseurs premiers que | K | . 

c) |k| = ra (2p- i ) ou a est un entier > 1 et r un diviseur 

premier de 2P - l . 

d) f (V ) =E' n v et F(V) est un r-Sylow de v. 

a) Puisque E a D, d'après l'argument de Frattini et le lemme 1 c ) , on a 

D=END(P) =ECA(P). On a donc K[A,P]PcE d'après la prop. 1. D'après le 
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lemme 1 d) , il en résulte que E=K[A,P]P, E' =K[A,P] et E' nV = [A,P] . 

b) D'après la prop. 1, CA(P)nE ' = l, donc C£ f (P) = 1 . D'après le théorème de 

Thompson sur le noyau des groupes de Frobenius, E' est nilpotent. I l résulte 

de a) et de la prop. 1 que E' est un sous-groupe de Hall de D tel que |E'| 

ait les mêmes diviseurs premiers que |K|, et E' est de Hall dans G d'après 

le chapitre II, §4, prop. 2d) . 

c) D'après (D2), E' n V ̂  1 . Soit r un diviseur premier de |E' n V| et R le 

r-Sylow de E' n V. D'après b), on a E' = S} x S2 où S] =0^(E'), Ŝ  = 0 , (E') et 

R c S . . Soit K. =J (S . , t ) . Puisque t normalise S. et K c E ' , on a K = K, x L , 1 î î H î 9 1 2 
D'après le lemme 1 b ) , on a |C (R) | = 2P - 1. On a C (R) = C (R) x K , donc 

K K | z 
|K|/(2P - 1) = |K | /|C (R) | est une puissance de r. D'après l'hypothèse 

1 
C.;(K) = 1 , on a Z(S ) n V = 1, donc l^Z(S.)cC (R) , donc r divise 
V 1 1 K j 

|CK(R) | = 2P - 1 . D'autre part, si |K|=2P-1, alors R centralise K, contraire

ment à l'hypothèse C V ( K ) = 1. Donc | K | > 2P - 1. 

d) I l résulte de la démonstration de c) que |E' n V | a un seul diviseur pre

mier r. Alors R = E ' nV est un r-Sylow de V d'après b) et R 4 V donc RcF(V). 

Soit Q tel que F(V) = R x Q. Puisque R = [A,P] ^ 1, P 4 V donc P n F(V) = 1 et 

Q c A . Donc Q centralise C f R ) =C „ ( A ) . Puisque C_ (R) =Z(R)CV (R) (appendice I , 
K K. S j K | 

(1)),Q centralise C (R). D'après le lemme 4 de l'appendice IV appliqué à 
bl 

R x Q opérant sur S , Q centralise S . Puisque Q centralise C (R), il en ré-
1 1 K 

suite que Q centralise K, et on a donc Q = 1 d'après l'hypothèse C^(K) = 1. 

§ 5.- FIN DE LA DEMONSTRATION 

On garde les notations p, P, A, r du § 4. 

Vropositlon 1.- p > 7. 

Supposons que p = 3 ou 5. Alors 2P - 1 = 7 ou 31 est premier et d'après le 

§ 4, prop. 2 c ) , | K | = r où res t premier et a> 1. Soit U = < Inv(H) > . 

1 ) On a U n E ' ï 1 . 
Supposons en effet que Un E' =1. D'après le § 4, prop. 2 b) , E' est un 
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r-Sylow de G donc U est un r'-groupe. I l existe alors un 2-Sylow S de U 

normalise par E ' . Puisque K cE' opère transitivement sur Inv(H), i l en ré-
i i b 

suite que Inv (H) <= Z (S ) , donc U est abélien élémentaire et U =2 pour un 

entier b > 2 . Comme | Inv(H) | = |K| , on a alors 2b = r<a+1 + 1, donc 

ra+ ^ e- 1(mod 4) , donc a est pair. Mais alors (ra+' + 1) / ( r + 1) est un nom

bre entier impair qui divise 2^, donc a=0, ce qui est impossible. 

2) W = U. 

D'après la proposition 2 b) du § 4, Un E1 est un r-Sylow de U donc d'a

près l'argument de Frattini, H = UN̂  (U n E ' ) . Si UnE' a 3 points fixes dans 

fi , on a UnE' cV (chapitre I I , § 4, prop. 2) et comme UnE' -4 D, 

K = N (UnE ' ) = C (UnE ' ) (chapitre I I , § 4, lemme 1). D'après l'hypothèse 
K K 

Cy (K) = 1 , on a U n E ' = 1 , ce qui contredi t 1 ) . Donc UnE' n'a que 2 points 

fixes dans fi et par conséquent N (UnE ' ) c D. Donc H = UD. Comme IH/WI est 
H 

impair, on a U<=w, et d'après la minimalité de W, U=W. 

3) Conclusion. 

Puisque K c E ' <=w, Inv(H) est une classe de conjugaison de W, et 

| lnv(H) | = |k | est puissance d'un nombre premier. On peut alors appliquer 

le théorème suivant de Burnside : 

Soit une classe de conjugaison d'un groupe fini W^ 1 tel que \ € \ soit 

puissance d'un nombre premier. Alors il existe N < w tel que N ̂ w et tel que 

l'image de^C dans w/N soit contenue dans z(w/N). 

[Pour la démonstration, voir Isaacs, théorème (3-9)]. 

Soit N <1 W tel que N^W et tel que l'image de Inv(H) dans W/N soit conte

nue dans Z(W/N). D'après 2), W/N est alors un 2-groupe abélien élémentaire =h 1, 

et comme les involutions de H sont conjuguées dans W, |W/N| = 2 et Inv(H) n N = 0. 

I l en résulte que W est de 2-rang 1, ce qui est absurde. 

Dans la dernière partie de la démonstration, on montrera que N (P) norma-
H 

l ise F ( V ) . En appliquant l'hypothèse de récurrence à N ( F ( V ) ) , cela permettra 
G 

de voir que D est de p-controle dans H, contredisant la minimalité de W. Pour 

voir que N (P) normalise F(V) , on construit un sous-groupe N de G, formé d 'é-

léments fortement réels , tel que N^(P) normalise N et F(V) soit un sous-groupe 

caractéristique de C ( N ) . 
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lemme 7.- Soit X un sous-groupe tel que PcXcv et NTJ(P) cNTT(X). Mors X = P . 

H H 

On a X=(XnA) >4 P. Supposons X n A ? M . Alors d'après le chapitre II, § 4, 

prop. 3, on a NR(X) =02(CH(X))*ND(X) . Puisque NR(P)cNH(X), 02(CH(X)) c ^ ( P ) 

et N_(P) cN (X), il en résulte que N__(P) =0_(С (X)) X N (P) . D'après le § 4 
D U ri z H D 

lemme 1, c) et d), P est donc un p-Sylow de H et N (P) =CU(P). D'après le 

théorème de Bumside, W a un quotient d'ordre p, et la minimalité de W est 

contredi te. 

On utilisera les propriétés suivantes des groupes PSL(2,q), Sz(q), 

(q puissance de 2). 

1°.- Si S est un 2-Sylow de PSL(2,q) ou Sz(q) et x e S, on a x4 = 1 . 

2°.- Soient u, v des involutions de L=PSL(2,q) (resp. L = Sz(q)) telles que 

[u,v] ф 1 . Alors C^(uv) est un groupe cyclique d'ordre q ± l (resp. q ± y/2~q + 1 ) 
dont les éléments sont inversés par u. 

Proposition 2. - Soit u VInvolution de C H ( v ) et soit M = {x e с (ut) | к~ = x-1}. 

a) L1 ordre f de ut est 3 ou 5. 

b ) Pour x e M - { l } , on a fix = ф, ( I M I , i F ( V ) I ) = l, et M est un groupe abétien. 

c) N (P) normalise M. 
H 

d) of, (M) Ф l et P opère sans point ^Ixe sur of, (M). 

a) Soit F =02 (C_(V)) . Puisque V = A A P et С (A) ф 1 , d'après la prop. 3, § 4 G К 
du chapitre II, FnH a un seul 2-Sylow S et S opère de manière régulière sur 

fiv " {H}. 
2' Soit F =0 (C_(A)). D'après la prop. 3, § 4 du chapitre II, F /Z(F ) о G о о 

est isomorphe à l'un des groupes PSL(2,q), Sz(q) ou PSU(3,q). Ce dernier 
cas est d'ailleurs exclu car, P ne centralisant pas A (§ 4, prop. 2), on a 
F nV=F nAcZ(F ) , donc le fixateur.de 3 points de fiA dans F /Z(F ) est o o o A ô  о 
réduit à l 'identité. Si S est le 2-Sylow de С (A), on a donc S =1. Comme 

о H o 
FcF0, on a S с Sq. Donc S est un 2-groupe qui n'a qu'une involution, tel 
que Ŝ  = 1. I l en résulte que S est cyclique d'ordre 2 ou 4, ou quaternionien 
d'ordre 8. Par conséquent, | f i | = | S | + l = 3 , 5 o u 9 . 
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Soit Z le noyau de l'opération de F sur Çl . D'après l'appendice 111,2), 

F/Z = Q >4 ((FnH)/Z) où Q est un f-groupe abélien élémentaire pour un nombre 

premier f, et |Q| = |^ | donc f = 3 ou 5. 

D'après l'appendice 111,(4), on a u te Q dans F/Z, donc (ut)^eZ. Or t 

centralise Z d'après le théorème C, donc (ut)^ est inversé par t et centra

lisé par t, donc (ut)^= 1, et ut est d'ordre f. 

b) On a Çl = 0. En effet, si ut e Hj avec H} e Çl, alors ut e J(H], t) et t j. Hj 

car H(u) ^H( t ) . D'après le chapitre I , § 6, corollaire 1, ut est conjugué 

à un élément de K, donc f divise | < K > | . D'après le § 4, prop. 2 b) et c) , 

f divise 2^-1, donc f E l(mod.p). Cela est impossible d'après a) . 

Si x e M - { 1}, ona^x = 0. En effet, si |fi | > 2, i l existe Hj e Çl tel 

que t^Hj et xeH]t Alors xe J(H]}t) et d'après la prop. 2, § 4, du cha

pitre I I , =2. On a donc |^x| <2. Supposons que |Œ | =1 ou 2. Alors ut 

est un élément d'ordre impair qui centralise x, donc doit laisser fixe le 

point ou les 2 points de Çl . Cela est absurde car Q =0. 

Puisque t opère sur le groupe C^(ut) et C(t) n C(ut) c C(u) n C(t) c V, on 

a cC(ut)(t) =v et> t étant d'ordre 2, |Cç(ut)| est donc impair. D'après l'ap

pendice 1,(5), appliqué à X = Cç(ut) , i l suffit que ( | M| , | F (V) | ) = 1 pour que 

M soit un groupe abélien. Si ( |M| , |F(V) | ) £ 1, r divise |M| (§ 4, prop. 2,d)), 

donc un r-Sylow de C (ut) normalisé par t n'est pas centralisé par t, donc 
G 

M a un élément x d'ordre r. Mais D contient un r-Sylow de G (§ 4, prop. 2,b), 

donc x a 2 points fixes, contrairement à ce qu'on a vu dans le paragraphe 

précédent. 

c) Précisons la structure de N (P) . D'après la prop. 1, § 4 du chapitre I I , 

N (P) est un groupe de Bender propre de ISI (P), qui est de 2-rang 1 car 
H. (j 

|NK(P)| = |Inv NH(P)|=1. Le noyau de l'opération de NG(P) sur ftp est P d'a
près le lemme 1, et N (P) opère de manière doublement transitive sur Çl 

G P 
d'après l'appendice 11,(5). D'après l'appendice 111,(2), i l existe alors un 
sous-groupe Q tel que P c Q c N (P) et N(P)/P = Q/P>4 N (P) / P. Comme ut i H, on 

VJ G ri 
a u^t dans N (P)/P et u t est d'ordre f. Donc Q/P est un f-groupe abélien 

G 

élémentaire dont les éléments sont inversés par u (appendice 111,(2) et (4 ) ) . 

On a donc C Q ( U ) = P. On a f ^ p d!après a) et la prop. 1. Donc Q = P x J(Q,u) 

et J(Q,u)=Q/P d'après l'appendice I , (5 )b) . 
On a ut e Q donc ute J(Q,u), d'où J(Q,u)cM, et M étant un groupe abélien 
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M est donc l'ensemble des éléments de Cç(J(Q,u)) inversés par u. Or, 

J(Q,u) =04_(Q) est normal dans N (P) et N (P) centralise u car u est la seule 
i G H 

involution de N (P) . Puisque N (P) normalise J(Q,u) et u, N (P) normalise M. 
ri H H 

2' d) On a vu dans a) que si F =rO (C_(A)), L = F / Z ( F ) est isomorphe à PSL(2,q) o G o o 
ou Sz(q) , et on a q = 1 + |CR(A) | = 2P. Soient T j / Z ( F O > = ^ (u t ) et T = J(T] ,u) . 

Alors T J / Z ( F q ) est cyclique d'ordre q±] ou q ± /2q + 1 ET ses éléments sont 

inversés par u. Comme T J / Z ( F q ) est cyclique et Z ( F q ) est central dans Tj, 

Tj est abélien, donc T est un sous-groupe. Puisque u inverse les éléments 
de T . / Z ( F ) , on a C (u) = Z ( F ) , d'où T, = Z ( F ) x T et T = T,/Z(F ) . On va I o T j o 1 o 1 o 

montrer que 0 f l ( T ) cM et 0f t (T) £ 1 , ce qui prouvera que 0^,(M) ^ 1 . 

On a ut e T et T est abélien, donc ut centralise 0 F , (T) , donc 0 f i ( T ) c M -

Soit U =Tn N (P) . Alors UP/P est un sous-groupe d'ordre impair de 
G 

N (P)/P dont les éléments sont inversés par u, donc avec la notation de c ) , 
G 

UP/PcQ/P (appendice 1 1 1 , ( 4 ) ) , ET Ucj(Q,u). On a vu dans c) que J(Q,u) est 

un f-groupe abélien élémentaire, donc T étant cyclique, on a |U| =f . On voit 

que pour p > 3 et q = 2 P , aucun des nombres q ± 1 , q ± /2q + 1 ne peut être égal 

à f = 3 ou 5. Donc U^T et par conséquent P ^ C (T) . Mais P normalise A et 
centralise u et t, donc P c L ( T ) . Donc |N (T)/C^(T)| est divisible par p et 

p>f (prop. 1 ) . I l en résulte que T n'est pas un f-groupe cyclique, d'où 

0 F F ( T ) t 1 . 

Les éléments de CW(P) sont des éléments d'ordre impair de N_,(P) inversés M G 

par u, donc comme ci-dessus, C^(P) c J(Q,u), donc cM(p) est un f-groupe et P 

opère sans point fixe sur 0 ^ , ( M ) . 

Proposition 3.- N (P) c N ( F(V)). 

Soit N = 0 _ f ( M ) . D'après la prop. 2 c) , N (P) normalise N, et il suffit de f H 
montrer que F(V) est un sous-groupe caractéristique de C (N). 

Puisque C , x ( t ) =V et M = J(C(ut) , t) , V normalise M donc F(V) normalise 

N et le groupe F(V) M P opère sur N. De plus P opère sans point fixe sur N et sur F(V) et ( | N | , | F ( V ) | ) = 1 (prop. 2 d) et b) et § 4 , prop. 1 ET 2). D'après 

le théorème de l'appendice VII, N est centralisé par [ F ( V ) , P ] = F ( V ) . Donc 

F(V) c CH(N). 

Supposons que CU(N) n'ait qu'un ou deux points fixes dans Q. D'après 
H 
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la prop. 2 d) , N ̂  1 et si x€ N , x est d'ordre impair et centralise C (N) 
H 

donc fixe le ou les points fixes de CU(N), ce qui contredit la prop. 2 b) . 
Donc C (N) fixe au poins 3 points de fi. H 

D'après le chapitre II, § 4, prop. 2, il existe donc g € G tel que 

F(V) cCU(N) c vg. D'après le § 4, prop. 2, F(V) est le seul r-Sylow de V, donc 
H. 

le seul r-Sylow de Vg, d'où F(V) = 0 (C^CN)). 
r H 

Contradiction finale.- D'après la prop. 3, N (P) cN (PF(V)) , ce qui contredit 
H H 

le lemme 1. 
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CHAPITRE IV 

LES GROUPES QUI OPÈRENT DE MANIÈRE  

DOUBLEMENT TRANSITIVE SUR LEURS INVOLUTIONS 

§ 1 . - UNE PROPOSITION DE WAGNER 

Le but de ce chapitre est de démontrer le théorème suivant, qui a été 

utilisé dans la démonstration du théorème D : 

THEOREHE E.- Soit G un groupe d'ordre pair qui opère de manière doublement 

transitive Sur inv(G), par conjugaison. Mors G est de 2-rang 7. 

Ce théorème a été démontré par C. Hering (Archiv der Math. 22, 1971, 

p. 456). La démonstration se base sur une proposition de A. Wagner (On col-

lineation groups of projective spaces I , Math. Z. 76, 1961, p. 411) et sur 

un résultat de J.L. Alperin, annoncé dans "Sylow 2-subgroups of rank 3м 
(Finite groups 72, North Holland Publishing Company). 

A. Wagner a étudié les groupes de collinéations doublement transitifs 

sur les points d'un espace projectif, et a en particulier démontré : 

Proposition. - Soit v un espace vectoriel de dimension n> 3 sur w2. Soit G 

un sous-groupe de GL(v) qui opère de manière doublement transitive sur 

v-{o}. Soit и un sous-espace de dimension 3 de v. Mors N_(u)/c_(u) est 
G G 

isomorphe à Aut(u). 

Pour X с v, on note N (X) ou G le sous-groupe des éléments de G qui G X 
laissent X invariant, С (X) le sous-groupe des éléments de G qui laissent G 
chaque point de X invariant, et on notera G =N (X)/C (X) que l'on identifie 

X G G 
à un groupe de permutations de X. 
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Lemme ?. - Soit v on espace vectoriel de dimension n > 2 SUA W^, N = | V | - 1, 

Vj , . . . , v N les points de v - { o } , H j , . . . , ^ les kyperplans de v . Mors la 

matrice d'Incidence A = (a. . ) , . • ̂ > déklnle par a. . = 1 si v. e n., a. . = о 
i j 1<i,j<N' i j i j ' i j 

sinon, est Inversible 

Soit А.*"А=(Ь..) . D'après la définition de A, b.. est le nombre des hy-

perplans H de V tels que v. eH et v^ e H. Donc : 

b . .=a = 2n_1-l et b . . = 3 = 2 n ~ 2 - l pour j ф i. i l i j 
2 N-1 On voit alors que (det A) = det(b„) = (a - 3) [a + ( N - 1 ) 3] ф 0 , donc det A ф 0 . 

Lemme 2. - So¿£ V un espace vectoriel de dimension > 2 sur ïï2 . Soit G an 

sous-groupe de G L ( v ) . 

a) Le caractère de G conó^déVié comme g/ioape de permutations de V - { 0 } e¿¿ 

ê<ga£ au caractère de G considéré comme groupe de permutations de V ensemble 

des kyperplans de v . 

b) Le nombre d'orbites de G sur v - { 0 } est égal au nombre d'orbites de G sur 

l'ensemble des kyperplans de v . 

Gardons les notations du lemme 1. Soit ge G. Soit P(g) la matrice de per

mutation de g opérant sur V- {0} : P(8)=(P£j)]<£ j<N' Pij = ^ &^vî  = vj ' 

p_̂  = 0 sinon. Soit Q(g) la matrice de permutation de g opérant sur l'ensem

ble des hyperplans de V, définie de manière analogue. On a 

(P(g) . A ) . = a - i ^ avec j tel que g(v. ) = v. 
ik Jk 1 J 

( A . Q(g)).k = a.£ avec l tel que g(H£)=Hk 

et a = 1 <=> v. e H, < = > v. e H„ <=> a. . = 1 . jk J k 1 l i£ 

Donc P(g) . A = A.Q(g) et d'après le lemme 1, 0 ( g ) = A 1P(g)A, d'où 

Tr Q(g) =TrP(g) . Cela démontre a) . 

b) se déduit de a) car si G est un groupe de permutations de caractère )(, on 

sait que le nombre d'orbites de G est [)(, 1̂ 1 = ( 1 / | G| ) £ X^ê)« 
geG 

Lemme 3. - Soit G an groupe (Inl opérant transitivement sur deux ensembles 

dlnls k et B. SI | A | ET | B | sont premiers entre eux et si a e k, Ĝ  opère 

transitivement sur B . 
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C'est une autre formulation de Huppert, chapitre I , lemme 2-13. 

Démonstration de la proposition.- On suppose que les hypothèses de la propo

sition sont satisfaites. Soit X =<a,b> un sous-espace de dimension 2 de U. 

On note k l'ensemble des sous-espaces de V de dimension k, |^ ̂  (resp. îï\) 
k. a n 1 l'ensemble des éléments de IT qui contiennent a (resp. X), = °0~n , 

^a =ì}'l • K=ÏÏT-

1) G opère transitivement sur et sur $Û - fG : a — a a 

Par hypothèse, Ĝ  a deux orbites sur V - { 0 } , donc deux orbites sur ftù 

d'après le lemme 2. 

2) G opère transitivement sur %- $(p : 

D'après la double transitivité de G, Ĝ  opère transitivement sur V^a- On 

a | I ^ | = 2 n ^ - 1 . D'après 1), Ga opère transitivement sur (fù - $G et a a 
\%- Jù> \ = (2n~l)-(2 - 1) =2n-1. D'après le lemme 3, i l en résulte que 

G „ opère transitivement sur XÛ - (f(ô . a, X ^ a 

3) G , opère transitivement sur i/n n ( $J - fO J) : 

Soient Hj ,H2 e n - %^) . Alors b *f Hj et b ^ H2 . D'après 2) i l existe 

ge Gb x tel que gCHj) = H2 . Comme g(Hj n X) = H2 n X et K ] n X = H2 n X= < a > , 
g laisse fixe a, donc g e G , . ° ° a,b 

4) Le nombre d'orbites de G , sur „ est égal au nombre d'orbites de G , 
x a,b X a,b 

sur F - {X} : 

Le nombre d'orbites de G . sur î̂ __ 
a,b X 

= le nombre d'orbites de G , sur % (lemme 2b) appliqué à V/X) 
a, b x 

= le nombre d'orbites de Ĝ  ^ sur moins 1 (d'après 3)) 
= le nombre d'orbites de Ĝ  ̂  sur ff^ moins 1 (lemme 2 b) appliqué à V/ < a> ) 

5) G . TT opère transitivement sur l'ensemble des Y e \T ~ {X} tels que YcU : 
a,b,U — a -— 

2 3 Y î—*Y + X est une application de if - {X} sur [fv. De plus, si Y. et 2 a x 1 Y0 e - {X} sont dans la même orbite sous G il en est de même de Y, +X 

et Y2 + X. D'après 4) , i l en résulte que, réciproquement, si Y^+X et Y2 + X 

sont dans la même orbite sous G i l en est de même de Y, et Yv 

En particulier, si Yi>Y2e a SOnt tels qUe Yl c U' Y2 C U' on a 
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Y + X = Y2 + X = U, donc il existe g e fe tel que g(Yj) =Y2. Comme 

g(Y1+X)=Y2 + X, on a g£Ga>b)U. 

6 ) Conclusion : 

Soit (a,b,c) une base de U. D'après 5), il existe g e ^ tel que 

g ( < a , c > ) = <a,c + b > , donc g(c )=c+b ou g (c )=a+c + b. 

Donc, pour tout sous-espace X de dimension 2 de U, et pour tout ae X - { 0 } , 

Gy contient l'une des deux transvections d'hyperplan X et de vecteur diffé

rent de 0 ET de a. Ceci étant vrai pour tout ae X - { 0 } , Ĝ  contient au moins 

deux transvections non triviales d'hyperplan X, donc les 3 transvections non 

triviales d'hyperplan X. 

Donc Gy contient toutes les transvections. Comme GL(U) est engendré par 

les transvections, on a Ĝ  =GL(U). 

Remarque : Plus généralement, si V est un espace vectoriel de dimension n > 3 

sur un corps fini, si G est un groupe de collinéations opérant de manière 

doublement transitive sur l'espace projectif (P(V) et si U est un sous-espace 

de dimension 3 de V, G induit un groupe de collinéations de £P(U) qui contient 

PSL(U). On s'est limité ici au cas où le corps est IF2 pour simplifier l'étape 

6 ) de la démonstration. 

Par contre, la proposition ne se généralise pas au cas où U est supposé 

de dimension 4 . I l existe en effet un sous-groupe de GL(4, 1 F 2 ) qui opère de 

manière doublement transitive sur - { 0 } ET qui est isomorphe à c/b . 

§ 2 . - REDUCTION A UN CAS PARTICULIER 

Proposition. - Supposons qu'il existe un groupe de 2-rang > 2 qui opère de 

manière doublement transitive sur ses Involutions. Il existe alors un groupe 

G et un sous-groupe normal v de G tels que : 

a) v est abélien élémentaire d'ordre S et inv(G) =v#. 

b) с (V) est un 1-groupe . 
G 

C) G/CG(V) = Aut(V). 

On supposera dans ce paragraphe : 
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(El) G est un groupe fini de 2-rang > 2 qui opère de manière doublement tran

sitive sur ses involutions 

(E2) Tout groupe d'ordre pair < |G| qui opère de manière doublement transitive  

sur ses involutions est de 2-rang 1. 

1 ) Les involutions de G engendrent un sous-groupe normal abélien élémentaire V de G : 

D'après l'hypothèse, il existe deux involutions distinctes de G qui commu

tent. D'après la double transitivité de G, les involutions de G commutent deux 

à deux. Donc V =Inv(G) u {1} est un sous-groupe abélien élémentaire normal de G. 

2) Soit X un sous-groupe d'ordre impair de G. Alors Ny(X) = Cy(X) : 

En effet, [Ny(X),X]cVnX= 1. 

3) Soit U un sous-groupe d'ordre 4 de V. Alors C (U) est un 2-groupe : 
G 

Soit P un p-Sylow de C (U) pour un nombre premier p^2. En considérant G 
G comme un groupe opérant sur Inv(G), P est un p-Sylow du fixateur de deux 

points. D'après l'appendice 11,(5), N (P) opère donc de manière doublement 

transitive sur C(P) nV . D'après 1) et 2), il en résulte que N (P) (donc 
G 

aussi N (P)/P) opère de manière doublement transitive sur ses involutions. G De plus, UcN (P) , donc N (P)/P est de 2-rang > 2. D'après (E2) il en ré-G G 
suite que |N (P)/P| > |G|, donc P = 1. 

4) Le cas où |V| = 4 : 

Dans ce cas, |V#| = 3 et G/CG(V) Si X est un 3-Sylow de G, on a donc 

XC (V) ̂  G et C__(X) = 1 . D'après l'argument de Frattini, G = C (V)N (X). Comme G V G G 
|G/CG(V)| est pair, |N ( X ) | est pair, donc Ny(X) / 1. D'après 2), Cy(X) / 1, 

ce qui est absurde. 

5) Le cas où |V| > 8 : 

Soit U un sous-groupe d'ordre 8 de V. D'après la proposition du § 1, 

Nn(U)/Cn(U) = Aut(U) . D'après 3), il suffit donc de montrer que U = V. G G 
21 

S iK= IFg, le groupe des applications x f—vXx ( À e K , 0 < i < 2) est 
un groupe de Frobenius d'ordre 7x3. Donc N (U)/C (U) contient un groupe de 

G G 
Frobenius F1/C0(U) d'ordre 7x3. Comme C_(U) est un 2-groupe, C (U) a un 1 G G G 

complément F dans Fj d'après le théorème de Zassenhaus. Soit F =S ^ X, 

|S| =7, | X | =3. D'après 3) on a |C ( X ) | < 2 et |Cy(S) | < 2. Comme | U#| = 7, 
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CyCX) î 1 donc | C y ( X ) | = ICyCX)| = 2. Puisque X normalise C (S) et |C (S) | < 2, 

X centralise CV(S), donc : 

Cy(S) cCv(X) cU. 

D'après le théorème de l'appendice VII, V est engendré par C^(S) et les 

Cy(XS) pour se S, donc V = U. 

§ 3.- LE CAS OU C (V) EST ABÉLIEN ——————— G 

Pour démontrer le théorème E, i l reste à montrer qu'il n'existe pas de 

groupe G qui satisfasse les conditions de la proposition du § 2. I l suffit 

de montrer : 

Proposition 7. -Soient G un groupe ^ini et V < G tels que : 

a) v est abétien élémentaire d'ordre S 

b) c=c_(v) est un 1-groupe et inv(C) =v*. 

c) G/C=Aut(V). 

Il existe alors une involution appartenant a G - C et c e*-t abélien, 

J.L. Alperin a en fait déterminé les groupes G qui satisfont les hypothèses 

de cette proposition. Ces hypothèses lui étaient suggérées par l'étude des 

groupes simples de 2-rang 3. 

Dans ce paragraphe, nous démontrerons : 

Proposition 2.- Supposons qu'on ait les hypotheses de la proposition 7 et 

de plus que C soit abélien. Il exiàte alors une involution appartenant à G-C. 

Si C est d'exposant 2n, C est abélien de type (2n,2n,2n) car sinon 

1 ̂ C S V et G/C ne pourrait opérer transitivement sur V#, contrairement 

à l'hypothèse c ) . Dans la suite de la démonstration, on suppose que Inv(G) =V 

et que la proposition 2 est vraie pour les groupes d'ordre < |G|. 

1) Pour xeG, on note x+1 11 endomorphisme c (—> cXc de C. Soit xeG-C tel que 

x e C. Pour tout c £ C, on a (xc) ^ = x ĉXc ^ 1 donc x̂  i Im(x + 1 ) . 
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2) Posons C. = C k (0 < k < n) . Si n>2, 1 ' application x \—*• x induit un iso-

morphisme de G/C-modules : C^/C^ -> Cj =V. Donc G/V vérifie encore les hypo

thèses de la proposition 2. D'après l'hypothèse de récurrence, il existe 
2 # ~ x e G - C tel que x e V . Ceci est aussi vrai si n = 1 . Puisque G/C=GL(3, 3F?) 

aune seule classe d ' involutions, pour tout xe G-C tel que x e C il existe 

ce C tel que (xc)^eV#. 

3) Soit (vi>v2»v3^ une base de V sur F^. Pour toute matrice inversible 

(a. . ) , . . „ à coefficients dans FOJ il existe xe G tel que : 
ij 1<i,j<3 2 

3 a. . 
vX = n v.1J (1 < j < 3). 
J i=l 1 

Soient s et t e G correspondant respectivement aux matrices : 

s : 

1 0 0 

0 1 1 

0 0 1 

t : 

1 1 1 

0 1 0 

0 0 1 

2 2 2 if 2 On a s c C et t e C. D'après 2) on peut supposer que s e V . Comme s est un 
# 2 2 

point fixe de s dans V , on a s e < V j , v ^ > et d'après 1) s i < v^> . En rem
plaçant éventuellement s par sv^, on peut donc supposer que : 

2 
(3.1) s - V j 

4) Soient a = st et b = a . Alors a et b correspondent respectivement aux ma

trices : 

a : 

1 1 0 

0 1 1 

0 0 1 

b : 

1 0 1 

0 1 0 

0 0 1 

2 # m Posons Cj = b . On a Cj e C . Soit m> 1 tel que ĉ  soit d'ordre 2 . Puisque 
2m-l # 

Cj est un élément de V qui est centralisé par a, on a : 

(4.1) 
2m-l 

Supposons m= 1.Alors b =cj = vj e Im(b + 1), ce qui contredit 1). Donc 

(4.2) m>2. 
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s - 2 - 2 . 4 5) Soit U = C J C J . Dans G/C, s =t = 1 et a centralise Cj=a , donc 

s s t st t t , t.t t t u =c1c1=u, u = C j C ^ C J C J , U ^ C C J C J ) =c1cJ=u . 

2k # 2k 
Supposons u^ 1. I l existe k>0 tel que u e V . Comme u est un élément de 

2k 
V centralisé par s et par t, on a u e Ker (s +1 ) n Ker (t +1) nV = < v. > donc 

v 1 
u = vj • Mais u = C J C J e Im(s + 1) ,donc e Im(s + 1) . Comme s = , cela contre
dit 1), donc u = 1 et 

/с n S t -1 
(5.1) Cj = Cj = Cj 

6) Soit °3 e m̂ te^ (lue c3 = v3 et s°it C2 = C3C3* n̂ élevant cette égalité 
m-1 2m~̂  

à la puissance 2 on voit que ĉ  = v2' °*onc m̂ = < cl > x < °2 > x < °3 > ' n̂ 

c^= (c^c_)S=c0c^ =c0. Ainsi s opère sur C selon les formules : 
¿ 5 5 5 5 1 m 

/£ i\ s -1 s s -1 
( 6 . 1 ) cj-cj , c2 = c2, c3 = c2c3 . 

Pour un endomorphisme u de C, posons Im^ (u) =Im(u|^ ) et Kerç (u) =Ker(ui^, 

D'après (6.1), on a : 

(6.2) Im (s +1) = < c2 > et Kerc (s - 1 ) = < c£,v > . 
m m 

7) Puisque G/C a une seule classe d1 involutions, il résulte de (6.2) que si 

x est une involution de G/C : 

(7.1) Iniç (x+1) est cyclique d'ordre 2m,«Kerç ( x - 1 ) est de type (2m,2) 
m m 

et Imc (x + l)cKerc ( x - 1 ) . 
m m 

En particulier, puisque ĉ  = ĉ  et v^ = v2, on a Ker̂  (b - 1) = < cj,v2 > , 
m 

et Im̂  (b + 1 ) est un sous-groupe cyclique d'ordre 2 de<Cj , v2> , donc : 
m 

Imc (b + l ) = < C j > ou <civ2>* 
m 

2 
Mais d'après 1) b =c^ e/lm(b +1), donc : 

(7.2) Im (b+ 1) = < Clv2 > . 
m 

8) Pour compléter la description de l'opération de <s, t> sur C , on doit 
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considérer ĉ  et c^. Posons d = c2c2. Alors d2 =V2V2=V1> donc ^ existe 
des entiers kj, k ,̂ k̂  définis modulo 2m ^ tels que : 

2kj+l 2k2 2k3 

d = Cl C2 C3 ' 

Remarquons que toutes les relations de 5) , 6) , 7) restent valables si on rem-
2 k l + 1 . . 2 

place C j par (on n'utilisera plus la relation b = C j ) . Après ce rempla
cement, on peut donc supposer kj =0. Puisque de Imc (t + 1), on a 

- m t -1 k Im (t +1)= <d> d'après (7.1). I l existe donc un entier k tel que c = c d . 
m 

Ainsi : 

t -1 t -1 k 2k2 2k3 
(8.1) c2 = c2 d' °3 = C3 d 9 d = c1c2 c3 

-2 
9) On écrit les relations entre k, k~, k déduites de t = 1, de 
b — b — 

c2c2 e Imc (b + 1) = < C j V 2 > et de c^c^ e Imc (b + 1) = < C j V 2 > . 
m t t t t m On a d'abord d = (c2c2) = c2c2=d ou : 

2 k 2 - l 2k 2k k 2kk2 2kk3-l 2k3 2k2 2k3 

C l (C1C2 C3 > (clC2 C3 > =C1C2 c3 

En identifiant les exposants de ĉ  dans les deux membres, on a 

-l+2k2 + 2kk3 E 1 (mod 2m) ou : 

(9.1) k2+kk3-l E 0 (mod 2m~1). 

Ensuite, les relations (5.1), (6.1), (8.1) permettent de calculer C2C2 et 

b „ b X l X2 X3 b ?1 y2 y3 . 
c^c^. On trouve que c2C2=°i C2 °3 et C3C3 = C1 C2 °3 OU : 

x} =2k2 + 2k3(l - k) 

x2 = (2k2 - l)2 + 2k3(2k2 - 1 - 2kk2) + 1 

yj =-k+ (1 -k)(2k2 + 2k3 - 2kk3 + 1) 

y2 = (2k2 - 1 - 2kk2) (2k2 + 2k3 - 2kk3) 

Comme C2C2 e <civ2> mâ -s xi est Pâ -r> on a x2 E 0 (mod 2m) . De plus, d'après 
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(9.1) on a 2kk3 E 2(1 -k2) (mod 2m), d'où : 

(2k2- l)2 + 2k3(2k2- 1) +4(k2- l)k2 +1 E 0 (mod 2m) 

ou 2(2k2 - l)2 + 2k3(2k2 - 1) EO (mod 2m), donc : 

(9.2) k = 1 - 2k2 (mod 2m_1) . 

On a yj = 1 - 2k E 1 (mod 2). Comme c^c^ £ < cjv2 > ^ en résulte °lue 
y2 E 2m (mod 2m), donc puisque m > 2 : 

(9.3) k2+k3-kk3 E 2m"2 (mod 2m~1) . 

Mais d'après (9.1) et (9.2), on a : 

k2 + k3-kk3 E k2+ (1 -2k2) +(k2- 1) E 0 (mod 2m-1) . 

Donc (9.3) est impossible et on a la contradiction voulue. 

§ 4 . - LE CAS OÙ C_(V) N'EST PAS ABELIEN 
G 

Pour finir la démonstration de la proposition 1 du § 3, il reste à démon

trer que si G satisfait les hypothèses de cette proposition, alors C = C (V) 

est abélien. Supposons donc que G soit un groupe qui satisfasse les hypothèses 

de la proposition 1 du § 3, mais que C ne soit pas abélien. Alors un sous-

groupe d'ordre 7 de G opère régulièrement sur V =Inv(C), donc C est un 

2-groupe de Suzuki avec fij(C) =V. 

On sait que G/C=Aut(V) =GL(3, W^) est un groupe simple, et 

C (C) cC (V) =C donc Aut(C) n'est pas résoluble. G G 

D'après la proposition 1 de l'appendice VIII , C n'est donc pas un 2-groupe 

de Suzuki de type A(3,(J)) (rappelons que pour un 2-groupe de Suzuki de type 

A(n,(j)), (j) est un automorphisme d'ordre impair £ 1 de 1F ) . D'après la struc-
2n 

ture des 2-groupes de Suzuki, C/V est alors un F2~espace vectoriel de dimen

sion 6. De plus G/C=GL(3, TF^) opère naturellement sur C/V. 
Si C/V avait un sous- F?[G/C]-module de dimension 1 sur F?, il exis-

. 2 # terait xeC-V tel que xeC/V soit invariant par G/C. Alors x eV serait 

invariant par G/C=Aut(V), ce qui est absurde. 
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D'après l'appendice IX, toute ^-représentation irréductible de GL(3, JF^) 

est de degré 1, 3 ou 8. I l en résulte que C/V a un sous- l^CG/C]-module simple 

de dimension 3 sur IF .̂ 

Soit Cj/V un tel sous-module. Alors Cj est un 2-groupe de type A(3,(|)) où 

<j) est d'ordre impair. Comme C (C )<=n (V)=C et G/C = GL (3, F0) , Aut(Cj n'est 

pas résoluble. D'après la proposition 1 de l'appendice VIII , on a donc <f> = 1 . 

D'après la description des 2-groupes de Suzuki, il en résulte que C est de 

type B(3, l ,e ) ou C(3,e) , et Aut(C) n'est pas résoluble. De plus, dans le 

deuxième cas, G/C laisse stable Ĉ  qui est le sous-groupe noté dans la 

proposition 4 de l'appendice VII I . Cela n'est pas possible d'après les propo

sitions 3 et 4 de l'appendice VIII . 
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APPENDICE I 

LEMMES SUR L'OPERATION D'UN ÉLÉMENT 

D'ORDRE d DANS UN GROUPE 

Hypothèses : M est un groupe fini, d un nombre premier, t un élément d'ordre 

d de M, X un d'-sous-groupe de M normalisé par t. On pose V = C^(t) et 

K = {[ t ,x] /x£ X}. 

(1) a) On a |tX| = |K| = |X : V| . 

b) Supposons d = 2. Alors K = {xeX/xt = x ^} et l'application 

(x,y) j — > xy (resp. (x,y)f—> yx) est une bijection de Vx K sur X. 

Soit p un nombre premier. 

(2) I l existe un p-Sylow de X normalisé par t, deux p-Sylow de X normalisés 

par t sont conjugués par un élément de V, et tout p-sous-groupe de X nor

malisé par t est contenu dans un p-Sylow de X normalisé par t. 

(3) Soit Y un d'-sous-groupe de M. 

a) Si P est un p-Sylow de ^ YU normalisé par t, on a |C ( t ) | = |C ( t ) | . 

i P Y 
b) Si P est un p-Sylow de Y normalisé par t, on a |t | = |t | . 
c) Soit P un p-sous-groupe de Y normalisé par t tel que |t | > |t | . 

Alors P est contenu dans un p-Sylow de Y normalisé par t et on a 

|tP|=|tY| et | H YU| = |Y| 
F ue<t> F F 

d) Les conditions suivantes sont équivalentes : ( i ) | H Y | = |Y| . 

( i i ) Y a un p-Sylow normalisé par t. ( i i i ) I l existe un p-sous-groupe P de Y 
P Y 

normalisé par t tel que |t | > |t |^ . 

(4) V et t normalisent K, <K><dX, X=<K>V, K = { [ t , x ] / x e <K>} et 

| < K > | = | K | . |V n < K > | . 

(5) Supposons X résoluble. Alors : 
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a) | <K> | et |K| ont les mêmes diviseurs premiers. 

b) Si (|K|,|F(V)|) =1, alors K est un sous-groupe de X, complément normal 
de V. 

c) Soit U un p-sous-groupe de V. Si Ĉ CU) = 1, alors N (̂U) cV. Si U opère 
sans point fixe sur K (c'est-à-dire kU/k pour ueU-{l} et k e K - { l } ) , alors 
U est cyclique ou quaternionien généralisé. 

d) Soient E <J X et P un p-Sylow de E tel que PcV et C (P) = 1 . Alors 
K c[E,E] et E = E. 

Démonstrations : 

(l)Ona |t |=|X:V| et l'application u !—> t u est une bijection de t sur 
K, d1 où a) . Supposons d = 2.SoitK1={xeX|xt = x On vérifie que K c K, . 
Soient Xj ,x2 e V e ty^y^K^ tels que x ^ = x ^ . Alors yj =»((xyj) ) (xjy1) = 

((x2y2) ) (x2y2)=y2, donc |X| étant impair, y^y^d'où x ^ x ^ L'applica
tion (x,y) i—* xy de Vx Kj dans X est donc injective. D'après a) on a donc 
K = Kj et l'application est aussi surjective. On procède de même pour l'autre 
application. 

(2) Le nombre des p-Sylow de X est premier à d, donc il existe un p-Sylow de 
X normalisé par t. Soient P et Q deux p-Sylow de X normalisés par t, et xe X 
tel que QX = P; t et tX appartiennent à N(P) n (X < t > ) = NX(P) < t > . D'après 
le théorème de Sylow, il existe donc y e NX(P) tel que tX £̂ < t > . On a 
[ xy,t] £ < t > n X = 1, donc xy e V et Q = P. Soit enfin P maximal parmi les 
p-sous-groupes de X normalisés par t. Il existe un p-Sylow de NX(P) norma
lisé par t, donc P est un p-Sylow de N^(P), donc de X. 

(3) a) Soit Q un p-Sylow de Cy(t) tel que Cp(t) cQ. On a Q D YU donc Q 
ue<t> 

est contenu dans un p-Sylow P' de ^ YU normalisé par t. Il existe ze C(t) 
ue<t> 

tel que P' =PZ. On a donc |Cpl(t)| = |(Cp(t))Z| = | Cp(t) | .Puisque Cp(t) cQcCpl(t), 
i l en résulte que Cp(t) =Q et |Cp(t)| = |Cy(t)| . 

b) On a |P| = |Y|p= | tP| |Cp(t)| et |Y| = | tY | |Cy(t)| . Or P est un p-Sylow 
de r\ YL , donc d'après a) |Cp(t)| = | C t ) | . Il résulte alors des égalités 

ue<t> P Y P 
ci-dessus que |t | = |t | . 
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c) On a P c O YU donc P est contenu dans un p-Sylow Q de ^ YU nor-
ue<t> U£<t> 

malisé par t. Par hypothèse, | t |p< |t | < |tx| , d'où |Y| = | t | p| CY<t) | ^ < 

< |tQ| |Cy(t) | . D'après a) , on a | tQ | | Cy(t) | = | tQ | | CQ(t)| = | Q | , donc 

|Y|p< |Q|. Donc Q est un p-Sylow de Y et les inégalités ci-dessus sont des 

égalités. 

d) ( i ) => ( i i ) d'après (2) , ( i i ) => ( i i i ) d'après b) , ( i i i ) => ( i ) 

d'après c ) . 

( 4 ) I l est clair que V et t normalisent K . On a < K > ̂  X d'après l'identité 

[ t , x ] ^ = [ t , y ] [ t ,xy] (x,y£X) ; t centralise X/< K > et X est un d'-groupe 

d'où X = < K > V . Soit K } = { [ t , x ] / x e < K > } . D'après ( l ) a ) , 

|< K > | = j K j l | V n < K > | , donc | X | = | < K > | | V | / | V n < K > | = | K 1 | | V | , d'où 

|Kj | = |K| . Comme KjcK, on a K ^ K . 

( 5 ) a) Soit p un nombre premier. Si p | |K| , alors p| | <K> | d'après ( 4 ) . 

Réciproquement, supposons que |K|. D'après le théorème de Hall, le nombre 

des p'-groupes de Hall de X est ^ 0 ET premier à d. I l existe donc un p'-groupe 

de Hall R de X tel que Rt = R. P0ur montrer que p | | < K > | , il suffit de mon

trer que K c R . Soit Kj = { [ t ,x]/x e R} . D'après ( 1 ) , | R | = | R n V | . |Kj , donc 

|X| | R n V | . | K 1 | = | X | = | V | . | K | . Mais |X|p |R n V | divise | V | car pf | k | , et on 

a K j c K . I l en résulte que |v| = | X | | R n V | et |Kj | = | k | , d'où K = Kj c R . 

b) D'après a) , ( | < K > | , | F ( V ) | ) = 1 , donc [ V n < K > , F ( V ) ] c < K > n » F ( V ) = 1 . 

D'après le théorème de Fitting, V n < K > c F ( V ) , d'où V n < K > = 1 . D'après 

( 4 ) , on a donc < K > = K et X = K V . 

c) Supposons C (U) = 1 » D'après a) et la décomposition de K en réunion d'or-
K 

bites sousU, <K> est un p'-groupe. On a donc [N (U),U]cUn< K > = 1 , donc 
K 

N (U) = C (U) = 1 , et pour x e N (U), [ t , x ]e N (U) n K = 1 , ce qui prouve que t cen-
lx K X X 

tralise NX(U). 

Supposons que U opère sans point fixe sur K et que 1 . Alors <K> est 

un p'-groupe comme ci-dessus. Soit q un diviseur premier de |K| et Q un 

q-Sylow de < K > normalisé par U. Alors Q n'est pas inclus dans V car 

| < K > | = | K | . | < K > n V | . Donc N Q ( V n Q) ^ V n Q. D'après la première asser

tion de c ) , pour ue on a C^Cu) c V , donc U opère sans point fixe sur 

N Q ( V n Q ) / ( V n Q ) . Cela prouve que U est cyclique ou quaternionien généralisé 

[Huppert, chapitre V , th. 8.7]. 

2 0 1 



T. PETERFA L VI 

d) D'après l'argument de Frattini, X =ENX(P). D'après c) Nx(P)cy, donc 

t centralise X/E, donc K c E. Puisque t centralise X/< K > et <K> cE, on 

a E = E. D'après (4) , K = { [ t , x ] / x e E } et on a [E,E]P ^ E car E/[E,E] est 

abélien. En répétant l'argument ci-dessus avec E à la place de X et [E,E]P 

à la place de E, on voit que t centralise E/[E,E], donc Kc[E,E], 
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APPENDICE II  

LEMMES DE DOUBLE TRANSITIVITÉ 

Hypothèses : X est un groupe fini opérant sur un ensemble fini E, p est un 

nombre premier, a, b sont des éléments distincts de E, H = X^, D = X a n X ^ . 

Pour Y c X, on note EY l'ensemble des points fixes de Y dans E. 

(1) Soit P un p-sous-groupe de X tel que EP = {a ,b} . I l existe alors un 

p-Sylow Q de H tel que P c Q et E^ = {a ,b} . Si de plus p > 2, alors Q est un 

p-Sylow de X. 

( 2 ) Supposons que {a,b} soit l'ensemble des points fixes d'un p-sous-groupe 

de X et qu'il existe xe X tel que b=aX. I l existe alors un élément de X 

qui échange a et b. 

( 3 ) Supposons que pour tout c eE - { a } , {a,c} soit l'ensemble des points fixes 

d'un p-sous-groupe de X, et que X ne laisse pas a fixe. Alors X opère de ma

nière 2-transitive sur E. 

( 4 ) Si | E | > 3 et si toute partie de cardinal 2 de E est l'ensemble des points 

fixes d'au moins un p-sous-groupe de X, alors X opère de manière 2-transitive 

sur E. 

Pour ( 5 ) , ( 6 ) , ( 7 ) , on suppose de plus que X opère de manière 2-transitive sur E . 

( 5 ) Si P est un p-Sylow de D, alors N (P) est 2-transitif sur EP. 

( 6 ) Soit P un élément maximal de l'ensemble des p-sous-groupes de H qui f i 

xent au moins 3 points. Alors P est maximal dans l'ensemble des p-sous-groupes 

de X qui fixent au moins 3 points, et NX(P) est 2-transitif sur EP. 

( 7 ) On suppose que D a un complément normal Q dans H. Si Y est un sous-groupe 

de D qui fixe au moins 3 points de E, C (Y) opère de manière régulière sur 

E y - { a } , CR(Y) =C (Y) X CD(Y) ET CX(Y) opère de manière 2-transitive sur EY. 
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Démonstrations : 

(1) Soit Q un p-Sylow de D tel que P cQ. On a {a,b} c E D C E Q cEp = {a>°} 

donc E_ = {a ,b} . N„(Q) opère sur l'ensemble {a,b} des points fixes de Q et g H 
laisse fixe a, donc N (Q) <=D. Alors Q est un p-Sylow de NU(Q), donc de H. 

Si p >2, N(Q) opère sur {a,b} donc | N (Q) : N(Q) nD| ^2, donc Q est un p-Sylow 

de N(Q), donc de X. 

(2) Soient Q un p-Sylow de H tel que E^={a,b} et x e X tel que b = aX. Alors 

Q et QX sont des p-Sylow de X^, et i l existe donc y e X^ tel que QXy = Q. 

Puisque xy normalise Q, xy laisse stable {a,b} =E et on aXy = by = b d'où 
KXY _ o Q b = a. 

(3) Soit c e E - { a } . Soient Q et R des p-Sylow de H tels que E Q = {a,b} et 

ER = (a,c} (cf. ( 1 ) ) . I l existe x e. B. tel que QX = R , d'où {a ,b}x={a ,c} et 

bX = c. Donc H est transitif sur E - {a} Comme X ne laisse pas a fixe, X est 

2-transitif sur E. 

(4) résulte immédiatement de (3) . 

(5) Soient c,deEp, c^d. Soit x e X tel que aX = c, bX = d. D'après la 2-transi-

tivité de X, P et PX sont des p-Sylow de X nX3. Soit y eX nX, tel que 

PXy = P. Alors xy£Nx(P), aXy = c et bXy = d. 

(6) Si P est un p-Sylow de D, NX(P) est 2-transitif sur Ep d'après (5) . Sup

posons que P ne soit pas un p-Sylow de D. Alors pour ce E ^ - f a } , P n'est pas 

un p-Sylow de H n X c , d'après la 2-transitivité de X, donc un p-Sylow de 

N ( P ) n H n X n'a que 2 points fixes; Soient c , d e E _ - { a } , c / d . Alors P n'est 

pas un p-Sylow de X^ n X^, donc si Q est un p-Sylow de N(P) n X^ n X^ contenant 

P, on a P^Q. D'après la maximalité de P, Q ^ H , donc N(P) ne laisse pas a fixe. 

D'après (3) , N(P) opère donc de manière 2-transitive sur Ep. 

La transitivité de N(P) sur Ep entraîne que P est maximal parmi les 

p-6ous-groupes de X qui fixent 3 points. Soit en effet Q un p-sous-groupe de 

X qui fixe 3 points, tel que P c Q . si ce E ,̂ alors c e Ep et i l existe xeN(P) 

tel que a = cX. Alors P < = Q X C H , d' où P = Q X et P = Q . 

(7) D'après l'hypothèse, Q opère de manière régulière sur E - { a } . Soit 
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c e E - { a } . I l existe x e Q tel que b = c. Si y e Y, on a c = c et b = (b ) = 

= (bY)y xy = bY Xy, d'où x = y xy et xeC^(Y). Cela prouve que C^(Y) opère 

de manière transitive, donc régulière sur E - {a} et que C (Y) =C (Y) ^ Ĉ CY) 

L'hypothèse étant indépendante de a,be Ey et puisque |Ey| ^ 3, C^(Y) opère de 

manière doublement transitive sur E__. 
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APPENDICE III  

SUR LES GROUPES DE 2-RANG 1 

Hypothèses : F est un groupe fini opérant transitivement sur un ensemble fini A, 

F est de 2-rang 1, H=F (pour un a eA) est un groupe de Bender propre de F, 

et H est un sous-groupe maximal de F ; te lnv(F-H) et D=Hn H . 

(1) On a H n H ^ H n H(t) . 

On suppose maintenant de plus que F opère fidèlement sur A. 

(2) I l existe un nombre premier f et un f-groupe abélien élémentaire Q tels 
que F = Q XI H et C„(Q) = 1 . 

n 
(3) H a une seule involution u et D est centralisé par u et par t. 

(4) Si u, v sont des involutions distinctes de F, uve Q et uv est d'ordre f. 

L'ensemble des éléments d'ordre impair de F inversés par u est Q. 

(5) Supposons que F soir 2-transitif sur A, et soit p un nombre premier tel 

que p | | D | . Alors un p-Sylow R de H opère sans point fixe sur Q et si p est 

impair, R est cyclique. 

Démonstrations : 

(1) On peut supposer que F opère fidèlement sur A car H, Ht et H(t) contien

nent le noyau de l'opération. Alors d'après (3) , D centralise t donc DcH(t) 

et t centralise H n H(t) donc HnH(t)cHt. 

(2) Soit uelnv(H). D'après le théorème de Brauer-Suzuki, F = 0o, (F)C (u) et 

puisque C (u) c H, F=0 f (F)H. Puisque 0 , (F) est résoluble ^ 1 , i l a un F L L 
sous-groupe caractéristique abélien élémentaire Q^l , par exemple Çl j Z 0̂  (0^ f (F) ) 

pour f convenable. Alors Q<3F. Si Q<=H, alors Qc A HX = 1, ce qui est absurde. 
xeF y Donc Q^H et F = HQ ; Q est donc transitif sur A. Si x e C (Q) , x laisse fixe a 

206 



LE THÉORÈME DE BENDER-SUZUKI, I 

pour y £ Q, donc x =4 . On a donc C (Q) = 1 , et en particulier H n Q = 1 . 

(3) Si u,ve Inv(H), on C_(u) cH et C_(v) <=H, donc C_(u) =C_ ( v ) = 1. Les élé-

ments de Q sont inversés par u et v (appendice 1,(1)), donc uveCu(Q), d'où 

uv = 1 et u = v. 

On a |lnv(H)| = |u^| = |t^| = 1 (chapitre I , § 2, prop. 2) donc u et t cen

tralisent D. 

(4) D'après (2) et (3) , F/Q n'a qu'une involution, donc si u et v sont des 

involutions de F, uve Q. On a vu dans (3) que u inverse les éléments de Q. 

Si x est un élément 4 u de F inversé par u, on a x = u(ux) e Q. 

(5) Si xe R ,̂ x n'est pas conjugué à un élément de D, donc le nombre de points 

fixes de x est < 1. Donc l'ensemble des points fixes de x est { a } . I l en ré

sulte que C_(x) cH d'où (x) =1. 
* Q 
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APPENDICE IV 

UN THÉORÈME DE THOMPSON ET BENDER 

Si M est un groupe résoluble, on sait que M vérifie la propriété sui

vante : soit Q le sous-groupe de M contenant 0 ,(M) tel que Q/0 ,(M) = 

= 0 (M/0 , (M)) (p étant un nombre premier). On a Cn(Q/0 , (M) ) cQ [Huppert, 
p p G p 

chapitre VI , lemme 6-5] . Un groupe f ini qui vé r i f i e cette propriété est dit 

p-contraint. 

Nous allons démontrer le théorème suivant, qui généralise le lemme 1 

du chapitre I , § 6 : 

Théorème. - Soit p un nombre premier impair. Soient M an groupe fini p-contraint 

et P un p-sous-groupe de M tel que tout élément d'ordre p de CM(P) soit 

dans P. Si X est un p1 -so us -groupe de M normalisé par P, alors Xc0^ t ( M ) . 

Remarque : Si P est un p-Sylow de PC^(P), P contient tout p-élément de C^(P) , 

car P <l PC (P) . 
M 

Bender a démontré ce théorème dans "Uber den grössten p1-Normalteiler 

in p-auflösbaren Gruppen" [Arch. Math. 18 (1967), p. 15] . Thompson en avait 

auparavant démontré une forme légèrement plus faible dans "Fixed points of 

p-groups acting on p-groups" [Math. Z. 86 (1964), p. 12]. 

Lemme 1.- Soit X un p1-croupe opérant sur un p-groupe Q. 

a) On a [Q,x] = [ [ Q , X ] , X ] . 

b) Si Q est abétien, on a Q = [Q,x] x C^(x). 

Pour la démonstration, voir Huppert, chapitre III, 13-3 et 13-4. 

Comparer b) à l'appendice 1 , (1 ) . 
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Lemme 2.- Soit p un nombre premier. Soient U un groupe (Inl et X un p'-sous-

groupe normal de U. On suppose que u opère sur un p-groupe Q de manière que 

x ne centralise pas Q, mais centralise tout sous-groupe propre de Q normalisé 

par u. Mors Q/z(Q) est abétien élémentaire. 

Puisque U normalise Q et X, [Q,X] est un sous-groupe de Q normalisé par 

U. Comme X ne centralise pas Q, on a d'après le lemme 1 [[Q,X],X] =[Q,X] 4 1. 

Donc X ne centralise pas [Q,X]. I l résulte donc de l'hypothèse que [Q,X] =Q. 

Soit $(Q) le groupe de Frattini de Q. On a Q^ 1, donc $(Q) et $(Q) 

est normalisé par U. I l résulte de l'hypothèse que [X,$(Q)] = 1.On a alors 

[[X,<KQ)],Q] = 1 et [[$(Q),Q],X] c [$(Q),X] = 1 . D'après le lemme des 3 sous-

groupes [Huppert, chapitre III, 1-10], on en déduit que [[Q,X],$(Q)] = 1. 

Mais on a vu ci-dessus que [Q,X]=Q. Donc [Q,$ (Q) ] = 1, c'est-à-dire 

$(Q) c Z(Q). 

lemme 3 (Baer).- Soit Q un groupe filnl d'ordre Impair tel que Q/Z(Q) soit 

abéllen. Il existe un groupe Q+ ayant même ensemble sous-jacent que Q, et tel que : 

a) Q+ est un groupe abétien. 

b) SI xe Q, l'ordre de x dans Q est égal à l'ordre de x dans Q+. 

c) Tout automorpkisme de Q est un automorpklsme de Q+. 

2 
Remarquons d'abord que l'application xi—>x de Q dans Q est surjective, 

donc bijective, car Q est d ordre fini impair. On notera x m - x 1 appli

cation réciproque. 

Pour a,beQ, posons a + b=ab[b,a] , et soit Q l'ensemble sous-jacent 

à Q muni de la loi +. Montrons que Q+ est un groupe abélien. On a : 

a + b =ab[b,a]1/2 = ba[a,b][b,a] 1/2 = ba[a,b][a,b]"1/2 = ba[a,b]1/2 = b + a 

Puis, en posant 0=1 et -a=a ^, a+0 = a . l [ l , a ] ^2 = a, a + ( - a ) = aa ^ [a ^,a]^2; 

= 1 = 0. I l reste à vérifier 1'associativité de +. On sait que x i—>[a,x] est 

un homorphisme Q Z(Q) car [Q,Q]cZ(Q) [Huppert, chapitre III, lemme 1-2]. On 

a donc : 

/ , M x uru i1/2 r uru .1/2.1/2 _l/2r A/2r ,nl / 2 (a + b) + c = ab[b,a] c[c,ab[b,a] ] =abc[b,a] [c,a] [c,b] 

a + (b + c) = abc[c,b] [bc[c,b] ,a] =abc[c,b] [b,a] [c,a] 
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et la loi + est bien associative. Donc Q est un groupe abélien. 

Pour l'assertion b) , on voit par récurrence sur ne ]N que na = aU pour 

aeQ, et l'assertion c) est évidente d'après la définition de la loi +. 

Lemme 4. Soit p un nombre premier impair. Soient x un p' -groupe et ? un 

p-groupe opérant sur x. On suppose que u = x x P opère sur un p-groupe Q. Si 

X eentratUe Œ J C Q ( P ) , alors x cen^7La6âe Q. 

(Remarque : si P = 1, on retrouve ainsi un théorème de Blackburn). 

Supposons que X ne centralise pas Q. En raisonnant par récurrence sur 

|Q|, on peut supposer que tout sous-groupe propre de Q normalisé par U est 

centralisé par X. Alors d'après le lemme 2, Q/Z(Q) est abélien. Comme p est 

impair, on peut associer à Q un groupe abélien Q+ vérifiant les assertions 

du lemme 3, et U opère sur Q+. D'après le lemme 1 b) , on a Q+ = [Q+,X]xC +(X) . 

C +(X) et C (X) ont même ensemble sous-jacent, donc C +(X) /Q+, d'où ^ 
Q+ Q Q++ 

[Q ,X] ^0. Comme P opère sur le p-groupe non trivial [Q ,X] , d'après une pro

priété élémentaire des p-groupes, il existe un élément a d'ordre p de [Q+,X] 

qui est centralisé par P. Comme Q+=[Q+,X] x c +(X), a^C +(X), et d'après le 
Q t Q 

lemme 3 b) , a est d'ordre p dans Q. Donc X ne centralise pas Q J C Q ( P ) . 

Démonstration du théorème.- Posons M =M/0pf(M) et soit an- a l'homomorphis-

me canonique : M -> M. Montrons que l'hypothèse du lemme 4 est vérifiée pour 

U = XP opérant sur Q=0p(M). Soit a un élément d'ordre p de Q qui est cen

tralisé par P. Comme |P| et |û ,(M)| sont premiers entre eux, on a 

C (P) =CM(P) et on peut prendre un représentant a de a tel que ae C (P) . 
M 

Puis, en remplaçant a par sa p-composante, on peut supposer de plus que a 

est d'ordre p. Alors d'après l'hypothèse du théorème, on a ae P et 

a e P n 0 (M). Mais [P n 0 (M),X] c X n 0 (M) = 1 car P normalise X et 0 (M) < M . 
P _ P P P 

Donc X centralise a. D'après le lemme 4, X centralise donc 0p(M). D'après 
la p-contrainte de M, on a Xc0 (M), donc, X étant un p'-groupe, X= 1, c'est-
à-dire X c O , (M). 

P 
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APPENDICE V 

UN LEMME SUR CERTAINS GROUPES D'AUTQMORPHISMES  

D'UN GROUPE ABÉLIEN ÉLÉMENTAIRE 

Soit и un groupe operant {fidèlement sur un groupe abéllen élémentaire Q d'ordre 

dn (d premier). Soit т un sous-groupe normal cyclique de U qui opère Irré

ductiblement sur Q. 

a) Le sous-anneau F = F ,[T] de End(Q) est un corps de cardinal dn et Q est 
d 

un Y-espace vectoriel de dimension 1. 

b) и est un groupe d'applications seml-linéaires de cet espace vectoriel 

dans lui-même. 

c) SI s £ Q#, CyCs) est Isomorphe à un groupe d'automorphlsmes du corps F. 

d) Soit P un sous-groupe de U. On suppose que P ф 1 et que pour tout sous-

groupe Pj Ф 1 de P, on a |c (P j ) | =d . Mors | p | =p р л т с е л , | Q | = dp 

et poor s £ C Q ( P ) # , on a (^(s) = P . 

Notons additivement la loi de composition de Q et supposons que U opère 

à gauche sur Q. 

a) D'après le lemme de Schur, F̂  =End ,̂(Q) est un corps fini et T étant commu-

tatif, on a F = F^ [T]cF j . Donc F étant un sous-anneau d'un corps fini est un 

corps. Or Q est un F-module simple, donc un F-espace vectoriel de dimension 

1, et |F| = |Q|. 

b ) et c) . Soit U £ U. Alors u est un automorphisme de Q pour sa structure 

additive. Soit se Q# et pour À £ F, soit a(A) l'élément de F tel que 

u(As) = a(A)u(s). On a a(A + y) = (X) + a(y) pour A, y e F. Puisque U opère sur 

T 0< Q, on a pour Àe T et ye F, u(Ays)=uAu * .u(y s) =u A u ^a(y)u(s). En 

particulier, pour y = 1 ,u(A s) = u A u .u(s). Donc a (A y) = a ( A ) a ( y ) . a étant 

additif, on a a(A y) =a (A)a (y ) pour tout A et tout y£ F. Donc о est un auto-
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morphisme de corps. Tout xeQ étant de la forme | Js (yeF) , on a u(À x) =a(A)u( 

pour tout Àe F et tout xeQ, donc u est semi-linéaire. L'application qui à 

ueCyCs) associe 1'automorphisme a tel que u(X s) = a(X)s est un isomorphisme 

de groupes, d'où c ) . 

d) Soit Pj un sous-groupe ï 1 de P. D'après c) P̂  opère sur le corps F et CpCPj) = ïï^. Or Aut(F) est cyclique d'ordre n et si |p | =p, le corps des 

points fixes de Pj est = W n/p« Donc n = p. Tout sous-groupe H de P étant 

d'ordre n, P est d'ordre premier p et n = p. On a donc P = Aut(F) et d'après 

c) si seC (P)# , CyCs) =P. 
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APPENDICE VI 

UNE GÉNÉRALISATION D'UN THÉORÈME DE BURNSIDE 

Nous allons démontrer la généralisation suivante du théorème de Burnside 

sur les groupes de permutation de degré premier [Huppert, chapitre V, § 21] : 

Tkéorama.- Soit W un groupa opérant Sur un ansambla I . Soit К un sous-groupa 

da W qui opéra regutiaramznt sur I . On Supposa qua pour tout ке к , on a 

CTT(k) =K. Alors ou bian w = CTT(l)NT7(K), ou bian w opara da manlara doublamant 
w W W 

transttlva Sur I . 

On suppose que | l | > 1. Soit тт le caractère de l'opération de W sur I : 

тг(х) est le nombre de points fixes de x dans I . On a [тт,1 ] = 1. Soit 
t 

тт = lrT+ Z ф. la décomposition de тт en somme de caractères irréductibles. Si 
W i=l 1 

t= 1, W opère de manière doublement transitive sur I [Isaacs (5-17)]. On 

supposera donc : 

1) t > 2 

2) Supposons N^(K) =K. Alors W est un groupe de Frobenius de complément K. 

Soit M le noyau de Frobenius de W. Si ae I , on a |W| = |K||Wa|, donc Ŵ  =M. 

I l en résulte que M = CW(I) et W = CW(I)K. 

On suppose dans la suite que E=N^(K) ^K. On peut alors appliquer la 

théorie des caractères exceptionnels [Isaacs, (7-16) à (7-20)]. On suppose 

connus les résultats suivants : 

a) Ou bien les éléments de K sont tous conjugués dans E, ou bien il existe 

une bijection f : tf -> 8 où £ =(x e Irr(E)/K ^ Ker x) et 6 c Irr(W) (ensem-

ble des caractères exceptionnels) et e = ± 1 tels que Ind^Xj ~ = 

=e(f (Xj) ~ f (X2^ pour Xi>X2£^7, Dans ce deuxième cas : 
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b) Si \\) e Irr(W) et I(J i ^ , alors est constant sue K#, et : 

c) Si x e W n'est pas conjugué à un élément de K , alors i[i(x) est indépendant 
de ]p pour \\) e . 

3) On est dans le deuxième cas de a) et les I|K sont des caractères exceptionnels 

D'après l'hypothèse, Res ïï est le caractère régulier de K : 

Res„ïï = 1 + £ Res ip. £ X* Puisque t ^ 2, on a Res ty. = V X> avec 
„ i-l X^rr(K) X e ^ 

0 ^ SIrr(K) - { l v } . 

Si i|;eIrr(W) est constant sur K , alors Res \p contient tous les caractères 
de Irr(K) - Ojç) avec la même multiplicité. En effet, si ijj(x) =a pour 
xeK# et Xe Irr(K) - {1R}, on a [X,Res^] = -J^>0) + ( |K | - 1) S £ #X(x)] 

et l Y W = lKl (tX» ~ O = "|K(est indépendant de x-

D après la forme de Res ij;., i l en résulte que \p. n est pas constant sur 
# # 1 . 1 

K . Donc les éléments de K ne sont pas tous conjugués et d'après b) ijn est 
exceptionnel. 

4) Soit y e W, y non conjugué à un élément de K . Alors ^ ( y ) = ...= ̂ t(y) et 
ipj(y) est un entier tel que 0 < ^ (y) < \p ̂  (1 ) . 

On (y) = . . . = 4Jt (y) d'après c) et 3) . Il en résulte que TT(y) = 1 + tip j (y) . 
Donc ^j(y) € Q et comme ^j(y) est un entier algébrique, i^j(y) e Comme 
TT(y) > 0 et t > 2, on a ^ ( y ) >- 1/t d'où (y) > 0. 

5) Soient s = ij; j ( 1 ) et pour 0 < i < s, n̂  le nombre des y e W tels que y ne soit 
pas conjugué à un élément de K# et_ ipj(y) =i . On a : 

(5.1) l in. = | W : E | s et (5.2) £ i2n. = | W : E | s2 . 

On écrit que [^j, lw] = 0 et que [ijjj ,i/>2] = 0 : 

0= |W|[^rlw] = J *A (y) = l | W : E | l ^ j ( y ) . Mais on a : 
yeW i=l yeK 

0= |K| [Res^j,lKJ= I ipj(y) donc Y ^ ( y ) = - s 
y eK y eK 

et on obtient 0 = £ in. - s | W : E | . 
i=l 1 
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û 2 
0 = IwlEip. ,!(;„] = £ i n. + |W : E | \ \p. ( y ) i M y ) . Mais on a : 

1 1 i=l 1 yeK* 1 Z 

0= | K | [ R e s V , R e s V ] = \ ( y ) * 7 ( y T + ( l ) 2 , donc K l K 2 y£K# 1 2 1 

2 
I (y)^ (y) = - s et on obtient : 

yeK# 2 

0= l i2n. -s2|W : E|. 
i=l 

6) W = (Ker ïï)E 

En multipliant (5.1) par s et en soustrayant (5.2),on obtient 
s 
l i ( s - i ) n . = 0. Pour 1 < i < s - 1, on a i ( s - i ) >0 d'où n. = 0. D'après (5.1), 

i=l 1 1 
i l en résulte alors que sng = |W : E|s donc n̂  = |W : E|.Mais ng est le nombre 

des éléments y de W tels que ijjj(y) =ipj(l), c'est-à-dire Tr(y) = T T ( 1 ) . Donc 

|Ker TT |= | W : E | . 

D'autre part, (Ker ïï) n E = l car si x e (Ker Tr )nE, on a [x,K]cKn (Ker T T ) = l, 

donc x £ Cvj(K) c K, donc x £ K n (Ker T T ) = 1 . Par conséquent, on a W = (Ker ïï)E. 
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APPENDICE VII 

Le théorème suivant généralise le lemme 2 du chapitre I , § 6. 

Théorème. - Soit Q P un groupe opérant òur un groupe K. On suppose que : 

a) IP J = p est premier, pf|Q| et |c (P)| est Impair. 

b) |K| est premier à |Q *l p|. 

A & m к est engendré par la réunion des sous-groupes C__([P,Q]) et C__(PX) pour 
x e Q. 

La démonstration est divisée en deux parties. 

1ère partie : réduction à un cas particulier. 

On suppose que К A (Q A P) est un contre-exemple au théorème tel que 
|К X (Q ̂  P)I soit minimal. 

1) К est un r-groupe abélien élémentaire ф 1 pour un nombre premier r, QP 
opère fidèlement et de manière irréductible sur K, et on a С (P) =C ([P,Q]) = 1 

Puisque |K| est premier à |Q^ P|, on sait que pour tout r premier, i l 
existe un r-Sylow de К normalisé par Q ^ P. (La démonstration de ceci uti
lise 11 argument de Frattini et le théorème de Schur-Zassenhaus. Le théorème de 
Feit-Thompson est utilisé ici si on ne suppose pas que К ou Q est résoluble). 
Puisque К est engendré par les K ,̂ l'hypothèse de récurrence montre que le 
théorème est vrai pour К ^ (Q ̂  P) si К n'est pas un r-groupe. Donc К est un 
r-groupe. Soit Z= <C„([P,Q]), С (PX) I x e Q > . Alors $(K)cZ d'après l'hypo-К к 
thèse de récurrence. Donc Z 4 K. Puisque Q ^ P normalise Z, Q X) P opère sur 
K/Z. 

Supposons Ъф\. L'hypothèse de récurrence montre que 
K/Z = < CK^Z([P,Q]),CK^Z(PX) |xe Q > . Mais puisque |к| est premier à| Q >< P |, 
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CK/Z([P,Q]) =CK([P,Q])Z/Z = 1 et CK/Z(PX) = 1. Donc K = Z et le théorème est 

vrai pour К X (Q ^ P) . 

Donc Z = 1 et Ф(К) = 1. Supposons С^(К) ф 1. Alors en appliquant l'hypo
thèse de récurrence à К ̂  ((Q/C^(K))Xl P) , on voit que [P,Q] centralise K, 
et le théorème est vrai pour К X] (Q A P) . Donv C^(K) = 1. D'après l'hypothèse 

de récurrence, i l est clair que QP opère irréductiblement sur K. 

2) Q est un q-groupe (q nombre premier ф p , r ) , [Q,P]=Q e_t <I>(Q) с Z (Q) . 

Pour tout diviseur premier q̂  de |Q|, i l existe un q^-Sylow de Q 
normalisé par P. Si Q n'est pas un q-groupe, l'hypothèse de récurrence 

montre que P centralise chacun des Q ,̂ donc centralise Q, ce qui est absurde. 

Donc Q est un q-groupe. D'après l'hypothèse de récurrence, P centralise tout 

sous-groupe propre de Q qu'il normalise. D'après l'appendice IV, lemme 1 a) 

et lemme 2, on a alors [Q,P]=Q et <Ê(Q)cZ(Q). 

3) S_i Q est abélien, alors QP est un groupe de Frobenius de noyau Q. 

D'après l'appendice IV, lemme 1 b) , on a alors [Q,P] = Q = [Q,P]xC^(P), 

donc C Q ( P ) = 1. 

^ ) Supposons Q non abélien. Alors Q est extra-spécial (c'est-à-dire 

[Q,Q] = < K Q ) =Z(Q) est d'ordre q) , P opère sans point fixe sur Q/Z(Q) et  

centralise Z(Q). 

On a [Q,Q] с <ï>(Q) с Z(Q) . D'après l'appendice IV, lemme 1 b) , on a, en 

posant Q = Q/[Q,Q], Q = [Q, P ] x С-(P) . Mais on a [Q,P]=Q, donc [Q,P] = Q, 
donc C-(P) =1. On a Z(Q) ^Q donc par hypothèse de récurrence, P centralise 

Z(Q) . I l en résulte que Z(Q) с [Q,Q], d'où [Q,Q] = <Î>(Q) = Z(Q) . 

Puisque QP opère fidèlement et irréductiblement sur K, Z(Q) =Z(QP) est 

cyclique. Soient a,be Q. Puisque Q est de classe 2, on a [a,b]q=[a,bq]. 

Mais bq e <Ï>(Q) с Z(Q), donc [a,b]q = 1 . Pui sque [Q,Q] est abélien et engendré 

par les [a,b] (a,beQ), [Q,Q]=Z(Q) est d'exposant q, et puisque Z(Q) est 

cyclique, i l est d'ordre q. 

5) QP a un caractère irréductible sur Œ dont le noyau ne contient pas Z(Q) 

et dont la restriction à P ne contient pas le caractère unité. 

Soit la clôture algébrique de . Le groupe QP opère sur le 

F -espace vectoriel V = W ®K. Soit x e P#. Puisque С (P) = 1, 1 'endomorphisme r r К 
de К défini par x n'a pas de valeur propre égale à 1. Donc 1'endomorphisme de 

217 



T. PETERFALVI 

V défini par x n'a pas de valeur propre égale à 1, car ces deux endomorphismes 

ont le même polynôme caractéristique. Donc P opère sans point fixe sur V. 

Or V est produit direct de IF̂ CQPD-modules simples V^, et comme QP opère 

fidèlement sur V, il existe i tel que Z(Q) opère non trivialement sur V^. I l 

existe donc un caractère irréductible de QP sur dont le noyau ne contient 

pas Z(Q) et dont la restriction à P ne contient pas le caractère unité. D'a

près [Huppert, chapitre V, théorème 12.9], il existe un caractère irréducti

ble de QP sur C qui a les mêmes propriétés. 

2ème partie : caractères de QP. 

On va montrer que pour les groupes QP obtenus dans la première partie, la 

restriction à P d'un caractère irréductible de QP dont le noyau ne contient 

pas Z(Q) contient le caractère unité. 

1) Supposons d'abord que Q soit abélien. 

Alors QP est un groupe de Frobenius de noyau Q. On sait que les caractè
res irréductibles de QP qui n'ont pas Q dans leur noyau sont de la forme 

QP 

Ind^ (X) où X est un caractère linéaire / 1 de Q. La restriction à P d'un 

tel caractère est le caractère régulier de P (qui vaut p en 1 et 0 sur P^) donc 

contient le caractère unité de P. 
On suppose dans la suite que Q est non-abélien, donc extra-spécial. 

2) Caractères de Q. 

Puisque Q est un q-groupe extra-spécial, l'application commutateur : 

(x,y) i — > Cx,y] induit une forme bilinéaire alternée non dégénérée : 

Q/Z(Q) xQ/z(Q) -> Z(Q). I l en résulte qu'il existe un entier m> 1 tel que 

|Q| =q2m+* et que pour xeQ-Z(Q) , on a |C^(x)| = q2m. 

Soit \p un caractère irréductible de Q tel que Z(Q) <k Ker ]p . D'après les 

deuxièmes relations d'orthogonalité, s'annule sur Q-Z(Q), puisque pour 

x £ Q - Z(Q), on a : 

> |4>Cx) | 2 = |Q/ZCQ> | =q2m= |C (x) | . 
(J)£lrr(Q),Z(Q) cKercj) ^ 
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On a donc 1 = [ ^ J = - ^ - | - ij;(l)2|Z(Q)| d'où i|;(l)2 = | Q | / | Z (Q)| = q2m, et (̂1) = qŒ. 

D'autre part, Reŝ  =̂  ( 1 ) X pour un caractère linéaire X de Z(Q), et 
\ï\ car Z(Q)^Kerijj. En résumé : 

,^(x)=qmX(x) pour xeZ(Q), où À £ Irr(Z(Q)) - {1 } . 

^ ( x ) =0 pourxeQ-Z(Q) . 

Soit x un caractère irréductible de QP tel que Z(Q) <t Ker x • 

3) Reŝ  x = e^ > £Ù e est un entier > 1 e_t \p un caractère irréductible de Q 
tel que Z(Q) ^KeriJ; . 

D après le théorème de Clifford, Reŝ  x = e£ ĵ_ °u ês sont des carac
tères irréductibles de Q conjugués par P. Si \p ^ est de degré 1, on a 
Z(Q) cKer^ pour tout i, d'où Z(Q) c Ker x > contrairement à l'hypothèse. 
Donc Z(Q) ^KeriK . D'après 2) et le fait que P centralise Z(Q), on voit que 

est invariant par P. Donc Reŝ  X = e^ > avec ]p = j • 

4) l J x W l 2 =P -e2. 
xeP 

On écrit que [x»X]np = 1» c'est-à-dire p| Q| = £ | x Cy> | • 
^ ycQP 

Pour yeZ(Q), on a | x (y) | =X (1 ) = ei];( 1 ) . Pour ye Q-.Z(Q) on a x (y) = 0 d'après 
2) et 3). Si yeQP-Q, puisque QP/Z(Q) est un groupe de Frobenius de noyau 
Q/Z(Q) et Z(Q) =Z(QP), y se met de manière unique sous la forme y = zxt, où 
ze Z(Q), xe P# et te Q/Z(Q). Pour un tel y, on a |x(y)| = |x (x t ) | = |x(x>l 

car x est irréductible et ze Z(QP). On a donc : 

PiQl - I lx<y)|2 = |Z(Q)|e2^(l)2+ |Z(Q)| |Q/Z(Q)| J JX(x)|2 . 

2 2 2 Comme |z(Q)|i|;(l) =|Q| d'après 2), i l vient donc p = e + £ |x^x) | 
xeP* 

5) Soient (i = 1, . .. ,p) les caractères irréductibles de P ĵ t n̂  = [Respx>cu ] • 
11 existe un indice i et un entier n tels que n. =n pour i ^ i et o 3— i o — 
n. = n ± 1. De plus e = 1. i - -o 

? 2 P 2 1 2 2 
= [Respx,RespxJ d'où d'après 4), £ n ^ - ^ O ) +p-e ) = 

i=l 1 i=l 1 P 1 2 2 2 2 —[ (En. ) +p-e ] . Cette égalité s ' écrit aussi (p - 1 ) £ n. = 2 £ n. n. + (p - e ) 
p 1 i 1 U.jhij'j 1 J 
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v 2 2 . . ou : l (n. - n . ) = p - e . Mais il est facile de vérifier, par récurrence 
U.jhtfj 1 _ J 

sur p, le lemme suivant : 

Soit p un nombre entier ^ 1 et iij, . . . ,iip des nombres entiers, a) Si les 

n. ne sont pas tous égaux, on a ][ (n. - n. ) 2 > p - 1 . b) Si 7 (n. - n. ) 2 = p - 1, 
1 1 J 1 J 

alors il existe un indice i et un entier n tels que n. =n pour i ^ i et 
n. =n± 1 . i 

Puisque l 'égalité p = e est impossible, les n. définis dans 5 ) ne peuvent 

pas être tous égaux. Donc \ (n. - n.) = p - e > p - 1, d'où e= 1. On a alors 

Y (n. -nj.) = p - l , ce qui prouve 5 ) d'après b) . 

6) ReSpX contient le caractère unité de P. 

I l suffit de montrer que, avec les notations de 5 ) , n ^ï 0 pour tout i . 

On a xO) = *M 1 ) = q donc, en posant <5 = n̂  - n = ± 1, pn + ô = S n̂  = qm. On a donc 

n= (qm-Ô)/p^O. 

D'autre part, n. = — + ô. Si n. = 0 , alors q = - 6 ( p - l ) . Puisque 
1o P Xo 

m > 0 , cette égalité n'est possible que si 6 = - 1 , p > 2 ET q est alors pair. 
Mais cela contredit l'hypothèse selon laquelle | C Q ( P ) | est impair. 

Remarque : L'hypothèse " | C Q ( P ) | est impair" peut être remplacée par : 

"p n'est pas un nombre premier de la forme 2 M + 1". 
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APPENDICE VIII 

GROUPES D'AUTOMORPHISMES DE CERTAINS 2-GROUPES DE SUZUKI 

Lemme 7. a) Soient P an 2-groupe, W un sous-groupe de Z(P) tel que W et 
2 

V = P/W soient abéliens élémentaires. L'application x H ^ X induit une appli

cation quadratique de V dâ Lô W, V et W étant considérés comme TF^-espaces 

vectoriels. 

b) Soient v, w c£eô e^pace^s vectoriels de dimension finie sur w^. 

Pour toute application quadratique q : v •> w, i i . exiô^te une extension cen-

traie w -> P -> v telle que l'application p/i(w) i(w) définie, dans a) 

s'identifie à q. 

c) Soient v, w , V ' , W de6 espaces vectoriels de dimension finie sur 

1F2, w p ï v et \i} -> p ' - ^ v' de* ex^ew^owa centrales, q : v + w et 

q' : V1 -> wf les applications quadratiques associées. Soient f : V -> v' et 

g : w -> w1 d&ô isomorpkismes. PÛU/L qu'il existe un isomorphlsme : P -> P' çux 

induire f 4uA v et g sur w, <c£ âa£ eX i £ suffit que g ° q = q' ° f. 

cf) S i v , w 4on£ des espaces vectoriels de dimension finie sur w2 et 

W P -> V £4^ une extension centrale, V ensemble des automorphismes de P qux 

induisent l'identité Sur M et Sur M est un groupe isomorphe au groupe addi

tif Hom(V,W). 

Si V, W sont des espaces vectoriels sur W^t rappelons qu'une application 

q : V -v W est quadratique si l'application (x,y) \—> q(x + y) - q(x) - q(y) est 

bilinéaire. 

2 

a) I l est clair que xi—>x induit une application q : V -> W et que l'applica

tion commutateur induit une application (x,y) v—[x,y] de V x V dans W. Celle-

ci est bilinéaire d'après Huppert, chapitre I I I , (1-2). Si x, y sont les 
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images dans V de x,ye P, on a : 

- - 2 2 2 q(x + y)= (Xy) = x y [y ,x] = q(x) + q(y) + [ x , y ] . 

Donc q est une application quadratique. 

b) Soit ( e ^ , . . . , e ^ ) une base de V sur W^. Soit b : V x v W l'application bi

linéaire telle que : 

bCe^e^ = q(ei) , b (ei , e ) = q (ei + ê  ) + q(ei> + q(e.j) si i < j , 

b(e^,e^) =0 si i > j . 

On a alors b(v,v) =q(v) pour tout ve V et i l suffit de prendre pour P l'ensemble 

V x W muni de la loi de composition : 

( v j , W j ) ( v 2 , w 2 ) = ( v j + v 2 , b ( V j , v ) + W j +w2) 

et de poser l(w) = (0,w) , T T ( V , W ) = v pour v e V, w e W. 

c) La nécessité est immédiate. Supposons que g ° q= q' o f . Soient ( e j , . . . , e ) 
une base de V et x. , . . . ,x e -P tels que T T ( X . ) = e . , y . , . . . . y e P' tels que l n ^ i i M ;n 
Tr'(y.) = f ( e . ) . Identifions W, W' à leurs images dans P, P' respectivement. 

1 1 2 2 2 2 2 Par hypothèse g (x . )=y . et g ( [ x . , x . J ) = [ y . , y . ] car [ x . , x . ] = (x. x . ) x.x. . 
i i i J i j i j i j i j 

Tout élément x de P s'écrit de manière unique sous la forme 
al an al an 

x = X j . . . x ^ w (0 < â  < 1, w e W). En posant alors h(x) = ŷ  . . .y g(w), 

h est un isomorphisme : P -> P' qui induit f sur V et g sur W. 

d) D'après c) toute extension centrale de W par V est équivalente à une des 

extensions construites dans b) . On vérifie que l'ensemble des automorphismes 

du groupe P construit dans b) , qui induisent l'identité sur V et sur W, est 

l'ensemble des applications (v,w) \—*-(v,h(v) +w) où h est un homomorphisme: 

V -y W. 

Lemme 2. - Soit K un corps fini de caractéristique 2. 

a) L1 ensemble des applications w^ linéaires : K K est un K-espace vecto

riel ayant pour base V ensemble des automorphismes de corps de K . 

b) L'ensemble des applications w ̂ -billnéaires : K X K -> K est un K-espace 

vectoriel ayant pour base la famille des applications (x,y) cr(x)x ( y ) , 
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( q , t ) parcourant les couples d'automorpklsmes de K. 

c) L'ensemble des applications ïï2~quadratiques : K -> K est un K-espace vec

toriel ayant pour base la Camille des applications x h > a ( x ) i ( x ) , { a , i } 

parcourant les parties de cardinal 1 ou 2 de Aut(K). 

d) L'ensemble des applications W2~ quadratiques : K x K + K est un K-espace vec

toriel ayant pour base V ensemble des applications : 

(x,y) i v a(x)T(y) ( ( a , T ) e Aut(K) xAut(K)), 

(x,y) h-^a ( x)x ( x ) et (x,y) H -^a(y)T(y) ({a,x}cAut(K)) . 

a) On sait que les automorphismes de corps de K sont linéairement indépendants 

sur K. Si |K| =2n, on a |Hom (K,K)| = |K|n et |Aut(K)| =n, dToù le résultat. 

b) Supposons EX tf(x)f(y) =0 quels que soient x ,ye K, la sommation étant 

étendue aux (a,x) eAut(K) xAut(K), et A e K. En appliquant deux fois a ) , 

on voit alors que A = 0 pour tout G et tout t . Donc les applications 

(x,y) / — > a ( x ) i ( y ) sont linéairement indépendantes sur K. Comme l'espace des 

applications I^-bilinéaires : K x K -> K est de dimension n sur K, on a le 

résultat. 

c) Soit q(x) = IX a ( x ) i ( x ) , somme étendue aux {a.l} c Aut(K), et X € K. 

Supposons q(x) = 0 pour tout x e K. Alors q(x + y) + q(x) + q(y) = 

= L ^X ( c r ( x ) T ( y ) + cj ( y )T ( x ) ) =0. D'après b) il en résulte que X =0 pour 

O £ T. On a alors q ( x ) = Z X a (x ) = 1 X a(x )=0 pour tout x, et d'après a) 

A ^ = 0. Les applications x<—*-a(x)x(x) sont donc linéairement indépendantes 

sur K. D'autre part, si q est une application quadratique : K ->• K, il existe 

une application ^"bilinéaire f : K x K -> K telle que q(x) =f(x,x) (voir 

lemme l , b ) ) . D'après b), q est donc combinaison K-linéaire des applications 

x \—s-a(x) t ( x ) . 

d) Toute application quadratique q : K x K -> K se met sous la forme 

q(x,y) =q^(x) +q2(y) + f(x,y) où q̂  et q̂  sont des applications quadratiques 

K K et où f est IF^-bilinéaire. I l est clair que q détermine q ,̂ q ,̂ f de 

manière unique et que si q ,̂ f sont donnés, l'application q définie par 

la formule ci-dessus est quadratique. Donc d) résulte de b) et c ) . 

Soient K = W ET (J) un automorphisme de K. Rappelons que (suivant la 
2n 
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notation de l'article "Suzuki 2-groups" de G. Higman) le groupe A(n,(J)) est une 
extension centrale de K par K, associée suivant le lemme 1 b) à l'application 
quadratique x i—>xcj)(x) de K dans K. Si P=A(n,cj)), on a donc une suite exacte 
K i P > K et on vérifie que si <J> ï 1 , Z(P) = 1 (K) . Donc si a e Aut(P) , il existe 
des isomorphismes f̂ , ĝ  de groupes additifs tels que le diagramme 

К > Р ь. к 
g et f 
а ( а К V р V к 

soit commutatif. 

Proposition 7.- Soit K = F et <j> un automorphisms de K tel que 4 1 • L'ap-
plication a t—> f est un komomorpnlsme surjectl{ de Aut(A(n,c|>) ) sur le groupe 
des applications x h+ Xa(x) de K dans K (XeK ,a eAut(K)). le noyau de 

at-̂ f̂  est un 2-groupe abéllen élémentaire. 

Posons (|)(x) =x2S et q(x) = x(})(x) pour xeK. Soient f, g des isomorphismes 

additifs de K sur K provenant d'un automorphisme de A(n,(|)), et qui vérifient 

donc gn q = q° f (lemme 1 c ) ) . D'après le lemme 2 a), on peut poser 
n-1 JL n-1 ?i 

f(x)=J> X._x , g(x) = l u xZ (X ,U €K). 
i=o i=o 1 

On a alors : 

n-1 ?i i+s 
(1) g(q(x))= l UixZ 

i=o 
n-1 ?i n-1 ?s ?i+s 

(2) q(f(x)) = ( J XiXZ )(l Xf xZ ) 
i=o i=o 

2i+2j 
Si i et j sont des entiers modulo n, les coefficients de x dans (1) et 
(2) sont égaux d'après le lemme 2 c). En particulier, puisque s^O, le coef-
ficient de x 2i+2i dans (1) est nul, donc : 

(3) X.X. = 0 pour tout i. 
i î-s 

2i+2j 
Si i ^ j et i - j ^ ±s (mod n), le coefficient de x dans (1) est nul, donc 

224 



LE THÉORÈME DE BENDER-SUZUKI, I 

(4) s s 
X.X7 + X.X7 =0 

i J-s j i-s 
si i - j T 0, ± s (mod n). 

Puisque f ^0, il existe i tel que X^^O. D'après (3) , on a alors ^̂ _s = 0 

et d'après (4) À._ =0 pour j tel que i - j £ 0, ± s (mod n) . 
J s 

Supposons qu' il existe j T i (mod n) tel que Xj 4 0. Alors j £ i , j ^ i - s 

et i - (j + s) E 0 ou ± s (mod n) . Donc j = i - 2 s (mod n) et X 4 0 implique que 

j E i ou j E i - 2 s (mod n) . En faisant le même raisonnement avec i - 2 s à la 

place de i , on voit que i E ( i - 2 s) - 2s (mod n) , donc 4 s = 0 (mod n) et 4 

<J) = 1 , contrairement à l'hypothèse. 

* 2*" I l existe donc XeK et i tels que f(x) = Xx .En comparant les coeffi-

2j+2j+S . 1+2S cients de x dans (1) et (2), on voit alors que y^ = X et y. =0 pour 

j TI (mod n). Les couples ( f ,g ) induits par des automorphismes de A(n,cf)) sont 

donc de la forme : 

f ( x ) = X x 2 е ( х ) = Х ф ( Х ) х / , XeK*, 0 < i < n - 1 

Réciproquement, si f, g sont définis par ces formules, ce sont des isomor-

phismes additifs : K -* K tels que g o q = q o f, donc proviennent d'un automor-

phisme de A(n,(J>) (lemme 1 c ) ) . Cela démontre la première partie de la pro

position, et la deuxième partie résulte du lemme 1 d). 

Remarque : Si (j) est d'ordre 4, on trouve des automorphismes de A(n,(f)) corres-
2 * pondant à des couples ( f ,g ) tels que f (x) = X x̂ + X^fy (x) > avec £ K . 

Ceci avait été omis dans l 'article de G. Higman et m'a été indiqué par 

Bouc et Enguehard. 

2 2 
Soient K = W et e e K tel que pour a,b e K, a + eab + b =0 implique 

2n 
a = b=0. Le groupe B(n,l,e) est une extension centrale de K par KxK asso-

2 2 
ciée suivant le lemme 1 b) à l'application quadratique (a,b) h—*• a + eab + b . 
Proposition 2. - Soient K = W , L = K x K e X q : L + K V application quadna-

2n 

tique associée au groupe B(n,l ,e) . Il existe une structure de corps sur L, 

compatible avec sa structure de K-espace vectoriel, telle que q(x) = xx 

pour xeL, x h > x étant Vautomorphlsme d'ordre 2 de cette structure de 

corps. 
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Puisque q(a,b) = a^ + eab + b̂  ̂  0 pour (a,b) ̂  (0,0), le polynôme X + eX + 1 
2 

est irréductible sur K. Soit a eW 0 tel que a +ea+ 1 = 0 et identifions 
22" _ 

(a,b) e L à a + ba. Comme a + a = e et a a = 1, on a alors (a + ba) (a + ba) = 
= q(a + ba) pour a,beK. 

D'après cette proposition, la structure de B(n,l,e) est indépendante 

de e si e satisfait la condition donnée ci-dessus. Posons B(n,l) =B(n,l,e). 
Si P=B(n,l), K=1F et L = F „ on a ainsi une extension centrale 

2n 2 
K i P -> L. Soit a eAut(P). On vérifie que l (K) =£>j(P) donc a induit des iso-
morphismes f , g de groupes additifs tels que le diagramme 

К Р >L 
g a f 

К • > Р > L 

soit commutatif. 

Proposition 3.- Avec les notations cl-des s ил, a «—^ f im komomorphlsme 
surjectl^ de Aut(B(n, 1)) ¿HA £e g/ioupe des applications x»—*Xa(x) de L 
dan¿ L (ÀeL*, a £ Aut (L) ) . Le noyau de a'—**f e¿¿ an abélien élé
mentaire. 

Soient f : L L, g.K + K des isomorphismes additifs provenant d'un auto-
morphisme de B (n, 1). On a go q = qo f où q(x) = x x pour x e L. D' après le 
lemme 2a) , on peut poser 

f (x )=J AiXZ (Xi€L), g(x) = J y.xZ (yi6K). 
i=o i=o 

On a alors pour x e L : 

n-1 ?i i+n 
(D g(q(x)) = J y£x 

i=o 

2n-l ~i 2n-l ?n ?i+n 
(2) q(f(x)) = (l A.xZ ) ( l xf ) 

i=o i=o 
2i+2j 

Si i et j sont des entiers modulo 2n, les coefficients de x dans (1) et 

(2) sont égaux d'après le lemme 2 c) car g ° q et q ° f peuvent être considérés 
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comme des applications quadratiques : L -> L. Comme dans la proposition 1 

(3) \. \. =0 pour tou ; î . 
î î-n 

2n 2n 
(4) Xi Àj-n + Xj Ai-n = ° Si i-J^0»11 (mod- 2n)-

Puisque f ̂ 0, i l existe i tel que X^^O. D'après (3), on a alors X̂ _n = 0 et 
d'après (4) Xj_n = 0 pour j tel que j ^ i , i-n (mod 2n) . Donc Xj = 0 pour 
j i i (mod 2n) . 

* 21 
Il existe donc Xe L et i tels que f(x) =Xx .En comparant les coeffi-

2j+2j+n 
cients de x dans (1) et (2), on voit que : 

Si 0 < i < n - 1, ŷ  = XX et U j = 0 Pour J 4- i • 

Si n< i< 2n- 1, U. =XA et U . = 0 pour j é i - n. î-n J 

Les couples (f,g) induits par des automorphismes de B(n,l) sont donc de la 
forme : 

f(x)=Xx , g(x)=XXx , ÀeL* , 0 < i < 2n - 1 . 

Réciproquement, si f,g sont définis par ces formules, ce sont des isomorphismes 
additifs tels que g°q = qo f, donc proviennent d'un automorphisme de B(n,l). 
Cela démontre la première partie de la proposition, et la deuxième partie 
résulte du lemme 1 d). 

Soient n = 2s + 1 (s entier > 1 ) , K = 3F̂n , <j) 11 automorphisme x i—>x de K 

et e e K tel que pour x,y eK, x<j) (x) + ex1/2^ (y2) + y2 = 0 implique x = y = 0 (en 
particulier e 40). Le groupe C(n,e) est alors une extension centrale de K par 
K xK associée suivant le lemme 1 b) à l'application quadratique 

1/2 2 2 
(x,y) i—*• q(x,y) = xcj)(x) +ex (j)(y ) + y . Si P=C(n,e) on a ainsi une suite 
exacte K P -> K x K et i(K) =Çl (P) donc tout automorphisme a de P induit des 
isomorphismes additifs f :KxK -> KxK et e : K -> K. Soit P, = TT (OxK). a a 1 

Proposition 4.- Avec les notations ci-dessus, a ^ f est un komomorphlsme a 
du groupe des automorphismes de P qui laissent stable Pj dans le groupe des 
applications (x,y) r-* (X ^ (x ) ,X2a(y) ) de K x K dans KxK (X J ,X2 e , aeAut(K)). 
Le noyau de a f est un 2-groupe abétien élémentaire. 
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Soient f : K * K K. xK, g:K -> K des isomorphismes additifs provenant d'un 

automosphisme de P qui laisse stable Pj. On a f ( O x K ) c O x K et g o q = q o f . 
Posons : 

f(x,0) = (f1(x),f3(x)) , f(0,y) = (0,f2y)) ( x , y € K ) . 

D'après le lemme 2 a ) , on peut poser : 

n-1 i n-1 i 
f (x) = l \ x ( j = 1,2,3, X..6K) , g(x)= l y x (y e K ) . 
J i=o 1J ^ i=o 1 1 

On a alors pour x,yeK : 

, F ^ ^ V , 1+2S 22s 2S+1 2.21 (1) g(q(x,y))= l yi(x + ex y +y ) 
i=o 

n-1 2i n-1 0i 0S 
(2) q( f (x ,y) ) = (J \ux )(J X . ^ y 

i=o 

n-1 9i 92s n-1 9i n-1 9i 9s+l 
+ e ( _ V A . / )2 ( J X.3x2 + l A . / ) 2 

i=o i=o i=o 

n-1 9i n-1 9i 
+ ( I *i3* + ï \2V2 )2 

i=o i=o 

21+2~' 21 2̂  21+2~' D'après le lemme 2 d), les coefficients de x , de x y , de y sont 
21 2j 

les mêmes dans (1) et (2) . Dans (1) , le coefficient de x y est nul pour 

i - j t s - 1 (mod n) et il en est de même dans (2) , d'où eX^^ X ^ = 0 

pour i £ j (mod n), donc : 

(3) X^j = 0 ou Xj 2 = 0 pour i t j (mod n). 

Comme f est inversible, f̂  /0 et f 2 ^ 0 et il existe i , j tels que X^j fo 

Xj2 ̂  0. D'après (3) , i = j et X^j = X^2 = 0 pour k t i . I l existe donc 

* 2i 2i 
Xj,X2eK et i tels que fj(x) =X^x , f2(x) = X2x . En comparant les coeffi-

2J+2J 
cients de x dans (1) et (2) , on obtient : 

2 2 22s 2S+1 
X =0 pour j t i + 2s (mod n) , X. 0 Q + eX, X. i o = 0 j3 i+2s,3 1 i+s-1,3 
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Puisque i + s- l £ i + 2s (mod n) , on a donc X . ^ - 0 pour tout j , donc f ̂  = 0. 
2J+2-1 

Puis en comparant les coefficients de y dans (1) et (2), U. =0 pour j ^ i 
et Û  = ̂ 2' ^es coupies (f>g) cherchés sont donc de la forme : 

21 21 2 21 
f(x,y) = (XJx , X2y ) , g(x) =X2x 

Cela prouve la première assertion, et la deuxième résulte du lemme 1 d). 

2 1+2S 
Remarque : En poursuivant le calcul ci-dessus, on voit que X2 = Xj et 

21 
que £ =£, ces conditions étant aussi suffisantes pour que g °q = q° f. 
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APPENDICE IX 

LES REPRÉSENTATIONS IRRÉDUCTIBLES DE GL(3, F 2 ) SUR F2 

Proposition. - Le groupe GL(3, F2) a,à similitude près, 4 représentations irré

ductibles sur le corps F2, et elles sont de degré 1, 3, 3 et S. 

On va d'abord décrire des représentations Rp R2» R ,̂ R̂  de G = GL(3, F2) 

sur F2> qui sont irréductibles et deux à deux non semblables sur F2» 

Rj est la représentation principale : G -> F2, de degré 1 

*2 est la représentation naturelle X X : G -> GL(3, W2)9 de degré 3. 

R̂  est la représentation X : G + GL(3, W 2) , de degré 3. 

Soit E l'espace des matrices 3 ><3 à coefficients dans F , de trace nulle 

On définit une opération à gauche de G sur E par (X,A) t—> X A X pour Xe G et Ae E. On a ainsi une représentation R̂  : G -> GL(E), de degré 8. 

I l est clair que les représentations Rj, R2> R̂  sont irréductibles sur W^. 

1) R2 et R̂  ne sont pas semblables : 

3 
Soit (ej,e2,e^) la base canonique de F2« Dans le calcul qui suit, on 

suppose que GL(3, F?) opère à gauche sur F^, les coordonnées de Xe. étant 
^ 2 J 

données par la j-ème colonne de XeGL(3, F2) . 

Supposons qu'il existe Ae GL(3, F2) tel que AXA * = *"X ^ pour tout 

Xe GL(3, F2) . Posons 

X l " 

1 1 0 

0 1 1 

0 0 1 

X2 -

1 0 0 

1 1 0 

J 1 1 
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On a X2 = tX11, KerCXj - 1) = < e{ > , Ker(X2 -1) = < e3 > . Puisque AXA 1 = f'X 

pour X = X̂  et pour X = X2> on a donc A.ej = et A.e^ = e j . On a Im(Xj - 1) = 

< e l ,e2 > et Im X̂2 ~ * ) = <e2,e3>' donc A-e2e <e2,e3> etA*e2e <e j>e2>» 
d'où A.e = e0 et : 

A = 

0 0 1 

0 1 0 

1 0 0 

Mais pour cette valeur de A, on constate que A X̂  A ^X2. 

Donc R2 et ne sont pas semblables sur 1F2. 

2) R̂  est irréductible : 

Les orbites de G = GL(3 , W^) dans E sont les classes de similitude de 

matrices 3X3 à coefficients dans W2, de trace nulle. Celles-ci sont décrites 

par le théorème suivant (Mac Lane, Birkhoff, Algèbre, chapitre X, § 4, théo

rème 8 ) : 

Soit K un corps commutatif. Si f(X)=X + a ^ X +. . .+ ajX + aQ e K[X], on 

pose 

M(f) 

0 О О . . . О -а 
о 

1 О О . . . О -a j 

О 1 О . . . О -а0 

О О О . . . 1 -а . 
п-1 

T o o t e ma&iíce. сал/ iée à соЩ-1сл.е.п£ь dan¿ к e ò i semblable, ъил к a une matrice 

e í une ¿eu£e de la. {¡orne. M ( f j ) ® М ( у ©...e M(ffc) ou f ^ . . . , ^ ¿o ni deó poly-

потел иплХаллел non constante de. K [ x ] teJU> que, f. , diviòe. f. ( i = 1 , . . . , k - l ) . 

n í + l i 

En appliquant ce théorème, on voit que les matrices suivantes forment un 

système de représentants des orbites de G dans E : 
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A = 
o 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

(f1 = f2 = f3 = x), Al -

0 0 0 

1 0 0 

0 0 0 

(fj =x2,f2 = x), 

A2 • 

0 0 0 

1 1 0 

0 0 1 

(fj =x2 + x,f2 = X+ 1), A3 -

0 0 0 

1 0 0 

_0 1 0 

(fj =xJ), 

\ = 

0 0 1 

1 0 0 

_0 1 0 

(f1 =x3+ 1), 

0 0 1 

1 0 1 

0 1 0 

(f j =x3 + x+ 1). 

A6 • 

0 0 0 

1 0 1 

0 1 0 

(f j =x3 + x). 

Soit C. l'ensemble des matrices semblables à A., sur IF0 (0 < i < 6) . Il 
i i 2 

ist facile de déterminer C (A.) pour chacune des matrices A., d'où 
G 1 1 

C j = | G| / | C (A ̂ ) | . On obtient ainsi : 

|CQ|=1 , |CJ=21 , |C2|=28 , |C3|=42 , | | = 56 , | C51 = 24 et | | = 84 

Soit V un sous-espace vectoriel de E, V^O, tel que V soit réunion de 

certaines des orbites C. . On a 0=A eV. 
i o 

Puisque |V| E 0 (mod 2), |C,| E 1 (mod 2) et |C. | E 0 (mod 2) 

pour i ̂  0, 1, o n a C j C V . 

Puisque |v| EO (mod 4), |cj E 1 (mod 4), | C 31 E 2 (mod 4) et \c^\ EO (mod 4) 

pour i^0,l,3, on a C c V. 

On a A6 - A3 e Cj donc A ^ V et C ^ V . Puisque |v| > | CQ u C ̂  u C^ u C^| =148 et 

|V| divise | E | = 2^, on a V = E . Cela prouve que est irréductible. 

On a ainsi vu que Rj, R^, R^, R^ sont des ^-représentations de G irré

ductibles et deux à deux non semblables. On utilise alors les deux théorèmes 

suivants : 
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3) Soit L un corps algébriquement clos de caractéristique p et G un groupe 

fini. Le nombre de L-représentations Irréductibles de G, à similitude près, 

est égal au nombre de classes de conjugaison de p1 -éléments de G. 

Voir Isaacs, chapitre 15 (15-11). 

4) Soient K un corps, L une extension de K et G un groupe fini. Le nombre 

des K-représentations Irréductibles de G, à similitude près, est Inférieur 

ou égal au nombre des L-représentations Irréductibles de G, à similitude 

près. 

Cela résulte de Isaacs, chapitre 9, (9-7). 

On peut déterminer les classes de conjugaison de G en utilisant le théo

rème cité dans 2) . On trouve ainsi que G a 4 classes de 2'-éléments ( { 1 } , une 

classe d'éléments d'ordre 3, deux classes d'éléments d'ordre 7). 

Soient K = ïï^ et L une clôture algébrique de . D'après 3), G a 

4 L-représentations irréductibles, à similitude près. D'après 4), le nombre 

des K-représentations irréductibles de G, à similitude près, est alors < 4. 

Comme on a trouvé 4 K-représentations irréductibles de G deux à deux non sem

blables, toute K-représentation irréductible de G est semblable à l'une de 

celles-ci. 
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