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SUR LA THEORIE DE HODGE DES VARIETES
ALGEBRIQUES A SINGULARITES ISOLEES

V. Navarro Aznar

INTRODUCTION

Le but de cet article est d'étudier les structures de Hodge mix-
tes des groupes de cchomologie H(X), HX(X) et IH(X), d'une variété
algébrique a singularités isolées X. Notre outil essentiel, mise &
part la propre théorie de Hodge, &tant la résolution des singularités,

nous nous occupons aussi des groupes de cohomologie H_(X), H(E) et

E
H(g), associés & une résolution f:§ - X de X,avec sous-espace ex-—
ceptionnel E.

Puisqu'on peut relier les groupes de cohomologie antérieurs aux
faisceaux de cohomologie perverse de IRf*E§ et au faisceau pervers
ICi, la plupart des résultats qu'on &tablit dans cet article: théo-
ré@mes de pureté de IH(X), de Lefschetz difficile,..., sont soit des
cas particuliers soit des conséquences directes des théorémes sur les
faisceaux pervers de P.Deligne, O.Gabber, A.Beilinson et I.Bernstein
([1],[7},[12]) et, dans tous les cas, ils ont &té suggérés par ces
théor&mes. Toutefois, l'objectif principal de la présente note est
de donner des démonstrations "purement transcendentes" de ces résul-
tats, i.e. dans le méme contexte ol ceux-ci sont formulés (cf.[2]).

Afin d'apporter gquelques é&léments nouveaux a l'exposition, j'ai
mis l'accent sur le complex de de Rham filtré QX de la variété X
([6]), pour montrer comme les résultats de [10] sur l'annulation des
faisceaux de cohomologie Hq(gﬁ), permettent de prouver des variantes
adéquates des théorémes de décomposition de Hodge, d'annulation de
Kodaira et de Lefschetz difficile, pour les variétés complexes forte-

ment pseudoconvexes, dans la ligne des ré&sultats obtenus auparavant
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THEORIE DE HODGE

par Nakano et Grauert-Riemenschneider.
Finalement, nous continuerons sur notre lancée et &tudierons de
plus préds le complexe de de Rham filtré des singularités rationnelles

des surfaces et des singularités isolées des hypersurfaces.

Je remercie vivement J.H.M.Steenbrink, qui m'a corrigé une erreur dans la
preuve de (6.1), et F.Guillén avec qui j'ai eu au sujet de cet article de nombreu-

ses conversations qui m'ont été trés utiles.
1. FAISCEAUX PERVERS

(1.1) Tous les espaces algébriques cu'on considé@re dans cet article
sont des espaces algébriques separés et de type fini sur C. On les
appellera simplement C-schémas. Si X est un C-schéma, on entendra par
faisceau sur X un faisceau sur l'espace analytique associé X",

Soit X un C-schéma et soit D(X)c la catégorie derivée des com-
plexes bornés des faisceaux de Ex—modules avec faisceaux de cohomolo-
gie constructibles.

Si K' est un objet de D(X).,
ceau de cohomologie de K® et pHi(K') le i-éme faisceau de cohomologie

nous noterons H>(K') le i-8me fais-

perverse de K, qui est un objet de la catégorie abelienne des fais-

ceaux pervers sur X, Perv(X) (voir [1] et ses références)

(1.2) Soit X un C-schéma purement de dimension n, I un sous-schéma de
X de dimension 0, § un C-schéma lisse et f:i > X un morfisme propre
qui est un isomorphisme en dehors de L. Nous noterons dans ce qui
suit E=f_l(2), U=X-¥X et Jj:U > X le morphisme d'inclusion. Rappe-
lons ([8]) que le complexe d'intersection de X, IC,, peut &tre défi-
ni par
Icy, = Ti_l(]Rj*ﬂ:U[n] ),
et que ce complexe est pervers et autodual dans D(X)C.
Dans ce travail nous &tudierons le complexe d'intersection de X,

ICR, ainsi que les faisceaux de cobomologie pervers de ZRf*(mi[n]).
Par exemple, si X est lisse et f:X > X est 1'éclatement d'un point

xeX, on sait que
RE4CY [n] = Ex[n]emx[n—ZJG..@EX[-n+2]

et on obtient ainsi
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PHY (RE,Cg[n]) = €, si i=n-2d, 12d<n-1, i#0,
= mx[n]@mx, si i=0, et n est pair,
= Ex[n], si i=0, et n est impair,
= 0, si 1 est différent des antérieurs.

En général, on a

(1.3) Proposition. Avec les notations précé&dentes, on a

PHE(RE,ez[n]) = R™TTE, (RILEL), si -n<i<0,

R

PHO(RE,Cg[n]) ~ ICZORVE, (RICg),

EE
Pt ¢ rE,a5[n]) = R™TE, (25), si 0<i<n.
Démonstration. Dans le triangle
> 1o REOg[n] » RECzIn] > 170 RE,C;[n] »*1
on a que
rfpimf*mi[n] e ob Pp=?
et

T>0:Rf*mi[n] e ob Pp’°,

ainsi on a que

Pyt Rf*mi[n] pHi(T>%Rf*¢i[n]), si 0<i,

13

= R™IE (ag), si 0<i.

Considérons la suite exacte

n+i(E) N (Rn+ij T

n+i )
*U' L

ser > HRTN(X) > H

<> e e

Puisque (Rn+ij*0:U)Z = Ei(ICi)Z’ pour i<0, d'apré&s le thé&oréme de
n+i.

pureté de Gabber (R ]*GU)z est de poids gn+i, pour i<0, et

puisque Hg+i(§) est de poids 2n+i, on oktient les suites exactes
0 » Hg+i(i) N Hn+l(E) N (Rn+lj*¢U)Z - 0, si i<o0,
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et 1l'injectivité& du morphisme HE(Q) ~ Y (E), lequel sera un iso -
morphisme par dualité (cf. [7], § III et [12], (1.12). Dans le § 5

ci-dessous on donnera une preuve transcendente de ces résultats).
On obtient donc un triangle

> 1, RE, ]R_I‘Ed:i[n], > T llRf*G!i[n] > T

A

. +1
5—_ i-l ]RJ*G:U[n] >

Si on considére aussi le triangle

> 1., RE,Cz[n] > Tfp:mf*mi[n] > 2% o RE,C3[n] .

fiAn
(A

puisque

pPp<0
T._, RE, RICg[n] € Ok D~ ,

A

I

T Rj,Cy[n] e Ob Perv(x),
et

20 pPp20

=T, Rf,C4[n] e ob FD=" ,

on oktient les isomorphismes

Pt (RE,Cg[n])

1]

PH (1 _, RE, RICx[n]), si i<0,

= R™IE (RILCy),

et la suite exacte
0 » 15 » PHO(RE,€g[n]) ~ RVE, (Tz) ~ 0.

Du morphisme

T Rf, R C;[n] ~ <o Rf,Cg[n]

on oktient, par passage a pHO, un morphisme
n py0 ~
RYE, ( RICy) > PH" (RE,Cgnl)

qui permet d'obtenir la dé&composition

p,0 o eapn -
H (IRf*ﬂ:i[n]) * IC;@R"f, ( RILT3) ,
d'aprés 1'isomorphisme

n, 3%y . N
Hp(X) = H"(E).
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(1.4) Corollaire. Si xel et on pose Ex = f-i(x), alors on a
i ~ n+i . .
PHY (RE,Cg[n]), = H' T (X) si =n<i<o0,

PHO( RE,€z[n]), = IC; (OHp (X),

P (mE,ex[n]), = BV, si 0<i<n.

(1.5) Remarque. Le résultat antérieur donne 1l'interpr&tation des

n+i

Hg-l(x) et H (E), 1i>0, en termes des faisceaux de cohomologie

perverse pHi(IRf*Ei[n1), i#0, citée dans l'introduction. Nous
n'utiliserons par la suite ces résultats que d'une manifre complé -
mentaire dans (6.3) apré&s avoir vu donc que nous disposons d'une
preuve transcendente de (1.3).

Note. Bien que ce ne soit pas ici en principe 1l'endroit le plus
adéquat, je profite de cet espace pour exprimer ma profonde re -
connaissance envers le referee pour ses critiques constructives

et pertinentes.

2. THEORIE DE HODGE

(2.1) Si X est un C-schéma, Deligne ([4]) a prouvé gqu'on peut munir
les groupes de cohomologie de X d'une structure de Hodge mixte cano
nique et fonctorielle, ce qui généralise la classique décomposition
de Hodge de la cohomologie quand X est une variété projective non
singuliére.

Dans ce travail nous étudierons les structures de Hodge mixtes
qu'on peut introduire naturellement sur pHi(IRf*mi[n]) et IH' (X),

avec les notations de (1.2), et nous utiliserons ces structures pour
oktenir des théorémes de décomposition du type de celui de Hodge pour
la cohomologie d'une varété complexe fortement pseudoconvexe. Pour
cela nous aurons aussi besoin de quelques résultats sur le complexe

de de Rham filtré d'un T -schéma que nous rappelons a la suite.
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(2.2) Soit X un CT-schéma et soit (Qi,o) le complexe de de Rham des

différentielles de Grauert-Grothendieck sur X filtré par la filtrati-

on béte ¢ de Qk. Ph.Du Bois ([6]) a prouvé qu'il existe un complexe
filtré de faisceaux de OX—modules (QY'F) dans une catégorie derivée

convenable, tel cue:

(1) QX est une résolution de EX,

(ii) il existe un morphisme naturel de complexes filtrés
(Rg,0) > (2y,F)
qui est un quasi-isomorphisme filtré si X est lisse,
s P
(iii) GrF Q

X est un complexe de faisceaux de OX-modules a coho-

mologie cohérente et bornée,

(iv) si X est complet, la suite spectrale d'hypercohomologie du
complexe filtré (Q‘,F) dégénére dans le terme E, et la filtration
gu'induit (QX,F) sur Hk(x) coincide avec la filtration de Hodge
définie par Deligne.

Et nous avons prouvé ([10], voir aussi fl3]) que les complexes
p.= P rifi
§ = Grd Qx[p] vérifient

(v) Hq(Qi) = 0, si p+q>dim X,

ce qui peut &tre considéré comme une généralisation du théoré&me d4'an-

nulation de Grauert-Riemenschneider ([9]).

(2.3) Si M est une variété complexe fortement pseudoconvexe, on de-
signera par £f:M > § 1la réduction de Remmert de M, ainsi f est une
modification propre de S, qui est un isomorphisme en dehors d'un

sous-ensemble analytique discret I et S est un espace de Stein nor-

mal. On posera E = £ 1(z).
Le résultat qui suit est motivé par le Satz 4.4 de [9].

(2.4) Proposition. Soit M une variété complexe fortement pseudocon-

vexe, alors:

(1) Il existe un isomorphisme canonique

® HIm,0f) 3 g% (M), pour k> dim M,
p+q=k
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(ii) Si les singularités de la réduction de Remmert de M sont des

singularités torolIdales, il existe un isomorphisme

® H (M,Qi) 5 B (B), pour k>1.
p+g=k
p,azl
(iii) Si les singularités de la réduction de Remmert de M sont des

singularités quotients, il existe un isomorphisme canonique

o H(M,05) 5 i (E), pour k>1.

p+a=k
pP,q21

Démonstration. Les isomorphismes canoniques

o (M,Qfd) = @(qu*ﬂfa)x , si g1
XEL
) = gi(m) , si qg>dim M,
et
B (E) =~ @ wi(E) , siE=f'(x), xeI ,
X X
XEL
nous permettent de supposer que I = {x} et que S est un veisinage de

Stein de x arbitraire. Ainsi on peut aussi supposer d'aprés les thé&o-
raémes d'algébrisation d'Artin, que M et S sont des C-schémas, et on
est donc sous les hypothéses de (1.2).

Associée 3 la 2-résolution

E - M
¥ v
{x} » s

on a une suite exacte
PR TR S C M AR SR R

qui, sous les hypothé&ses de (i) (resp. (ii),(iii)), nous donne un

isomorphisme canonigue

P
B (M,0p) = HY(E,Qp)

si p+g>dim S (resp. si g>1, resp. si g>1), car d'aprés (2.2) (v)
(resp.[lOJ, resp. [ 6]) on a

HA (25 = o,
si p+g>dim S (resp. si g>1, resp. si g>1).
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La dégénérescence de la suite spectrakzde Hodge dans le terme El,

nous donne un isonorphisme

e B (E,Q2) = 'Y (®),
p,92>0 -

qui est canonique si la structure de Hodge de Hp+q(E) est pure de
poids p+qg.
Donc pour terminer la preuve du théoré&me il suffit de montrer que:

(i) la structure de Hodge de Hk(E) est pure de poids k, si k>n.
Cecisera prouvé dans (3.1),

(ii) si les singularités de S sont des sinqularités toroidales, on

k
H(E,9g0) = 0.

Ce qui ré&sulte aussitdt de la suite exacte

s Hi@d) - mTeno) > BEe) ...
si g>1, puisque
Hi@g) = o, si g1,
et
g M,0,) = 0, si g1,

car les singularités toroidales sont rationnelles.

(iii) si les singularités de S sont des singularités quotients,
alors la structure de Hodge de Hk(E), k>1, est pure de poids k, et

on a

K
B (E,20) = 0.

En effet, puisque les singularités guotients sont des "rational homo-
logy manifolds" on a

HE(S) = 0, si k<2n
et on déduit de la suite exacte

cee HE(S) > oEE(D - HY(E) > ... . 0<k
des isomorphismes

M) 3 ES(B) si  0<k<2n-1
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Or, puisque M est lisse et E est complé&te on a

Gr? Hk(M) =90, si r<k
r E
0 -
Grd HL(M) = 0 ,
et
Grz Hk(E) =0, si r>k,
d'oll on conclut que
Gr? Hk(E) =0, si r#k et 0<k<2n
et
Grg B (E) =0 , si O<k<2n.

(2.5) Proposition. Soit M une variété complexe fortement pseudocon-

vexe, et soit E son sous-espace compact maximal, on pose d=dim E.

Alors, si 2d+1>dim M, on a

aim B (M,05) > dim 12 (B).

DéEmonstration. Dans la suite exacte

d d d d d+1 d
cee > HOMaR) > HO(E,QD) > HOT @g)y > .-

on a, d'aprés (2.2) (v),
d+1l 4, _
H (QSGI_ o,
donc
aim B (M,00) > aim 8% (£,03) ,
M = ~E
ce qui prouve (2.5), car H2d(E) a une structure de Hodge pure de type

(d,d), i.e. on a

Remargue. La proposition (2.5) est due 2 S.S.T.Yau [15] dans le cas

ol M est une surface.
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3. LE THEOREME DE PURETE DE IH® (X)

(3.1) Proposition. Avec les notations de (1.2), supposons gque X soit

un C-schéma quasi-projectif, alors:

(i) Si k>n, la structure de Hodge de Hk(E) est pure de poids k,

et le morphisme naturel

B (x) > HN(E)

est surjectif.
(ii) si k;n, la structure de Hodge de Hg(x) est pure de poids k,

et le morphisme naturel

k ~
Hp (X)  ~» HC(X)

est injectif.
Démonstration. Soit V un sous-schéma affin de X qui contient I ,
et soit V = f'l(V). Associée & la 2-résolution

E >

< € <

on a la suite exacte

co» HEXW) - BRWerXE@) -~ HYE) ...
ainsi, pour k>n on a la suite exacte
(V) » B(E) > 0
car V est affin.
Comme V est lisse on a
K~
Gr” H (V) =0 , si r<k ,
d'oll on déduit que
AWk _ .
Gr"” H (E) = 0 , si r#k, et k>n ,

car E est compléte.

Puisaue V est un ouvert de i, le morphisme

erf (1 (x)) > crl (W)
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est surjectif ([4]), d'oll il résulte que la composition

k

Wk(Hk (X)) = Gr}”{’ B (%) » Gr;/: @) - Gr‘}'(’ v () = H' (B)

est surjective pour k>n, et on a donc prouvé (i).
Pour prouver (ii) on peut supposer que X est compléte, alors le
morphisme
(X)) - HOR)
E
est duel du morphisme

a2r k(%) - w2rk(g),

ce qui, d'aprés (i), prouve que

k 3 kK,
HE(X) - H (X)

est injectif pour k<n.

Finalement, puisque X est compléte et lisse on a
Gr  H (X) =0, si r#k ,
d'ol

|7
Grl
X

I
o
~

S (X) si r#k et k<n.

(3.2) Corollaire. Avec les notations de (1.2), supposons que X soit

un C-schéma projectif, alors:

(i) Si k>n, la structure de Hodge de Hk(X) est pure de poids k.

(ii) Si k<n, la structure de Hodge de Hk(U) est pure de poids k.

Démonstration. 2ssociée 3 la 2-résolution

E > i
¥ ¥
L > X

on a la suite exacte

k

ce.» H'() » BYX)eES(z) - EY(ER) ...

donc, d'aprés (3.1) (i), on a la suite exacte

c - Hk(X) > Hk(f) R pour k>n.
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Puisque X est compléte et lisse on a
erf (%) =0, sir #k,

d'oll on déduit que

]
o
~

Gr¥ Hk(X) si r#k et k>n.

L'assertion (ii) résulte aussitdt de la suite exacte

k+1 ,3

v HY® > B > BTG - BT - Ll

et de (3.1) (ii).

(3.3) Corollaire. Si X est un C-schéma projectif & singularités iso-

lées, alors les groupes de cohomologie d'intersection IHk(X) ont une

structure de Hodge pure de poids k, pour laquelle les morphismes na-

turels

B (x) > 1H°(X)

i (x) - ¥ ()

sont des morphismes de structures de Hodge.

Démonstration. La suite spectrale de hypercohomologie du complexe

IC, montre que l'on a

X
1% (x) = HS(U) , si k<n ,
1" (X) = Im(E"(X) » H"(U))
et
15 (x) = B (%), si k>n.

Donc le corollaire résulte aussitét de (3.2) et de [4].

(3.4) Remarque. La proposition (5.1), qu'on prouvera un peu plus targ,
montre qu'on peut &liminer les hypoth@ses projectives faites dans
(3.1), (3.2) et (3.3). Nous laisserons au lecteur le soin de remplir
cette téche.
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4. LE THEOREME DE LEFSCHETZ FAIBLE

(4.1) Proposition. Avec les notations de (1.2), supposons que X soit

un C-schéma projectif, soit x un point de X et soit Y une section

hyperplane de X assez générale entre celles qui passent par x. Alors,

le morphisme naturel

k k
Ho(X)  » H (Y)

est bijectif si k<n-1, et injectif si k=n-1.

Démonstration. Elle découle d'arguments bien connus qu'on laisse

au lecteur le soin de rappeler.

(4.2) Proposition. Avec les notations de (1.2), supposons que le

morphisme £:X » X soit projectif, soit L un faisceau inversible

sur X trés ample pour f et soit Y une section assez générale de L.
Alors

(i) Le morphisme naturel

k,3 k ol
Hp(X)  ~ Hp 3(¥)

est bijectif si k<n, et injectif si k=n.

(ii) Le morphisme de Gysin

H*"2(EnY) -~ H(E)

est bijectif si k>n, et surjectif si k=n.

Démonstration. Analogue 3 celle de (4.1). De fait (4.2) (ii) est

un cas particulier d'un résultat de [10], et on peut dé&duire alors
(4.2) (i) par dualité.

De (4.2) (ii) et d'une petite variante amélioré&e de (4.1) ol 1l'on

suppose seulement que X-Y est Stein,on peut deduire le résultat

’
suivant qui est bien connu:

(4.3) Corollaire. Avec les notations de (4.2), supposons que E

soit un diviseur de X. Alors le morphisme naturel

H(E) -+ HX(EnY)

est bijectif si k<n-2, et injectif si k=n-2.
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Le th&éoré&me antérieur de Lefschetz faible pour les faisceaux de

cohomologie perverse de me*mi[n] est &quivalent (mod. la th&orie de

Hodge) au th&oré&me d'annulation suivant 3 la Kodaira-Nakano:

(4.5) Proposition. Soit M une variété complexe fortement peudoconvexe,

et soit L un faisceau inversible sur M tel que LIE es ample. Alors,

on a
Hq(M,Q§®L)= 0, pour p+g > dim M.

Démonstration. L'assertion résulte de (4.2) (ii) et des isomor-

phismes

BT (M, 0y) = HY(E,QF)

de la preuve de (2.4), suivant la ligne de raisonnement de C.P.Rama-

nujam comme dans [10].

5. LE THEOREME DE PURETE DE IC&

Si on introduit une notion de complexe de faisceaux pur en théo

rie de Hodge, analogue 3 celle de [5], le résultat qui suit entraine
la pureté de IC%.

(5.1) Proposition. Avec les notations de (1.2):

(i) S8i k<n, la structure de Hodge mixte de HE(X) est de poids <k,

et le morphisme naturel

kK, 3 k
Hp(X) > H (E)

est injectif.

(ii) La structure de Hodge mixte de Hg(x) est de poids <n, et le

morphisme naturel

Hg(i) > H™(E)

est un isomorphisme.
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(iii) Si k>n, la structure de Hodge mixte de H?(X) est de poids > k
et le morphisme naturel

(X)) -+ H(E)

Y

est surjectif.

Démonstration. Puisque I est fini on a

et
K oy o -1
i (®) —x?sz(Ex) , od E_=f ' (x),

on peut donc sunpeser gque I est réduit a un seul point xeX, et que X
et X sont projectives.

Procédons par récurrence sur n et SUpposons n>1, la proposition
étant triviale pour n=1. Alors l'assertion (i) résulte de (4.1), de
1'hypothé&se de récurrence et de la suite exacte

e H;(X) > HL(X)@H (1) » H

i

Si k>n, le morphisme

k

BE(X) > HS(E)
est le duel du morphisme injectif
H2n—k(i)_+ H2n-k(E),

E

donc il est surjectif si k>n.

De la suite exacte

ceev HLX) > BgOEES (D) » HYE) -

oo o

on déduit que

cr” Hk(X)
r I

I
o

si r<k et k>n+l

et il ne nous reste gu'ad prouver que

cr” H2(X) 0 , si r>n
r I =
et
cr” H;+1(X) o , si rgn,
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car ceci est équivalent & que le morphisme
Hg (X) > H"(E)

soit un isomorphisme.

On peut donc supposer que E est un diviseur & croisements normaux
dans i, reunion des diviseurs lisses Ei' et il nous suffit pour con-
clure de prouver, avec cette hypothé&se, que le morphisme

Hp (%) ~ H"(E)

est injectif, car il sera aussi surjectif puisqu'il est autoduel.
Designons par E)  la somme disjointe des intersections r a r

des Ei’ alors on a des suites spectrales
'El]g_q = H29+Q"2(E('P+1)) :é H§+q x) , p<0
"Ei)q = g4 (E(P"‘l)) # gPta (B) , p_>__0’

aui dégénérent dans le terme E2. Or, puisque 'E est une suite spec-

trale du deuxiéme quadrant et "E est du premier quadrant, on déduit
de cette dégénérescence et de (3.1), l'existence d'un morphisme

surjectif

et wPT2EWM)) 5 ow2(R)
et d'un morphisme injectif
nE) o Hn(ﬁ(l)).

(L'argument qui suit m'a &t€ aimablement communiqué par J.H.Steen-

brink, mon argument initial était incorrect sur ce point).

On définit un morphisme
Y o Hn—Z(E(l)) > HM(X)
comme la composition de e' et du morphisme
Hp (X) — H(X),

et on définit un morphisme
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B . Hn-Z(E(l)) - Hn(E(l))
comme la composition de y et du morphisme naturel

p B (X) » Hn(é(l)).

Donc, on a le diagramme commutatif

pr2E)y el B (X)
N /
8 H" (X)
e N
a1y & g™(E)

et 1'injectivité du morphisme

n n
HE(X) + H(E)

résultera du lemme suivant:

Lemme (Steenbrink). Xer B cKer y.

Preuve du lemme: Soit L un faisceau inversible sur X tré&s ample, et

soient k et ni des entiers tels que le faisceau inversible sur X
[ = xf*Le0(zn.E.)
1 1

soit trés ample.
n+2,3

(X) dé-
fini par le cup-produit avec la premiére classe de Chern de L

Soit ) (resp. g, resp. §) le morphisme de H"(X) dans H

(resp. kf*| , resp. ¢(In,E,)), et remarquons que, si
p 1 1

yi:Hn(Ei) > Hn+2(§) est le morphisme de Gysin associé & Ei' alors

s = (Zniyi)OQ.

Si veH" 2(E(1)) est tel que g(v)=0, on a

Xy (v)) (e+8) (y(v))

= §(y(v)) car e(y(v))=0,
= ((Zniyi)0poy)(v)

= (Zniyi)(B(V))

:O,
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donc Y (v) est primitif.
Or, si on désigne par C l'opérateur de Weil et par
™

H' (M) » € la forme linéaire "intégration sur la vari&té& compac -

oM
te et orientée M de dimension réelle m", puisque p est le morphisme

duel de y on a

(poy) (v) v Cv

I
o

Ji v vey@

= Jg B(v) v Cv
=0 ’
ce qui implique y(v) = 0, compte tenu que la forme kiliné&aire

(x,y) ~ j% x vCy sur la partie primitive de H" (X) est hermitienne
définie.

(5.2) Remarque. La proposition (5.1) antérieure permet d'oktenir une
preuve de (1.3) sans faire appel au théoréme de pureté de Gabber, et
donc sans avoir kesoin de la réduction mod p. Rappelons a ce propos
que (5.1) avait été oktenu dans [7], § III, et [12], (1.12), comme
corollaire du théoréme de décomposition de Deligne, Gabker, Beilin-

son et Bernstein.

6. LE THEOREME DE LEFSCHETZ DIFFICILE

(6.1) Proposition. Avec les hypothéses de (1.2), supposons que le

morphisme £:X > X soit projectif, soit L un faisceau inversille

sur X ample pour f, et soit n la premiére classe de Chern de L .

Alors, pour tout i>0, le cup-produit iteré

%) » BT

E)

est un isomorphisme.

Démonstration. Nous suivrons la preuve du théor@me de Lefschetz
difficile en cohomologie 1-adique de Deligne ([5], (4.1)). Comme dans
loc. cit. nous prouvons la proposition par récurrence sur n.

Il est imm&diat qu'on peut supposer L tré&s ample, et n>1. Soit
¥ une section assez générale de L.

Puisque pour i=0 la proposition se réduit & (5.1) (ii), remarquons
tout d'akord qu'on peut se ramener au cas i=1. En effet, pour i>1 on
peut factoriser
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ntu s ETRR) - " (E)
en
. : - i-1 s ~ :
T]lU . Hl;:—l('f{) N E Y(Y) n v pygn-i 2(EnY) N Hn+l(E)

donc, si i>1 n%est une composition d'isomorphismes d'aprés (4.2) et
1'hypothése de récurrence.
Si i=1, on peut définir une forme bilin&aire non dégénérée sur

H %(Y), a travers de la forme bilinéaire non dégénérée

n-
En

-1 -1 3

Q(Y) x H" (E NY) > c ,
et de 1l'isomorphisme de (5.1) (ii):

n-1 5 ~ n-1 3

HEr\?(Y) =~ H (EnY) .

Donc, puisque dans la factorisation antérieure de nv :

n+1(

N E) - 1RO - BTN EAY - whE)

HRTL(X) - HPT1(Y) est injectif et son transposé H' 1 (EAY) -

E EaY

n+l(E) est surjectif par (4.2), il suffit pour que nwvw soit un iso-

“L(Y)

morphisme que la forme bilinéaire gu'on vient de définir sur Ho
EnY

soit non dégénérée sur 1l'image de Hn_l(X). Comme dans loc. cit. on

E
va prouver cette derniére assertion en interprétant 1l'image de

“1(X) aans EAY(Y) en termes de monodromie associée & un pinceau

de Lefschetz de sections hyperplanes de f.
Le résultat qu'on cherche &tant local en X, nous pouvons suppo-

ser que X est projectif et qu'il existe une factorisation de f

X — X xIP

f l // pr,

X

~ pr,
ol P est un espace projectif, tel que X » XxIP - IP est une

immersion fermée.

Soit (Ht)te pl un pinceau d'hyperplans de IP assez générale,

on obtient alors un pinceau de sections hyperplanes de X (§t)te:w1

et un sous-ensemble fini B de IPl, tel que pour te]Pl—B ?t est
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non singuliére et les H%Z% (?t) sont les fibres d'une famille
"7t

continue de structures de Hodge sur P -B de poids n-1 qui, d'aprés
(3.1) (ii) et (3.4), est algébrique ([4],(4.2)).

Si on pose ¥ = Qt , togPI—B, alors nﬁiwl—B,to) agit sur
0

Y(Y) et laisse invariante la forme bilinéaire. Puisque d'aprés

[4 , (4.2.5) et (4.2.6), cette représentation de ﬂﬁ'PI-B,to) est
semi-simple, on aura fini la preuve (cf.[S],(4.1)) si on montre le

lemme suivant:

(6.2) Lemme. L'image de H%_l(i) dans H% %(Y) est le sous-espace
n-1
HEAY(Y)

Pour la preuve de ce lemme on a besoin de guelques variantes &
supports de SGA 7 II, Exp. XVIII.

La situation & considérer maintenant est la suivante: Soit X un
C-schéma lisse, projectif et purement de dimension n, E un sous-sché-
ma fermé de X et X — IP un plongement fermé de X dans un espace

projectif IP. Soit {H } un pinceau d'hyperplans de IP, soit

tem?t
{Yt}telPl le pinceau de sections hyperplanes de X coupé par {Ht}
et soit A CX 1'axe de ce pinceau. Si le pinceau {H } est

et
assez général, ce que nous supposons par la suite, alors A est non
singuliére, de codimension 2 dans X et coupe proprement E.
Soit f:X » X 1'éclatement de A dans X. On pose E=f‘l(E),
X =f1(a) et Y = Yto' pour un toelpl assez général. On obtient
alors un diagramme commutatif (cf. loc.cit.):

>
=<
3
5|

R S S—

E
g f
)«* \m
Enp  ——ig—> »——3—» X
T E »—/”'”"//”/a

(6.2.1) (cf. loc. cit. (4.2.2)) Il existe un isomorphisme

. .=2
HE(X) @H

£*41 g oy
End (4) — % HE(X).
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En effet, on a un quasi-isomorphisme
coC [-2] 59 mec,
X¥ A ¥R
donc on obtient (6.2.1) par application de :RQE.

(6.2.2) (cf. loc. cit. (5.1.6)). Pour i<n-1 les images de

m* :HiE(x) > v (v

1
EnY
et de

I i
k .HE(X) > HEAY(Y)

sont é&gales.
En effet, 1'homomorphisme k* s'exprime a travers de (6.2.1) par
m*+h*

i i-2 i
HE(X)®HEnA(A) —_— HEAY(Y)

donc (6.2.2) résulte de la commutativité du diagramme

— 5 HE_(n)

) " ol ()
5A R\\ EnA

-2 i-2 i-2
: (X) — HEAY(Y) —_—— HEAA(A)

Wi
Eg

i

Hg

car les morphismes de la ligne inférieure sont des isomorphismes si
i<n-1, d'apré&s le théoréme de Lefschetz faible (cf. (4.2)).

(6.2.3) Soit V un ouvert de Zariski de 2, alors le morphisme
P
W i,3 W o i
1 e ~
Gri HE(X) -> gri HE{\V (V)

est surjectif pour tout i>0.

En effet, de la suite exacte de cohomologie locale

i3 i i+l 3
e > HE(X) - HEAV(V) > HE-V(X) -
on déduit la suite exacte
W i,3 W o..i W _i+1,3
e > Gri HE(X) -> Gri HEI\V(V) > Gri Hf}—V(X) A
d'oll il résulte (6.2.3), car
er" mitl(x) = o.
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1

(6.2.4) Soit U un ouvert non vide de P~ , différent de Pl et tel

que sur U les faisceaux de cohomologie de I“%]{Iﬁmg soient des
systé@mes locaux. On pose X =p-1(U), E =EnX , Y=Y pour t,e U
U U U t, 0

et ﬂ=ﬂ1(U,t0). Alors, le morphisme

oD hxy) > BETL )T
By Eny

est surjectif.
En effet, ceci résulte immédiatement de la suite spectrale
P9 = P (u,r% Rmrzez) = #P79(x)
2 * - B U
U
compte-tenu que Eg'q = 0 pour p#0,1, puisque U est affin.

Preuve du lemme (6.2): Il résulte de (6.2.2), (6.2.3), (6.2.4),
(3.1) (ii) et [4] (2.3.5) (iii).

(6.3) Corollaire. Avec les notations de (1.2), on a un isomorphis-

me dans D(X)c

RE,Cz[n] = @ PHI(RE, a3[n])[-1] .

Démonstration. Si f est projectif le corollaire résulte de (1.3),
(6.1) et de la variante perverse de [3], §1, qui substitue H par Py
dans tous les &noncés et dé&monstrations du loc. cit.

Le cas général se déduit de l'antérieur et de l'observation

suivante:

Soit X un C-schéma, £:X > X une résolution de X et g:X » X
une ré&solution projective de X qui domine f, et soit T un foncteur

cohomologique sur D(X)c. Si la suite spectrale
qu = T(HY(k") [p]) = T (K" [p+q])

dé&génére pour K'= RRqg,C elle dégénére aussi pour K‘=2Rf*¢i.

X
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(6.4) Corollaire. Avec les notations de (1.2) supposons que X

soit complet, on a des isomorphismes de structures de Hodge.

R

(%) ~ H(x) o H};(i), si k¢n ,

R

K(x) - 5 e 5(E), si k>n ,

Dé&monstration. Remarquons qu'il suffit de prouver le corollai-

re pour k<n, car pour k>n il en résulte par dualité&. En effet,

il suffit de considérer les isomorphismes de structures de Hodge

suivants
Hom(E" (%), @(-n)) = ™K x) ,
Hom(IHn_k(X), Q(-n) = Hom(Hn-k(U), Q(-n))
- Hn+k(U)
c
- Hn+k(x)
- IHn+k(X)
et

n+k(E) .

Hom(H ¥ (X), @(-n)) = H
E
D'abord, supposons que f soit projectif, et soit n comme dans
(6.1). Puisque

nku: Hn_k(i) N Hn+k(E)

est un morphisme de structures de Hodge de type (k,k), son noyau,
N, a une structure de Hodge pure de poids n-k, et, d'aprés (6.1),
(3.4) et (5.1), on a des isomorphismes de structures de Hodge

Hg'kti) o N » 5K (%)

et

N = IH' " (X).
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Dans le cas général, d'aprés le lemme de Chow local de Hironaka,
il existe une modification propre m: X' - X tel que X' est lisse
et tel que le morphisme g=fr:X' -+ X est projectif et est un iso-
morphisme sur U. On pose E'=g"l(2). Puisque X' et X sont lisses il

existe un morphisme de Gysin

Tyt H%—,k (x') - HK (;() ’

E
qui est un morphisme de structures de Hodge mixtes ([10]). Ainsi
on peut définir une rétraction de Hn'k(X) sur H%-k(i) par la com-
position
Ry s BTR x) - wFx) - TR ®)

qui évidemment est un morphisme de structures de Hodge. Cela suffit

pour conclure la preuve de (6.4).

Avec le méme schéma de démonstration de [5],(4.1), on prouve
aussi le théoréme suivant de Lefschetz difficile pour la cohomolo-

gie d'intersection.

(6.5) Proposition. Avec les hypothé&ses de (1.2), supposons que X

soit un C-schéma projectif, soit L un faisceau inversible ample sur

X, et soit n la premiére classe de Chern de L. Alors, pour tout

i>0, le cup-produit iteré

n+1i
(

e ¢ IETR(X) > IH X)

est un isomorphisme.

Remarque. A partir des théorémes de Lefschetz (6.1) et (6.5) on peut

introduire, comme d'habitude, les espaces de cohomologie primitive

K+1

PR (X) = Rer (n**G:mp TN (X)) » wMTNT2(m))
IPP K (X) = Rer (Nt h:TEM X (%) - IEPTRY2(x))

et démontrer que ces espaces sont naturellement polarisables. A la
suite, on peut aussi prouver un théor@me de 1l'index de Hodge pour
les formes bilinéaires définies sur Hg(i) et TIH"(X). Nous ne
poursuivrons pas ig¢i sur ce sujet, bien que nous remarquons que le

théoré&me de 1'index pour Hg(i) qu'on obtient généralise le lemme

bien connu de Du Val-Mumford sur la négativité de la forme d'inter-
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section du diviseur exceptionnel d'une résolution d'une surface

normale.

De (6.1) et (2.4) on dé&duit le corollaire suivant pour les va-

rié&tés complexes fortement pseudoconvexes.

(6.6) Corollaire. Soit M une vari&té complexe fortement pseudocon-

vexe, soit L un faisceau inversible sur M tel que L[E est ample et

soit n la premiére classe de Chern de L. Alors:

(1) Pour tout i>0, le cup-produit iteré

: o o
ntv: B0l - BTN el

est surjectif si p*tg>n-i et p,qg>1.

(ii) Si les singularités de la réduction de Remmert sont des

sinqgularités quotients, pour tout i>0, le cup-produit iteré

nv: B3, 0B) -~ Hq+1(M,Q§+1)

est bijectif si ptq = n-i et p,qg>1

7. APPLICATION AUX SINGULARITES RATIONELLES DE SURFACES

Dans tout ce paragraphe les hypothé&ses de (1.2) sont en vigeur
et, en plus, on suppose que X est une surface qui n'a d'autres sin-
gularités que des singularités rationelles.

La proposition suivante est slrement connue des spécialists.
(7.1) Proposition. X est une "rational homology manifold", i.e. pour
tout xeX, HL(X) = 0 si if4 et H,(X) = C.

Demonstration. Evidemment, il suffit de prouver l'assertion de la

proposition pour tout xeX, et on peut supposer que I = {x}.

De la suite exacte
e > BSX) > HE(R) OHS(x) > HY(E) > -
et de (5.1), on obtient la suite exacte

0+ 1%x) » 5%eE) - HL(x) > 0

et les isomorphismes

+

1 2
HH(E) ¥ HD(X)

~

+

2 2
HE(X) H™ (E) ,
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3 ~ 3
B (X) 3 HL(X)
et
4 ~ 4.5
H (X) 5 Hp(X).
Puisque X est normal, on a
0 - 1 - 4 oy o
Hx(X) =0, HX(X) 0 et HX(X) c,

et puisque, par dualité sur le noeud, on a
dim B2 (X) = dim H> (X)
S X X !

la proposition résultera du lemme suivant:

(7.2) Lemme. H!(E) = 0.
Démonstration. Le groupe de cohomologie Hl(E) a une structure

de Hodge mixte de poids <1, car E est compl&te. Donc, on a

dim H! (E) = h"%nO%t4n0r0,

avec
0 1in 0 = gin Grg () ,
et
RO/l = pl.0
Or,on a
0 1 1 0
GIF H"(E) = H (EIQE)I

et, dans la suite exacte
cee > HNE 05 > omNELD) - W@, > ...
on a
> 0
BY(X,05) = 0, et HZ(2Q) = 0,
car X est rationnelle([12],(3.7)), ainsi il résulte que

GrO
F

' () = 0,

et, en conséquence, on a

]
o
.

" (E)
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Les propositions (7.3) et (7.5) qui suivent sont dues & Pinkham-
Wahl ([11]). Nous montrons ig¢i que ces résultats, ainsi que les dé-
monstrations que nous proposons ci-dessous, entrent naturellment dans
1'étude du complexe Qy-
(7.3) Proposition. dim H' (X,0%) = dim ¥ (E).

Démonstration. On peut supposer que I = {x} et que X est un

voisinage de Stein contractile de x.

Dans la suite spectrale de Hodge-de Rham
P9 = H(x,0%) = ©T &)
on a que
Egl =0 , car X est rationnelle ,
Eil = 0 , d'apré&s le théoréme de Grauert-Riemensch-
neider, et, évidemment,

02
1

]
o

E?O =0 si p>2 , et E
Il en résulte des isomorphismes

gll = gll = [ =g

1
et donc un morphisme surjectif
n?(x) - EM.
1
Alors, on obtient
dim H®(E) > dim H' (X,03),

car X est contractile.Ceci, joint & (2.5), démontre la proposition.

(7.4) Proposition. Pour tout p>0, on a des quasi-isomorphismes

0/aPy 3 P

HO %) = of
. P

HO(@R) 3 £.0;.

Démonstration. Pour p=0 l'assertion ré&sulte de [12], (3.7), et

pour p=2 elle résulte du théoréme de Grauert-Riemeneschneider (voir

aussi (2.2) (v)).
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Pour p=1, on a la suite exacte
0> HO@k) » f*Qi > 10 (z,00) » ey - Hl(i,ni) > H'(E,25) > 0
or, d'aprés (7.2), on a
1 (E,25) = 0,

et, d'aprés (7.3), on a un isomorphisme

~ 1
vt (X,03 5 wl(z,0p)
donc, on a
Hhey) = o,
et, finalement, on a
Hiag) = 0, si g0,

d'aprés (2.2) (v).

p
(7.5) Proposition. prof f*Qi = 2, pour p=0,1,2.

Démonstration. Puisque pour p=0,2 le résultat est bien connu, il

1S

ne reste gqu'a le prouver pour p=l.

D'aprés (2.2) (i) on a un quasi-isomorphisme EX > QX' et ainsi

on a des isomorphismes
S (x) = Hk(X Q) our tout k>0
X x " ore=x’ r P =""*
Or, de la filtration de Hodge de QX il résulte une suite spéctrale
pPd_ yd p p+q
EPY= H1(x,05) = mE'Y(x)

laquelle, d'aprés (7.4), a pour termes E?q

b
E§q= Hi(X,f*Qi),

et,ainsi, on obtient

Egl =0 , car X est normal,
Eil =0, car X est rationnelle,

et, &videmment,
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E?O =0 si p>2, et EI = 0.

Il en résulte des isomorphismes

E11 = Ell = ... = Ell ,
1 2 ©
et donc un morphisme injectif
2
elt - HZK)

ce qui prouve la proposition, car
H2(X) = 0,

d'aprés (7.1).

Introduisons, d'aprés Steenbrinck, le complexe filtré (Qi,o), ol

55 = j,Qg, pour tout p>0, et o est la filtration b&te du complexe

Q et soit T (X) la catégorie derivée des complexes filtrés

)
diff

d'opérateurs différentiels d'ordre < 1. La proposition suivante

%
généralise & toutes les singularités rationnelles ce surface les ré-

sultats de [6] et [10] sur les singularités quotients et toroldales.

(7.6)Proposition. Il existe un isomorphisme dans Ddiff(X)

(@, F) 3 (9

X,o).

Démonstration.C'est une conséquence immé&diate de (7.4) et (7.5).

8. APPLICATION AUX SINGULARITES ISOLEES DES INTERSECTIONS COMPLETES

Dans tout ce paragraphe les hypothéses de (1.2) sont en vigueur,

et on suppose, en plus, que X est localement intersection compléte.

(8.1) Proposition. Pour tout couple d'entiers p,g>0, tel que

ptg<n-2, on a

9 (P
H (2B)

I
o
~
0]
-
Q
Vv
o
~

HO(eR) = af.

Démonstration. Puisque l'assertion est locale, nous pouvons
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supposer que X est une intersection compléte affine qui n'a d'autre
(8.1) les

singularité que xeX. Nous utilisons pour la preuve de

lemmes qui suivent

(8.1.1) Lemme. Le morphisme naturel

k (% k
HC(X) - HX(E)

est bijectif si O<k<n-2.
En effet, si k>0 on a une suite exacte

> HE(X) > H]é(;() > HE(E) » ...
et puisque X est une intersection compléte affine, on a

H]é(x) =0, i =

d'oll il résulte (8.1.1).

le morphisme naturel

(8.1.2) Lemme. Si pig< n-2

19 (% oR acx o
RI(K,0%) - MY,

est bijectif pour g>0, et

> .
H%(X,Qx) = 0.
En effet, de la suite spectrale de Leray

s t Py 5 pgs+t (3 ok
HS (X,REE,0%) = HS'®(¥,0%)

on déduit, si g>0, une suite exacte

p ~ ~
. o» HIL(X,f,03) » HI(X,0%) - BY(X,0%) -

et 1'isomorphisme

p ~ p
0 < X 0 =
Ho(X,£03) % HO(X,03%).
Or, d'aprés [14] on a
p .
prof f*Qgin—p p <

d'oll il résulte que

a D
HO(X, £40%) = 0, si g<n-p-1 et p<n-2,
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car X est affine, ce qui suffit pour prouver (8.1.2).

(8.1.3) Lemme. Si O;pép—Z, on a
HO(E,05) = 0.

En effet, puisque X est une intersection compléte on a

et on obtient,ainsi, des isomorphismes
Ho(x) 3 HNE) , si 0< k< n-2.

Donc, on déduit que la structure de Hodge de HX(E) est pure de poids
k, si 0<k<«n=-2, et que

Hk (EI&%) = 0'
car il est isomorphe & Grg Hg(i), d'oll il résulte (8.1.3).

(8.1.4) Lemme. Si O<k;n-2, on a

poaim B (X,05) = @ ain & (8,0))
p+a=k p+g=k
a>0 q>0

En effet, de (8.1.2) on déduit que, si O<k;n—2 on a

. d .3 P, _ . q .z P
y dim H (X’QX) = 7 dim HC(X,QX)

p+g=k p+g=k

q>0

Or, d'aprés la dualité de Serre on a

n-p

. ~ P . n-q »~
dim HZ(X,Qi) = dim H (X,9% ) .

g ~ n-
car les espaces a" q(X,Q;( p) sont separés et de dimension finie si

p+a<n, par (2.4) (i), et d'aprés la dualité de Poincaré on a
dim HX(X) = aim H2MK(X).
Donc, on dé&duit de (2.4) (i) que

k ~
e

. a s b .
T dim Hc(X’Qi) = dim H
p+g=k
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On conclut la preuve de (8.1.4) en notant que

dim ®S(X) = dim B (E) , si 0<k<n-2 ,
d'aprés (8.1.1), et que
dim B (®) = 1 dim # (8,00)
p+a=k,q>0

d'aprés la dé&générescence dans le terme El de la suite spectrale de
Hodge et (8.1.3).

(8.1.5) Lemme. Le morphisme naturel

hd D,
v (x,05) » HY(E,0})

est bijectif si p+g<n-2 et g>0.

En effet, remarquons tout d'abord que d'aprés (8.1.4), il suffit
de prouver la surjectivité du morphisme en question.
Soit V une compactification de X et soit V la mndification de V

obtenue avec l'aide de X. Puisque la composition
HE(W) - BOW) > B ()

est un isomorphisme si 0<k<n-2, par la preuve de (8.1.3), et puisque
la filtration de Hodge est stricte, on obtient la surjectivité du

morphisme
a3 oF a p
H (V,_Qi“/.) > H (EIQE) ’ O<p+q;n—2
d'olt il résulte (8.1.5), car on a une factorisation
1 (7,05 - BA(%,0%) - Hi(E,qR)
I_V 14 X H'—E .

Fin de la preuve de (8.1): De la suite exacte

0 P P 0 1 1,2 P 1
0 > H(2F) ~ £.03007> HO(E,Q0) ~ H (Q)) » H (X,93) > H (E,27) > ...

et, d'aprés (8.1.3) et (8.1.5), il résulte aussitdt que

p
HO(Qg) = £4Q5 , si p<n-2
Hq(ﬁi) =0 , si p+q<n-2 et g>0

L'existence du isomorphisme
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~ p .
T .03 si p<n-2,

& X

p
X
qui résulte de [14Lpermet de conclure la preuve.

A titre d'exemple, nous donnons une preuve bas&e sur (8.1) du
théoréme de Brieskorn-Sebastiani-Greuel.

(8.2) Proposition. Si g<n-1, les faisceaux de cohomologie du complexe
de de Rham (4,d), Hq(Qk), sont

0 .
HO (25) = Ty

]
a

H4 (Qy)

I
o
~

si 0O<gg<n-1

Démonstration. Le morphisme de complexes filtrés

(2g,0) 3 (2, ,F)

induit, d'aprés (8.1), des isomorphismes

Hq(Gri Qk[b]) = Hq(Gri gx[p]) , si p+g<n-2.
Donc, si (M',F) est le cbne dans Ddiff(x) du morphisme antérieur,
on a
Hq(Grg M lp]) =0, si p+g<n-2,

et ainsi de la suite spectrale
HEGXE Mo [p]) = HPP )
on dé&duit que
HP*I (M) =0 , si p+qg<n-2.

La conclusion résulte alors de la suite exacte de cohomologie du

triangle

Remarque. On peut démontrer aussi par un argument paralléle & celui
de (8.2) que, sous les hypothé&ses de (1.2) en général, les fibres

des faisceaux Hq(Qk), gq>0, sont de dimension finie, résultat qui
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est du & Bloom-Herrera.
Notons finalement le corollaire suivant & (4.2), (6.1) et (8.1).
(8.3) Corollaire. Soit M une variété complexe fortement pseudoconvexe

telle que sa réduction de Remmert est localement intersection com-
L[F est ample,

pléte, soit [ un faisceau inversible sur M tel que
L, alors:

et soit n la premiére classe de Chern de
Il existe un isomorphisme canonique

(1)

o HIM,Q®) = EX(E) , our 0<k<n-2.
M pour st

p+g=k

p,q21

(ii) On a
Hq(M,Q§®L-l) =0, our p+q<n-2 et p,g>l

(iii) Pour tout i>2, le cup-produit iteré

ntu: BdM,0R) - Hq+l(M,Q§I+i)

est bijectif si p+g=n-i et p,g>1.
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