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SUR LA THÉORIE DE HODGE DES VARIÉTÉS 

ALGÉBRIQUES À SINGULARITÉS ISOLÉES 

V. Navarro Aznar 

INTRODUCTION 

Le but de cet article est d'étudier les structures de Hodge mix­

tes des groupes de cohomologie H(X), Hx(X) et IH(X), d'une variété 

algébrique à singularités isolées X. Notre outil essentiel, mise à 

part la propre théorie de Hodge, étant la résolution des singularités, 

nous nous occupons aussi des groupes de cohomologie H_(X), H(E) et 

H(X), associés à une résolution f:X 4 X de X,avec sous-espace ex­

ceptionnel E. 

Puisqu'on peut relier les groupes de cohomologie antérieurs aux 

faisceaux de cohomologie perverse de IRf*(C~ et au faisceau pervers 

IC*, la plupart des résultats qu'on établit dans cet article: thêo-

rèmes de pureté de IH(X), de Lefschetz difficile,..., sont soit des 

cas particuliers soit des conséquences directes des théorèmes sur les 

faisceaux pervers de P.Deligne, O.Gabber, A.Beilinson et I.Bernstein 

([l] ,[7] ,[12]) et, dans tous les cas, ils ont été suggérés par ces 

théorèmes. Toutefois, l'objectif principal de la présente note est 

de donner des démonstrations "purement transcendentes" de ces résul­

tats, i.e. dans le même contexte où ceux-ci sont formulés (cf.[2]). 

Afin d'apporter quelques éléments nouveaux à l'exposition, j'ai 

mis l'accent sur le complex de de Rham filtré fi de la variété X 

([6]), pour montrer conme les résultats de [lO] sur l'annulation des 

faisceaux de cohomologie Hq(fij?)' permettent de prouver des variantes 

adéquates des théorèmes de décomposition de Hodge, d'annulation de 

Kodaira et de Lefschetz difficile, pour les variétés complexes forte­

ment pseudoconvexes, dans la ligne des résultats obtenus auparavant 
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THÉORIE DE HODGE 

par Nakano et Grauert-Riemenschneider. 

Finalement, nous continuerons sur notre lancée et étudierons de 

plus près le complexe de de Rham filtré des singularités rationnelles 

des surfaces et des singularités isolées des hypersurface s. 

Je remercie vivement J.H.M.Steenbrink, qui m'a corrige une erreur dans la 

preuve de (6.1), et F.Guillén avec qui j'ai eu au sujet de cet article de nombreu­

ses conversations qui m'ont été très utiles. 

1. FAISCEAUX PERVERS 

(1.1) Tous les espaces algébriques qu'on considère dans cet article 

sont des espaces algébriques séparés et de type fini sur £E. On les 

appellera simplement (E-schémas. Si X est un Œ-schéma, on entendra par 

faisceau sur X un faisceau sur l'espace analytique associé Xan. 

Soit X un (C-schéma et soit D(X)c la catégorie dérivée des com­

plexes bornés des faisceaux de (C -modules avec faisceaux de cohomolo-

gie constructibles. 

Si K' est un objet de D(X)c , nous noterons H1(K*) le i-ème fais­
ceau de cohomologie de K ' et PH1(/C*) le i-ème faisceau de cohomologie 
perverse de K' , qui est un objet de la catégorie abelienne des fais­
ceaux pervers sur X, Perv(X) (voir [l] et ses références) 

(1.2) Soit X un CC-schéma purement de dimension n, E un sous-schéma de 

X de dimension 0, X un (C-schéma lisse et f:X + X un morfisme propre 

qui est un isomorphisme en dehors de Z. Nous noterons dans ce qui 

suit E=f_1(Z), U=X-Z et j:U •> X le morphisme d'inclusion. Rappe­

lons ([8]) que le complexe d'intersection de X, IC', peut être défi-

ni par 

ICX = v ^ ^ ^ u W ^ 
et que ce complexe est pervers et autodual dans D(X)c. 

Dans ce travail nous étudierons le complexe d'intersection de X, 

IC^, ainsi que les faisceaux de cohomologie pervers de 3Rf*((C~[n] ) . 

Par exemple, si X est lisse et f:X X est l'éclatement d'un point 

xeX, on sait que 

]Rf*CC~[n] = Œx[n]©Œx[n-2]©. .e(Cx[-n+-2] 

et on obtient ainsi 
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PH1 ( ]Rf *Œj[n] ) = Œ f si i=n-2d, l<d<n-l, i/o , 

= Œx[n]@Œx, si i=0, et n est pair, 

= Œx[n]/ si i=0, et n est impair, 

= 0 , si i est différent des antérieurs. 

En général, on a 

(1.3) Proposition. Avec les notations précédentes, on a 

pHi ( IRf *Œ~[n] ) ^ Rn+if^ ( IRj;EŒ~) , si -n<i<0, 

PH°( 3Rf̂ ccx[n] ) - ic^@Rnf^ ( mrEŒx), 

et 

Ptf1 ( 3Rf^Œ~[n] ) - Rn + if̂ (ffi-), si 0<i<n. 

Démonstration. Dans le triangle 

* T < 0 m f . Œ x I n ] * ^ ^ x l " ! * ^>0^f.Œ~[n] ++1 

on a que 

T<o ̂ . S c M e ob Pd=° 

et 

T>0 JRf#Œj[n] e Ob PD>0, 

ainsi on a que 

PH± JRf̂ Œ-[n] - Ptf1 (T>0IRf̂ Œ~[n] ) , si 0<i, 

- Rn+if^(Œ~), si 0<i. 

Considérons la suite exacte 

... - H£+I(X) - Hn+i(E) - (Rn+ij,<E0)z 

Puisque (Rn+1j^Œu)^ = H1(IC^)Z, pour i<0, d'après le théorème de 

pureté de Gabber (Rn+1j^Œy)^ est de poids <n+i, pour i<0, et 

puisque H£+1(X) est de poids >n+i, on obtient les suites exactes 

0 + HE+I(X) - Hn+i(E) •> (Rn+ij^Œu)E -> 0, si KO, 
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•et 11 injectivité du morphisme H^(X) •> Hn(E), lequel sera un iso-

morphisme par dualité (cf. [7], §111 et [l2] , (1.12). Dans le § 5 

ci-dessous on donnera une preuve transcendente de ces résultats). 

On obtient donc un triangle 

+ T. , JRf. IRr̂ ŒrJnl , + T. , ]Rf\(E~rnl + T , nRî Œ.Jnl + 
1 ~ —Hi A ** ^-1 A. -1 1 - ~ U u 

Si on considere aussi le triangle 

-> v , IRf.Œ- n + T^N JRfJCsIn -> x= T IRf Œ~ I ni + 1 
1 " A A ' 

puisque 
T2RrFŒ 2RrFŒrt[n] e Ob PD 

]Rj]Rj ŒT7[n] e Ob Perv(X), 

et 
T=°T 3Rf .ŒrJnl e Ob PD=° 

on obtient les isomorphismes 

Ph 1 3Rf JCrJnl ) - ^ ( T , ,3Rf TOr^Œ-rnl ) , si i<0, 

Rnf ^ ( 3RrF<C*) 
* x —EX 

et la suite exacte 

o + ic' -> pfT( mf#cc-[nj ) + Rnf*(œ~) - 0. 

Du morphisme 

Rnf ^ ( 3RrF<C*) - ptf° ( TRf ^Œ~| n| : 

on obtient, par passage à Ftf , un morphisme 

Rnf ̂  ( 3RrF<C*) - ptf° ( TRf ̂Œ~| n| : 

qui permet d1obtenir la décomposition 

Ptf° ( 3Rf CC~ [n] ) - ICA©Rnf, ( 3R r„Œ~ ) 

d'après 11isomorphisme 

H"(X) * H (E). 
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(1.4) Corollaire. Si xeZ et on pose = f (x) , alors on a 

pHi( 3Rf#«C¿[n] ) = H^+i(X) , si -n<i<0, 
x 

P«°(mf.a:~[nj)x = ic¿ ©HE (X), 
' X 

et 

pHl ( ]Rf Œ~[n] ) = Hn + i(E ), si 0<i<n. * XL J x x ' 

(1.5) Remarque. Le résultat antérieur donne l'interprétation des 

HnE-1(X) et Hn+1(E), i>0, en termes des faisceaux de cohomologie 

perverse ^H1( JRf[n] ), i^O, citée dans l'introduction. Nous 

n'utiliserons par la suite ces résultats que d'une maniere complé­

mentaire dans (6.3) après avoir vu donc que nous disposons d'une 

preuve transcendente de (1.3). 

Note. Bien que ce ne soit pas ici en principe l'endroit le plus 

adéquat^je profite de cet espace pour exprimer ma profonde re­

connaissance envers le referee pour ses critiques constructives 

et pertinentes. 

2. THÉORIE DE HODGE 

(2.1) Si X est un IC -schéma, Deligne ( [ 4] ) a prouvé qu'on peut munir 

les groupes de cohomologie de X d'une structure de Hodge mixte cano 

nique et fonctorielle, ce qui généralise la classique décomposition 

de Hodge de la cohomologie quand X est une variété projective non 

singulière. 

Dans ce travail nous étudierons les structures de Hodge mixtes 

qu'on peut introduire naturellement sur ̂ f/1 ( IRf [n] ) et IH\(X) , 

avec les notations de (1.2), et nous utiliserons ces structures pour 

obtenir des théorèmes de décomposition du type de celui de Hodge pour 

la cohomologie d'une varêté complexe fortement pseudoconvexe. Pour 

cela nous aurons aussi besoin de quelques résultats sur le complexe 

de de Rham filtré d'un (C-schéma que nous rappelons à la suite. 
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(2.2) Soit X un (C-schéma et soit (Q",a) le complexe de de Rham des 

différentielles de Grauert-Grothendieck sur X filtré par la filtrati­

on bête a de Q^. Ph.Du Bois ([6]) a prouvé qu'il existe un complexe 

filtré de faisceaux de flx-modules (o^,F) dans une catégorie dérivée 

convenable, tel que: 

(i) Q est une résolution de fCxf 

(ii) il existe un morphisme naturel de complexes filtrés 

(fl£,a) + (fix,F) 

qui est un quasi-isomorphisme filtré si X est lisse, 

(iii) Grp Çl est un complexe de faisceaux de 0 -modules à coho-

mologie cohérente et bornée, 

(iv) si X est complet, la suite spectrale d'hypercohomologie du 

complexe filtré (̂ X,F) dégénère dans le terme E1 et la filtration 

au'induit (fj ,F) sur H (X) coïncide avec la filtration de Hodge — 

définie par Deligne. 

Et nous avons prouvé ( [lO] , voir aussi [l3]) que les complexes 

fiP := Grp ^ X M vérifient 

(v) tfq(ft|) = 0, si p+q > dim X, 

ce qui peut être considéré comme une généralisation du théorème d'an­
nulation de Grauert-Riemenschneider ( [9]). 

(2.3) Si M est une variété complexe fortement pseudoconvexe, on dé­

signera par f:M -> S la réduction de Remmert de M, ainsi f est une 

modification propre de S, qui est un isomorphisme en dehors d'un 

sous-ensemble analytique discret Z et S est un espace de Stein nor­

mal. On posera E = f_1(Z). 

Le résultat qui suit est motivé par le Satz 4.4 de [9]. 

(2.4) Proposition. Soit M une variété complexe fortement pseudocon­ 

vexe, alors: 

(i) Il existe un isomorphisme canonique 

Q Hq (M,^) 3- Hk(M), pour k > dim M, 

p + q = k 
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(ii) Si les singularités de la réduction de Remmert de M sont des  

singularités toroïdales, il existe un isomorphisme 

Hq (M,C) S if (E) , pour k^l. 
p + q = k 
p.cr>l 

(iii) Si les singula rites de la réduction de Remmert de M sont des  

singularités quotients, il existe un isomorphisme canonique 

^(M,^) * Hk(E), pour k>l. 
p + q = k 
P,q>l 

Démonstration. Les isomorphismes canoniques 

Г (M.nr.) * ^(R^f.nf.) si E =fsi E =f si q̂ l 

Hq (M) = H (E ) si q>dim M, 
et 

H (E) - Q H (E ) 
xeE si E =f (x), xeZ , x 

nous permettent de supposer que I = {x} et que S est un voisinage de 
Stein de x arbitraire. Ainsi on peut aussi supposer d'après les théo­
rèmes d1 algébrisation d'Artin, que M et S sont des ïC-schémas, et on 

est donc sous les hypothèses de (1.2). 

Associée à la 2-résolution 

E -> M 

4- + 
{x} - S 

on a une suite exacte 

Hq(M.n?_) * H (E.Q_Hq(M.n?_) 
Hq(M.n?_) * H (E.Q_ 

qui, sous les hypothèses de (i) (resp. (ii),(iii)), nous donne un 

isomorphisme canoniaue 

Hq(M.n?_) * H (E.Q_ 

si p+q>dim S (resp. si q>l, resp. si q>1), car d'après (2.2) (v) 

(resp. [io] , resp. [6]) on a 

H W ) = o 

si p+q>dim S (resp. si q>J., resp. si q>l ) . 
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La dégénérescence de la suite spectrale de Hodge dans le terme E , 

nous donne un isomorphisms 

0 Hq(E,fiP) - HP + q(E), 
p, q> 0 

qui est canonique si la structure de Hodge de Hp+q(E) est pure de 

poids p+q. 
Donc pour terminer la preuve du théorème il suffit démontrer que: 

(i) la structure de Hodge de H (E) est pure de poids k, si k>n. 

Ceci sera prouvé dans (3.1), 

(ii) si les singularités de S sont des singularités toroïdales, on 

a 

Hk(E,fi£) = 0. 

Ce qui résulte aussitôt de la suite exacte 

/-fq(fi°)x + Hq(M,cy - Hq(E,fi°) 

si q^l, puisque 

et 

tfq(ft°) = 0 , si q>l. 

Hq(M,0M) =0,Hk(S) si q>l, 

car les singularités toroïdales sont rationnelles. 

(iii) si les singularités de S sont des singularités quotients, 
alors la structure de Hodge de H (E), k>l, est pure de poids k, et 
on a 

Hk(E,ft°) = 0. 

En effet, puisque les singularités quotients sont des "rational homo­
logy manifolds" on a 

Hk(S) = 0 , Hk(S) si k<2n 

et on déduit de la suite exacte 

...-> Hk(S) + Hk(M) -> Hk(E) + ...Hk(S) + Hk(M), 0<k 

des isomorphismes 

Hk(M) * Hk(E) , si 0<k<2n-l 
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Or, puisque M est lisse et E est complète on a 

GrW H1! (M) = 0 , si r<k 

Gr° H* (M) = 0 , 

et 

GrW H* (E) = 0 , si r>k, 

d'où on conclut que 

et 

GrW Hk(E) = 0 , si r̂ k et 0<k<2n 

Gr0 Hk (E) = 0 , si 0<k<2n. 

(2.5) Proposition. Soit M une variété complexe fortement pseudocon­ 

vexe, et soit E son sous-espace compact maximal, on pose d=dim E. 

Alors, si 2d+l> dim M, on a 

dim Hd(M,ftd) > dim H2d(E). 

Démonstration. Dans la suite exacte 

... + Hd(M,Qd) •> Hd(E,fid) - Hd + 1(g|)z + ... 

on a, d'après (2.2) (v), 

Hd + 1 < ) = 0 , 

donc 

dim Hd(M,ftd) >dim Hd(E,ftd) , 

ce qui prouve (2.5), car H2d(E) a une structure de Hodge pure de type 

(d,d), i.e. on a 

H2d(E) - Hd(E,Qd). 

Remarque. La proposition (2.5) est due à S.S.T.Yau [l5] dans le cas 

où M est une surface. 
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3. LE THÉORÈME DE PURETÉ DE IH"(X) 

(3.1) Proposition. Avec les notations de (1.2), supposons que X soit  

un Œ-schéma quasi-projectif, alors: 

(i) Si k>n, la structure de Hodge de H3* (E) est pure de poids k, 

et le morphisme naturel 

Hk(X) + Hk(E) 

est surjectif. 

(ii) Si k<n, la structure de Hodge de HE(X) est pure de poids k, 

et le morphisme naturel 

Hk(X) - Hk(X) 

est injectif. 

Démonstration. Soit V un sous-schéma affin de X qui contient £ , 

et soit V = f"1(V). Associée à la 2-résolution 

E -> V 

4- \ 

1 V 

on a la suite exacte 

Hk(V) + Hk(V)®Hk(£) + Hk(E) 

ainsi, pour k>_n on a la suite exacte 

Hk (V) + Hk(E) + 0 

car V est affin. 

Comme V est lisse on a 

GrW Hk(V) = 0 , si r<k , 

d'où on déduit que 

Gr™ Hk(E) = 0 , si r^k, et k>n , 

car E est complète. 

Puisque V est un ouvert de X, le morphisme 

Gr™(Hk(X)) + Gr*(lftv)) 
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est surjectif ([4j), d'où il résulte que la composition 

W (Hk(X)) = GrW Hk (X) -> Gr™ Hk (V) + Gr™ ^(E) = Hk (E) 

est surjective pour k>n, et on a donc prouvé (i) . 

Pour prouver (ii) on peut supposer que X est complète, alors le 

morphisme 

Hk(X) - Hk(X) 

est duel du morphisme 

H2n"k(X) + K2n~k(E), 

ce qui, d'après (i), prouve que 

Hk(X) - Hk(X) 

est injectif pour k<̂ n. 

Finalement, puisque X est complète et lisse on a 

Gr™ Hk (X) = 0 , si r̂ k , 

d'où 

Gr*7 Hk(X) = 0 , si r̂ k et k<n. 

(3.2) Corollaire. Avec les notations de (1.2), supposons que X soit  

un (C-schéma projectif, alors: 

(i) Si k>n, la structure de Hodge de H (X) est pure de poids k. 

(ii) Si. k<n, la structure de Hodge de H (U) est pure de poids k. 

Démonstration. Associée à la 2-résolution 

E -> X 

I + X 

on a la suite exacte 

. Hk(X) + Hk(X)©Hk(E) -> Hk(E) 

donc, d'après (3.1) (i), on a la suite exacte 

0 + Hk(X) -> Hk(X) , pour k>n. 
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Puisque X est complète et lisse on a 

Gr™ H* (X) = 0 , si r ̂  k, 

d'où on déduit que 

Gr™ Hk(X) = 0 , si r̂ k et k>n. 

L'assertion (ii) résulte aussitôt de la suite exacte 

HK(X) -> HK(U) -+ H£+1(X) + HK + 1 (X) + ... 

et de (3.1) (ii) . 

(3.3) Corollaire. Si X est un Œ-schéma projectif à singularités iso- 

lées, alors les groupes de cohomologie d'intersection IH (X) ont une  

structure de Hodge pure de poids k, pour laquelle les morphismes na­ 

turels 

HK(X) + IHK(X) 

et 
IHk (X) + Hk (U) 

sont des morphismes de structures de Hodge. 

Démonstration. La suite spectrale de hypercohomologie du complexe 

IC* montre que l'on a 

IHk (X) - Hk (U) , si k < n , 

IHn(X) * Im(Hn(X) + Hn(U)) 

et 

IHk(X) * Hk(X) , si k > n. 

Donc le corollaire résulte aussitôt de (3.2) et de [4]. 

(3.4) Remarque. La proposition (5.1) , qu'on prouvera un peu plus tard, 

montre qu'on peut éliminer les hypothèses projectives faites dans 

(3.1), (3.2) et (3.3). Nous laisserons au lecteur le soin de remplir 

cette tâche. 
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4. LE THÉORÈME DE LEFSCHETZ FAIBLE 

(4.1) Proposition. Avec les notations de (1.2), supposons que X soit  

un Œ-schéma projectif, soit x un point de X et soit Y une section  

hyperplane de X assez générale entre celles qui passent par x. Alors, 

le morphisme naturel 

H*(X) H (Y) x 

est bijectif si k<n-l, et injectif si k=n-l. 

Démonstration. Elle découle d'arguments bien connus qu'on laisse 

au lecteur le soin de rappeler. 

(4.2) Proposition. Avec les notations de (1.2) , supposons que le  

morphisme f:X X soit projectif, soit L un faisceau inversible  
sur X très ample pour f et soit Y une section assez générale de L. 

Alors 

(i) Le morphisme naturel 

H^(X) H (Y)x 

est bijectif si k<n, et injectif si k=n. 

(ii) Le morphisme de Gysin 

Hk 2(EoY) H* (E) 

est bijectif si k>n, et surjectif si k=n. 

Démonstration. Analogue à celle de (4.1). De fait (4.2) (ii) est 

un cas particulier d'un résultat de [lu] , et on peut déduire alors 

(4.2) (i) par dualité. 

De (4.2) (ii) et d'une petite variante améliorée de (4.1) où l'on 

suppose seulement que X-Y est Stein^on peut déduire le résultat 

suivant qui est bien connu: 

(4.3) Corollaire. Avec les notations de (4.2) , supposons que E 

soit un diviseur de X. Alors le morphisme naturel 

Hk(E) -> Hk(E0Y) 

est bijectif si k<n-2, et injectif si k=n-2. 
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Le théorème antérieur de Lefschetz faible pour les faisceaux de 

cohomologie perverse de JRf^Œ^n] est équivalent (mod. la théorie de 

Hodge) au théorème d'annulation suivant à la Kodaira-Nakano: 

(4.5) Proposition. Soit M une variété complexe fortement peudoconvexe,  

et soit L un faisceau inversible sur M tel que L|E es ample. Alors, 
on a 

Hq(M,^®L) = 0, pour p+q>dim M. 

Démonstration. L'assertion résulte de (4.2) (ii) et des isomor-

phismes 

Hq(M,^) - Hq(E,^) 

de la preuve de (2.4), suivant la ligne de raisonnement de C.P.Rama-

nu jam comme dans [lOj . 

5. LE THÉORÈME DE PURETÉ DE ICA 
X. 

Si on introduit une notion de complexe de faisceaux pur en théo 
rie de Hodge, analogue à celle de [5] , le résultat qui suit entraine 
la pureté de IC". 

(5.1) Proposition. Avec les notations de (1.2): 

(i) Si k<n, la structure de Hodge mixte de Ĥ .(X) est de poids <k, 

et le morphisme naturel 

Hk(X) + Hk(E) 

est injectif. 

(ii) La structure de Hodge mixte de H^(X) est de poids <n, et le  

morphisme naturel 

H*(X) •> Hn(E) 

est un isomorphisme. 
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(iii) SjL k>n, la structure de Hodge mixte de HkL(X) est de poids ̂  k, 

et le morphisme naturel 

H^(X) + & (E) 

est surjectif. 

Démonstration. Puisque Z est fini on a 

fit (X) - & l£(X) , 
h xeE " 

et 

Hk(E) -x|)EKk(Ex) , où Ex=f"X(x), 

on peut donc supposer que E est réduit à un seul point xeX, et que X 

et X sont projectives. 

Procédons par récurrence sur n et supposons n>1, la proposition 

étant triviale pour n=l. Alors l'assertion (i) résulte de (4.1), de 

l'hypothèse de récurrence et de la suite exacte 

Hk(X) - Hk(X)®Hk(I) - Hk(E) 

Si k>n, le morphisme 

Hk(X) - Hk(E) 

est le duel du morphisme injectif 

H2n-k (~} ̂  H2n-k(E) 

donc il est surjectif si k>n. 

De la suite exacte 

Hk(X) - Hk(X)©Hk(Z) •> Hk (E ) + 

on déduit que 
W k 

Gr H (X) = 0 si r<k et k>n+l 
r £ 

et il ne nous reste qu'à prouver que 

GrW H"(X) = 0 , si r>n 
r L — 

et 

Gr^ H£+1(X) = 0 , si r<n, 
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car ceci est équivalent à que le morphisme 

H^(X) + Hn(E) 

soit un isomorphisme. 

On peut donc supposer que E est un diviseur à croisements normaux 

dans X, reunion des diviseurs lisses E^, et il nous suffit pour con­

clure de prouver, avec cette hypothèse, que le morphisme 

H*(X) - Hn(E) 

est injectif, car il sera aussi surjectif puisqu'il est autoduel. 

Désignons par E la somme disjointe des intersections r à r 

des E_̂ , alors on a des suites spectrales 

.Epq = H2P+q-2(È(-p+l)) _^ HP+q(X) , p<0 

,.Epq = Hq(E(p+i)) HP+q(E) , p>0, 

aui dégênèrent dans le terme E^. Or, puisque 'E est une suite spec­

trale du deuxième quadrant et "E est du premier quadrant, on déduit 

de cette dégénérescence et de (3.1), l'existence d'un morphisme 

surjectif 

e': Hn~2(Ë(1)) + H*(X) 

et d'un morphisme injectif 

e": Hn(E) + Hn (Ê(1)) . 

(L'argument qui suit m'a été aimablement communiqué par J.H.Steen-

brink, mon argument initial était incorrect sur ce point). 

On définit un morphisme 

y : HN"2(Ê(1)) -> Hn(X) 

comme la composition de e' et du morphisme 

H^(X) Hn(X) , 

et on définit un morphisme 
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B :. нп"2(Ё(1)) HN(È(1)) 

comme la composition de y et du morphisme naturel 

p : Hn(X) -> Hn(Ë n ,£(1) 

Donc, on a le diagramme commutâtif 

,n-2(~(lK e« H ) -» H^(X) 

3 

Y 

Hn (X) 

p 

HN(Ë(1)) <-
e" Hn (È) 

et 11 injectivité du morphisme 

H£(X) - Hn(E) 

résultera du lemme suivant: 

Lemme (Steenbrink). Ker $ cKer y. 

Preuve du lemme: Soit L un faisceau inversible sur X très ample, et 
soient k et n. des entiers tels que le faisceau inversible sur X 

ï = kf*L® 0(Zn.E. ) 
1 1 

soit très ample. 

Soit A (resp. e, resp. fi) le morphisme de Hn(X) dans Hn+2(X) dé­

fini par le cup-produit avec la première classe de Chern de ï 

(resp. kf*i , resp. 0(£n E )), et remarquons que, si 

y.:Hn(E.) Hn+2(X) est le morphisme de Gysin associé à E_̂ , alors 

6 = (Zn.y.)op. 

Si veH n-2(E(l) ) est tel que 3(v)=0, on a 

À(y(v)) = (£+6)(y(v)) 

= ô(y(v)) 

= ((En.y.)opoy)(v) 
1 1 1 

= (En.y.)(3(v)) 
1 11 

car e (y(v))=0, 
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donc y(v) est primitif. 
Or, si on désigne par C l'opérateur de Weil et par 

'j^i Hm(M) Œ la forme linéaire "intégration sur la variété compac­

te et orientée M de dimension réelle m", puisque p est le morphisme 

duel de y on a 

J~ y (v) \j Cy (v) = Jg (poy)(v) ^Cv 

= |g 3(v) kj Gv 

= 0 , 

ce qui implique y {v) = 0, compte tenu que la forme hilinéaire 
(x,y) •> J~ x o Cy sur la partie primitive de Hn(X) est hermitienne 
définie. 

(5.2) Remarque. La proposition (5.1) antérieure permet d'obtenir une 

preuve de (1.3) sans faire appel au théorème de pureté de Gabber, et 

donc sans avoir besoin de la réduction mod p. Rappelons à ce propos 

que (5.1) avait été obtenu dans [ 7] , § III, et [l2], (1.12), comme 

corollaire du théorème de décomposition de Deligne, Gabber, Beilin-

son et Bernstein. 

6. LE THEOREME DE LEFSCHETZ DIFFICILE 

(6.1) Proposition. Avec les hypothèses de (1.2), supposons que le  

morphisme f:X -> X soit projectif, soit L un faisceau inversible  
sur X ample pour f, et soit n la première classe de Chern de L . 
Alors, pour tout i>0, le cup-produit itéré 

niu : HE"i(X) - Hn~±(E) 

est un isomorphisme. 

Démonstration. Nous suivrons la preuve du théorème de Lefschetz 

difficile en cohomologie 1 -adique de Deligne ([5], (4.1)). Comme dans 

loc. cit. nous prouvons la proposition par récurrence sur n. 

Il est immédiat qu'on peut supposer L très ample, et n>l. Soit 
Y une section assez générale de L. 

Puisque pour i=0 la proposition se réduit à (5.1) (ii), remarquons 

tout d'à lord qu'on peut se ramener au cas i=l, En effet, pour î l on 

peut factoriser 
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T^U : îÇl(k) - HN+I(E) 

en 

r/u : Hg^fX) - HE;|(~Y) N 1 - 1 HN'I-2(EA~Y) - HN+I(E) 

donc, si i> 1 rî est une composition d1 isomorphismes d'après (4.2) et 

l'hypothèse de récurrence. 

Si i=l, on peut définir une forme bilinéaire non dégénérée sur 

H^~~r(Y), à travers de la forme bilinéaire non dégénérée 

H^i(Y) x Hn_1 (E ̂ \Y) -> Œ , 

et de 11isomorphisme de (5.1) (ii): 

H^i(Y) ^ Hn_1(EAY) . 

Donc, puisque dans la factorisation antérieure de rw : 

H£_1(X) - H^i(Y) -> Hn_1(EnY) - HN + 1(E) , 

HE_1(X) + H£~i(Y) est injectif et son transposé Hn_1(EnY) -> 

Hn + 1 (E) est surjectif par (4.2), il suffit pour que nw soit un iso­

morphisme que la forme bilinéaire qu'on vient de définir sur H^~ï(Y) 

soit non dégénérée sur l'image de Hn-1 E (x) 1(X). Comme dans loc. cit. on 

va prouver cette dernière assertion en interprétant l'image de 

H^"1 (X) dans H^~i(Y) en termes de monodromie associée à un pinceau 

de Lefschetz de sections hyperplanes de f. 

Le résultat qu'on cherche étant local en X, nous pouvons suppo­

ser que X est projectif et qu'il existe une factorisation de f 

X > X xlP 

f J- pr1 
X 

pr2 
où 3P est un espace projectif, tel que X + X xip -> ip est une 
immersion fermée. 

Soit (H ) i un pinceau d'hyperplans de 3P assez générale, 
t te ip ^ 

on obtient alors un pinceau de sections hyperplanes de X: ^^teiP1 

et un sous-ensemble fini B de 3P1, tel que pour te IP1-B ?t est 
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non singulière et les H" ~ (Y ) sont les fibres d'une famille h n Y t 

continue de structures de Hodge sur IP -B de poids n-1 qui, d'après 

(3.1) (ii) et '(3.4), est algébrique ([4], (4.2)). 
Si on pose Y = Y , t0e3P1-B, alors tt,( IP1 -B, t0 ) agit sur 

to 1 
H" ^(Y) et laisse invariante la forme bilinéaire. Puisque d'après 

[4] , (4.2.5) et (4.2.6), cette représentation de tt-J IP1 -B, t0 ) est 

semi-simple, on aura fini la preuve (cf. [5],(4.1)) si on montre le 

lemme suivant: 

(6.2) Lemme. L'image de 

he"aKy)ÏÏ-

H*-1 (X) dans H^~(Y) est le sous-espace 

Pour la preuve de ce lemme on a besoin de quelques variantes à 

supports de SGA 7 II, Exp. XVIII. 

La situation à considérer maintenant est la suivante: Soit X un 

CC-schéma lisse, projectif et purement de dimension n, E un sous-sché­
ma fermé de X et X —• IP un plongement fermé de X dans un espace 

projectif IP. Soit {H } i un pinceau d'hyperplans de 1P, soit 
t t e IP ^ L c 

•[Y^teiP1 le pinceau de sections hyperplanes de X coupé par "t^} 

et soit A C X l'axe de ce pinceau. Si le pinceau {H } 1 est 

^ t t e IP 

assez général, ce que nous supposons par la suite, alors A est non 

singulière, de codimension 2 dans X et coupe proprement E. 

Soit f:X + X l'éclatement de A dans X. On pose E=f~1(E), 

2 = f_1(A) et Y = Y , pour un t0 elP1 assez général. On obtient 
alors un diagramme commutatif (cf. loc.cit.): 

E n A 

E r\ A 

Ê 

E 

X 

X 

IP1 

(6.2.1) (cf. loc. cit. (4.2.2)) Il existe un isomorphisme 

h¿(x)®h¿;a (A) Hg(X).Hg(X). Hg(X). 
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En effet, on a un quasi-isomorphisme 

Œx©<CA[-2] f* + 1, g*, 3Rf*CCx , 

donc on obtient (6.2.1) par application de 3RT„. 

(6.2.2) (cf. loc. cit. (5 .1 .6 ) ) . Pour i<_n-l les images de 

m* :Hi(X) + H^nY(Y) 

et de 

k* ,H*(X) * H^AY(Y) 

sont égales. 

En effet, 11homomorphisme k* s'exprime à travers de (6.2.1) par 
. 0 m*+h 

HE(X)$HEÀA(A) * »' KEnY(Y) 

donc (6.2.2) résulte de la commutativité du diagramme 

4 ( X ) ^ - ^ - H ^ Y ( Y ) ^ . ? H^tA) 

m* h* 
H^-2(X) > 4;2(Y) . , HI-2a(a) 

car les morphisjmes de la ligne inférieure sont des isomorphismes si 

i<n-l, d'après le théorème de Lefschetz faible (cf. (4 .2)) . 

(6.2.3) Soit V un ouvert de Zariski de X, alors le morphisme 

GrW HÎ(X) - GrW 4 HiEV (V) 

est surjectif pour tout i>0. 
En effet, de la suite exacte de cohomologie locale 

••• * 4(X) * HLv(v) - Hl-i(5) + ••• 

on déduit la suite exacte 

... + Gr»Hi(X) . Gr«HiftV(V) + Gr;4lJ(ï) + ... 

d'où il résulte (6.2.3), car 

Gr» Hj:j(x) = 0. 
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(6.2.4) Soit U un ouvert non vide de P , différent de P et tel 

que sur U les faisceaux de cohomologie de 3Rp. BT~Œr> soient des 
* —£j X 

systèmes locaux. On pose Xy=p 1 (U) , E^E/iX^, Y=Yt Pour to e U 

et TT=7T1 (U, t ) . Alors, le morphisme 

Hn_1(X ) -> Hn_1 (Y)77 
Ê0 E n Y 

est surjectif. 

En effet, ceci résulte immédiatement de la suite spectrale 

EPC< = HP(U,R^p Kr-CCrj) ^U^(XU) 
2 * ~E X Ê0 ° 

compte-tenu que Ep'g = 0 pour p^0,l, puisque U est affin. 
2 

Preuve du lemme (6.2); Il résulte de (6.2.2), (6.2.3), (6.2.4), 

(3.1) (ii) et [4] (2.3.5) (iii). 

(6.3) Corollaire. Avec les notations de (1.2), on a un isomorphis-

me dans D(X)c 

JRf^Œjfn] - © ¥(]Rft(Cj[n])[-i] . 

Démonstration. Si f est projectif le corollaire résulte de (1.3), 

(6.1) et de la variante perverse de [3], §1, qui substitue H par pff 

dans tous les énoncés et démonstrations du loc. cit. 

Le cas général se déduit de l'antérieur et de l'observation 
suivante : 

Soit X un Œ-schéma, f:X -> X une résolution de X et g:X -> X 

une résolution projective de X qui domine f, et soit T un foncteur 

cohomologique sur D(X)c. Si la suite spectrale 

EPq = T(HC3(K-) [p] ) =^T(K"[p+q]) 

dégénère pour K*= IRg^Œ^, elle dégénère aussi pour K"=3Rf^Œ~. 
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(6.4) Corollaire. Avec les notations de (1.2) supposons que X  

soit complet, on a des isomorphismes de structures de Hodge. 

Hk(X) * IHk(X) © Hk(X), si k$n , 
E 

et 

Hk(X) * IHk(X) © Hk(E), si k>n , 

Démonstration. Remarquons qu1 il suffit de prouver le corollai­

re pour k < n, car pour k>n il en résulte par dualité. En effet, 

il suffit de considérer les isomorphismes de structures de Hodge 

suivants 

Hom(Hn~k(X), ©(-n)) - Hn+k(X) , 

Hom(IHn_k(X), ©(-n) * Hom(Hn"k(U), ©(-n)) 

= Hn+k(u) 
c 

* Hn+k(x) 

et 

IHn+k(X) 

Hom(Hn"k(X), Q(-n)) * Hn+k(E) 

D'abord, supposons que f soit projectif, et soit n comme dans 

(6.1). Puisque 

nkv: Hn"k(X) + Hn+k(E) 

est un morphisme de structures de Hodge de type (k,k), son noyau, 

N, a une structure de Hodge pure de poids n-k, et, d'après (6.1), 

(3.4) et (5.1), on a des isomorphismes de structures de Hodge 

Hn"k(X) © N -> Hn"k(X) 
E 

et 

N * IHn k(X) . 
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Dans le cas général, d'après le lemme de Chow local de Hironaka, 

il existe une modification propre IT : X ' -* X tel que X' est lisse 

et tel que le morphisme g=fiT:X' -> X est projectif et est un iso-

morphisme sur U. On pose E^g"1 (Z). Puisque X' et X sont lisses il 

existe un morphisme de Gysin 

TT* : H*"k (X') - Ĥ "k (X) 

qui est un morphisme de structures de Hodge mixtes ([l0*|). Ainsi 

on peut définir une rétraction de Hn~k (X) sur H^~K (X) par la com­

position 

Hn"k (X) + Hn"k (X') -> i£~k(x') + l£"k (X) , 
Il hi 

qui évidemment est un morphisme de structures de Hodge. Cela suffit 

pour conclure la preuve de (6.4). 

Avec le même schéma de démonstration de [5] , (4.1) , on prouve 

aussi le théorème suivant de Lefschetz difficile pour la cohomolo-

gie d'intersection. 

(6.5) Proposition. Avec les hypothèses de (1.2), supposons que X 

soit un (C-schéma projectif, soit L un faisceau inversible ample sur 
X, et soit n la première classe de Chern de L. Alors, pour tout 

i_>0, le cup-produit itéré 

T)\ : IHN"I(X) + IHn + I(X) 

est un isomorphisme. 

Remarque. A partir des théorèmes de Lefschetz (6.1) et (6.5) on peut 

introduire, comme d'habitude, les espaces de cohomologie primitive 

P]J"K(X) = Ker (nk + i:H^"k (X) + Hn + k + 2 (E) ) , 

IPN"K(X) = Ker (nk+u:IHn"k (X) •> IHn+k + 2 (X) ) , 

et démontrer que ces espaces sont naturellement polarisables. A la 

suite, on peut aussi prouver un théorème de l'index de Hodge pour 

les formes bilinéaires définies sur H£(X) et IHN(X). Nous ne 

poursuivrons pas ici sur ce sujet, bien que nous remarquons que le 

théorème de l'index pour H^(X) qu'on obtient généralise le lemme 

bien connu de Du Val-Mumford sur la négativité de la forme d'inter-
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section du diviseur exceptionnel d'une résolution d'une surface 

normale. 

De (6.1) et (2.4) on déduit le corollaire suivant pour les va­

riétés complexes fortement pseudoconvexes. 

(6.6) Corollaire. Soit M une variété complexe fortement pseudocon­

vexe, soit L un faisceau inversible sur M tel que L| E est ample et 

soit n la première classe de Chern de L. Alors : 

(i) Pour tout i^O, le cup-produit itéré 

n V H^(M,nP) -* Hq+i (M,fiP+±) 

est surjectif si p+q^n-i et p,q>l. 

(ii) Si les singularités de la réduction de Remmert sont des  

singularités quotients, pour tout i^0, le cup-produit itéré 

ri1*: Hq(M,ftP) - Hq + 1(M,fiP + i) 

est bijectif si p+q = n-i et p,q>l 

7. APPLICATION AUX SINGULARITES RATIONELLES DE SURFACES 

Dans tout ce paragraphe les hypothèses de (1.2) sont en vigeur 

et, en plus, on suppose que X est une surface qui n'a d'autres sin­

gularités que des singularités rationelles. 

La proposition suivante est sûrement connue des specialists. 

(7.1) Proposition. X est une "rational homology manifold", i.e. pour  

tout xeX, H^(X) = 0 si î 4 et H*(X) = Œ. 

Demonstration. Evidemment, il suffit de prouver l'assertion de la 

proposition pour tout xe£, et on peut supposer que £ = {x}. 

De la suite exacte 

••• -> Hk(X) + Hk(X) (DHk(x) + Hk(E) ••• 
X £J 

et de (5.1), on obtient la suite exacte 

0 + H°(X) •+ H°(E) -> H*(X) -> 0 

et les isomorphismes 

E1(E) * H^(X) , 

H^(X) S H2(E) , 
ti 
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et 

H^(X) * H|(X) , 

H*(X) * H*(X). 

Puisque X est normal, on a 

H°(X) = 0, H1 (X) = 0 et H4(X)= Œ , x x x ' 

et puisque, par dualité sur le noeud, on a 

dim H2(X) = dim H^(X) , 

la proposition résultera du lemme suivant: 

(7.2) Lemme. H1(E) = 0. 

Démonstration. Le groupe de cohomologie H1(E) a une structure 

de Hodge mixte de poids <_1, car E est complète. Donc, on a 

dim H1 (E) = h^+h^ + h0'0, 

avec 

et 

h0'1^0'0 = dim Gr° H^E) , 
F 

h0'1 = h1'0 

Or,on a 

Gr° H1(E) = H1(E,fì°), 

et, dans la suite exacte 

... + H1^,^) - H^E,^) - «2(^)x ... 

on a 

H 1 ^ ^ ) = 0, et H2(̂ °)x = 0, 

car X est rationnelle( [l2j , (3.7 ) ) , ainsi il résulte que 

Gr° H1(E) = 0, 

et, en conséquence, on a 

HX(E) = 0. 
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Les propositions (7.3) et (7.5) qui suivent sont dues à Pinkham-

Wahl ([il]). Nous montrons ici que ces résultats, ainsi que les dé­

monstrations que nous proposons ci-dessous, entrent naturellment dans 

l'étude du complexe QX. 

(7*3) Proposition, dim H1 (X,^) = dim H2 (E) . 

Démonstration. On peut supposer que Z = {x} et que X est un 

voisinage de Stein contractile de x. 

Dans la suite spectrale de Hodge-de Rham 

E?* = # (i,$î|) ̂  rf> + <* (X) 

on a que 

Ê 1 = 0 , car X est rationnelle , 

E21 = 0 , d'après le théorème de Grauert-Riemensch-

neider, et, évidemment, 

Ep0 = 0 si p > 2 , et E°2 = 0 . 

Il en résulte des isomorphismes 

E11 * E11 * ... * E11, 
1 2 00 

et donc un morphisme surjectif 

H2(X) -> E*1. 

Alors, on obtient 

dim H2 (E) ̂ dim H1 (X,ft~) , 

car X est contractile.Ceci, joint à (2.5), démontre la proposition. 

(7.4) Proposition. Pour tout p>0, on a des quasi-isomorphismes 

H°(fiP) * Q% , 

H0(j£) * f*n~. 

Démonstration. Pour p=0 l'assertion résulte de [l2], (3.7), et 

pour p=2 elle résulte du théorème de Grauert-Riemeneschneider (voir 

aussi (2.2)(v)). 
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Pour p=l, on a la suite exacte 

0 + H°(£^) -> f*fi| -> H°(E,oil) -> H 1 ^ ) + I^CX^i) -> H1(E,gE) •+ 0 

or, d'après (7.2), on a 

H°(E,£E) = 0, 

et, d'après (7.3), on a un isomorphisme 

H1 (X,n~) * H1 (E,^) , 

donc, on a 

H 1 ^ ) = 0, 

et, finalement, on a 

H q ( f ì ì ) = с si q>0, 

d'après (2.2)(v). 

(7.5) Proposition, prof f*ft~ = 2, pour p=0,l,2. 

Démonstration. Puisque pour p=0,2 le résultat est bien connu, il 

ne reste qu'à le prouver pour p=l. 

D'après (2.2) (i) on a un quasi-isomorphisme (C ^ Q , et ainsi 
X —X 

on a des isomorphismes 
Hk(X) * Hk(X,fiv) , pour tout k^O. 
X X —X — 

Or, de la filtration de Hodge de Œ ±± résulte une suite spectrale 

Ef== Ĥ (X,fiP) HP + q(X) 
_L X —A X 

laquelle, d'après (7.4), a pour termes Ê q 

EP9= H^(X,f^|), 

et,ainsi, on obtient 

E^1 = 0 , car X est normal, 

2 1 
E = 0 , car X est rationnelle , 

et, évidemment, 
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EpO1=0 si p>2, et E20 = 0. 

Il en résulte des isomorphismes 

5 H = E11 = ... = E11 , 
1 2 00 

et donc un morphisme injectif 

E11 -> H2(X) 
1 x 

ce gui prouve la proposition, car 

H^(X) = 0, 

d1après (7.1). 

Introduisons, d'après Steenbrinck, le complexe filtré {Q* ,o), où 

QpX = jQPg, pour tout p^O, et a est la filtration bête du complexe 

Çl'f et soit D (X) la catégorie dérivée des complexes filtrés 
A d i f f 
d'opérateurs différentiels d'ordre £ 1. La proposition suivante 

généralise à toutes les singularités rationnelles de surface les ré­

sultats de [6] et [l0] sur les singularités quotients et toroïdales. 

(7.6)Proposition. Il existe un isomorphisme dans Ddiff (x) 

(£X,F) + (^,a). 

Démonstration.C'est une conséquence immédiate de (7.4) et (7.5). 

8. APPLICATION AUX SINGULARITES ISOLEES DES INTERSECTIONS COMPLETES 

Dans tout ce paragraphe les hypothèses de (1.2) sont en vigueur, 

et on suppose, en plus, que X est localement intersection complète. 

(8.1) Proposition. Pour tout couple d'entiers p,q ̂0, tel que 

pt-q <̂  n-2 , on a 

Hq(ft£) = 0 , si q>0 , 

et 

H° (np) =q*QpX 

Démonstration. Puisque l'assertion est locale, nous pouvons 
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supposer que X est une intersection complète affine qui n'a d'autre 

singularité que xeX. Nous utilisons pour la preuve de (8.1) les 

lemmes qui suivent 

(8.1.1) Lemme. Le morphisme naturel 

H£(X) -> Hk(E) 

est bijectif si 0<k<_n-2. 
En effet, si k>0 on a une suite exacte 

... + Hk(X) -> Hk(X) -> Hk(E) -> ... c c 

et puisque X est une intersection complète affine, on a 

Hk(X) = 0 , si k£ n-1 , 

d'où il résulte (8.1.1). 

(8.1.2) Lemme. Si p+q£ n-2 le morphisme naturel 

R̂ (X,rf|) + H(3(X,̂ |) 

est bijectif pour q> 0, et 

Ĥ (X,fi|) = 0. 

En effet, de la suite spectrale de Leray 

R^(X,rf|) + H(3(X,^|)QO) 

on déduit, si q>0, une suite exacte 

Hj(X,f»4) + Ĥ (X,fi|) + Hq(x,^) - . 

et 1'i somorphi sme 

H°(X,f^|) + H£(X,^|) 

Or, d'après [14] on a 

P 
prof f^-^n-p , si p £ n-2 , 

d'où il résulte que 

a P 
U"(X,f^n^) = 0 , si q<n-p-l et p<n-2, 
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car X est affine* ce qui suffit pour prouver (8.1.2). 

(8.1.3) Lemme. Si 0<p<n-2, on a 

H°(E,oPE) = 0. 

En effet, puisque X est une intersection complète on a 

Hk (X) = 0 , si k£ n-1 , 

et on obtient,ainsi, des isomorphismes 

rfi,(X) + Hk(E) , si 0<k<n-2. 

Donc, on déduit que la structure de Hodge de Hk(E) est pure de poids 

k, si 0<k<n-2, et que 

# (E,f]0E) = 0, 

car il est isomorphe à Gr° Hk(X), d'où il résulte (8.1.3). 
F ^ 

(8.1.4) Lemme. Si (kkxn-2, on a 

Z dim Hq (k,Çl%) = Z dim Hq(E,£) 
p+q = k p + q = k 
q>0 q>0 

En effet, de (8.1.2) on déduit que, si 0<k<n-? on a 

Z dim Hq(X,flS) = Z dim Hq(X,Oj|) 
p + q = k p + q = k 
q>0 

Or, d'après la dualité de Serre on a 

a ~ p n-q ~ n-p 
dim fP,(X,o~) = dim H (X,o~ ) , 

C A A 

car les espaces Hn q(X,^~ P) sont séparés et de dimension finie si 
A 

p+q<n, par (2.4)(i), et d'après la dualité de Poincaré on a 

dim Hk(X) = dim H2n"k(X). c 

Donc, on déduit de (2.4) (i) que 

Z dim Hq(X,oJ?) = dim H^X) 
C A C p + q = k 
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On conclut la preuve de (8.1.4) en notant que 

dim Hk(X) = dim (E) , si 0<k£n-2 , 

d'après (8.1.1), et que 

dim Hk(E) = 1 dim Hq(Ef^|) 
p+q=k,q>0 

d'après la dégénérescence dans le terme E de la suite spectrale de 

Hodge et (8.1.3). 

(8.1.5) Lemme. Le morphisme naturel 

Hq(X,o^) + Hq(E,Q|) 

est bijectif si p+q<Tn-2 et q> 0. 

En effet, remarquons tout d'abord que d'après (8.1.4), il suffit 

de prouver la surjectivité du morphisme en question. 

Soit V une compactification de X et soit V la modification de V 

obtenue avec l'aide de X. Puisque la composition 

Hk(V) + Hk(V) + Hk(E) iii 

est un isomorphisme si 0<k<n-2, par la preuve de (8.1.3), et puisque 

la filtration de Hodge est stricte, on obtient la surjectivité du 

morphisme 

Hq(V,fi~) + Hq(E,fi|) , 0<p + q<n-2 

d'où il résulte (8.1.5), car on a une factorisation 

Hq(V,fi£) + Hq(X,o|) -> Hq(E,Q^). 

Fin de la preuve de (8.1): De la suite exacte 

0 - H°{QV) - f*ft|©^> H°(E,fiP) - f/1^) - H^X,^) - H^E,^) - ... 

et, d'après (8.1.3) et (8.1.5), il résulte aussitôt que 

H°(fl£) = f*ft| , si p<n-2 

tfq(ft£) = 0 , si p+q<n-2 et q>0 

L'existence du isomorphisme 
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2DM F* w*QPX si p< n-2, 

qui résulte de I14],permet de conclure la preuve. 

A titre d'exemple, nous donnons une preuve basée sur (8.1) du 

théorème de Brieskorn-Sebastiani-Greuel. 

(8.2) Proposition. Si q<n-l, les faisceaux de cohomologie du complexe  

de de Rham (fi^d), Hq{iï^), sont 

tf° (̂ ) = Œx , 

et 

tfq = 0 , si 0<q=<n-l 

Démonstration. Le morphisme de complexes filtrés 

(Œ^,a) + №X,F) 

induit, d'après (8.1), des isomorphismes 

tfq (GrP fi^[p]) = Hq (GrP £x[p]) , si p+q<n-2. 

Donc, si (M*,F) est le cône dans D . (X) du morphisme antérieur, 
d i f f on a 

tfq(Grp M'[p]) = 0 , si p+q£n-2, F 

et ainsi de la suite spectrale 

Hq(GrP M-[p]) ̂  Hp+q(M-) 

on déduit que 

Hp+q(M*) = 0 , si p+q<n-2. 

La conclusion résulte alors de la suite exacte de cohomologie du 

triangle 

QX-> •> ^x -* M" -> +1 

Remarque. On peut démontrer aussi par un argument parallèle à celui 

de (8.2) que, sous les hypothèses de (1.2)' en général, les fibres 

des faisceaux Hq(Œ*), q>0, sont de dimension finie, résultat qui 
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est du à Bloom-Herrera. 

Notons finalement le corollaire suivant à (4.2), (6.1) et (8.1). 

(8.3) Corollaire. Soit M une variété complexe fortement pseudoconvexe  

telle que sa réduction de Remmert est localement intersection com­ 

plète, soit L un faisceau inversible sur M tel que L|^ est ample, 

et soit n la première classe de Chern de L, alors : 
(i) Il existe un isomorphisme canonique 

© HQ(M,.QP) * HK(E) , pour 0<k<n-2. 
p + q = k 
P,q>l 

(ii) On a 

HQ(M,Q^®L-1) = 0 , pour p+q<n-2 et p,q>l 

(iii) Pour tout i>2, le cup-produit itéré 

TI1* : HQ(M,^) - HQ+I(M,^+I) 

est bijectif si p+q=n-i et p,q>l. 
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