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SUR UNE CONJECTURE DE SERGE LANG
par

Pierre LIARDET

Le but de ce qui suit est de démontrer le théoreéme suivant conjecturé

par 5. Lang [4] :

THEOREME 1. - Soit I“o un sous -groupe de type fini du groupe multiplicatif du

corps des nombres comples € . Soit ' le groupe multiplicatif des nombres

complexes dont une puissance entigre non nulle est dans I‘o . Si P(X,Y) estun

N

polyndme de deux variables a coefficients complexes et si pour une infinité de «

et B dans T ona P(a,p) =0, alors il existe des entiers (rationnels) non nuls

u,v, des éléments a,b de T tels que identiquement on ait :

u v
Pax , bx):XO

La premigre partie est consacrée a la démonstration de ce théoréme en

distinguant plusieurs cas ; la seconde partie donne quelques conséquences.
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P. LIARDET

Supposons ]."OC K* et P(X,Y) dans K[X,Y], oi K estune extension de type

fini de @ (dans C€) et posons ['(K) =TNK. Pour tout ael, M(a) désignera le
plus petit entier M>0 tel que O.Me T(K) . 11 est clair que si n est un entier tel
que ane T(K), alors n estun multiple de M(a) . Pour tout a¢K et tout entier

m> 0, nous poserons

D (a,m) = Mini {[K(a):K], aP=a}
et pour tout a€ I, nous poserons pour simplifier :

M(a)

DK(OL) = DK((x , M(a)).

Enfin, pour 6 algébrique sur K, d_(8) = [K(8) : K]. Par ailleurs To étant

K
supposé de type fini, il en est de méme de T'(K). En effet, lorsque K estun
corps de nombres, cela résulte du théoreme de Dirichlet, sinon cela résulte par
exemple du lemme 3 ci-dessous et d'une récurrence sur le degré de transcendan-

cede K sur @ . Alors, pour tout entier N >0 ,il est loisible de déterminer une

extension algébrique finie L de K telle que :

m (VY) (yeT et YNGT(K) = yeT(L)).

Nous noterons K( la plus petite extension L de K wvérifiant (1) .

N)

Soit alors G (resp. ®) l'ensemble des a¢T (resp. Becl') pour lesquels
il existe BT (resp. aegl') tels que P(a,B) =0 avec P(a,Y)#0 (resp.
P(X,B) #0). Par hypothtse G et B sont infinis (si l'un de ces ensembles est
fini, l'autre étant infini, 1'identité du théoréme | est évidente avec l'un des
entier u, v nul) ; P est donc de degré nonnulen X et Y, degrés que nous
noterons respectivement Ay et ng . Dans la suite, nous identifierons K avec

. #* .
un sous -corps de L et désignerons par U le sous-groupe de £ des racines

de 1'unité.
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UNE CONJECTURE DE SERGE LANG

La démonstration du théorgme 1 pour TO CcK et P(X,Y) dans K[X, Y]

se décompose ainsi :

1} Si dK(Q) est borné, par le lemme 1, on déduira M(Q) et M(®) bor-

nés et l'on se ramene au théoredme de S. Lang {3] & savoir

THEOREME 2. - Avec les notations du théoreme 1, si pour une infinité de o et

g dans I"O ona P(a,B) =0, alors P(axu s bxv) = 0 pour des entiers non nuls

u,v et des éléments a,b de TO

Pour démontrer ce théoreme, S. Lang utilise le théoréme diophantien de
C. Siegel sur les courbes ayant une infinité de points définis dans un anneau de
type fini sur Z ; nous donnerons ici une autre démonstration en faisant directe-

ment usage du théoreme de Thue -Siegel-Roth par les développements de Puiseux.

2) Si r = {13}; alors T =U ; on montrera alors le théorgme 3, qui
assure les conclusions du théoreme 1 lorsque P(a,g8) =0, a,f dans U, avec
[D(x) : @]1=C , la constante C ne dépendant que du corps K , et des degrés

Dys Dy de P en X et Y ; cette dépendance de C joue un rdle essentiel dans

les autres cas.

3)8i D

K(G) borné ; on montre que le théoréme 1 se ramene au cas ou

G cCK U, quitte @ remplacer K par une extension algébrique finie ; le lemme 4
Co
sur les degrés montre alors que 8 C K U pour un entier cy et l'on se ramene

au cas 2 .
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P. LIARDET

4) Si DK(Q) non borné ; pour tout a €@ ettout Bc® tels que
P(o,B) =0, onadjointa K les racines M(a) M(8)-itmes de 1'unité ; soit E le
corps ainsi obtenu. Si E(a) NE(B) = H est de degré d sur E , la théorie de
Kummer permet d'établir une relation :

v

o’ = gp”

pour des entiers u,v dans 0(,/d) avec §¢E . Si H reste de degré borné sur

E , le lemme 4 permet de montrer que @ UBC FU pour une extension algébrique
finie F de K et l'on se ramene au théoreéme 3 ; dans le cas contraire, la con-
clusion du théoréme 1 résulte alors du théoreme de Bezout sur le nombre de points

dans l'intersection de deux courbes algébriques.

I. - DEMONSTRATION DU THEOREME 1. - Nous supposons r c K* et

P(X,Y) a coefficients dans K pour une extension K de @, de type fini.

1) Supposons dK(O) borné ; il en est de méme de M(A). En fait, si

aecl est de degré s sur K, alors

oli N(a) désigne la norme de o sur K et { une racine de l'unité dans K(a),

de degré au plus s sur K . Soit :
L[IK(S) =p.p.c.m {M(w), w racine de 1'unité et [K(w): Kl<s].
(s) est évidemment finie et

Yk

() (5] s g ()

¥
[N(a)]K =C a ek,
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UNE CONJECTURE DE SERGE LANG

v (s)

avec ( ¢ K ce quiassure le

LEMME 1. - Si a estun élémentde T de degré s sur K, s ¢K(s) est mul-

tiple (entier) de M(a)

M(Q) est donc borné, de méme M(B) est borné. Il existe alors une
borne multiplicative de ces ensembles i.e. il existe un entier N>0, tel que

QNU (BN c I'(K)

On est ainsi ramené a la démonstration du théoreme 1 lorsque @ et B sont

dans TO en remplagant K par K(N) , TO par T(K(N)). Ce cas est couvertpar
le théoreéme 2 de S. Lang.
Démonstration du théoréme 2. - Nous dirons que le théoreme est vrai pour un

corps K s'il est vrai lorsqu'on suppo se I‘OC K* et P(X,Y) a coefficients dans K .

a) Démontrons le théoréme pour un corps de nombres K. Soit 7 un

ensemble de valeurs absolues sur K vérifiant la formule du produit :

Ry
* -—
xeK = || [x|V:1
ve
Ny
Nous poserons HXHV = fx]v et désignerons par h la hauteur absolue sur K,

définie comme dans [3] ; en particulier, lorsque x€K , ona

hx) = [ | Max {1, x|}
ven

1"0 étant de type fini, il existe une partie finie non vide S de 7 telle que pour
tout ve¢ Po et toute valeur absolue v¢%# -5, on ait ,Ylv: 1 . Soit alors

une suite d'éléments tous distincts de @ et (B ) une suite de ®

(@) v’'velN

v'veIN

telle que P(av, BV) = 0 pour tout entier v. On peut alors trouver une partie
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non vide T de S et des constantes AW>O pour chaque w ¢ S-T telles

que
(1) VveT , lim 'a\)|v = to
Ve
ii Y - v b
(i1) weS-T , VveIN , |av lw Aw

Nous pouvons supposer, sans nuire a la généralité, que P(X,Y) est
absolument irréductible & coefficients dans K , quitte & remplacer P(X,Y)
par un de ses facteurs absolument irréductibles convenable a coefficients dans
une extension algébrique finie de K . D'apres le théoreéme de Puiseux [2],
quitte a remplacer ((lv)v par une suite extraite, on peut supposer qu'il exis-
te une extension algébrique finie L de X , une racine e-ieme de a, notée

l/e . . 412
a, ( e entier = nY) , une suite (a“)}-1 d'éléments de L et une cons-

tante C >0 pour chaque v ¢ S que l'on prolongera a L d'une maniere
v

quelconque, tels que

e © —u/e
,a\)lv> Cv = Bv =L a cI\JM/ i
U= H
la série étant convergente au sens de la topologie définie par | lv . Nous

supposerons ar ;5 0 . Pour deux applications réelles ®,{ définies sur un ensem-
ble E nous utiliserons la notation standard @(Vv) << ¢(v) qui assure l'existence

d'une constante C >0 telle que ®(v)=<C (V) pour tout ve¢ E. Ona alors pour

tout ve T
_r+1
—r/e e
lB\)_ar a\) 'v < ICL\)'v !
d'ou :
r e e -1/e
| vBy-2 lv<< la 'v
Posons a = a: y ev = az B\? ; on obtient :
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UNE CONJECTURE DE SERGE LANG

TT Mini(1, I -all_}=<T] Mini{1, g -all }
veS v M veT v v
1 1
<(TTMax{1, llo Il D =(TTA ).(alq) ©.
veT weS-T

Par ailleurs, d'apreés la théorie de la hauteur, ona le :

LEMME 2. - Soit f(X) = do Xn+... +dn un polynome a coefficients dans K, do;fO ,

91’ vee s en les racines (distinctes ou pas) de f. Alors :
_n
[ | n(e)= C, h(D) ,
i=1
ol CK est une constante ne dépendant que de M et
h(f) = | | Max {fla_ll_,.... Ha |} .
vem

Ce lemme est un simple corollaire de [3] prop. 3, ch. III, §.2. Alors si

n . .
P(av, Y) = do((xv) Y+l +dn(a\)) on obtient :

n —
<
h(p )< Cp - | | Max Max{1, {[d, (@)l } .
vem i=i,..,n
les di étant des polyndmes de degré au plus m = ny . d'ou l'existence de cons-

tantes Dv (ve M), toutes égales & 1 sauf pour un nombre fini d'entre elles,

telles que :

Max(1, [ld,(a )l }< D . Max{L, o [}

majorations qui assurent h(ﬁv) < (h(av))m , d'olt

h(s,) <(h(a D"

et par suite
1

(%) TT Mini{1, llo,-ali,] < (n(e ) <7
veS
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Soit alors un entier N >0 ; s'il existe une infinité de e\) , T /TN
o' "o
étant fini, il existe g¢ TO tel qu'une infinité de e\) soit de la forme
N
6,8 Y, (v,eT) -

Il existe donc une racine N-ieme de a/g , disons b, telle que pour une infinité
d'entiers v,

lv-bl << Y -a/gl . (ves) ;

Y v \Y v ’

la majoration (¥) devient alors

N

e(me+r)

() T Mini{1, fly -pli << (a(y)

vES

choisissons N> 2e (me+r), le théoreme de Thue-Siegel-Roth [3] montre que
l'ensemble des Y\) vérifiant (¥%) est de hauteur bornée, donc est fini, ce qui
contredit 1'hypothese faite sur les e\) et par suite, pour une infinité de av et

B\) on a O.i Bi = a . On en déduit que P(X,Y) est, 2 un facteur multiplicatif

€ -r . .
pres, de la forme XrY -a ou v%.ax suivant le signe de =t .

b) Supposons maintenant TOC K" et P(X,Y) dans K[X,Y] od K est
un corps de fonctions algébriques d'une variable, de corps des constantes E .
Sans nuire & la généralité, nous pouvons supposer que P(X,Y) est absolument

irréductible. D'apres un lemme de G. Shimura ([6] lemme 3) on a

(¥%%) Pour presque toute place ® de K sur E (i.e. toutes sauf un

nombre fini) le polyndme image Pcp(x' Y) de P(X,Y) par % reste absolument

irréductibie.

Par ailleurs, il est loisible de choisir une infinité de places @ injec-
tives sur Fo . En fait, E étant de type fini sur @ donc hilbertien (au sens de

Lang), on a le lemme suivant, conséquence de [3], ch. VIII, §.6 :
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UNE CONJECTURE DE SERGE LANG

LEMME 3. - Soit K un corps de fonctions algébriques d'une variable sur un

3
corps de constantes E , To un sous -groupe de type fini de K . Supposons E

hilbertien, alors il existe une infinité de places de K sur E injectives sur To .

Alors pour une infinité de places @, il existe une infinité d'éléments

G » Bcp de CP(FO) tels que PQO(O'CP’ Bcp) = 0 . Supposons le théorgdme 2 vrai pour

tout corps dont le degré de transcendance sur Q) est strictement plus petit que

celui de K. Pcp est défini sur le corps des restes ch de K en ® et
#*

@

a, b dans I‘o tels que :

CP(I‘O) cK Par hypotheése il existe des entiers u = ucp , V= ch , des éléments

P, (®(a) e x) =0

11 est loisible de choisir u et v premiers entre eux ; Pcp , étant absolument

: 2 . < s [N v :
irréductible, est égal a un facteur constant pres a X —CcpYu si u>0 ou

xVy™- o si u< 0, pour un élément o€ CP(TO) ; il est alors possible de

choisir ® ni zéro, ni pdle des coefficients de P qui est donc, a un facteur cons-
N u v u -V L

tant pres, de la forme X -c Y ou X Y -c pourun c¢ 1"0 . Le théoréme 2

est alors démontré pour les extensions K de type fini de @ en raisonnant par

récurrence sur le degré de transcendance de K sur @ .
2) Supposaons l‘o = {1} .- Le théordme ! est démontré dans ce cas

par S. Lang [5] mais nous aurons besoin d'amélioration (théoréme 3) dd & la

nature arithmétique du probleme qu'il pose. Commencgons par établir la

PROPOSITION 1. - Soit L une extension de type fini de @, Lo la cléture al-

gébrique de @ dans L et éL: [L :@]. Soit a une racine primitive 4-idme

de 1'unité et soit B une racine de l1'unité telle que [L(a,8) : L{(a)]= n. Alors
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il existe une racine de 1'unité ( , des entiers u, v tels que l'on ait :

' = caV avec dp(O)Snd,

vl<2J/T et O<u=(nd /dp(€)) VT
Démonstration : Par un plongement convenable de L(a) dans € , nous pouvons

1
supposer que Q = e(z) (o1 1'on note e(x) = exp(2imx) pour tout x¢T ). Posons

B = e(%) avec a,b premiers entreeux (b=1 si a =0) etsoit k=p.p.c.m{4,b}.

1
On a alors @(A) = @(a, B) pour A = e(—lz) . D'autre part, pour tout x
algébrique sur Lo , L et Lo(x) sont linéairement disjoints sur L0 et

[Lo(x) : LO] = [L(x): L] d'ou :

(@) :@@]=[L (a,p): Ra))=nd

a) Soit h=(4,b) (=p.g.c.d. {£,b}) et considérons les décompositions

1= hLOL' , b= hbob’ ; les facteurs premiers de tobo étant facteurs de h mais
non facteurs de 4'b'.
b b!
oig  PEb,) @b

Ona k=1tb'b_ et (RN : @la)] = o) - o(0) =b_ @b

la fonction d'Euler ; on obtient ainsi 1'inégalité

ol % désigne

=n?d
(2) b, ®(bN=n?d
1 . .
b) Relations entre o et B. - Posons § = e(l;b ) . Il existe une racine
o
b'-ieme de l'unité Ql et un entier rationnel vy tels que

3) A=ge

En effet, (¢b , b') =1 ; il existe donc u, et v dans Z tels que
o 1 1 at'd
u b o

u,£b_+v b =1 d'otr (3) avec ¢, = e(?{ . Par ailleurs § = a et B=A
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UNE CONJECTURE DE SERGE LANG

b v, 4
2
en tenant compte de (3) on obtient 8 = QZ a %, on gz est une racine

b'-ieme de 1'unité, On a ainsi établi entre racines de l'unité, la relation

P s
(4) B =G0

pour un entier se€ {0,...,4-11} avec
<

{5) bo dQ(gZ) <n 6L

Choisissons maintenant un entier N tel que O0<N ={ et considérons les

N+1 expressions vs -L[VTS'] pour v=0,1,...,N, ou [x] désigne la partie
entidre d'un réel x . Par le 'principe des tiroirs'", il existe u ¢ {1,... ,N} et

0¢Z tels que l'on ait [us-40]| <_1\{I_ . On tire alors de (4) la relation

(6) B °=g0

,

ol (;3 est une racine de 1'unité, t et pu entiers, satisfaisant aux inégalités

<nbd
[tl<4/N , 0<us=N , b dQ(g3) nbd

Pour obtenir les inégalités de la proposition 1, il suffit de choisir N = [J/Z].

C.Q.F.D.

THEOREME 3. - Soit P(X,Y) un polyndéme 3 coefficients complexes, de degré

m en X et n en Y avec mn # 0, de corps de définition L . Il existe une

constante C (=81 Bi n4 (m+n)4) telle que si P(a,B) = 0 pour des racines de

1'unité o,B, avec @ racine primitive £ -idme de l'unité et £ = C, alors

P(X,Y) admet un facteur irréductible de la forme ( -xVy" ou QXV— v¥ avec

u,v entiers, u#0 et { racine de l'unité.

Démonstration : Quitte & remplacer P(X,Y) par un polyndme associé, on peut

supposer les coefficients de P(X,Y) dans L . Soit P(x,B) = 0 dans les condi-
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tions du théorgme, alors [L(a,B): L(a)]=n si oX)>m éL . 11 existe donc
(proposition 1) des entiers u,v {(u>0) tels que le point de coordonnées «, B
soit cormnmun aux courbes affines planes d'équations respectives

P(x,y) =0 et yu—ng=0.
L'intersection de ces courbes contient donc au moins autant de points distincts

que de conjugués distincts de a sur L({), or

. DL
[L(@ ¢) : L(0) ]2 ——U—éLdQ(Q

D'autre part, ces deux courbes sont de degré projectif
0= m+tn et T<u+ |v|
respectivement. D'apres le théoréme de Bezout, elles auront une composante

commune 8i l'on a :

(7N o1 cL dQ(g) < p(1) (et ®{(¢)> m 6L) .

Or par la proposition 1, on peut choisir u et v tels que :

nd

L
atfvl<3—=
4, (O

T .

. . s AY P
Enfin, pour tout €>0, on sait que Lim _&(_E = +®, Prenons ici ¢ =1/4, on
V@ Yy
a alors

(8) )= ¢ ,

pour { assez grand ; plus précisément, un calcul direct montre que 1'inégalité
(8) est assurée pour £>180 . D'ou les inégalités (7) assurées pour

2
L1/4 = 36Ln(m+n) (et £> 180) ou encore lorsque
9) 1> 81 62 nt(min)?

Sous cette condition, quitte & remplacer X par l/X, nous pouvons supposer
que P(X,Y) et QXV- Y" ont sur € un facteur commun irréductible avec v=0 .

Mais si w = (u, V), QXV— v¥ = LV | {8 Xv/w_ Yu/w) est une décomposition en
=¢
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UNE CONJECTURE DE SERGE LANG

facteurs irréductibles sur T ; P(X,Y) admet donc un facteur irréductible de la

forme requise.

3) Supposons DK(Q) borné. - Soit d0 un entier majorant de DK(G) .
Pour tout a¢ @, il existe w , racine M(x)-itme de l'unité telle que
[(Kwa): K]= d0 d'ont
= d
M((,UG.) dO WK( O) s
d'apres le lemme 1. Il existe donc une constante m = ne dépendant que de dO et

m
de K telle que pour tout aeC on ait gacc O¢ K pour une racine de 1'unité ga.

m

. : . : o
Envisageons l'extension K( les racines mo—l‘emes de gaa sont dans

m);

o]

(K )} et par suite, pour alléger les notations, nous prendrons K(m 3 pour
o

(m,)
corps K et supposerons donc que @ satisfait a
Cc KU
Soit B telque P(a,B)=0 avec a=Ca, acld, acK, (cU. Soit ¢
un entier multiple de M{B) de telle sorte que (’,L= 1. Ona ELz b1 ¢ K et com-

me Pa,Y)#£0

[K(w,.8) : K(w)] < [K(C, ) s K(O1Sny

ol w, désigne une racine primitive 4-ieme de l'unité (et ng # 0 égal au degré

de P(X,Y) en la variable Y ). Supposons démontré le

LEMME 4. - Soit L une extension de type fini de @ . Il existe une constante

# = #(L) , ne dépendant que de L , telle que pour tout a¢ L, non racine de l'unité

et tout m, m' entiers non nuls, on ait :

b @M =2 = D

. (a,m)> s ,

L{w )

mm'

ou w o est une racine primitive mm'-i¢me de 1'unité et p(s)=p.p.c. m.{l,.,s}.

199



P. LIARDET

Supposons § non racine de l'unité et posons € = p(nY)}t . Alors,
c

d'apres le lemme 4, D (b1 1, 1) <2un ; il existe donc un entier r tel que

c K
c
[K(wz B 1):K] = DK(bll’ £) d'our (lemme 1) :

rcl
M(w, 8 Ve

c,c
= 2 i i =
a\c/ec <, p(2n) wK( #n) , ce qui assure B c KU et par suite pour Cy =€,
® °c KU d'ou :
aQu® c K U
(¢ )
o
it 1 du théore 3 = = , &6 =
Soit C la constante du théoreme en posant m nx, n nY L éK

(c,)

D'apres 1) nous pouvons supposer dK(O) non borné. Choisissons a €@, Be¢®
tels que P(a,B) =0, a=Ca', B=(b', a' et b' dans K( X C'eU et (

c

o
racine primitive q-ieme de l'unité avec q=2 C . D'apres le théoréme 3 et compte

tenu du fait que @ et ® sont infinis, il existe a, b éléments de T et des entiers

non nuls u, v tels que P(axu , bxv) = 0.

Démonstration du lemme 4 : Remarquons que si E est une extension finie de L,

D_ (a,m), pour tout ag€ L . Il sera utile dans la démons-

1
> ————
on a DE(a,m)_ (517 °L

2 PP N
tration de supposer i (i = -1) dans L ; la constante x(L) sera définie aprés cet-

te adjonction. Nous démontrerons donc le lemme en supposant que L contienne ce

(aD(S)K

nombre algébrique, avec la condition DL ,m)= ¥ au lieu de

DL(ap(s)K , m) 2 2n . La démonstration repose essentiellement sur la théorie des

extensions Kummeriennes ([1], ch. IIT).

T

Posons = | | p P ou Tp= 0 si L ne contient pas de racine p-iéme

p premier T
de 1'unité et 'L'p= T+l si L contient les racines p -iemes de l'unité mais pas

T+1 e
les racines p -iemes. Notons que TP est nul sauf pour un nombre fini de

premier p.
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. m_ 1 . _
Soit 8 telque B a ; l'extension L(u)mm,, 6)/L(wmm|) est Kum

merienne ; si nous supposons son degré sur L(wmm') inférieur 2 =, i.e. si
DL(UJ |)(a, m)=s , alors BD(S)E L(wmm')' On a ainsi (Bp(s)n)m = ap(s)x .
mm

Nous poserons désormais

a =aPlE

1

ce qui donne

m

m
ol 4/ a; désigne une quelconque racine m-ieme de a,

Envisageons maintenant le groupe
Y= {yeL, 3uveZ,uf0, y =a"},
et notons WU(L) le groupe des racines de 1'unité de L . Il est clair que U(L)c ¥

et que ¥/ V(L) estcyclique infini. Soit € un générateur de ¥ modulo U(L).

Alors
nl
1
a=(e¢ avec Ce U(L),
. % . . * ™
mais { =1, il existe donc nle Z. tel que a, = 3 . Posons :
n, /r
r ={(m,n) et a =¢ 1"m
m ! o

De (m/rm R nl/rm) =1, on déduit :

(resp. si 4|11"n_) , alors

m m

(*) si p premier impair tel que p| 1
— r

4

aoé LP (resp. aog’ -4L (=L4)).

D'apres un théoreme classique, (%) assure

(%) si uIr& , Xu-aO est irréductible sur L .
m/r m r
. m m m
Si vy =a ,alors y =(a) =a, , ona donc :
o o 1
m
= : =
(10) =L L) 2D () m)
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Par ailleurs L(y) < L<wmm') ; l'extension L(Y)/L est donc abélienne ; L(¥y)
m/rm
contient alors toutes les racines de X ~a = 0 et par suite contient les

m . ez .
r—-lémes racines de 1'unité. Soit no 1'ordre de U(L), ona no]n et %o%n .
m

m
i > >
Si DL(al,m)_K , alors par (10), 2 et wm/r ¢ L .
m m
m/pr
. - m m . s
Soit p premier tel que p]'r—— Y est une racine p-iéme de
m m/pr

a s mais Xp-ao est irréductible sur L, donc [L(y m):L] =p; llex-

m/prm
tension L(y )/L est cyclique et L contient les racines p-idmes de l'unité.

Les diviseurs premiers de m/rm sont donc diviseurs de x d'ou l'existence

s : t ...
d'un ptemier p et d'un entier t= Tp tels que 'L'p.;éO et p divise m/rm

. t+1 m i s £os
exactement (i.e. p /rm/rm) lorsque — 2 x . On met ainsi en évidence une
“m
t tour d'extensions de trois corps dis-
m/p’r_)
L{y " m/p ‘m
tincts L, L(w t) L(y ), la plus
P t
grande étant de degré p sur L.
L
(wpt) D'autre part, pour 1= t1 =t , les ex-

tensions L{w tl)/L(thl) sont Kum -
L P P

meriennes donc de degré 1 ou p {car
P Ppremier) ; on peut ainsi, en élevant

w , a une puissance convenable, trouver t'= Tp tel que L{uw t‘) soit cyclique

t
P m/pr P
de degré p sur L. Mais L(y ) étant une extension Kummerienne de
m/p r
L(w t) , une puissance P -ie¢me de Y est dans L{w ;) sans &tre ici dans
P m/lr_);rm
L d'apres ce qui précede. Il en résulte aussitét que L(y ) € L(w t) . Par

P

ailléurs, L contenant i, que p soit premier pair ou impair, l'extension
L(w t)/L est cyclique ; les sous-groupes d'un groupe cyclique étant caractérisés
P

m/pr
par leurs ordres, Ly m) et L(w t') sont corps invariants d'un méme sous -

groupe de Gal(L(w t)/L) et donc
p
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P
L(JVa )= L{w ,,)
P

D'apres la théorie de Kummer, il existe c¢ L et un entier r (premier 2 p)

tels que
- P br
a =c (w )
P
En particulier ce 8 . Soit ¢ = (;e)‘ avec (e U(L), \e Z". On obtient ainsi :
n,/r . .
a - im _ gPA donc p I nl/rm , mais pfm/rm , ce qui est absurde.

[e]

. 87 >
Nous obtenons ainsi, compte tenu de (10), [L(wmm, 8): L m'):] s lorsque

“m
DL(a1 ,m) 2 %

4) Supposons DK(Q) non borné. - Rappelons que nous avons supposé
Pla,Y)#0 et P(X,B) #0 pour tous les o€l et Be® . D'apres 2) et 3) nous
pouvons aussi supposer que QU® ne contienne pas de racines de l'unité. Soit E
le corps obtenu en adjoignant 2 K une racine primitive M(a) M(g)-itme de
1'unité lorsque 0c@, Be ® et Pla,B)=0. Soit H=E(@)NE(R) et d =[H:E].
Par la théorie de Kummer, les extensions E(a) , E(§) et H sont cycliques sur

1 N P :
E(a, B) E . D'apreés la théorie de Galois

E tH]=v = e E : =u =n
E(a)/\ [E(@):H]= v Sn, et [E(§):H]=u Sn,
E(p)

\\ / En outre on a :

H o’ zaeE , Bt:b'eE

E(YZ) . E(8) = E(VB) en

)
-
53]
Q
~
I

posant s=[E(a):E] et t=[E(R):E] .
E Alors E(SA/a'VO) et E(At/b'uo) sont de

degré d = s/vo= t/uo sur E ; ces extensions se confondent donc avec H et
H=E(Ja") = E(J/b")

Par la théorie de Kummer, il existe c¢E et r entier tels que a' =cdb‘r .
vd ud

Mais a'=a , b'=38 © , d'ou l'existence d'un Y'¢ T(E) et d'un entier
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w e {0,1,...,t] tels que
v
(1 «®=yg"
Notons que Bte E . Donnons nous maintenant un entier N, 0 <N= du0 . En
procédant comme dans 2) prop. 1,b), on détermine un entier pe{l,...,N} et

un entier Vg Z tels que (11) donne
MV, v
a = Y8
duo
avec YeT(E), et |v|< vl Choisissons N = [/d], (a,8) est donc un point

sur la courbe d'équation

avec u#0 si d>1 et

vyeT(E), 0<v5voﬁ, |u|<2uo,\/d .

Par conjugaison sur E on obtient ainsi plus de d points communs aux courbes
d'équations P(x,y) =0 et x’ - qu =0. Si d> (nX+ nY) (2u0+ vo) Jd , notam-
ment si

4
> = +
d=d 4(nX nY)

c s - 5 v u
Les deux courbes projectives associées 2 P(x,y) =0 et x -yy =0 (non néces-
sairement irréductibles) ont une composante commune d'apres le théoreme de
Bezout, ce qui assure la conclusion du théoréme 1 s'il existe a €@ réalisant

d=d_; pour cela, il suffit de prendre a ¢ @ tel que [E(a):E]l=Zn_n,d =s .
o Y X o o
p(s IM(a)n

D'apres le lemme 4, cette inégalité est assurée pour D_.(a ,M(a))z2x.

K
Si nous supposons un tel choix impossible, alors ona (lemme 4) :

S
a e KU , pour s, =% p(so) p(2n)

En raisonnant sur les 8 comme sur les a on obtient :

gUBcK U,
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mais le théoréme 1 est déja démontré dans ce cas par le théoréme 3.
C. Q. F.D.

II. - APPLICATIONS

1) Nous pouvons exprimer le théoréme 1 sous une forme plus générale,

par exemple

TH]::JOR]%ME 4. - Soit 1"0 un sous -groupe de type fini de C* et T' définit com-

me dans le théoréme 1. Soit €& une courbe irréductible dans l'espace affine

An(d:) , de corps de définition 1. . Supposons que pour un systéme donné de co-

n NPT X N
ordonnées de A~ , C admette une infinité de points 2 coordonnées dans T .

Alors C estde genre zéro et de plus admet un point générique sur L de la for-
r r
me {a,t ,..., ant )}, pour des entiers rationnels r, et des a.€ T.

En effet, soit dans le systéme donné de coordonnées, (x ,xn) un

1

point générique de C sur L . Sans nuire a la généralité, on peut supposer %)
transcendant sur L et les autres x, sont alors racines de polyndmes irréduc-

tibles sur L(xl) . D'apres le théoréme 1, chaque x, vérifie une relation du type

h, m,
x11= ax, t » avec m, # 0 . On peut alors choisir une quantité t telle que pour
tout ig {1,... ,n}
i
x. = o t s
i i
pour des entiers . (que 1'on peut prendre premiers entre eux, d'ou tg¢ E(Xl’ ...,xn)

pour une extension algébrique finie E de L) et des o dans T .

Nous pouvons également énoncer, en suivant S. Lang [4] le
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THEOREME 4 bis. - Soit A une variété en groupe en caractéristique 0, iso-

morphe & un produit de groupes multiplicatifs. Soit TO un sous -groupe de A

de type fini et T le sous-groupe des points x¢€ A tels qu'il exigte un entier

n#0 tel que xne 1"0 . Soit V une _courbe algébrique irréductible dans A et

supposons l'intersection de V avec I' infinie. Alors V est une translation d'une

sous-variété en groupe de A .

2) La démonstration du théoréme 1 suggere de généraliser le théoreme 3.

Avec les notations de I) montrons le

THEOREME 5. - Soit K un sous ~corps de € de type fini sur @ . Notons QK

le sous -groupe de C¥ des nombres complexes dont une puissance entidre non

nulle est dans K* , et soient m,n des entiers > 0. Il existe une constante ef-

fective B(m,n,K) = B ne dépendant que de m,n et K, telle que pour tout poly-

ndme P(X,Y) 2 coefficients dans K, de degré m en X, n en Y, si

u v
P(a,B) =0 avec a et g dans Qp et M(a)= B , alors Pax , bx ) EXO pour
des entiers u, v, u # 0 et des éléments a, b de QK
Démonstration : Soient o et B dans QK tels que P(a,Y)#0 et Pla,B) =0.
Si P(X,B8) = 0 le théoreéme est démontré ; nous écartons donc ce cas.

M(a)

ot BM(B) '

Notons FO le sous-groupe de K* engendré par a
T'(K) est de rang au plus 2 . Avec les notations de I), pour tout entier gq=21,

dlapres la définition de K( on a

q)

(12) [K(q) :
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Posons E = K(u)M( D'apres I-4), si [E{a) : E] ou

).
a)M(g)
[E(B) : E] = 4mn (nn+n)4 , les conclusions du théoreme sont assurées. Supposons

donc

[E(@) : E]I=S 4~n1n(rn+n)4 =8 et [E(R):E]= 5,

Si g ou Be U, I-3) donne [a,B]CK(C )U ,

(o]

Si o et £ U, I1-4) in fine donne {a,B}CK(S )U ;
1

les constantes <, et s, ne dépendant que de m,n et K.

Comme K et K sont des sous-corps de K s osons
€) (s,) P (s’ P
o 1 ol
c3 = Co s1 et L = K(c 3 on obtient
3
{a,plc LU
M, (o)
D'autre part on a immédiatement ML(a) M(a )= M(a) ol ML((X,) est le plus

petit entier N tel que o,Ng L . Le lemme 1 donne

M_ (o)
M(a L

1< [L:K] wK([L:K]).
Si on suppose

M{a) 2 C(m, n, 6L) [L:K] wK([L:K])

ot C(m,n, éL) est la constante du théoreéme 3, ce dernier théoreéme assure les
conclusions du théoreme a montrer. Il reste donc & majorer convenablement
[L:K] (puisque éL = GK [L : K]) par une constante ne dépendant que de m, n

et K, ce qui est fait par (12).

3) Quelques courbes & points algébriques particuliers

Pour tout S(X)e L{X], notons £_ l'ensemble des nombres complexes

S

z tels que S(z)e U . Notons également I l'ensemble des entiers algébriques
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g dont tous les conjugués sur @ , § compris, sont réels et de module au plus 2
(entiers de Kronecker). I-2) permet de décrire les courbes algébriques qui ad-
mettent, en nombre suffisant, des points & coordonnées dans des ensembles tels
que £ ou ¥ . Enoncons deux propositions a ce sujet :

S

PROPOSITION 2. - Soient K un sous-corps de T de type fini sur @, S et T

des polyndmes non constants & coefficients dangs K , de degré au plus d et soit

C une courbe algébrique plane de degré ¢ définie sur K . Supposons que dans

un systdme donné de coordonnées, C admette un point (a,p) tel que

>

ac £ B € £T et dK(a) > 81d oéK)S . Alors C admet une composante com-

s’

mune avec la courbe d'équation

[T(n1¥ - ¢lsx)1" =0,

ou u et v sontdes entiers, v>0 et (€U.

La démonstration repose sur la proposition 1 et le raisonnement fait

dans la démonstration du théoréme 3.

PROFOSITION 3. - Soit & une courbe algébrique plane en caractéristique zéro,

de degré o , irréductible et de corps de définition L . Supposons que dans un

2
systeme donné de coordonnées, C admette un point (a,p) c I tel que

dL(a)Z 81 (30 éL)S . Alors, il existe des entiers u,v (v>0) etune racine de

1'unité  tels que (tv+ 1/1:v . wthl /wtu) soit un point générique de C sur L.

En effet, d'apres un théoréme de Kronecker, les éléments de T sont
de la forme ( +1/( ou ( estune racine de l'unité. Si F(x,y) = 0 est une

équation irréductible de C dans le systéme donné de coordonnées, la proposition 3
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résulte du théoreme 3 appliqué au polynSme

P(X,Y) =X Y FP(X+1 /X, Y+1/Y)

avec des entiers convenables m et n . En effet, nous pouvons écarter le cas
banal o C est une droite d'équation y = g ; si dL(cc)> 1, on peutalors sup-
poser F de degrénonnulen x et y, et P de degré au plus 30. Remarquons
maintenant que dans le théoreme 3 le terme (m+n) dans la constante C provient
d'une majoration du degré du polyndme. D'autre part, si a = (+1/{ avec

C €U d'ordre £, ona ¢ >dL(a) , d'ou notre assertion.

Ainsi, toute courbe algébrique plane réelle qui admet suffisamment de

2
points dans ¥ , est une courbe de Lissajoux.
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