Asterisque

HELMUT KOCH

B.B. VENKOV

Uber den p-klassenkérperturm eines imaginér-
quadratischen zahlkorpers

Astérisque, tome 24-25 (1975), p. 57-67
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1975__ 24-25_ 57 _0>

© Société mathématique de France, 1975, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1975__24-25__57_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Société Mathématique de France
Astérisque 24-25 (1975)

UBER DEN p-KLASSENKORPERTURM EINES
IMAGINAR -QUADRATISCHEN ZAHLKORPERS

von

Helmut KOCH und B.B. VENKOV

Sei k ein imagindr-quadratischer Zahlkérper, p eine von 2 verschie-
dene Primzahl und K die maximale unverzweigte p-Erweiterung von k. Im fol-
genden interessieren wir uns fiir die Struktur der Galoisschen Gruppe G von
K/k als Pro-p-Gruppe. Dabei gehen wir von bekannten arithmetischen Sidtzen
iiber die Struktur von G aus. Die hier durchgefiihrte Untersuchung ist rein grup-

pentheoretischer Natur.

Insbesondere interessieren wir uns flir den Fall, dag G endlich ist, d. h.

dagder Klassenkdrperturm K/k nach endlich vielen Schritten abbricht.

Bezliglich der verwendeten gruppentheoretischen Bezeichnungen und
Rechenregeln, insbesondere iiber hdhere Kommutatoren, verweisen wir auf [1],

Kapitel 10, und [3], § 7.

1. - NachI.R. Schafarewitsch (siehe [3]) ist G eine Pro-p-Gruppe, deren Erzeu-
gendenrang d gleich dem Relationenrang gleich dem Rang der p-Klassengruppe

von k ist. Auf G operiert der Automorphismus o, der jedes Element von k in
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sein konjugiert-komplexes ilberfiihrt. ¢ hat die Ordnung 2 . Aus der Klassen-
kérpertheorie ist bekannt, da ¢ auf G/[G,G], d.h. auf der p-Klassengruppe,
durch Ubergang zum Reziproken operiert. Wir bezeichnen eine endlich erzeugte

Pro-p-Gruppe G mit den folgenden drei Eigenschaften als Schursche o -Gruppe :

1) Der Erzeugendenrang ist gleich dem Relationenrang
2) G/[G,G] ist endlich

3) Auf G operiert ein Automorphismus ¢ der Ordnung 2, der auf

G/[G,G] den Ubergang zum Reziproken erzeugt.

Wir interessieren uns im folgenden fir die Struktur der Schurschen o -

Gruppen.

(n)

2. - Fur eine beliebige Pro-p-Gruppe H bezeichnet H das n-te Glied der

absteigenden Zentralreihe.

Sei 1— R — F — G + 1 eine Reprdsentation von G

durch die freie Pro-p-Gruppe F mit den Erzeugenden s 284 und dem Rela -

[

,r,. Wir setzen 0 zu einem Auto-

tionenmodul R mit den Erzeugenden r a

1

morphismus von F fort, der ebenfalls mit o bezeichnet wird.

Die in 1. aufgezdhlte Information Uber G 148t sich folgendermaBen aus-

dricken :

Die Erzeugenden s_,...,s . konnen so gewdhlt werden, dag fir i=1,...,d

1 d

q.
2
(1) riEsi1 mod F()

und
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(2) s = si_l mod R F(Z)

3) s

si mod R

gilt, wobei q; eine durch p teilbare p-Potenz ist.

(4) R ist invariant bei ¢
3. - LEMMA 1. - Bei passender Wahl der Erzeugenden Spr-ee 28y gilt
o -1 .. .
siEsi mod R fiir i=1,...,d.
i
Beweis : s’i = s;‘g si’bo unterscheidet sich von si nur um ein Element aus RF(Z) ,
und es wird
-1 1 _ig. -1 -
s 9= s‘%os.ﬁz(s?s.io) = s! ! mod R .
i i i i7i i
Daher ist {s‘i, i=1,...,d} ein Erzeugendensystem von F mit den

gewiinschten Eigenschaften.

LEMMA 2. - Bei passender Fortsetzung von o auf F gilt 02= 1 und
(n+1) (n)

o (-1)n
h  =h mod F fir heF

Beweis : Die erste Behauptung ist klar wegen Lemma 1 : Bei passender Wahl der

.. . g . .
Erzeugenden kénnen wir s, = s, setzen. Zum Beweis der zweiten Behauptung

bemerken wir, dag F(n) mod F(n+l) von den Elementen der Form (si s si )
1 n
erzeugt wird, wobei lSide fir k=1,...,n ist. Weiter ist
-1 -1 n
(s. v...ns. )%= (s, »...,8. )=(s. ,...,s, )( b d F(nH) .
i i i i i
1 n 1 n 1 n
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()

Im folgenden setzen wir immer 02: 1 und %= h_lr'nod F fir he¢ F voraus.

r . einer Schurschen o -Gruppe

SATZ 1. - Die erzeugenden Relationen T Ty

konnen stets so gewdhlt werden, da8

-0

gilt, wobei pi ein Element von F mit

34q; 2
p.=s. ' modF() (5)
i i
ist.
Seien andererseits G i=1,...,d beliebige Elemente von F mit (5).
Dann geniigt der von {ri = pi pi—gc | i=1,...,d} erzeugte Relationenmodul R den
Bedingungen (1), (4) und F/R ist eine Schursche 0-Gruppe. Genauer gilt
o -1
roo= T . (6)
Beweis : Sei {rl, cees rd} ein erzeugendes Relationensystem, das den Bedingun-
i .1
gen (1), (4) geniigt. r'i= ri? s 29 unterscheidet sich von r; nur um ein Element

aus F(Z) = [F,F].

{ri , rir'i'1| i=1,..,d}

ist ein nichtminimales erzeugendes Relationensystem, aus dem gewisse d Rela-

tionen weggelassen werden diirfen. Eine Relation der Form r'i » kann nicht weg-

gelassen werden, da G/[G,G] endlich ist. Daher ist {r'i |i=1,...,d4} erzeu-
1

gendes Relationensystem, das mit CH rf den Bedingungen des ersten Teils von

Satz 1 geniigt. Der zweite Teil ist offensichtlich.
Sei {Fll i=1,2,...} die Zassenhaus-Filtrierung (siehe [3], § 7) von F
Das Relationensystem {ri |i=1,...,d} werde minimal beziiglich der

Zassenhaus -Filtrierung folgendermagen gewdhlt : Wir konstruieren induktiv
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Teilrel ationensysteme Rn , n=1,2,..., und setzen dann
)
{rilizl,... ,d} =n:1 Rn
Sei R1 = ¢ . Wenn Rn—l schon konstruiert ist, setzen wir

(n) (n)
RN 1,
n

wobei die r(r,l) , T (n) zusammen mit den Elementen aus R mod F ein
1 a n-1 n+l
n

minimales Erzeugendensystem von RF /Fn+1 als Normalteiler von F/Fn

n+l +1

bilden. Die natiirlichen Zahlen a, sind dann Invarianten von G (siehe hierzu [2]).

Offenbar gilt

SATZ 2. - Die Invarianten a einer Schurschen 0 -Gruppe kdnnen nur fiir unge-

rades n von 0 verschieden sein.

Bemerkung : Wir erinnern daran, dag wir grundsdtzlich p # 2 voraussetzen.

Fir p<n besagt Satz 2, dag die Relationen r.€ Fn , rié Fn abgesehen von

+1
p-ten Potenzen mit Kommutatoren von ungeradem Gewicht n beginnen :

r € Fm) gp r é Ft) pp

Beweis von Satz 2.: Wie man leicht sieht, kann man ein Relationensystem gleich-

zeitig minimal beziiglich der Zassenhaus-Filtrierung und mit der Eigenschaft (6)
wéahlehn.

Fn wird mod Fn von den Elementen der Form

+1
A
(si e 8y )p mit kp)\= n
1 k
erzeugt. Daher gilt bei p # 2
n
2Ozt

mod F fir heF
n+l n
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Fir gerades n wird also

und wegen (6)

Beweis : Nach [3], Satz 7.2. wire fir d=3 und RCF

3
3
d>-§—.222—d-22.
3 3
3
Fur dZZ,RCF5 wdare
2> 4 49 10242 10
2> 5 4 =75 Moo - T
5 10

Nach [3], Satz 7.20, widre im Falle a; =ag = 1.

®(t) = 1-2t + t3+t9>0 fir 0<t<1.

Jedoch wird ¢ (0,7)< 0 .

Daraus folgt die Behauptung. (Tatsidchlich sind schon die Pro-p-Gruppen

mit zwei Erzeugenden und zwei Relationen vom Typ az=ag = 1 unendlich).

4. - In Ergidnzung zu Satz 1 beweisen wir den folgenden Fortsetzungssatz fir

Relationen.

SATZ 3. - Sei reF mit

Fir ungerade n gilt dann
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-1 +1
(7 (rx)oE (rx) mod F(n ) fir alle x¢ F(n).
. . (n+1) . (n) .
Fir gerades n gibt es mod F genau ein x¢F mit
- +1
(8) (rx)O = (rx) ! mod F(n )
- +1
Beweis : Sei = ly mod F(n ), ye F(n). Fir ungerades n wird
02 -1 o -1 -1 -1 -2 (n+1)
r=r =(r y)=(r'y) y =ry mod F
+
und daher yé€ F(n b .
-1 - -1 +1
Weiter gilt (rx)OE r 1x b (r %) mod F(n )
B (n) .
ir gerades n und x¢ F wird
(rx)(7 = r_lyx = (rx)_lyx2 mod F(n+l)

(n+1)

(8) ist daher genau dann erfiillt, wenn x = y_% mod F gesetzt wird.

5. - In diesem Abschnitt geben wir zwei Beispiele, die das vorhergehende illus-
trieren.
9 %1 B)
Beispiel. - Sei r =8 (Sl’ S, sl) (sl, Sy SZ) » Qs Blé Zp
q a B
2 2 2
r, s, (sl, Sy sl) (sl, S, SZ) v Gy ByE Zp

-1
9,9, +Bz # 0 (mod p), OLIBZ-O.ZBI #0 (mod p) .

Dann ist G = F/(rl, rz) eine endliche Schursche ¢-Gruppe vom Typ

ag = 2 mit G(4

)o oy,
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Beweis : Offenbar ist

1
r, = r, mod F

) ; , i=1,2. (9)

Wir setzen zur Abklrzung

(sppsposps))=hy s (sphsyusyns)) =hy s (s),8,08,,8,) = hy
Dann wird

a
- 1 ® _. 2
(rl,sl) —h1 hZ (mod F7), (rz,sz)-h h

-1 -
99 9 %9 999 B9, ( 9 )haz hsz
(r):s5) 2 3 S2 081!

erhdlt man insgesamt

-1 -
a, B a, B a, a.9,9. +8, B .q,q
1. F1 2. "2 2. 12t 2 P12t (5)
hy "hy =1,h,"h,"=1,h "h, hy =1 (mod RF /).
Die Determinante
a, B, 0
0 = ( !
o 82 = (a8, -8,%))@9,9; +8,)
_1+ -
Gy %99 T8y B9y9,
ist nach Voraussetzung # 0 (mod p). Daher folgt
_ _ _ (5)
hy=h, =h, =1 (mod RF'’), d h.
r® e g O (10)
Aus (10) folgt
+
o g ) sy
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und daher
F(4) SR. (1)
(11) ist gleichbedeutend mit G(4) ={1}. Da G/G(4) offenbar endlich ist, folgt,

dag G endlich ist. G ist Schursche o -Gruppe wegen (9) und (11) .
Wir wollen jetzt zeigen, dag Schursche o -Gruppen vom Typ az= 1,

=1, a_=1 unendlich sein kénnen. Dazu

=1 und daher erst recht vom Typ ay 7

5
bedienen wir uns der Methode von Golod-Schafarewitsch. Wir miissen von der Zas-
senhaus -Filtrierung zu allgemeineren Filtrierungen iibergehen, die von Lazard [4]
untersucht wurden und daher im folgenden als Lazard-Filtrierungen bezeichnet
werden :

Der vervollstindigte Gruppenring Fp[[F]] der freien Pro-p-Gruppe F

mit den Erzeugenden s s . Uber den Korper Fp mit p Elementen ist iso-

17 8g

morph zum nichtkommutativen Potenzreihenring Fp [[xl, e xd]] in den Unbes -

timmten x ,...,x

1 a4 Der Isomorphismus ist gegeben durch die Zuordnung

si-————o l+xi fir i=1,...,d

Im folgenden identifizieren wir Fp[[F]:l mit Fp[[xl i xd]] . In Fp[[xl eeis xd:l]
fihren wir ein Bewertung Vv ein, indem wir fir v(xi) beliebige positive ganze

Zahlen Ti nehmen. Filr eine beliebige Potenzreihe
P(x ,xd)=2 a; o F e X setzen wir

! k 1 k

.,xd)):min[ 1E<\)(x.)la., . £ 0}
A<l i i

Als Lazard-Filtrierung von Typ T, ,...,T

) bezeichnen wir dann die Filtrierung

1
17 Ae N} von F , die durch

(

F M {heF |v(h-1)= 1}

gegeben ist
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Sei G eine Pro-p-Gruppe, die durch die Reprdsentationen

l— R—— F— G — 1

gegeben ist, wobei R von den Relationen Tiaeeen Ty erzugt werde. Wir definieren

dk als Anzahl der Erzeugenden s; mit \)(si—l) =k und bk als Anzahl der Rela-

tionen r, mit \)(ri—l) = k. Dann gilt

SATZ 4. - Sei G endlich. Dann ist

$(O =14 (b -d)t+ (by- ) ... >0

2

fir O<t<1.

Der Beweis von Satz 4 ist vollstdnding analog zum Beweis von Satz 7.20

in [3] ) .

Beispiel 2. - Sei R = (rl’ rz) ,

(s-l, S—l —l)-l <P

_.P
rp=sy(syesyes) (s s, s, 1

1
_ P -1 -1 -1 -1 -1.-1 p
Ty sy (syrsprsssy)sy usy us sy usy ) s,
Dann ist G = F/R eine Schursche o -Gruppe vom Typ ay = 1, ag = 1, die fir

genligend graBes p unendlich ist.

Beweis : Wegen Satz 1 ist G eine Schursche o0-Gruppe. Man rechnet leicht nach,

dag r Fé nicht in (rl) F‘6/F6 enthalten ist (hier bezeichnet (rl) den von r

2 1

=1, a_=1. Weiter

erzeugten Normalteiler von F ). Daher ist G vom Typ ag 5

wenden wir Satz 4 an und setzen dazu \1(sl =1, \)(sz—l) = 7. Dann gehdrt

(*) Satz 4 wurde unabhidngig und bereits friher von I. V. Andojskij bewiesen.
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bei p= 1427 zu G das Polynom @(t) =1-t -t+t +

p—KLASSENKéRPERTURM

142 T 3
te t +2T. Wir wollen

zeigen, dag dieses Polynom fir genlgend groBes T negativ wird. Dazu setzen
g aB y g g g

wir

Dann wird

[1] M.
[2] H.
(3] H.
[4] M.

1 1.7 1. 1+27 1.3+27T
e(t)=2-0-7)+0-7) +(1-7) =4
-1 -2
lim §(t) = -e +2e¢ <0 , q.e.d
T4
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