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J-M. LEMAIRE

SUR LE TYPE D'HOMOTOPIE RATIONNELLE DES ESPACES

DE GANEA

PAR

JEAN-MICHEL LEMAIRE

1. INTRODUCTION.

Soit X un espace simplement connexe, pointé, ayant le type d'homotopie d'un
CW-complexe de type fini. Rappelons la définition de Ganéa de la catégorie de Lus-

ternik Schnirelmann d'un espace : soit
Pn

F(N) —=— X(n) —— X
la suite de fibrations définie par récurrence comme suit : po est la fibration de
1l'espace des chemins

p

QX —— EX —o X

et si p, est définie pour n 2 0, soit

N
er-l : X(n) U CF(n) —=— X
1'extension de pn au céne de 1l'inclusion de la fibre qui envoie ce cdne sur le
point de base. Alors P s'obtient en convertissant ;;+1 en une fibration par la
méthode habituelle.

On a les résultats suivants ( [4] , ES] )

PROPOSITION 1.1. a) la fibre F(n) de p, a le type d'homotopie du joint itéré n-fois

OX % QX %...x0x = xF (D

b) on a un carré homotopiquement cartésien :

P
X (n) _— X
A
'rlx SN xn+l
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SUR LES ESPACES DE GANEA

1 + . ,
ou Tnx est le sous-espace de xn 1 formé des (n+l)-uples dont une coordonnée au

moins égale au point de base.

PROPOSITION 1.2. cat X < n & pn admet une section

Cette approche de cat X se laisse "localiser" a tout ensemble de nombres pre-

miers (cf [12] );en particulier on peut définir
cat X = cat X
o o

ou x0 désigne le type d'homotopie de X localisé a tous les nombres premiers. Il
est clair que catox est un invariant du type d'homotopie rationnelle de X et que

cat X < cat X.
o

Etant donné que l'homotopie rationnelle simplement connexe admet une traduc-
tion fidéle en termes d'algébres différentielles graduées (ADGC) ou d'algébres
de Lie différentielles graduées (LDG), il doit donc &tre possible de définir -

et méme de calculer ! - le nombre catox en termes d'ADGC ou de LDG.

Ce programme a été rempli pour les ADGC par Y. Félix et S. Halperin [2] .

L'un des résultats fondamentaux de leur travail est le suivant :

PROPOSITION 1.3. a) Soit,ﬂ& = (Av,d) le modéle minimal de Sullivan (ADGC) de
1'espace X, et soit X[n] 1'espace - ou plutdt le type d'homotopie rationnelle -

dont le modéle est quasi-isomorphe a
n+l
M Ixfx
\Vzn+l L 5 s . v ias ' .
ou X désigne la (n+l)-ieme puissance de 1'idéal d'augmentation deuﬂ&. Pour

tout n > O, il existe un bouquet de sphéres S[n] et une équivalence d'homotopie

rationnelle
X(u) ~ X[n] v s[n] .

b) Le morphisme d'ADGC (unique & homotopie preés)
L}
Pn
X x[n]

. s . st A s . s
qui releve le quotlent.A& -*Jﬂ&&ﬁ; 1 admet une rétraction si et seulement si

cat X < n.
o)

L'objét de cette note est de montrer qu'en général on peut encore extraire
un bouquet de sphéres "parasites" du type d'homotopie rationnelle de X [n] ; ce
faisant, nous formulerons une interprétation de catox dans le cadre des algébres

de Lie graduées.
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2. Le cas n< 2.

Nous traitons ce cas a part, car le point de vue des LDG permet de donner une
autre démonstration de 1.3 dans ce cas.
Le cas n=0 est trivial. Pour n=1l, on a : X(1l) = IQX

et 1 est 1'évaluation INX — X.

Rationnellement, la suspension INX a le type d'homotopie d'un bouquet de sphéres
ce bouquet est déterminé par son homologie réduite ﬁ*(ZQX) = s ﬁ;(ﬂx).

Rappelons que T(X) = ﬂ*(QX) ® Q est une algébre de Lie graduée pour le produit
de Samelson, et que H*(QX) est l'algébre enveloppante de T(X) d'apreés Milnor

et Moore [7] . Posant pour abréger m= m(X), il vient donc
H*(X(l)) =s Um

D'autre partv%& = (Av,d), V s'identifie a Hom(ﬂ*(x),Q) = Hom (sT, Q)
et,4§ [i]N¢%§A%§ = Q® Vol Q® V est muni du produit trivial (V.v=0) et de la
différentielle nulle.
Ainsi X [1] est un bouquet de sphéres et ﬁ*(X [1]) =s
de sorte que la différence entre X [1] et X(1) est mesurée par un supplémentaire

de l'algébre de Lie T dans son algébre enveloppante.
Pour n=2, rappelons que X(2) est le cdne de 1l'inclusion de la fibre de Py
QX x QX v F(l) —— L{X

(qui est homotope & l'application de Hopf pour le H-espace §iX). Notons que la
suite exacte d'homotopie de la fibration fournit la suite exacte courte d'algébres

de Lie

(2.1) o T(RX * OX) T(EQRX) =—=— TT(X) — O

car ﬂ(pl) est surjective : pour le voir, il suffit de remarquer que
Qpl : QIOX —— X
admet une section, & savoir 1l'adjointe de l'identité uﬂx = X —=— QL(0X) de

sorte que le morphisme d'algébres de Hopf
: — H_ (X
H*(Qpl) H*(QZX) *( )
est surjectif. De plus, les algébres de Lie

TEX % OX) = T(Z(X AQX) et m(I0X)

sont libres : d'aprés Bott-Samelson et Milnor-Moore, on a

T(IRX) = L(ﬁ*mx)) = L(Tm)
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et T(OX *x QX) = L( ﬁ*(nx) ® 'ﬁ*(QX)) = L(UT @ U7T)

La suite exacte (2. 1) est donc en particulier une présentation de l'algébre
de Lie T(X), et l'espace X(2) est un CW-complexe associé & cette présentation au
sens de [ 6] , 3.3.4.

Notons en passant que si A est une algébre de Lie graduée connexe quelconque,
en prenant pour X l'espace coformel d'homotopie A on obtient par (1.2) une pré-

sentation exacte naturelle de A
O —= L(0A ® UA) —= L(JA) —— A —=— 0O

dont il serait intéressant de préciser les fléches.

Regardons & présent l'espace X [ 2] . Son modéle de Sullivan est quasi-isomor-
phe é““&‘ﬁi' Si 1'on fixe un espace vectoriel générateur V = Hom (sT,Q) de,ﬂ&,
on peut écrire
MM =g e ve A\
X" X
Rappelons que si T : V® V— V & V désigne "le signe de Koszul", défini par

T (a®b) = (_l)dega.degb b @ a, et s 1'isomorphisme de suspension, on a

(S@S)g T =-To(S@S)
2

de sorte que le dual de A“(sm) = sT ® &M /Im(id-T) est isomorphe via S®S & la
composante homogéne de degré (de Lie) deux de l'algébre de Lie libre sur 7 ,
c'est-a-dire :

]L2(Tr) = Ker (id + T)CTm @& T

Dans ces conditions, la différentielle
d:vVv ———-—AZV
3 . st . . . . N
dewﬂ%/Z; s'identifie via les isomorphismes de suspension s et s @ s & la transpo-
sée du crochet de T : )
2

[,1 %M ——m

Ceci posé, un modéle LDG non minimal &n général, de X [2] est

YHom{/lg(,Q)

ou #= P est 1l'algébre deLie des primitifs de la cobar-construction sur la

coalgébre Hom(A&,Q) (cf [10] , App. B). On a donc, en posant T = m(X),

.?’Hom(,{g(,o) =L (T & smz(n))

et la différentielle (de degré -1) de cette LDG est nulle sur T et définie sur

2 . 42
s L°(m) comme suit : notons [[a,b]] le crochet des éléments a,b de T dans L (T),
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a ne pas confondre avec leur crochet dans T noté [a,b] ; alors
v s llabll€sn’(m, as [[a,b]] = -[a,b] +[[a,bl] € L(m

Ainsi X[2] apparait comme le cw-complexe associé a la présentation "canonique"

de T

(2.2) ra?m) L(m)

T=T_-_O

s

qui consiste a identifier T au quotient de L (W) par 1'idéal engendré par les élé-
ments de la forme [[a,b]] - {a,b]

UT définit un morphisme de présentations

L'inclusion T

(2.2) ]LCILzTT) —_— L(m) =— T —=0

l l I

(2.1) O —=—L(0" & O") > L(0T) —=— T —=— O

qui induit une application X[Z] — X(2) des cw-complexes associés. On voit
alors comme dans [6] , 2.5.2 que cette application est 1'inclusion d'un facteur
d'un bouquet dont 1l'autre facteur est un bouquet de sphéres, qui correspondent bi-
jectivement aux relations redondantes de (2.1) par rapport a (2.2).

Observons a présent que la présentation (2.2) n'est pas minimale en général :
en fait, elle l'est si et seulement si T est une algébre de Lie abélienne, ce qui

équivaut également & la minimalité du modéle ifHom(/&;Q).

Par suite, si X <2> désigne un cw-complexe associé a une présentation mini-

male de ™, on aura une équivalence d'homotopie rationnelle
x [2] v x<2> v s <2>

oll §' <2> est un bouquet de sphéres correspondant aux relations de (2.2) redondan-
tes par rapport au systéme minimal de relations choisis.
En vue de généraliser cette derniére observation a n > 2, rappelons d'abord

que le dual algébrique de l'algébreuﬂ%/@§+l est la coalgébre PnHomLM&,Q), ou Px

désigne la filtration primitive. Un modéle LDG de X[n] est donc

an Hom VI{(,Q)

qui n'est autre que le modéle "bifiltré" LDG de Y. Félix [1] .

Le passage du modéle "bifiltré" au modéle "filtré" est ce qui généralise

le passage de la présentation (2.2) a une présentation minimale.
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3. Modéles filtrés de LDG.

La notion de modéle filtré a été introduite dans le contexte ADGC par
J. Stasheff et S. Halperin ( [3 ]), en vue d'étudier les types d'homotopie ration-
nelle dont 1'algébre de cohomologie est donnée. L'idée de [3 | consiste & construi-
re le modéle minimal de 1'algébre de cohomologie, considérée comme algébre diffé-
rentielle & différentielle nulle, et & observer que 1l'ensemble des types d'homoto-
pie rationnelle admettant.ceétte cohomologie est paramétré par certaines modifica-
tions de la différentielle du modéle de la cohomologie. L'approche symétrique
dans le cadre LDG a été développée dans [9 ]. Pour la commodité du lecteur, nous
indiquons une méthode rapide de construction du modéle filtré LDG (voir également
(11,011 D).

Rappelons d'abord qu'on peut définir, comme dans le cas classique non gradué,
l'algeébre %?*(E) des cochatnes sur une algébre de Lie graduée Te © c'est l%algébre
commutative libre bigraduée sur le dual algébrique de n*, placé en bidegrés (en
haut) (1,%) ; la différentielle est de bidegré (1,0) et induite par le crochet de
W*. Si X est un espace (l-connexe, etc...), son modéle minimal de SulllvanAq est
isomorphe en tant qu'algébre aﬁf (T(X)) : plus précisément, si
1l'on filtrev4% par les puissances de 1'idéal d'augmentation,dz, la suite spectra-

le correspondante vérifie :

PR _ Pr*= D, %
E E 3 (T(X))

et ce dernier isomorphisme est un isomorphisme d'algébres différentielles bigra-
duées. En particulier

p,x _ P

Ez ExtU n(x)(Q’Q)
et la suite spectrale converge vers H(A&) = H*(X).

Il s'agit 14 de la suite spectrale "de Milnor-Moore", décrite sous forme

duale dans [8] et sous 1la présente forme dans ( [2 ], § 9).

Soituﬂ; = Hom(ﬁ&,@) le dual algebrique de-4§ : comme X est supposé de type
fini, A?' est une coalgébre différentielle graduée et nous pouvons considérer
comme c1—dessus l'algebre de LieDG iﬁ”? Pfu? . Si 1'on oublie la différentielle
on azfl' =L(s 14 et l'onpeutdéfinir une f1ltrat10n croissante (F%) de l'algé-
bre de LleiZhg’ en f1ltrant les generateurs par la filtration primitive diminuée
d'une unité. On vérifie sans peine que E° = E1 dans la suite spectrale correspon-
dante, et que E1=£Zgi T (X) comme algébres de Lie différentielles bigraduées, et

enfin que E2 =m(X).

S,x = 0sip>0

2
EO,*
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Ceci fait apparaitre ﬁﬁﬁ; comme le résultat d'une modification de la différentiel-
le de ﬁf%; T(X) qui ne change pas l'homologie. Néanmoins, 5?%; T(X) est un modéle
non minimal de T (X), considérée comme LDG & différentielle nulle. Pour obtenir
un modéle filtré analogue au modéle de Halperin et Stasheff, il faut quotienter
ﬁﬁﬁ; par un idéal acyclique convenable. Un tel idéal peut se construire comme suit.

Considérons le quotient canonique

-1

LMy, —— M, = QLM

c'est un morphisme d'espaces vectoriels différentiels filtrés, vérifiant E°=El.
En choisissant des bases appropriées, on voit sans trop de peine qu'on peut choi-
sir un supplémentaire C de 1l'homologie de Qﬁﬁﬂ; qui soit filtré, et vérifie

E°c= ElC et E2C = 0, et gu'on peut relever C en un sous-complexe filtré C' de
Qﬂﬂ; ayant les mémes propriétés. SOit.2; le quotient deﬁﬁqi par 1'idéal engendré
par C'. L'algébre de Lie £§ est libre et le quotientiZAqi —» 5§ est un quasi-
isomorphisme sur les indécomposables, c'est donc un quasi-isomorphisme. De plus,

3; est muni de la filtration induite par celle deﬁﬁﬂ; et 1'on a

1
o - -
(a) E ﬁ% E §§ est minimale

2
(3.1) (b) Eo,*% = T(X)

2
(c) Ep'* .Sf’x

p#0
D'autre part, pour la filtration induite sur les indécomposables :

U mMX

o 1 2
. = E &L =E £ = Tor
(3220 Vo o B, & T B, Q%% T Bpq @ % T TOTpe1,

)
0,q q(Q,Q)

N . . 2 .
et cette suite spectrale est isomorphe a partir du niveau E” au dual de la suite

"de Milnor-Moore" ci-dessus. En particulier
© o
= H .
E Qf =E H (X0
ou la filtration de H*(X) est induite par la filtration primitive deﬂqi.

L'algébre de Lie différentielle filtrée £§ est donc 1'analogue LDG du modéle
filtré ADGC de Halperin et Stasheff.

4. MODELES FILTRE LDG ET FILTRATION DE GANEA.

Introduisons deux notations. Soit-?in) la sous-algébre de Lie de 3; engendrée
par les éléments de filtration < n. On notera que Fn(Q; Cdﬁin) mais que l1l'inclusion
est stricte pour n >0 en général (i.e si X n'est pas un bouquet de sphéres).

Notons d'autre part X <n> le type d'homotopie dont un modéle (non minimal) LDG
5g(n).
est %
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THEOREME 4.1.
a) Il existe un bouquet de sphéres S'<n> et une équivalence d'homotopie

rationnelle
X [n] ~p X<n> Vs'<n>
b) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) catox <n
(ii) X est un rétracte de X<n>
(iii) Le modéle minimal de Quillen LX de X est un rétracte dé:f“”
X
Avant de démontrer 4.1, observons que si gl.dim 100 < n, alorsi??p)= 3;

pour p 2 n d'aprés 3.2. Par suite

COROLLAIRE 4.2.
Si gl. dim T(X) < n, on a les propriétés suivantes
i <
(i) catox <n
(ii) Pour p > n, l'espace de Ganéa X(n) a le type d'homotsopie rationnelle

d'un bouquet de X et de sphéres. En particulier cato X(n) = catox pour p > n.

REMARQUE 4.3.
On peut se demander si la suite des entiers cato X(n) est toujours croissante

et stationnaire pour n > catox. C'est par exemple le cas pour C IP(k) bien que

gl. dim T(C P(k)) = +o .,

DEMONSTRATION DE 4.1.

Par construction de %, la surjection canonique

xl
m : " - Al L]
Sﬁﬂ%-—a 3; _éeﬂ%/c
est un quasi-isomorphisme filtré qui induit un isomorphisme au niyeau E2=Ew H
2 ' = 2 &£
LA —_ E =
EPI* X p/x X ° si pfo
m(X) si p=0

Considérons la restriction de @ a i??ndqi :

" ] (n)_ ” ] ]
o .ypr)ﬂx ——>.1/’X _.fpnﬂx/(rnc )

Comme C' vérifie E°C' = ElC' et EZC'=0, on peut choisir un reléyement W dans
1 1 -1 (o)
Al L] (_ 1] = 1] L] :
d Fn C' de 4 En+1C EnC EnC , et un sous espace V de Fn+1C que d envoie

isomorphiquement sur W.
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La sous-algébre deﬁﬁﬂ; engendrée par PnAﬁ; et V est isomorphe a
J?anﬂ;.nJL(V) comme algébre de Lie et 1'idéal engendré par FnC et V est acyclique

par construction.
Par suite le quotient
M —— ) = '
S’Pn b LW A (X) ypnﬂxnm(v)/(FnC+V)

est un quasi-isomorphisme. Choisissons & présent un sous-espace U(ijfprﬁﬂi tel que
1

U® W soit un systéme minimal de générateurs de 1l'algébre libre iZ?ﬁA?Q. Comme W

est de filtration n exactement, la sous-algébre engendrée par U est stable pour

la différentielle. Soit Zcette sous-algébre. On a
Lo My = LUL (W)

avec aW=0, comme algébres différentielles, et B|% YL —+:Zin) est un quasi-isomor-

phisme, d'olu le résultat en prenant pour S'<n> un bouquet de sphéres tel que
H*(S'<n>;0)) = sW
La vérification de b) est laissée au lecteur.

Concluons par quelques remarques :
(4.4) Le résultat de (4.1) est le meilleur possible, en ce sens qu'en
général X<n> n'est pas un bouquet. Ainsi, pour X = € P(k), on a, en posant
r = inf(n,k) et s = sup(n,k) :
cP(k) [n] =e¢P(k) Lny =CP(r-1) x s, cm(r) x =
(4.5) Soit X un espace formel de cohomologie H. L'exemple précédent montre
qu'en général X<n> est différent, méme & un bouquet de spheres prés, de 1l'espace

n+1- C'est cependant le cas si X est de plus faiblement

formel de cohomologie H/H
m-formel, c'est-a-dire si le modéle filtré 5§ de X est minimal, ou en d'autres

. . : Lo 2__®
termes si la suite spectrale de Milnor-Moore vérifie E =E .
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