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FORMES DE JACOBI ET QUELQUES ELEMENTS DE LA THÉORIE 
DES REPRESENTATIONS DU GROUPE DE JACOBI 

Par Rolf Berndt 

I l s 'agit de t ra i ter un exemple pour la théorie des formes 
automorphes pour un groupe non rêductif, d'étudier un peu les 
séries discrètes pour cet exemple et d'indiquer que plusieurs 
théorèmes de la théorie générale peuvent aussi être prouvés 
dans ce cadre: c'est à dire le théorème de reductibilitê complète, 
la caractêrisation des formes automorphes comme fonctions sur le 
groupe et un théorème de dualité. 

1. Le groupe de Jacobi 

Le groupe de Jacobi GJ est le produit semidirect d'un groupe de 
Heisenberg H de dimension trois et de SL9(IR) 

GJ = L X SL9 (IR ) 

= {g = [X;ç;M]; X €IR2,ç € S1 , M = (a ^) C SL (IR )} 

avec la loi de composition 

gg' = [X'+XM1; 'e (det (^) ) ; MM1 ] (e(z)=exp 2TT1Z) . 

J <v 
G opère sur (C x ^ = {(v,o>); v,w € (C, Im o) > 0} de la façon 
suivante (g = [A,y;ç;M]) 

(v, co) h> g (V,(D) = ,V+À(D + jJ 
cto+d 

aio+b. 
cw+d 

et fait de C x un espace homogène non symmétrique 

GJ —* GJ/KJ = Œ x ^ 

g »—-» g (O, i) = (v, oo) 
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avec v = pœ+q,W = x+iy, si on prend pour GJ les coordonnées 

g = (p,q;ç|M) = [X,y;ç;M], (p,q) = (A,y)M~1 ,M=n(x)t(y)r( a> ) 
1 1/2 ^ v • v 

N(X) - (Q ^ , T(Y) = (Q 1/2>, R(4>) = (_s.n^ cogJf) . 

2. Le théorème de reductibilitê complète 

DansGJ on a les sousgroupes suivants 

RJ = ZZ 2 * SL2 (ZZ ) 

NJ = {(0,q,1 n(x) ) ; q, x G IR} 

AJ = {(p,0,1 | t (y) ) ; p€JR, y€lR*} 

KJ = S1 x S0(2) = {(0,0,ç |r(J) ) = r(ç,A> )} . 

Avec ces groupes, on a une sorte de décomposition d'Iwasawa 
GJ = NJAJKJ 

2 J J 2 J J et on distingue dans L (R NG ) le sous-espace LQ(R VG ) des fonctions 
®, qui remplissent une condition cuspidale: 

J <E>(gn )dn = 0 pour g G GJ . 
NJNRJ^NJ 

Si en plus, R désigne la représentation régulière donnée par 

R(g')<D(g) = <B(gg') pour g,g'GGJ 

on peut démontrer comme dans la théorie de SL̂  le résultat suivant 

Théorème : LQ(R VG ) se décompose en une somme directe dénombrable 
de sousespaces irréductibles invariants sous la représentation  
régulière R. 
3. Séries discrètes 

Pour dire plus des représentations intervenant dans la 

décomposition de L , i l faut étudier la théorie des représentation 
de GJ. Elle est en principe bien connue par la méthode de Mackey[5] 

266 



FORMES DE JA COBI 

pour les produits semidirects. Alors on sait qu'on a deux séries 
discrètes T~ (k,m£2 ) avec poids minimal respectivement maximal. K , m ^ c 
qui sont caractérisées par des vecteurs f de poids minimal resp. 
maximal avec 

Tk;m(r(ç „)-))£ = ç e f . 

Une réalisation d'un tel vecteur comme fonction sur E * ^ est DONNÉE 

en uti l isant un résultat de Satake[6] par 
2 

r+ , x — 2 TT lin ——r . , . * -k f (v,io) = e oj+i ) 

Comme d'habitude, on a aussi des réalisations infinitésimales de 

T.- en partant de la structure de l'algèbre de Lie de GJ et son 

complexifiê . I l y a deux façons de procéder. 

i) Avec la méthode de Mackey en [2] on obtient une représentation 
de Q sur un espace vectoriel 

vv =v1/2«wk-1/2 , 
k ,m ' 

ou est l'espace d'une représentation de Shale-Weil de g. 
k-1/2 

et W l'espace d'une représentation de poids k-1/2 de ^2 ' 
i i) En partant d'un isomorphisme non canonique des algèbres 

enveloppantes (voir par exemple Borho[3]) 

U< Qj) ' UHv) ' ® u( <Çl 
2j 

( .w = Lie H ® (C /dénotant une certaine localisation), 
on a aussi 

k-1 / ? V, = U ® W k ,m m 
où U est l'espace d'une représentation de poids m de . m 

4• Les formes de Jacobi et le théorème de dualité. 

Comme dans la théorie de SL? (IR) on peut aussi interprêter 
la multiplicité m. de T\ dans la représentation R de G sur k ,m k ,m ^ 
L (r \G ) comme dimension d'un espace de formes modulaires: Pour 
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l 'action de GJ sur (C X FJJY on a un facteur d ' automorphie canonique, 
détermine déjà par Satake[6] mais donné par la formule 

2 
f , \\ m, , j , - k m, c(v+AIO+Y) , ,2 3v M(G;(v,II))) = C (cœ+d) e ( ' , -, + A AJ + 2Av+AY) K , m CCO"rQ 

dans Eichler et Zagier [4], où les auteurs suivant les lignes de la 
théorie classique développent une théorie extensive des formes 
correspondants en partant de la 

Définition: Une fonction f définie sur ÎC xü| à valeurs complexes 
est appelée forme de Jacobi de poids k et index m si les 
conditions suivantes sont remplies 

i) f(y(v,a)))jk m(y; (v,w) ) = f(v,co) pour tout y e rJ 

i i) f est holomorphe 
i i i ) f possède à l ' inf ini un développement de Fourier de la forme 

n r 
I c(n,r)q e q = e (co) , £ = e (v) 

avec 
2 

c(n,r) = O pour 4mn < r 

f est dite parabolique si on a en plus 

i i i ' ) 2 
c(n,r) = 0 pour 4 mn < r 

T -, r- j_ Tcusp Les espaces de ces formes sont nommes J. resp. J, - . c k,m r k,m 

Et comme dans la théorie générale, on peut aussi caractériser ces 
formes comme fonctions sur GJ; plus précisément, les relèvements 

tpk,m : f ~ *f avec °f(g) = f ^ ( 0 ' i ) > jk7m(gi(0,i) } 

cusp donnent isomorphisme entre J. resp.J, - et les espaces A, resp. O - K,m j - k,m k,m 
Â . ^ des fonctions complexes sur G avec 

1 . ) ®(yg) = 0(g) pour tout y € YJ 
3>(gr(ç,vt)) = çmeik^D(g) pour tout r(c,^) e KJ, 

2.) £ v S. =<Cv 5 = 0, où £ et X sont certains opérateurs 
X J- X Y 

différentiels, qui s'expliquent par c\ , 
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3.) 15 (er) I < M yk/2e-2nmP y P°ur y ~ resp. 
3') f f(gn)diî = O pour tout g e GJ. 

rJnNJ\NJ 
Alors on a pour la multiplicité m le 

Theoreme de dualité: m, = dim J. _ . k,m k,m 

*̂ Un modèle projectif de la courbe elliptique universelle de  
niveau N. 

Pour donner une sorte d'application de ce formalisme on indique 
encore une observation contenue dans la thèse de Bartsch[1]. 
Les fonctions 

f (v, a) ) = e 
-Np (1 ,O)) V2 

2 o (v , 03 ) 

N-1 

y = 1 

A(V-£,q>)-£(£,ü,) £(v,*)-£(£,03) 

H ( £ . аз) /P(v-£,u)-lp(£ü>,ü>) 

a = 1,2,...N, N premier > 5 , 

qui sont essentiellement celles que Klein a utilisées pour ses 
"courbes elliptiques normales" peuvent être identifiées connues formes 
de Jacobi non holomorphes de niveau ^ et inĉ ex § ' et donnent 

un modèle de la courbe elliptique universelle de niveau N, parfois 
aussi nommée surface de Shioda, c'est à dire le compactifiê de 

S 2 x r(N)\!C x ^ . 
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