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Société Mathématique de France 
Astérisque 147-148 (1987), p.151-171. 

Fonctions L p-adigues et points de Heegner 

Bernadette PERRIN-RIOU 

Soit E une courbe elliptique modulaire de conducteur N, c 'est-
à-dire admettant une paramétrisation par la courbe modulaire XQ(N) : 

ÏÏ : XQ(N) ^ E 

définie sur Q et envoyant la pointe i<» sur l 'origine de E. Nous 
cherchons ici à proposer un analogue p-adique du théorème principal 
de [4] démontré par Gross et Zagier. Ce théorème relie la dérivée de 
la fonction L complexe de la courbe E sur un corps quadratique ima
ginaire k à la hauteur de Néron-Tate de certains points de Heegner 
sur la courbe. Soit p un nombre premier impair tel que E est ordi
naire en p. La fonction L p-adique attachée à E et à k a été 
construite par Haran [5]. Nous en esquisserons ici une construction 
différente en uti l isant une méthode due à Hida ([7], voir [12] pour 
les démonstrations complètes). Nous proposerons alors une conjecture 
reliant la dérivée d'une tel le fonction à la hauteur p-adique de ces 
mêmes points de Heegner. Nous étudierons en même temps le lien avec la 
conjecture p-adique de Birch et Swinnerton-Dyer. Enfin, nous esquis
serons ce qui nous semble être un début de démonstration. 

On suppose choisis dans tout le texte un plongement de la clôture 
algébrique QJ de Q dans Œ et un plongement de Œ dans la clôture 
algébrique de Q .̂ 

1 ~ Fonctions L p-adiques. 

Soit k un corps quadratique imaginaire de discriminant D. La 
fonction L complexe de E/k est définie par 

L(E/k,s) = n P (Mfq-3)"1 ; 
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ic i , q parcourt les idéaux premiers de k et on a posé 

P (X) = 1 - a X + ip (q)NqX2 H H 

où Nq désigne la norme de l ' idéal q, où Nq + 1 - â  est le nombre 
de points de la réduction d'un modèle minimal de Weierstrass de E en 
q sur le corps résiduel de k en q et où ip(q) vaut 1 si la cour
be a bonne réduction et 0 sinon. Soit W un caractère de Hecke d'or
dre fini de conducteur f c'est-à-dire un caractère sur le groupe 1̂  
des idéaux de k premiers à f à valeurs dans Q. La fonction L 
de E/k tordue par W est alors 

L(E/k,0/,s) = TT P (W(q)Nq"S)"1. 

Lorsque E est une courbe de Weil associée à une forme modulaire 
f primitive pour ^Q(N) (f = E an qn) , ce que nous supposerons dé
sormais, ces fonctions L, définies a priori pour Re(s) >3/2, admet
tent un prolongement holomorphe à Œ et une équation fonctionnelle([ 14]) 

Nous ferons désormais les hypothèses suivantes : 

(i) N et D sont premiers entre eux , 

(ii) p ne divise pas D, 

(iii) E est ordinaire en p c'est-à-dire a est une unité en p. 
P 

Par contre, nous ne supposerons pas pour l ' instant N et p pre
miers entre eux : on pose N= N'p^ avec (p,N') =1. La condition 
(iii) implique que y est égal à 0 ou 1. On notera a la racine 
du polynôme 

X2 - a X + pip (p) P 

qui est une unité dans ZZ (avec 
P 

IMP) = 

1 si p \ N 

,0 si p I N) 

et on pose a = a~ pour tout entier r positif. 
pr p 

2 Soit k l'uniaue ZZ -extension de k. Pour tout idéal q pre-oo p 
mier à p, notons l'image de q dans G(koo/k) par l'homomor-
phisme d'Artin. Soient e le caractère quadratique associé au corps 
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k et D la différente de k. Enfin, si w est la forme différen
t ie l le 2iTrfdz sur la courbe modulaire XQ (N) , posons 

Qr: = LO A î OJ . 
JXQ(N) 

Nous aurons finalement besoin d'un entier C auxiliaire premier 
à NDp. 

C Théorème 1 . Il existe un élément d de 7Z et une mesure u.̂  sur — p Ê 
G(kQo/k) à valeurs dans d 7Z tels que pour tout caractère W d ' or
dre fini de G(kTO/k) à valeurs dans Q et dont le composé avec l 'ho-
momorphisme d'Artin est de conducteur f, on ait 

Wdn£ = (1-C W(or) e (C) )W(N' )W(D)V (W) ( lD|Nf} 2 w(W) L(E/*-,W,1 > 
G(k /k) b L P aNf "f 

où W ((1/) est l'"Artin root number" associé à W et où on a posé 
W(o- ) W(a)iMp) 

V(W) = n (1 2-) (1 £ ) . 
P p|p aNp aNp 

Donnons une autre formulation de ce théorème en termes de fonc
tions d'Iwasawa. Soit C(k /k) le groupe des caractères de G(k /k) 
à valeurs dans ZẐ  et soit Iw(kœ/k) l'algèbre d'Iwasawa de GCk /̂k) 
c'est-à-dire la ZZ^-algèbre topologique engendré par les fonctions de 
C (k^/k) dans ZZp du type v •> v(y) pour y^Gfk^/k). Par extension 
des scalaires, on pourra prendre la valeur d'un élément de Iw(k /k) 
sur n'importe quel caractère de G(k /k) à valeurs dans Qx. D'autre 
part, si T désigne la conjugaison complexe, on désigne par \ l ' in -
volution de Iw(k /k) définie par 

h1(À) = h(A"T) 

pour tout X appartenant à C(k^/k). 

_ I 
Corollaire. I l existe un élément de d Iw(kQo/k) noté L (E/k) tel 
que pour tout caractère W d'ordre fini de G(k /k) à valeurs dans 
(D (et de conducteur f) on ait 

L (E/k) (W) = ÔJ(D)(lDlNf)l V (û/) W(W) L(E/^W'1) P aNf p Œf 
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De plus la fonction d'Iwasawa A^(E/k) définie par 

A (E/k)(A) = Xè(N')X(D)Lp(E/k)(X) 

vérifie l'équation fonctionnelle 

A (E/k)1 = -E(N')A (E/k). 

Remarque. L'image du caractère X étant contenue dans 1 +p 25 , sa 
racine carrée est bien définie dans C(k /k). Quant au lien entre la 

C 
mesure [I„ et la fonction L (E/k) , i l est donne par ^ P 

L (E/k) (X) = (1-C r1(oj£(C))"1À(oM,r1f . 
P C N JG(koo/k) 

Mous allons maintenant faire le lien entre cette fonction L et 
celle introduite par Mazur et Swinnerton-Dyer ([9], cf. aussi [11]). 

Soit u)_ une forme différentielle minimale de E et y* (resp. 
YE) un générateur du sous-espace propre de H^(E, 7L) pour la conju
gaison complexe et pour la valeur propre +1 (resp. -1). On le choi
s i t de manière que si 

+ (JOe (resp. Ê = 
YE 

Up) , 
YE 

(resp. -ifì„) soit positif. Notons le ZZ -module engendré par il h. IL p 

On notera îœ la ffi^ -extension cyclotomigue de Q; soit 
un caractère de G (Q/Q) se factorisant par G((Q /Q) et v sa res
triction à G(Œ/k). 

Rappel et définition ([9], [11]). I l existe une unique fonction d'Iwa-
sawa L (E/ÇQ) dans Iw(Q /(P) « ^ ^ vérifiant pour tout caractère de 

P CO ùù ili 
Dirichlet de conducteur p et se factorisant par G(Qoo/CD) 

L (E/ffi) (x) = c T V d -*M±i£l) (1 -Xi£l) L(E/^X,D . 
P P ap T (x) 

- r/2 Ici T(X) est la somme de Gauss (de module p ) 

^ —. v 2iïïm/pr I X(m) e 7^ 
m mod pr 
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et L(E/Q,x,s) = I a x(n)n S . 
n>0 n 

La proposition suivante est l'analogue de la formule complexe 

L(E/k,s) = L(E/Q,s)L(E(£)/Q,s) 

où la courbe E est la tordue de E par le caractère E . 

Proposition 2. On a l 'égali té de fonctions d'Iwasawa 

L <E/k)<V) = Lp(E/Q)(vffi)Lp(E(£)/œ)(vffi) ^ 

Remarque. Les deux membres sont des fonctions d'Iwasawa à coefficients 
dans Q avec mêmes dénominateurs. On a en effet 

JE(Œ) 
w A iw = [E(IR) : E°(E)] ^ (-iftp) 

= [E(3R) : E°(3R)] ft* ft + , , / |D| L p 

si E°(nR) est la composante connexe de E(IR) . D'autre part, à la 
paramétrisation TT est associé un nombre cE ^ défini par 
TT*^ = On a alors L h , ÏÏ i 

d'où 
E(Œ) 

coE A io)E = cE^ ftf/deg TT . 

IDI ^ = cj- deg TT [E(]R) : E°(]R)] ft* ft+, . . 

Ici , la constante de Manin c£ et le nombre de composantes connexes 
[E(IR) : E (IR)] de E(IR) sont des unités en p. Quant à la constan
te d du théorème 1, c'est celle intervenant dans la formule (à un 
élément de 7Z près) 

= dCA,ïï [A(]R) :A°№^ {-iÇlA] 

où A est la courbe de Weil forte associée à la forme modulaire f 
et TTa une paramétrisation minimale (pour la démonstration voir [4] 
paragraphe 6 et [7] ou [12]). On en déduit que d est égal au degré 
de TTa. Les propriétés d'intégralité sont donc les mêmes (les fonc-
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tions L p-adiques de E ne dépendent que de sa classe d'isogénie). 

Démonstration de la proposition. On compare les définitions des diffé
rentes fonctions prises en un caractère de Dirichlet x en remarquant 
que 

a(E(£)) = e(p)a (E) , P P 

L(E/k,X°N,1) = L(E/Œ,x,1)L(E(£)/Q,X'D = L (E/Q, X , D L (E/Q , xe , î ) , 

W(X°N) = x(D)e(pr)P~rT(x)2. 

2 - Conjectures et points de Heegner. 

Nous allons maintenant énoncer une conjecture p-adique de Birch 
et Swinnerton-Dyer dans le cas particulier qui nous intéresse ([1], 
[10]). Nous supposerons désormais que p et N sont premiers entre 
eux. On note 11 le caractère t r iv ia l de G(k /k) et X un caractè-

t — I 
re te l que X ï X . Posons 

Vx(E/k) = à VE/k)(xS)ls=o • 

Soit < , > (resp. <,>. ) la hauteur complexe de Néron-Tate °° A / p 
(resp. la hauteur p-adique de Mazur et Tate associée au caractère X, 
[10]) sur E(k). 

Conjecture A. Supposons que le rang de E(k) est égal à 1 et soit P 
un point de E(k) qui n'est pas de torsion. Alors, 

(i) L (E/k) (11) = 0 

(ii) < P,P >, f 0 
A f p 

(ii i) on a l 'égali té de nombres rationnels 

n (1 
P | P 

J_ -2 Dp,À(E/k) L' (E/k,1) / |D| 
N̂p <P'P>X,p ' <P'P>^ "f 

Comme E est définie sur Q, cette conjecture est un simple co
rollaire de la conjecture analogue sur L (E/QB) (voir [1], [11] : 
nous préférons la formulation de [1] car elle évite l'introduction du 
groupe de Shafarevitch-Tate et son calcul si l'on désire la vérifier 
numériquement; les deux formulations sont équivalentes si l'on admet 
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la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer). Remarquons d'autre part 
que si e(N) = 1, ce que l'on attend dans un cas de rang 1, l'équa
tion fonctionnelle de L (E/k) implique la nullité de Lp(E/k)(p) 
pour tout caractère p diédral (c'est-à-dire tel que pT = p ). I l 
est facile de voir que, pour un tel caractère p, < P,P> est nul 
(sous les hypothèses de la conjecture A). Ces deux remarques impliquent 
qu' i l suffit par linéarité de vérifier cette conjecture pour un carac-
tère X vérifiant X f X . Enfin, i l est montré (ii) dans le cas où 
E a multiplication complexe ( [ 2 ] ) . 

Plaçons-nous maintenant dans la situation d'existence de points 
de Heegner sur k. Nous supposerons donc que tout diviseur premier de 
N se décompose dans k. Comme nous l'avons déjà remarqué, L (E/k)(11) 
est nul. Soit x un point de Heegner de discriminant D dans XQ(N), [3] 
i l est donc représenté dans XQ(N)(Œ) par une isogénie cyclique de de
gré N entre deux courbes elliptiques ayant multiplication complexe 
par l'anneau des entiers 0 de k. I l est en fait défini sur le corps 
de Hilbert H de k. Grâce à la paramétrisation TT : XQ (N) -* E défi
nie sur Q et en prenant la trace trH/k de H à k, on obtient un 
point de E(k) 

Q(TF) = trH/k(Ti(x) ) . 

L'utilisation du théorème de Gross et Zagier montre que dans cet
te situation la conjecture A est (presque) impliquée par la conjecture 
suivante (u est égal au cardinal de C>x/{±1}). 

Conjecture B. Si tout diviseur premier de N se décompose dans k, 
on a 

1 2 <Q(TT)'QU)>x p 
. (E/k) - n (1 - -J-)^ LL£ . 

P'A p|p aNp u deg TT 

Rappelons que la formule démontrée par Gross et Zagier est 

fif <Q(7r),Q(7r)>„ 
L' (E/k ,1) = 1 i 2 

I D I u deg TT 
Remarque 1. La conjecture B implique en particulier que 

(1) n (1 - — ) 2 <Q(7T) ,Q(tt) >. appartient à p7Z 
p|p aNp À'P P 

puisqu'il en est de même de deq TT D , (E/k) . Cet énoncé est vrai et 
P r X 
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nous indiquerons un peu plus loin comment le montrer. 

Remarque 2. Nous n'avons considéré ici que le cas des courbes e l l i p t i 
ques modulaires auxquelles on associe donc une forme modulaire pour 
FQ(N) définie sur Q (an €Q). Comme dans le cas complexe, cela se 
généralise à n'importe quelle forme modulaire parabolique primitive 
pour F0(N) ordinaire pour tout plongement de Q dans Q . 

p 
Remarque 3. Donnons une autre conséquence de la conjecture B. 

Si D ,(E/k) est non nul, alors E(k) contient un point d'or-p, A 
dre infini. 

Comme dans le cas complexe, on peut traduire cette conséquence 
sur Q : 

Supposons L(E/Q,1) =0. Alors, si -r- L (E/Q) (vm) _n est non 
nul, E(Q) contient un point d'ordre infini et L'(E/Q,1) est non 
nul. 

La fonction L p-adique L (E/k) est une fonction sur C(kœ/k). 
Dans la conjecture B, nous avons donné une formule pour sa dérivée dans 
une direction donnée en 11. Comme nous l'avons déjà remarqué, la va
leur de L (E/k) sur un caractère diédral p est nulle. I l est donc 
naturel de la généraliser en exprimant sa dérivée dans une direction 
en un tel caractère. Cela nous amène à introduire un module de points 
de Heegner de niveau une puissance de p. Soit xn un point de Hee-
gner de niveau pn (de discriminant Dp2n) c'est-à-dire un point de 
XQ(N) représenté par une isogénie cyclique de degré N entre deux 
courbes elliptiques ayant multiplication complexe par l'ordre 0 n de 

k de conducteur pn. C'est un point défini sur le Ringklassenkôrper 
H de k de conducteur pn. Notons d'autre part D_ la ffi^ -exten-

sion diédrale de k (c'est aussi l'unique ZZp-extension de k con
tenue dans la réunion des H ). Posons 

D D H = D . 
°o n n 

A l 'aide des points xn, on construit des points Qn de Ê Dn) 
par la formule 

^n") = trH /D <*<V>-
n' n 

P 
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Soient le 2ZD [G(D /k) ]-module engendré par les points 
pour m _< n et tf^ la limite projective des relativement aux 
homomorphismes naturels de norme. La proposition suivante est montrée 
dans [13]. 

( ïï ) 
Proposition 3. Le 7Z [[G(D /k)]]-module H ' est libre de rang 0 ou 1. En particulier si Q (ou l'un quelconque des Qn ) est 
d'ordre infiniy il est de rang 1. 

A l'aide des hauteurs p-adiques usuelles, construisons une forme 
bilinéaire <<,>>. sur H attachée à un caractère X de 
G(koo/Doo) et à valeurs dans Iw(Doo/k). Soit X un prolongement de 
Xoo a G(koc/k) et Àn sa restriction à G(koo/Dn). Si Pœ = (Pr) et 
Qœ = (QR) sont deux points de Ĥ71̂  , on peut montrer que 

[Dj:k] s,t£G(D /k) <s(Pn),t(Qn)>x s" t 
n ' ̂  

définit un élément de ZZ [[G(D /̂k)]] (indépendant du choix de A) 
et donc de Iw(D /k) que l'on notera <<P ,Q >>, 

Conjecture C. Il existe un générateur de tel que 

CFS Lp<E/k»(PXS'LS = 0 = 
«R(ïï),R(^»A (p) 

00 ' 00 Â  . D u deg ÏÏ 

Nous allons maintenant à la fois répondre à la remarque 1 et vé
rifier une compatibilité entre les conjectures B et C. En étudiant les 
liens existants entre les points , on peut vérifier que le point 
de E (k) ® ZZ 

CjLt P 
n (1 --̂ -)Q(7T) 

Np 
est une norme universelle dans E(Dœ) ® 2z ffip ; cela implique que sa 
réduction modulo toute place divisant p est nulle et que sa hauteur 
p-adique appartient à p7Z . Plus précisément, on peut compléter la 
proposition 3. 
Proposition 3'. Si Q est d'ordre infini, le 2Z -module des co-
invariants de H pour G(D /k) est isomorphe à 

n 
p|p 

(1 - J L ) a Q(ÏÏ) . 
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Pour une interprétation de la conjecture C en termes de modules 
d'Iwasawa, nous renvoyons à [13]. 

3 - Construction delà fonction L p-adique. 

3.1. Définition de la mesure ji^. ti 
La définition de la mesure |iE est inspirée de la notion de pro

duit de Rankin. Le principe est dû à Hida ([7]). 

Fixons d'abord quelques notations. Soient A un sous-anneau de 
Œ et A sa completion pour la topologie p-adique induite par l ' i n 
clusion choisie de Q dans Œ . On définit MV(T,A) comme le A-
module des formes modulaires de poids k pour un sous-groupe de con
gruence F (par exemple r Q(M) ou T^(M)) dont les coefficients de 
Fourier appartiennent à A. Cet espace est muni d'une norme p-adique 

HP : 

|h| = Sup |a (h)| si h= I an(h)qn. 
F n ^ 

On définit alors M .̂(T,A) comme la complétion de M (̂T/A) pour cette 
norme, (I\ (Mp°°) ,A) comme la réunion des Mk (I\ (Mpn) ,A) et 
M (̂r\(Mp ),A) comme la complétion de ce dernier espace pour la norme 
| |p dans Â[[q]] (pour i=0 ou 1). 

A l'opérateur de Hecke T(p) défini sur les éléments de A[[q]] 

par 

I anqn|T(p) = E anpqn, 

est associé un idempotent e sur (Tq (Mp°°) ,A) . On peut montrer que 

e = lim T(p)tpR 

où t est un entier suffisamment grand. De plus l'image de 
(rQ (Mp°°) ;Â) par e est contenue dans (TQ (Mp) ,Â) (pour M pre

mier à p) . 

Considérons maintenant la forme modulaire f associée à la cour
be elliptique E. C'est une forme primitive pour V^(N) dans 
M2(TQ(N),Œ) et ordinaire en p. L'interprétation p-adique du produit 
de Petterson de f avec un élément de (TQ(N'p),Â) est alors donnée 
par la proposition suivante ([7]) (on rappelle que sous les hypothèses 
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faites, N'p est égal à Np si p ne divise pas N et à N sinon). 

Proposition 4 . I l existe une forme linéaire continue de 
(TQ(N'p),A) dans A tel que si g est défini sur Q, on a 

avec 

Lf(g) = <fol (N'p ~Q l'^Vp 
aJ"YHp(f) <f,f>N 

H (f) = (1 ̂  .(P.) x /, 
2 ' * a P 

pil; (D) , 
2 ' ' 

a 
P 

et 

<f ,f>N = fìf/87T2 

f0(z) = f(z) -EtiEi f(pz). 
P 

On posera L£ = Hp(f)Lf. 

Nous allons maintenant définir successivement plusieurs mesures 
sur ffip à valeurs dans les formes modulaires p-adiques. La première 
est la mesure d'Eisenstein ([7], [8]). Soit A un entier positif im
pair. Notons s(d) le signe de l 'entier d. On note ç (1-A,a) la 

Mpr 
valeur en s = 1-À du prolongement analytique de la série de Hurwitz 

Posons 

I s(n) Ini s. 
n=a mod Mp 

EÀ(a,Mpr) = 1 ç (1-A,a) + 
Mp 

OO 

n=1 
r 

d=a mod Mp 

I 
d|n 

s (d) d q 

et 

E^(a,Mpr) = EA(a,Mpr) - CXEX(C 1a,Mpr) 

— 1 2T C r 
où C désigne l'inverse de C modulo Mp . Alors les E (̂a,Mp ) 
définissent une mesure sur ffi* .„ = 2Z* x (2/MZl) * à valeurs dans 
_ oo P'M P 
MX(T1 (Mp ) ,2Z ) . 

La seconde mesure est attachée à un 0 -idéal propre a de k. 
Pn Soit Q la forme quadratique associée à a : a 
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Qa(x) = Nk/^(x)/Na pour xGk. 

On pose r ^a(x) 
0.(a,p ) = I q 

x£a 
Q̂  (x) = a mod p a 

Les 0 (a,pr) définissent une mesure p-adique sur 7Z à valeurs a P 
dans M1 (T1 ( |D|p°°) ,2Z ) . 

On pose maintenant 

IF (a,pr) (z) = I 0^(a2a/Pr) (z)È1 (a,Dpr) (N'z) . 
a â (ZZ/DprK)X 3 1 

On a alors la proposition. 

C r ProDosition 5. Les fonctions f (a,p ) appartiennent a 1 .— a 
M2 (rQ (N I D | p00) , ZZp) et définissent une mesure sur ZZp . 

La trace de M2 ( r Q (N | D | p°° ) , ZZp) à M2 ( r Q (Np̂ ) , ZZp) est alors 
bien définie; on la note t r ^ ^ . On pose 

. r, e(-N) ^ ,C, r, 
*a(a'P ' = -4T- MD/N ^a(a'P >• 

Cela définit une mesure à valeurs dans ^^(^(Np ),ffip) . Il est faci
le d'en déduire une mesure sur Gfk^/k) à l'aide de 1'homomorphisme 
d'Artin. Si 6 est un caractère diédral d'ordre fini de Gfk^/k) (se 
factorisant par G(D /k)) et yv un caractère de Dirichlet, on pose 

I 0 • Y ° N d$C = I 0 (a J X 
JG(koo/k) a a Jffl; a 

où a parcourt un ensemble de 0 -idéaux tel que les G décrivent 
c pR 

G (D /k) . La mesure |i_ est alors donnée par n L 

= L£ o e(d $C) . 

C 
3.2. Calcul du q-developpement de la mesure 
Nous allons maintenant donner le calcul du q-développement de la 

mesure d afin d'obtenir une formule pour Dp ^(E/k). Nous ne sup
poserons pour l'instant aucune condition sur e(N), mais nous suppo
serons pour simplifier D impair. 
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Commençons par quelques notations. Si a est un idéal de k, 
soit ra(n) Ie cardinal de l'ensemble des idéaux entiers de k équi
valents à a et de norme n. On a alors 

Qa(x) 
0 (z) = Z q = 2u Z r (n) qn . 

xEa n 
Si et D2 dont deux discriminants de corps quadratiques de carac
tères associés et E_ tels que D.D~ =D, soit _ le ca-

D-| D2 12 AD-j *D2 
ractère de genre associé défini par 

XN (a) = e (Na) = E (Na) 
u1 u2 u1 u2 

si a est un idéal de k. Finalement» on pose comme dans [4] 

EA(n,d) = 
' 0 

.eD/d,eD2(-N,i»XDi.D2(a) 

si (d,5j,D) f 1 

si ( d D ) = 1 

(d,D) = D2, = D. 

Si vm est un caractère de G(Q/Œ) à valeurs dans ZZ* , on note v 
sa restriction à G(kœ/k) et le composé de 11homomorphisme qu' i l 
induit sur Qp avec le logarithme. 

Proposition 6. Posons pour m divisible par p 

A3 = 
m 

m IDI/N1 

n=1 
P+n 

r (m|D|-nN') I E (n,d) 
d| n 
d>0 

et 

m 
m|D|/N1 
- Y 
n=1 
p|n 

r.(m|D|-nN') I e (n , d)£ (n/d2) . 
d|n 
H>0 

Alorsy on a les formules 

Lp(E/k) (11) = ap1 I L£ oe(I A*pqm) 

(E/k) = a 1 I LL o e(I Ba qm) P,V p f mp̂1 si E (N ' ) = 1 

où a parcourt un système de représentants des classes d'idéaux de k. 
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DONNONS UNE ESQUISSE DE LA DÉMONSTRATION DE CETTE PROPOSITION. SI 

CP EST UNE FONCTION CONTINUE SUR 2ZP , POSONS 

[ CPDD̂  = X AA'C(CP)QM 
M 

P 
ET 

I CP D$ = Z A3 (CP)QM J nryx a M ^ ZZ M P 

(LORSQUE CELA EST DÉFINI) OÙ D$ EST LA DISTRIBUTION CONSTRUITE EN 
C R R C REMPLAÇANT (a,DP ) PAR E^(a,DP ) DANS LA DÉFINITION DE D^A* ON 

A ALORS LE LEMME SUIVANT. 

LEMME 7. ON A 

ET 

L (E/K) (11) = X L£ O E( I Aa(1FFIX) QM) 
^ A M P 

D (E/K) = I L' o E ( I (A ( 1 x • £ )-2£ (N)A ( 1 „X) )QM) 
P,v F M ZZX v v M 2Z ^ 

OÙ ^ 2ZX EST LA FONCTION CARACTÉRISTIQUE DE ZZ 
P P 

DÉMONSTRATION. POSONS 

FJs) = vm(N')~2s(1 -Ce(C)vm(C) 2s) 1 y vî D ^ a Qj Q J X G a 

ON A ALORS 

L (E/K) ( v S ) - I L^ o E(F (S) : P A F a 

D ' OÙ 

D^ (E/K) = I L; o E(F! (0) ) . 
P r v A T a 

En remarquant que 

A"'C(co) = A*(<p) - C e (C) A* (en ) 

avec cpc(x) = tp(C x) , on vérifie facilement que le développement de 
Fourier de F'(0) est 

u 
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I ^ U j g x . ^ q " 1 ^ W) Z A£(1ffix> qm. 
m p m p 

Donnons maintenant le lemme essentiel suivant. 

Lemme 8. On a 

Aa(cp) = I r(m|D|-nN') X c (nfd) cp ( ^ ^ ^ • ~ ) 
m n>0 a 0<d|n 3 lDl n2 

p{m|D|-nN' p^n 

+ | ra<m) I e(x)ip(-^) d ̂ D 1 (x) 
7Z* _ x ' p,D 

où d ç , est la distribution associée à 
U r A 

(çDpr(1-A,a)) 

Remarquons que si x est un caractère de conducteur pr, on a 

\ J x e(x)X(x) d^À(x ) = (1 -£(p^1(p))L(£Xr1-X). 
ffip,D P 

Q 
Soit d çn , la mesure associée à la distribution d , par 

L) f A U f A 
ç^A(a,DPr) = ÇDpr(1-X,a) -CA çDpr <1-A,CR1a) 

La fonction de Kubota-Leopoldt est alors définie à l 'aide de la mesure 

d^D,A Par 

Lp(s,e) = Ì | x a) 1 (x)e(x)< x> s d ç ^ / d - <C>e (C) ) 
zz p 

où 03 est le caractère de Teichmuller sur ZZ et où 

-1 x 
<x> = x 03 (x) pour x € ZZ . 

D'autre part, remarquons que le coefficient de r (m) est nul 
dans la formule du lemme 8 dès que p divise m puisque (p est à 
support dans ZZp . 

Montrons comment l'on déduit la proposition 6 du lemme 8. Suppo
sons donc que p divise m. Alors la condition p^m|D|-nNf devient 
p-r/n et celle sur d disparaît. On obtient donc 
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Am(12Z*> = Am' P 

Si maintenant cp est la fonction l • 1 _ y , on voit que 
P 

A^Cl^x-l ) = BA + I r (mlDl-nN*) I e (n,d)£ (miD| "?N ' ) . m Z2 v m ^ a ' 1 ' i a v n I D ! P P'f n d I n 

Supposons que n est tel que r^(m|D|-nN1) est non nul; i l existe 
alors un idéal b équivalent à a tel que 

-nN' = Nb mod D. 

On a dans ce cas l'équation fonctionnelle ([3], IV (4.2)) 

e (n,d) = -e(N')e (n,n/d). 
a a 

Lorsque e(N) = 1, on en déduit que I e (n,d) est nul. D'où 
d|n a 

A2 (1_x ' l ) = B3. 
m 7Z v m P 

Le même calcul montre que Aa est nul lorsque p divise m et que 
e(N') = 1. Pour obtenir la proposition 6, i l suffit de remarquer enco
re que 

L' o e o T(p) (h) = a L' o e(h) . 

Le lemme 8 se montre à partir de trois lemmes que nous allons 
énoncer maintenant. Le premier concerne le calcul de la trace de N|D| 
à N d'une forme modulaire. Les deux suivants donnent les formules de 
transformation de séries d'Eisenstein et de fonctions 0 sous certai
nes matrices. Nous n'en donnerons pas ici la démonstration. On choisit 
pour tout discriminant D̂  une matrice de déterminant ô ^ de 
la forme ^ 

/ \ ( 5.x y 
= 1 

û  V Nôp t̂ 

avec ô = |D| , = |D^ | . Si h est une forme modulaire, on note 
I a (h)q11 son développement de Fourier. 
n 
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Lemme 9 . Si h appartient à M̂. (TQ (N | D | p*1) , on a 

am<trN|D|/N(h)) » D D£=D 6!"k/2 ^ n ô / 1 ^ ' » 

où parcourt les discriminants divisant D. 

Posons K(D-) = 
1 si > 0 

^ i si D1 < 0 . 

Lemme 1 0 . On a pour ji _> 2r 

0 J a ^ ^ l W ^ = e (Ntp^Je («-.wJXn .n (a)K(Dj 10 _1 (ô1x2a,pr) 

où est un idéal de k de carré (D^). 

Lemme 11 . On a pour D̂  f 1 et u _> r 

I eD (a) Êx( (a,6),ôpr) 
a mod ô ̂  1 

ô 1 x yN1 

,ôpM'+Yt 

= 6{X 1)/2£n (yN')K(D1) Z 
' 1 ' m>0 

Y 
dlm -1 "* r 

d=x3 mod ô2P 

/ j \ /Hi» A— 1 m s(d)ED (g)d q . 

Ici , le couple (a,8) représente un entier modulo ô pr congru à a 
modulo et à B modulo ^p3^ 

Soit cp une fonction sur ZẐ  localement constante modulo pr. 
Montrons d'abord pour 6^1 la formule suivante 

(2) m61 Jffix a' D 

*D -D U)£D (Ô2> 1 r -1 (t) 
1 2 u1 z nN'+t=mô P 'a 

p + 1 

I 
dln 
P+-d 
d>0 

<-N'd)e_ ф<р(-Ц) . 

En effet en uti l isant les lemmes 10 et 11 et en effectuant la somma
tion modulo ô, on a 
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* a ( a ' P r ) i \ = \ XDl.D2(a)e(-N,)eDl(-N,62,GD2(ô1w)eD2(x) 

Q _1 (u) 
D a 

* 2= q I qnN I en (2)s(d)en (d) 
B€(ffi/Przz) rn-1 n>0 dln °1 d D2 

I ~ ~ d=x£ mod p 
Q (u)5ÔJ x a 

^ r 
mod p 

La première ligne vaut : 

\ fD1.D2(a,ED2(-N,,ED1(«2»-

D'autre part, le membre de gauche de (2) vaut 

I cp(a) a . (^(a,pr) | W )̂ 
a£ ( ZZ/p S ) 1 1 

On en déduit (2) en invertissant les signes I et en remarquant que 
lorsque t = Q _1 (u) et d sont donnés, 3 et a sont déterminés 

P1 a 
par 

B = x ^ d mod pr 

a = ô1 x 3 t mod p 
-1 -2 r 

= ô ̂  d t mod p 

à condition que d et t soient premiers à p (on rappelle aussi 
que e(d)s(d) = e(-d)s(-d) ce qui permet de remplacer la sommation 
sur d par une sommation sur d > 0) . 

En remplaçant n par ô2 n et en faisant le changement de va
riables d -> n/d, on obtient 

amô (f ipd$ IW^) = 
1 jzzx a °1 

Xn n (a) I r (mô-nN') I en (d)e_ (-N'g)cp(m6 nN ' 
1 2 Lin D"1a dln D1 D2 d ù n2 

;2 
pfmô-nN' p-fg 

ôJd 
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Si = 1, i l faut rajouter un terme correspondant au terme constant 
de la série d'Eisenstein, c'est-à-dire 

\ r (m) X ^ e(a)cp(m/a2)ç (0,a) = j r (m) f v e(a)^(~)dr Aa) 
4 3 a€(ZZ/pr62Z) ôpr 4 3 Jffip ô a 0,1 

On remarque alors que 

en (d)e_ (£) 
1 2 

est nul si D2 n'est pas le p.g.c.d. de d et de D (sous la condi
tion que divise n) . Dans le cas contraire, on a 

XD1.D2(a)eD1<d)eD2(-N,3) = ea(n'd)" 

De plus, D étant principal, les fonctions r et r , sont éga-
D a 

les. En uti l isant alors le lemme 9, on en déduit le lemme 8. 

Pour conclure cette partie encore inachevée, nous allons voir com
ment le calcul précédent permet de donner une autre formulation de la 
conjecture B lorsque p ne divise pas N. 

Notons F3 la "partie finie" de la hauteur p-adique sur Jq (N) 
des diviseurs de Heegner (x)-(i°°) et TN (m) ( (x) - (0) ) aa où TN (m) 
est l'opérateur de Hecke de niveau N. Les calculs de symboles locaux 
faits dans [4] (formule finale dans V.1) impliquent que pour (m,N) =1 

a ? m|D|/N 
F* = -u X r (m|D|-nN) X ejn,d)£ (n/d ) + h u r (m) l (N/m) . m ,, a N i a v a v n=1 d|n 

Si x est un caractère de G(H/k), posons 

F = X X(a) X FA qm X ^ m ^ A a m 
et 

V 1 x(a) z < *m-
A a m 

On a alors la relation suivante entre F et B . 
X X 

Lemme 12. On a la formule 

B |T(p)4 -T(p)2 = -1 F | n (T(NP)-X(P)) 
X P|P 
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Faisons maintenant l'hypothèse que F |e est une forme modulaire de 
niveau N (et non seulement de niveau Np). Notons 11̂  le projec
teur sur M2(TQ(N),A) associé à f (si g appartient à IN^r^^N),®), 

<f ,g>N 
on a 11 (g) = f f ) . 

' N 
Donnons alors le corollaire frappant suivant : 

Corollaire. On a 

d s < Vin) 2 1If (Fx'e) 
é V E / M ( X * M . . 0 - ^ " - l Z > 2 - ^ -

En particulier, 
, 2 Uf (Me) 

D (E/k) = n (1 — )Z ——= . 
p,v ! a 2 

Montrer la conjecture B revient maintenant à l ier F|e avec la 
hauteur p-adique des points de Heegner sur la partie ordinaire de 
J0(N). 

Note ajoutée en avril 1986 : j ' a i maintenant démontré la conjecture B 
lorsque p se décompose dans k. 
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