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FONCTIONS ELLIPTIQUES ET GENERATION D’ ANNEAUX D’ ENTIERS

Ph. CASSOU-NOGUES M.J. TAYLOR

INTRODUCTICN :

Pour tout corps de nombres L on désigne par O son
anneau d’entiers.

Soit N une extension abélienne, de degré fini d’un
corps de nombres M, de groupe de Galois TI'. On peut considé-
rer Oy d’une part comme Oy-algébre et d’autre part comme
module galoisien, c’est-a-dire comme module sur 1’ordre
associé Ay, ,m défini par

ANsM = {XEMIT1 | XOyncOy}

C’est un probléme central de la théorie algébrique des
nombres que de construire un générateur de N sur M. Lorsque
1’on sait résoudre ce probléme pour 1l’extension (N/M), on
peut se poser le probléme analogue pour les anneaux d’entiers

(i) Oy est-11 une Oy-algébre monogéne et peut-on dans ce cas
construire un élément & tel que On=0m(81 ?

(11) Oxy est-il un Axy,mM—-module libre et peut-on dans ce cas
construire un élément w tel que On=AN, /M. 7

Lorsque M=Q le théoreéme de Kronecker-Weber permet de
se ramener aux extensions cyclotomiques. La réponse & la ques-
tion (i) est donnée dans ce cas par le résultat classique

Théoréme 1 - Soit f un entier >0, E¢ une racine primitive

f-ieme de 1 et N (resp. N') l’extension QCEe) (resp.m(af+£}1)).
Alors

(i) ON=2[E¢1]
(ii) 0N+=2[Ef+€;1]
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La réponse & la question (ii) est fournie par le théoréme
suivant de Léopoldt, [L1 :

Théoréme 2 - Soit N une extension abélienne finie de @, de
groupe de Galois T. Alors Oy est un Ay, ,g-module libre et l’on
a l’égalite :
On=An,/g-Tn
o Ty est décrit a partir des sommes de Gauss de caracteéres de T.

Depuils la fin du siécle dernier on sait décrire les exten-

sions abéliennes d’un corps quadratique imaginaire. C’est

la théorie de la multiplication complexe. Par contre peu de
résultats sur la génération des anneaux d’entiers étaient
connus. Le but de cet article est d’ étudier les problémes

(i) et (i11) pour certaines extensions abéliennes d’un corps
quadratique imaginaire et de développer une “théorie de la
multiplication complexe entiére”. Nos références sont [Tj31,
[T41, [T51 et [CN-TI.

Plus précisément nous considérons un corps quadratique
imaginaire K, de discriminant dg<-4 dans lequel 2 est décomposé.
Nous fixons un idéal 0 de Ok et un point primitif ¥ de 40k-
division de C€/Q. Pour tout idéal f nous désignons par K(f)
le corps de classes de rayon f de K. Dans le §5, nous démon-
trons 1’analogue elliptique suivant du théoréme 1.

Théoréme 3 - Soient f un idéal impair de Ok, & un point primi-
tif de f division de C/Q et L (resp. L+) l’extension K(4f)
(resp. K(4).K(f)) de E=K(4). Alors on a :

(i) OL=Og[T(x+¥)]
(i8) 0 +=0g[T(x)]

o T est la fonction de Fueter associée a (1,¥Y) définie en (1-1).

Considérons maintenant un idéal premier p de Ok, engendré
pPar »=f1 mod. 40k . Nous démontrons dans le §7 cet "analogue
elliptique” du théoréme de Léopoldt.

Théoréme 4 - Soient r el m des nombres entiers tels que rzmzl
(resp. r>m31) si p est décomposé (resp. inerte) dans K. Soient
N(resp. M) le corps K4p™*™) (resp. K(49*)) et Ry=Oy+20y.
Alors Ry est un Ax,m-module libre et, pour tout point o primi-
tif de p™*T-division de C/0, on a l’égalité :

D(a)

Ry=AN/M-

DO &)

ot D est la fonction elliptique associée ¢ (0,Y) définie au §1.
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I1 est clair que la démonstration de ce théoréme nécessite
la connaissance de 1’ordre associé Ayx,m- Par 1’examen des
composantes locales de cet ordre on se raméne & 1’étude de
1’ ordre associé de certaines extensions de corps locaux obtenues
par adjonction de points de division d’un groupe formel de
Lubin-Tate. La description de ces ordres, ainsi que 1’étude
de la structure galoisienne dans cette situation, est faite
dans le §6. Nos résultats sont explicites et complets. La
démonstration du théoréme 4 nous conduit également & étudier
certaines résolvantes elliptiques d’Abel et Hermite au §4.

La relation (4.7) satisfaite par ces résolvantes joue ici
le r6le de la relation classique liant sommnes de Gauss et
conducteurs de caractéres abéliens.

§ 1 - FONCTIONS DE FUETER

Ce sont les fonctions elliptiques introduites par Fueter
en 1924, [F]l qgue nous utilisons pour décrire les anneaux
d’ entiers.

Dans ce paragraphe nous rappelons leurs définitions et
nous énonc¢ons leurs propriétés utiles a4 notre étude.

Les égalités entre fonctions elliptiques que nous obtenons
sont en général démontrées en vérifiant 1’ égalité de leurs
diviseurs et en montrant qu’elles sont égales en un point
"bien choisi"”

Soit N un réseau de C. Nous désignons par NIg4 1’ ensemble
des points u de L/0 tels que 4u=0 et 2uz0.

A tout couple (N,¥), ol NI est un réseau de € et ¥ un
élément de (l4, nous associons une fonction elliptique pour 0
définie par

Ba(Y) - Ba(2y)

(1-1) Ta(z;¥) =
Ba(z) - Ba(2Y)

et un nombre complexe
128n (2Y)

(1-2) ta(Y) =
Ba(Y) - Ba(2Y)

ol Bn est la fonction de Weierstrass associée a . La fonction

Ta(;¥) est par définition la fonction de Fueter associée &
a,Y).
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Lorsque 1 et ¥ sont fixés, nous désignons par T la fonction
Ta(3¥) et par t le nombre complexe ta(¥).

Remarque - A chaque réseau 1 on peut associer différentes
fonctions T et différents nombres complexes it correspondant
aux différents choix de ¥. Pour les applications arithmétiques
le choix d’un "bon ¥" sera important.

On déduit des propriétés de la fonction de Weierstrass
que T est une fonction paire, de degré 2, et de diviseur

(1-3) (T)=2(0)-2(2¥)

En outre on démontre que T satisfait la "formule d’ inver-
sion".
(1-4) T(z).T(z+2¥)=1

I1 est maintenant naturel de considérer la dérivée de T.

En fait, on observe qu’ il est préférable d’introduire une
certaine "normalisation” de cette dérivée. Nous fixons une
fois pour toute une racine carrée de B(Y)-B(2Y) et nous
posons g:z(%(?)—B(2Y))1/2. Nous définissons la dérivée nor-
malisée T; de T par :

dT (z) dT (z)
(1-5) Ty (2)= = B -BEY) P

dg dz

I1 est immédiat que T; est une fonction elliptique pour
de degré 3. Puisqu’elle est impaire, elle s’annule aux points
de 2-division de €/01 ol elle est finie et 1’on a

(1-6) (T1)=(0)+ (o) +(o2)-3(2Y)

oll 01 et o2 sont les points de 2-division de C/N différents
de 0 et de 2Y.

Les fonctions T et Ty sont liées par 1’ équation
2_ 2
(1-7) T{=T(4T“+tT+4)
Nous appelons (1-7) "1’ équation de Fueter" du tore com-

plexe €C/f. On vérifie que le discriminant du polyndme
X (4X2+tX+4) est égal a t2-25.
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Le quotient T;/T est naturellement appelé dérivée
logarithmique "normalisée” de T et noté D. La fonction D est
elliptique pour 1, impaire, de degré 2, et son diviseur est
donné par

(1-8) D)=(o1)+(02)-(0)-(2¥)

Elle satisfait la relation
(1-9) D(z+01)2D(z)2=t%-28

La quantité t2-26 joue un rdle important dans notre étude.
On démontre de maniére élémentaire [CN-T1, IV, (1-18), que
t2-2% est racine du polyndme
(1-10) x3+24.3x%+(2%.3-j)x+212
oll j désigne la valeur en N1 de la fonction modulaire.

Remarque - Pour un réseau (} donné on peut montrer que t2-26
ne dépend en fait que de 2¥. Les racines de (1-10) sont donc
les nombres complexes t2-26 correspondant aux 3 choix pos-
sibles de 2Y.

Nous terminons ce paragraphe par les formules d’addition,
de différence, et de multiplication satisfaites par les fonc-
tions de Fueter.

Proposition 1.11 - (Formule d’addition)

[{D(u)+D(v)1?
T(utv) = T(u)T(v)
4(1-T(W)T(v))?

d’ ol 1’on peut déduire
Corollaire 1.12 - (Formule de différence)
(T(u)—T(v))2(T(u+v)-T(u-v):T(u+v)T(u—v)T1(u)Tl(v)
Pour tout entier m impair nous définissons les polynOmes
Z;(X)=1
(1-13)

Z,(X)= T (X-T(g)), m>1
B
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Ny (X)=1
(1-14)
Npn (X)=nTT (X-T(a+2¥%)), n>1
)
ou p parcourt un 172 systéme des points de n-division non
nuls de €/f1. On a alors les résultats suivants.

Proposition 1.18 -~ (Formule de multiplication)
Pour tout entier impair n

T(u) Z7(T(w))

(i) T(nu) =
NZ(T(w))

(ii) Les polyndmes 1,(X) et N,(X) sont d coefficients dans
2(t]l. En outre ils vérifient les relations :

2
xn -1)s2 Zn(l/X)=(—1)(“'1)’2 N, (X)
Zn(o) = ('1)(n-1)/2.n ) Nn(()) = (_1)(n-1)/2

Remarque : Pour un analogue de (1-15) lorsque n est un entier
pair, on peut se reporter & [CN-T1, IV, (3.3), (3.6) et (3.T7).

§ 2 - VALEURS SINGULIERES DES FONCTIONS DE FUETER

Nous étudions le comportement arithmétique des valeurs
prises par les fonctions de Fueter en des points de division
dans le cas de la multiplication complexe.

On considere le corps quadratique imaginaire K comme
sous-corps de € via un plongement choisi une fois pour toute.
On considére les fonctions de Fueter associées & (Q,¥) ou
N est un idéal de Ok et ¥ un élément de flg4. On sait que dans
ce cas la valeur en 1 de la fonction modulaire est un entier
algébrique. On déduit alors de (1-10) que t est un entier
algébrique tel que t2-2% givise 2'2%. Ceci implique que pour
tout entier n3l les coefficients de Z,(X) et N,(X) sont des
entiers algébriques.
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On déduit de (1.15) et de son analogue pour n pair que
pour tout point de division & de €71, d’ ordre impair, alors
T(e) et T(m+¥Y) sont des entiers algébriques et méme que
T(x+¥Y) est une unité. En utilisant 1’ équation de Fueter de
€/ on en déduit que T;(®) et T; (x+¥Y) sont des entiers algé-
briques.

Nous pouvons maintenant étudier de maniére précise les
valuations de ces entiers.

Proposition 2.1 - Soit vEOg tel que v=1 mod 20k et soit {x}
L’ ensemble des points de v-division de C/Q. Alors :

(i) €y T(wz) =T T(z+a)
]

1 si vsfl mod 40k

on
-1 sinon
(N(v)=-1>
(ii) n (t2-2%)  * Ty(wz) =TTy (zte)

[

o 1y est une racine 4ieéme de l’unité et ou N désigne la norme
de X sur Q.

En utilisant (i) et (ii) lorsque z-0 ou z=¥Y on en déduit

Corollaire 2.2 - Sous les hypothéses de (2.1) on a :

(i) €y V2 = T T(x)
®xx0
(NC(y)=-1)
(ii) m vetZ2-26 4 = 1 T ()
x=0
(N(yv)=-1)
(iii) nw(t?-2%)  * = T Ty (aty)
®Z£0

x
On rappelle que x et y de § sont dits associés lorsque
xy'1 est une unité. On note alors xay.

Un idéal f de O est primaire s’il est égal & la puissance
d’un idéal premier de Og. On dit qu’il est impair si 1’on
a
f+20g = Og
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On déduit de (2.1) et (2.2).

Proposition 2.3 - Soit f un idéal entier et impair de Og et
soient & et p des points primitifs de f-division de C/Q). Alors :

i) T(x)~T(8)

(ii) T(x+¥Y)~1

(iii) si f n’est pas primaire, T(c)~1.

(1v) si f=p" on v est un idéal premier de Og, dans une

extenston “suffisamment grande” L et K, on a l’égalitée

T(x) O, = T %
B/p

ol B parcourt les relévements premiers de p» dans L.

) On suppose t2-25.1. Alors Ty (x+¥)~l et si f n’est
pas primaire, T;(x)~1l.

Remarque - Les propriétés satisfaites par les valeurs T(&)
nous conduisent & les considérer comme des analogues ellip-
tiques des éléments 1-Ep ol E¢ désigne une racine primitive
f-iéme de 1l’unité.

En examinant (2.2) (iii) et (2.3) (V) on observe que
la valuation pour les idéaux premiers au-dessus de 2 des
valeurs singulieres de T; dépend de t2-2%. on peut détermi-
ner explicitement le comportement de t2-2% selon le choix
de ¥ dans fl4. On exprime pour cela t2-2% comme quotient de
valeurs de fonctions A et on utilise le principe de dévelop-
pement en séries de Fourier des formes modulaires. On obtient
en particulier le résultat suivant

Proposition 2.4 - Si 2 est décomposé dans K et si Y est un
point primitif de 40gx-division de C/Q. Alors :

t2-96 . 1

56



FONCTIONS ELLIPTIQUES ET ANNEAUX D’ENTIERS

§ 3 - GENERATION DE CORPS

Soit f un idéal de Ogx. La théorie de la multiplication
complexe, (Fueter, Hasse, Weber), permet 4’ obtenir des géné-
rateurs explicites de 1’extension K(f) de K. Ces résultats
nous permettent de décrire les extensions de K obtenues par
adjonction des valeurs singuliéres des fonctions de Fueter.

Les symboles 0 et ¥ sont ceux définis aux paragraphes
dents. On désigne par J(X) (resp. U(K)) le groupe des

s (resp. idéles unités) de K et par Jf(K) (resp.Ue(K))
le sous-groupe des idéles (resp. ideles unités) de K, pre-
miéres avec f (resp. slmod*f). Le groupe Jf(K) opére naturel-
lement sur le groupe Ix des idéaux fractionnaires de Ok par

JE@)xIg » Ik
(3.1)
(u,M) > u.M =(u).M

ou (u) est le contenu de u.

En outre, si M désigne un idéal de Ok, on définit une
opération naturelle de Jf(K) sur le groupe des points de
f-division (C/M)¢ de C/M par

JTEK)x(TMyr » (LM g
(3.2)
(u,®) » w.@ = e

olt X est un élément de Ox choisi tel que X=u mod*f. Pour tout
élément u de Jf(K) on note (u,K) 1’ élément du groupe de
Galois de K(f) sur K associé & u par 1’application d’Artin.
Si M et N sont 2 extensions de K on désigne par M.N le compo-
situm de M et N.

Puisque dg<-4 on rappelle que dans ce cas la fonction
de Weber associée au réseau 0 est la fonction elliptique
défini par

g2(M)gs ()
(3.3) ha(z) = -273° —————— Ba(z)
A ()

6

ol g2(M)=60 T w ¥, g3(M=140 £ w % et AM)=gi@)-27gi

w®0 w0
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On a le théoréme suivant

Théoréme 3.4 - Soit o un point primitif de f-division de C/0.
Alors :

(i) ha(x)€K(f)
(ii) Pour tout élément u de JT(K), on a 1l’égalité :
B PO <y (e
En utilisant la fonction de Weber on obtient les nouvelles
expressions pour les fonctions de Fueter
tn(¥)=12ha(2¥) (ha(¥)-ha(2¥)) '

(3.5) ha(Y) - ha(2Yy)
Ta(z;Y¥)=

ha(z) - ha(2Y)
Ceci nous permet de déduire de (3.4)

Théroéme 3.6 - Si Y est un point primitif de 40g-division de
C/N, alors on a l’égaliteée

K(ta(¥))=K(4)
od K(4) désigne le corps de classes de rayon 40g de K.

Théoréme 3.7 - Soient f un idéal entier, non trivial et impair
de Ok et & un point primitif de f-division de C/01. Alors

(i) K(4) (T(x+¥))=K(4F)

(ii) K(4) (T(e))=K(4).K(f)

(iii) Pour tout élément u de Uy(X) on a l’égalité
T(m)(“-}K)=T(u.u)

ol T désigne la fonction de Fueter associée a (,¥Y).
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On peut ici considérer les extensions (K(4f)/K(4)) comme
les analogues des extensions cyclotomiques et les extensions
(K(4) .K(f)/K(4) comme les analogues des sous-extensions réelles
maximales de ces extensions.

On définit le polyndme ;

Se(X)=T" (X-T(g))
B

ou {g} parcourt un 172 systéme des points primitifs de f-division
de €/N. On démontre que S¢(X) est un polyndme & coefficients
entiers de K(t)[(X1. Compte tenu de (3.6) c’est un polyndme

de K(4)[X]. Le polyndme S¢(X) est le polyndme minimal de T(&)

sur K(4). C’est 1’analogue d’un polyndme cyclotomique.

§ 4 - FONCTIONS RESOLVANTES

Les problémes de structures galoisiennes conduisent en
général a étudier le comportement de certaines résolvantes
de Lagrange. Dans le cas elliptique que nous considérons il en
est de méme. Les résultats du 8§86 reposent de fagon essentielle
sur la détermination de la décomposition en idéaux premiers
de 1’ 1idéal engendré par certaines résolvantes elliptiques intro-
duites par Abel et Hermite, [Al, [HI].

Les notations sont celles du paragraphe précédent. Soit p
un 1déal premier de Ok tel que pn2=p2. Pour tout entier mzl
on désigne par ELp™]1 le groupe des points de p™-division de €/N

A
et par E[p™1 le groupe des homomorphismes de E[pTI1-C™.

A
Soit ® un élément de ELp™1, on définit la fonction résolvante
associée & p comme la fonction elliptique

(4.1) Ru(p) (2)= T D(z+u)p(u)
u€Rl»™1

ou D est la dérivée logarithmique de la fonction T définie au §1.
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Remarques -

1) Le groupe EI9»™] est naturellement muni d’une structure de
Ox/p™-module. Plus précisemment si ¥ est un point primitif
de p™-division, alors on a 1’é&galité

E[p™1=(0x/p™) . ¥

Ceci nous permet de donner & la résolvante R,(p) 1’ ex-
pression
~
(4.2) Ru(p) (2)= I D(z+w¥)p (W)
~ wEOQg/p™
oll p est le caractére additif de Og/p»™ défini par
~

p(W)=p(W¥), VYweEOg/p™

2) Soient upm le groupe des racines p™-iémes de 1’unité et
<,>p™ 1’accouplement de Weil

(4.3) ELp™I1xE[DP™] -» pp"
(u,v) - <u,v>,"

En utilisant 1’ isomorphisme de dualité induit par (4.3)
on vérifie qu’on peut associer & tout caractére g de EC(p™1un
él1&ment v de E[P™1, ol 9 désigne le conjugué de p dans K, tel
que :

p(u)=<v,w> ™, VYueE[p™]
On en déduit 1’ égalité

(4.4) Ro(p) (z2) = £ D(ztuw)<v,w "
u€eEL[$™]

Nous nous restreignons dorénavant aux hypothéses du §7. Nous
supposons que P est non ramifié dans K et totalement décomposé
dans K(4). L’idéal 9 est alors engendré par un élément ) de Og
tel que a=’1 mod 40k .

On montre alors le résultat suivant

60



FONCTIONS ELLIPTIQUES ET ANNEAUX D’ENTIERS

Théroéme 4.5 -
(i) Si p est le caractére unité de ELp™), alors on a :
™1 (A"2) Ry (p) (2)=2"
(ii) Si v est un caractere de E(9™1, différent du caractére unité,

_m
alors il existe un élément O, non nul, de Ely 1, dépendant de yp,
tel qu’on ait :
2 BO"z+oy)-B(S)

DT O"2) R (0) (2) R (o) (2) X" T

Blay)-B()
ou ; désigne le caractére complexe conjugué de ¢.

La démonstration de (i) est immédiate. Il suffit de prendre
la dérivée logarithmique des 2 membres de 1’égalité (2.1) (i)
avec v=X". La démonstration de (ii) est techniquement plus
délicate, (cf [CN-T1, VI (1.7)).

On démontre par la technique des formes modulaires et
notamment en utilisant leur développement en séries de Fourier

Théoréme 4.6 - Soient r et m des nombres entiers tels que ramzl
(resp. r>mpyl) si p est décomposé (resp. inerte) dans K et soit
® un point primitif de »™'*-division de €/N, alors on a :
2 BO"xtoy) -B(S)
1 ~ 4(t2-26y"1/6
=1 g(ow) -B(8)

m
ot & est l’élément de E[p 1 défini en (4.5).
On déduit de (4.5) et (4.86)
Corollaire 4.7 - Soient r et m des nombres entiers tels que
rymzl (resp. r>mpl) st p est décomposé (resp. inerte) dans K
et soit « un point primitif de »™'F division de C/01, alors
on a !
(i) Si ¢ est le caracteére unité de E[p™].
DOm0 R () () = A"

(ii) Si ¢ est un caractere de E[p™1, différent du caractére unité

D™ 2O"x) Ry () (&) Ry (9) (&) ~arZ™(£2-26) 71786
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§ 5 - STRUCTURE D’ ALGEBRE (démonstration du théoréme 3)
La démonstration de ce théoréme est élémentaire. Nous
nous contentons d’ indiquer ici sa méthode. Le lecteur peut

se reporter & [CN-T1, XI, pour sa démonstration compléte.

On pose p=g+¥Y. On déduit de (2.3) (ii) et (3.7) (i) 1’in-
clusion

(5.1) OpL20g[T(p)1

Soit §;(resp. 82) le discriminant de Oy (resp. OglT(g)1)
sur Og. Pour démontrer (i) il suffit de vérifier 1’égalité

(5.2) §1=6¢

On calcule §¢ par la théorie du corps de classe, en uti-
lisant la "Fihrerdiskriminante produktformel” de Hasse.

Pour calculer §g on utilise la formule d’Euler Compte
tenu de (3.7) (iii) elle s'exprime par 1’égalité

§2=N,g (T T(s)-T(aB)) .0
a
ol Np,g désigne la norme de L sur E et ou {a} parcourt un sys-
téme de représentants des éléments, différents de 1,
de Uy (K)/Ugr (K).
On utilise la formule de différence (1.12) pour vérifier
(T(p)-T(ap))*~T(a-1)p
d’ou 1’ on déduit
8$3=Ny, g (T T((a-1)8)).0g
a
On utilise alors (2.3) pour calculer la valuation de §g
en toute place qui divise f. On verifie (5.2).
Remarque - Les résultats de ce paragraphe suggérent une géné-
ralisation "elliptique"” des résultats récents de M.N. Gras

[G] sur la non monogénéité des anneaux d’entiers de sous-
extensions de certaines extensions cyclotomiques.
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§ 6 -~ STRUCTURE GALOISIENNE LOCALE

Le but de ce paragraphe est de décrire la structure galoi-
sienne des anneaux d’entiers de certaines extensions d’un corps
local obtenues par adjonction de points de division d’un groupe
formel de Lubin Tate.

Les notations sont les notations standard de la théorie
des groupes formels ([S1).

Soient p un nombre premier, ip une cldture algébrique
de Qp et L une extension de §p,, de degré fini, contenue dans
ip. On note Oy (resp. P1) 1’anneau (resp. 1’idéal) de valuation
de L et q le cardinal de son corps résiduel.

On fixe une uniformisante ) et on désigne par F un groupe
de Lubin-Tate & coefficients dans Op associé & ). Pour toute
extension M de L, d’idéal de valuation py, la relation :

a ; b = F(a,b)

définit une nouvelle structure de groupe sur py qu’ on note
FM.

Pour tout élément u de 0O; on note [ul] (X) 1’unique endo-
dg (X)

| =u.
dX X=0

morphisme g(X) de F tel que

On considére F(E,) muni de sa structure de Op-module
induite par

OLxF(Qp) - F(Gp)

(6.1) (u,a) » a®’=[ul(a)

Pour tout entiei m on désigne par Gy le groupe des points
de bf-dlvision de F(Qp), c’est & dire le groupe des é&léments
x de F(Qp), tel que

x'27=0 , vuep?

Il est clair que Gp est muni d’une structure naturelle
de OpL/9f-module.

On sait par la théorie des groupes formels de Lubin-Tate
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Théoréme 6.1 -
(i) G est un Op-module isomorphe & pi" /0y

(ti) Soit Ly l’extension de L obtenue par adjonction des
éléments de Gp. Alors L, est une extenrsion abélienne tota-
lement ramifiée de L de degré qm'j(q—l)

(itit) Pour toute unité u de O el tout élément x de G on
a l’égalite :
-1

{ L Cul
{(u , >=X u

X

On fixe dorénavant des nombres entiers r et m tels que
rmpl. On désigne par N(resp. M) l’extension Lp;, (resp. L,)
et par I' le groupe de Galois de N sur M.

1

On sait par (6.1) que 1l application d’Artin induit un

isomorphisme
1+p]

(6.2) N « ——
1+pT*T

En outre, puisque rpym, 1’application 1+y-y induit un
isomorphisme
1+p]
(6.3) — ~ pi/pP’T
1+hl€+r
On peut alors munir T de la structure de O /p[-module
induite de celle de pL/pP*T, via les isomorphismes (6.2) et
(6.3) .

Soit ® un point primitif de »P'" division de F(®,). Pour
tout 6lément ¥ de I il est immédiat que &°- « €Gp -
F

On en déduit un isomorphisme de Kummer
I' ~ Gy
(6.4) & : ¥ » a°- &
F

On vérifie facilement que © est un isomorphisme de OpL/pl-
module.
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Pour tout entier i»0 on définit 1’élément o; de MIT] par

(6.5) ci=X"® £ el -1
¥Er

Dans [Ts1 M.J. Taylor démontre
Théoréme 6.6 -

m
(i) An/m = Om + Z Om.0j

(tit) Oy est un Ay, ,m-module libre, de rang 1 et l’on a
On = AN/M-Y
pour tout élément y non nul de N de valuation qT1 .

Le lecteur peut se reporter & [CN-T], IX, pour une démons-
tration compléte de ce théoréme.

Remarques -
1) Lorsque L=Qp, X=p et F(X,Y)=(1+X) (1+Y)-1, on a alors
N=Qp(Ep"™™) et M=Qp(&p"). On peut démontrer en utilisant (6.6)
que AnN,sM est, dans ce cas, égal & 1’ordre maximal de MITI.
2) Soient s31 et g un point primitif de pf—division. On sait
que le polyndme minimal de s sur L est un polyndme 4’Eisenstein.
On a donc 1’égalité
O, = Oglsl
s

§ 7 - STRUCTURE GALOISIENNE GLOBALE

Le but de ce paragraphe est d’une part d’établir quelques

corollaires du Théoréme 4 et d’autre part d’ esquisser les dif-
férentes étapes de sa démonstration.

Par souci de simplicité nous avons supposé 2 décomposé

dans K. Cette hypothése n’est pas nécessaire. On peut se
reporter & [T4] et [CN-T1,X pour le résultat le plus général.
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Les notations sont celles de 1’introduction et des §l1 & 5
On rappelle que Ry est 1’ordre de Oy dans N défini par

(7.1) Ry = Ont+20y

51 q est une place de M qui divise 2 alors q est non
ramifiée dans N et on sait par un résultat de E. Noether
que ON est localement libre en cette place sur son ordre
associé. Puisqu’en toute place ¢ de M qui ne divise pas 2
les complétés de Ry et Oy en ¢ coincident, on déduit du
théoréme 4.

Corollaire 7.2 - Sous les hypothéses du théoréme 4, alors
Ox est un module localement libre de rang 1 sur son ordre
associe.

On pose = & ¥ et on désigne par Iy 1”1déal de Axn,m engen-
¥ET
dré par 2 et » ™f. On peut démontrer 17 égalité

(7.3) RN=ON.IN
On obtient alors comme conséquence de (T7.3)

Corollaire 7.4 - Sous les hypothéses du théoréme 4, alors
Oy est un An,m—module libre si et seulement si Iy est un
AN,M—-module libre.

Remarque - L’ obstruction & ce que Oy soit un Ay, ,m-module libre
provient donc de Iy, qul est un "analogue elliptique” des
modules de Swan des algebres de groupe.

Lorsque p» est décomposé dans K, le groupe T est cyclique.
On désigne par ¥ un générateur de I'. Dans ce cas on obtient

Corollaire 7.5 - Sous les hypothéses du théoréme 4 et lorsque »
est décomposé dans K, alors Oy est un Ayn,q-module libre de rang 1
et l’on a l’égaliteée :

1+¥y  D(®)
-]

On = AN/M { —
DO &)
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Démonstration -

Nous esquissons maintenant les 3 étapes de la démonstra-
tion du théoreme 4. On pose

a = D(x)/DOO™a)
Etape 1 - Etude de a -
Proposition 7.6 -
(i) a€Ry

(ti) Pour tout idéal q de N au dessus de 9, la valuation de a
en q est égale a q™-1 on q est égal a N(p).

En utilisant (3.7) on vérifie que a€N. Puis on déduit
des résultats du §2 que a€Oy, vérifie a=1 mod 2 et satisfait (ii).

51 F est un corps de nombres et ¥ une place finie de F
on note Fg (resp. Op,g) le complété de F (resp. Op) en B.
Si B est un Op-module on pose

Bg = O ®@ B
B F,® o,

x
S1 x et y sont des éléments de ﬁ on écrit x/y (resp.
8

! est un entier (resp. une unité) en toute

¥~y) lorsque yx~
B
place au-dessus de %.

Pour démontrer le théoréme 4 il suffit de démontrer, pour
toute place finie B de M, 1’égalité

(7.7 RN/M,2 = AN/M,g-2

On distingue suivant les places de M.
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Etape 2 - B/p

Puisque p est impair alors Ry,g=On,g. On se raméne dans
ce cas & un probléme local. On observe qu’ il suffit de montrer
pour toute place g de N su-dessus de B 17égalité
(7.8) ONq=/\N m -a

q B

Or 1’extension (N,/Mg) est une extension de corps local
du type considéré dans le §6. On déduit (7.8) de (6.6) (ii)
et (7.6) (i1).
Etape 3 -B{p

On note € le caractére unité de I'' A tout caracteére
x de T on associe 17 idempotent ex de MIT] défini par
1
ex = — £ x(¥ Y ¥
|r| wer

On démontre le critére algébrique suivant

Proposition 7.9 - Soit d un élément de Ry. Alors pour tout
idéal premier B de M, $*b on a ¢

2 ; 'I‘Iexd (resp. 1 ; |I‘|exd) si x*¥eg (resp. xX=g).

En oulre si 2;|F|exd (resp. 1 ; !Plex.d) lorsque x#g
(resp. x=e) on a l’égalite

RN, ¢=AN/M, q-d

On utilise ce critére pour démontrer (T7.8).

On a 1’ isomorphisme d’Artin
(7T.10) Ugp" (K)/Ugy"*™(K) ~ T

On a également 1’ isomorphisme de groupe

Ugp  (K)/Ugy" "™ (K) ~ EL9™)

(u-1)

(7T.11) u - O )

)Y
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A tout caractére x de T on peut associer via (7.10) et
(7T.11) un caractére p de E[p™] et 1’on vérifie 1’é&galité

(7.12) IT|ex.-a = D™' (A ") Ry (0) (&)

On déduit de 4.T7) et (7.9)

Ir|exa 2™, siox=e

D L OP®)Ra () (&)~22™ , si x#e

IFlexa

d’ou 1’égalité (7.8) dans ce cas.
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