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P. BOLLEY - J. CAMUS - B. HANOUZET

INTRODUCTION.

On se propose d'étudier la régularité analytique et la régularité dans
les classes de Gevrey pour les problémes aux limites associés aux opérateurs ellip-
tiques dégénérés considérés dans [2].

Soit @ un ouvert borné de R" tel que Q@ soit une variété i bord de classe
de Gevrey d'ordre s, de bord T. Soit Y une fonction de Gevrey d’ordre s de R" dans
R vérifiant :

Q

(xem" ; 9(x) > o},

r={xemr"; ¥ (x) = o},

grad { (x) # o pour tout x appartenant a T.

On introduit un opérateur différentiel sur @ défini par :

Min%k,?.m) om-

Lu(x) = PR (x5 0,) CC9 () M u(x).

h=0

ol k et m sont deux entiers, pam-h

(x 3 Dx) est un opérateur différentiel d'ordre
2m-h au plus, sz(x H Dx) étant d'ordre 2m exactement et proprement elliptique
dans Q.

On donne de plus une famille d'opérateurs frontiére :

Byu-= (Blyu,...,B Y u).

q

On montre que, sous certaines conditions sur les opérateurs L et Bj pour
j=1,...,q9,pour tout ouvert w de R", si u est une fonction de classe C*(2) telle que
Lu soit de classe de Gevrey d'ordre s sur wn@ et Bj Yy u soit de classe de Gevrey
d'ordre s sur w N T pour j = 1,...,q, alors u est de classe de Gevrey d‘ordre s sur

wN Q. En particulier, on obtient les résultats de régularité analytique (pour s=1).

Si w est contenu dans @, le résultat est classique (cf. (4], par exemple).
Le probléme est donc 1'étude de la régularité au bord. La méthode d'&tude est une
adaptation de celle donnée dans [5] déja utilisée dans [1] pour un opérateur ellip-
tique dégénéré d'ordre 2. On rencontre quelques difficultés techniques supplémen-

taires dues & la présence des opérateurs frontiére BJ. vy qui font intervenir dés
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ANALYTICITE ET REGULARITE GEVREY

"traces généralisées". D'autre part, la forme générale de 1'opérateur L nécessite
1'utilisation d'inégalités a priori d'ordre &levé alors que dans [1] les inégalités
avec second membre dans LZ(Q) suffisent. Ces inégalités a priori permettent d'obtenir
la majoration des dérivées presque tangentielles (c'est-d-dire des dérivées dont
1'ordre suivant la direction normale reste inférieur ou égal & une constante fixée) ;
puis, en fixant 1'ordre des inégalités utilisées, cet ordre &tant choisi suffisamment
grand, par des inégaliiés de Hardy et une récurrence d'un type particulier, on

majore toutes les dérivées en revenant & 1'expression de Lu.

Ces résultats ont &té annoncés dans [3].

Le plan suivi est le suivant :

I - Notations et hypothéses.

II - Transformation des inégalités a priori.

111 - Majoration des dérivées presque tangentielles.
IV - Majoration de toutes les dérivées.

V - Conclusion locale danc le demi-espace Rz.

VI - Conclusions locale et globale dans 1'ouvert Q.
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I. NOTATIONS ET HYPOTHESES.

On s'intéresse tout d'abord au probléme localisé dans le demi-espace

R = {x = (x',xn) eR" 3 X > 0}. Pour 1'essentiel des propriétés, on renvoie a [2]

1°) Les espaces.
Pour s appartenant a R, on désigne par Hs( IRE) (resp. Hs( rR"'])) 1'espace
de Sobolev d'ordre s sur IRE (resp. I'R"'l).

Etant donnés deux entiers & et k de/N, on définit les espaces de Sobolev

avec poids suivants :

k

L, N
nueH(TR+)}

L, N 2~k
W (R) = {ue HW(RY) 5 x

muni de la norme : 1

2 k 2 ¥
u+—> [lul = {lull,_ + lxg ul }
wz( ar) Hl k( ar) n H!L( IR")

k' T+ + +

k-h
o n
h =o0,...,k}. L'espace $(IR2)(*) est dense dans wﬁ( rR:) ; en utilisant les inégali-

L'espace 'NE( TR:) s'identifie & 1'espace {ue®D'( IR:) 3 X uc Hg'-h( (Rr:),
. L. o w n
tés de Hardy suivantes (cf. [1]), pour tout entier i et R\appartenant a 9(m+),

on a :

. -1
.1 |
(1.1) ][D;nulle(m:) < |:(1 +3) .. (14 "2')] "D;:J (Xf\ u)“LZ(IR:) ,

on obtient ainsi une nouvelle caractérisation de Nt( IR:) : 1'espace wi( \'R:l) coincide

algébriquement et topologiquement avec le complété de @(mi) pour la norme

k
1.2 —
@2 v

Remarque. Les inégalités (I1.1) sont valables dans un cadre bien plus général. Par
exemple, elles subsistent si on remplace rR: par ' x ]o,a[ ol w' est un ouvert de

R et a un nombre > o.

(¥) P( IRE) désigne 1'espace des restrictions aIR: des fonctions de classe C~

dans R" et & support ¢ompact dans Rr".
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ANALYTICITE ET REGULARITE GEVREY

Etant donné un élément u appartenant a wi(lR:), on lui associe & fonctions

Yq u(x'), appelées traces généralisées de u (cf. [6]) et définies par :
Dg u(x',0) pour q = 0,..., ¢ -k -1,sio0<k<zg,
(1.3)  vqutx) 1" e
(-1) I X x(x,) u(x',x.) dx
° pour g=-k,..., min (-1,2-k-1) si k > 1,

ol x est une fonction de & (fR,), égale & 1 dans un voisinage de 0. Dans la suite,
on supposera que le support de x est suffisamment petit. On note

Yus={y U, v, g Ul

L'opérateur y est un opérateur linéaire, continu et surjectif de Ni (IRE) dans
2-k-1 l-k_q-l _
I H Z(m" .
q=-k

2°) Les opérateurs.
Soit 1'opérateur L = L(x ; Dx) défini sur R" par :
minﬁk,Zm) sz’h

) (x 5 D) {xﬁ-h u(x)}
=

(I.4) Lu(x) = L(x 3 Dx) {u(x)}

ol k et m sont deux entiers de N, et ol :
(i) P2m-h

finiment dérivables et & dérivées bornées dans R", d'ordre 2m-h au plus de

(x 3 Dx) est un opérateur aux dérivées partielles, 3 coefficients indé-

p

la forme P2m-h(x ;D) = y im-h(x) D,
|a|<2m-h

(ii) sz(x H Dx) est un opérateur d'ordre 2m, proprement elliptique dans m: .

Soit p un entier de N fixé pour toute la suite. On considére Xp opérateurs
frontiére Bj = Bj(x' H Dx') pour j=],...,xp définis, pour u appartenant a wim+p(lR2),
par :

(1.5) BJ.(X' H DX') yu(x') =

2m+p-k-1
otk qu (x' 3 Dx‘) Tq u(x")
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ou B, (x's D) = ) b%  (x*) Di. est un opérateur aux dérivées partielles
J9 IU[imj"q J-9

n-1

d coefficients indéfiniment dérivables et a dérivées bornées dans R , d’ordre

mj-q au plus, mj étant un entier vérifiant -kfﬁﬁ.izm-+p’ k-1 (si mj-q est négatif

1'opérateur Bj (x' 3 Dx.) correspondant est par définition 1'opérateur nul).

q

Remarque. Pour certains entiers p, on prendra xp = 0 ; dans ce cas, la famille

d'opérateurs frontiére est vide (c'est par exemple le cas é&tudié dins [1]). Les
résultats suivants sont tous &crits en supposant Xp > 0 ; les modifications a
faire lorsque xp = o étant évidentes.

3°) Estimations a priori.

On suppose que 1'opérateur L, 1'entier p, les opérateurs frontiére Bj pour

J=1,...,x,, sont tels que : pour tout entier r > p, il existe une constante Cr >0

p —
telle que pour toute fonction u de §B( mi) a support suffisamment petit contenu

dans un voisinage de 1'origine, on ait :

X
p
(1.6) |lull <c JlLull + 1 1B vull kems v ne1 tlull -
N§m+r(lR2) r Hr([RZ) j=1 J H2m+r k mj z(an 1) wimﬂ' l(np ;
soit encore :
k Xp k
(1.7)  |xyul < cyliul + 1 lIBsvul Kemae Skl - :
n H2m+r(m2) r Hr([R:) FE e 2P =k -my %“Rn 1) nt2mir ](IR:‘_)

Dans [2], on donne des conditions suffisantes sur 1'opérateur L et les

opérateurs Bj pour que de telles estimations soient réalisées.

Dans la deuxiéme partie, nous allons transformer cette inégalité en suppo-
sant de plus que les coefficients de L et de Bj sont dans des classes de Gevrey.
Rappelons que si K est un compact de Rn, s un nombre réel > 1, on appelle classe de
Gevrey d'ordre s sur K, 1'espace GS(K) des fonctions u de classe C°° sur K a valeurs

complexes telles qu'il existe une constante L > o avec :
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ANALYTICITE ET REGULARITE GEVREY

sup, L1l (el o), <k e
a€lN L™ (K)

Si a est un ouvert de R", GS(Q) désigne 1'espace des fonctions de classe
c” sur @ qui sont de classe de Gevrey d'ordre s sur tout compact contenu dans Q.
Pour s=1, on obtient les fonctions analytiques. On peut aussi définir ces espaces

. . © 3
en utilisant les normes L au lieu des normes Lz.

IT. TRANSFORMATION DES INEGALITES A PRIORI.

Soient a et b deux nombres réels tels que o < b < a. Soit «' un voisinage

n-1

ouvert de 1'origine dans R et w = w' X [b,a[ le cylindre correspondant dans m2 .

Pour o < € < a, on pose :

''= {xew' ; d(X,9w')>e} ol d(x,3w') est 1a distance de x & la frontiére 3u' de w' ;

€
u

Q= wlx [0.a-¢[5
N'(v) = lv]l

; KON
N =

() =Tl

w

)
On suppose que les coefficients des opérateurs L et Bj sont de classe de

Gevrey d'ordre s sur w et ' respectivement, c'est-a-dire, plus précisément :

(II.1) : I1 existe une constante K] > 0 telle que pour tout Y de m”, on ait :

vy . 2m-h | v]+1 NS .
ZI:EHDX L RS (vl s
(IT.2) : I1 existe une constante K2 > o telle que pour tout Y’ de(Nn-], on ait :

) l+ .
sup oY v¥ I, <k e,
HsJ»q L (')

Dans la suite, on choisira K] = K2 = K.

On suppose aussi que la fonction x intervenant dans la définition des

traces yo (cf. (I1.3)) a son support dans [o.b[.
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En supposant que les estimations a priori (I.7) sont valables dés que le
support de u est dans w et en utilisant la méthode "des ouverts emboités" de Morrey
et Nirenberg, on se propose d'obtenir une majoration valable pour des u & support
quelconque.

Pour tout € > o et €4 >0 tels que ¢ + € soit inférieur a a-b, il existe

une fonction y appartenant a $(me ) telle que :
1

BOKx) = g (x') p(xy) 3

y(x) = 1 pour x appartenant a

£

ete
(11.3) "DI' ol <C eIl pour tout v de ™! ;
L (w'
o} w,ll ., < Cy & pour tout v deM,
X L (0,a)

la constante C] étant indépendante de e et e,

Appliquant 1'estimation (I.7) & yu , pour u dans c™( (RZ), on obtient une

premiére majoration.

Lemme II.1. Il existe une constante CZ > 0 dépendant des coefficients de L, de Bj
et de l'entier r > p telle que, pour tout U appartenant J c*( TR:‘_), pour tovt £ > 0
et €1 > 0 avec € + € < a-b et pour tout v appartenant amN" quec |v| < 2mr, on ait :

v, ko -r+|g| 8
N, Oy(xfu)<ci 2 e N, 0f () +
1 |8]<r 1
-2m-r+| 8]
e N (08 (<K uy)
| 8] <2m+r-1 €1

X
p
+ D lvy 85y (v Wl opepkemend o n-1, [
=1 175 2 y2mtr-k-mj-z (R" 1)

Démonstration : en utilisant 1'estimation (I.7) et les propriétés de la fonction ¥

on cbtient :

v, k k
Merey O3 90) <1y 69 oner o :cr{numnﬂr( )

X
P k
+ 101185 v(vu)l K-ms-o -1, ¥ lixg vl - .
210 9 emtr-k-mj-7 (R 1) n yemir-1 (‘RE)
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Dans la suite, C désignera une constante dépendant de L, BJ. et r mais qui

peut varier & chaque &tape. On a tout d'abord :

k a-8 B .k
xy vl oy <C. ) IR L] I N_ (D) (x, )
n H2mr ]( IR?_) la|<2m+r-1 B<a X L (wel) Bpox o
. Ioooeomrlely 08 (ko).
|8]<2m+r-1 1

On a ensuite :

L < L I-:
[ (wu)"H”(uRQ) < v ""H"(lng) +I( w]uHHr(le)

ot [L,yJu = L(vu) - ¥ Lu. On a directement :

-r+|8| 8
e Ll <c. ol (08 (Luy),
H"(RY) |8l<r S

et en utilisant les inégalités de Hardy (cf. (I1.1)), on a :

I (Esy]ull

b <G 2ol v Bk w).
H (R,) | 8] <2mtr-1 1

On majore maintenant les termes faisant intervenir les opérateurs frontiére.

On a:
18; Y(wu)"H2m+r-k-mj-%(‘Rn-]) = llvy 8 Y("’Zu)"Hme-k-mj-*}(an-l)
2m+p-k-1 0
+ B. ,] ¥,u 1
=Z-k ”Yq iq l_-l 2 "H2m+r-k-mj-2(mn-1).
On a :
lvq (Bsq-¥q] boul KM . <clie; ’W]] voull 5 -m.
q Yig* "1 H2m+r k m; 2-( R 1) iq wkmw+q mJ( ‘RZ)
k
< ClI[Bjqa¥y] (wpxpu)l
- Jq’"1 2°n 2m+r+q-m; n
H J(m+y
Puisque [qu’ w{] est d'ordre mj-q-l au plus, ce dernier terme est majoré
par :

_-(2m+r)+|8| 8, k
C e Ne] 0B (xs w).

" |8|<2mr-l

En regroupant les inégalités précédentes, on obtient le lemme II.1.

On va obtenir de nouvelles inégalités en remplagant u par D?(.u dans le
lemme II.1.
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Lemme II.2. Il extste wne constante C3 > 0 dépendant des coefficients de L, de Bj

et de l'entier r > p telle que pour tout U appartenant d Cw( lR:)_, pour tout € > 0

1

et €] > 0 avec e t g < a-b et pour tout u appartenant am™ ! et v appartenant a

WN" avec |v| < 2mtr , on ait :

a v o,k -r+| 8| a B
Ne+€] (D%+ Dy (xp u)) < Cq { IB%:r e Nel (D5, Dy (Lu)) +

-2m-r+|8| a B .k
+ ) € N (0%, DF (x: u)) +
|8] <2m+r-1 gox x o

T L S SR N R N LR L R ({PO P PR TP
l8l<r |s]<2m la'Sa B'<s °
a'|#o 5+8-8" -a' .k
Ne, (07 D3 Gy )
X
R ZP ) - (2mer-k-mj)+|8] (0%* B yu)
j=1 If!l_<_2m+r-k-mj S B
2m+p-k-1
E z Z Z Z (gl) (gl)
a'_i.a |8|<emtr-mj+q B'<B &<g-8'
' fO

la

' ' S —at - a-a’ -t
T aregat ) (587 el @i o) 5<Xﬁ">)}~

1 ek ulmgq

< .
Démonstration. On applique le lemme II.1 & la fonction Dx.u. Ce qui donne :

v a .k -r+|8 a B
(L4 N (0 05l 6 {IB%“ T8l N (0% Df(u)) +

-r+| 8| B o
+ le%«' € Nel (0} 0% s L]u)

-2m-r+| 8| B na (K
+ |8l<gm+r-l € Ne](Dx D% (xu)) +
sl

.p ]
+ ¥y D% By v(¥ou)ll Zmer-k-mi-% -
iy 1o D By Y00 amrkomi=z paen)

X
p a
B.,D_, .
* jZ] lhvq [855 0% ]Y“'Zu“Hme-k-mj"}( YR")}

On majore tout d'abord le deuxiéme terme du deuxiéme membre de cette inégalité

(I1.4) On a :
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min(k ,2m) ' -
N, (0803, ,]u) < ) LT @GNt of g2y
1 h=0 |y|<2m-h B'<g a'sa L” (w)
a'|#o
v+B-B' na-a' , k-h
Ne](Dx Dev (x5 " u)).
D'aprés 1'hypothése (II.1) et 1'inégalité de Hardy (I.1), on obtient :

e N T (A O NN L L M PO PPN
X Y L (w) el X n
h Y+B-8' a-a' k
N (nxn DY 0% ® (%7 u))-

Comme h+|y| < 2m, on obtient une majoration de la forme :

N (DB L,0%, <C. , B. KI“‘|+B'I+] o Iy s
RS DA |“Z<“ @ (Cla' [+]8" )1

|#o s+8-B' L a-a' , k
N, (D Dy (xn u)).

On majore maintenant le quatriéme terme du deuxiéme membre de 1'inégalité (IIl.4).

On a :
(e 2 (61
oy O Bjv u"H2m+r-k- i_%XIRn-]) < Cllvq Dy Byyul 2=k -mj- z(ar 1

-(2mtr-k-mj)+| 8] N Bta
€ J NE] (D Bjy u).

<C
|s|5?m+r-kﬂnj
On majore enfin le cinquiéme terme du deuxiéme membre de 1'inégalité (II.4). On a :
S N I (G008 bY) puie™
J 2 X' q:-k lulimj'q a'f_“ a X Jq X

la'T#o
D'aprés les hypothéses II.2 et II.3, on obtient :
0?, b“ pha-a
[wl ( ) Dx (¢2“)3" 2m+r-k-mj-%(‘Rn-])

H uto-a' k
E-le‘(D ! b ) Dy (b2 % u)"H2m+r-mj+q(‘Rn-])

<c. ) 3Gy ke B oy
|S|<2m+r—m +q B'<B

-R -l 8| pta-a' B-B'-8 , Kk
shg ) e Ne, (07 0,77 (xg D),
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2m+p-k-1

Tvq (85 0% 3vwoul omurokem <%, -1, €
185 7 7x 2 pem+r k-mj '}( R" ]) g=-k |U|<_mj'q a'Sa | g|<2mir-m,+q
: la']#0 J

'z z , (Z') (S.) Kla.l"‘le""‘] ((IG.I+IB‘|)!)S (B;B') E-l6|
B'<g 6<B-B ' .
NEI(D;T“‘“ DE™E O (xK uy).

En regroupant les inégalités précédentes, on obtient le lemme II.2.

II1. MAJCRATIONS DES DERIVEES PRESQUE TANGENTIELLES.

Dans ce paragraphe, u est une fonction de classe c” sur un voisinage de w
telle que Lu soit de classe de Gevrey d'ordre s sur w et que Bjy u soit de classe
de Gevrey d'ordre s sur o' pour j=l,...,xp. On traduit ces hypothé&ses par les iné-
galités suivantes :

(ITI.1) : I1 existe une constante K, > o telle que, pour tout o de W, on ait :
3

1 3
102 Lul < ke (apns
X Lz(m) 3

!

(II1.2) : I1 existe une cunstante K4 > o telle que, pour tout o de , on ait :

1 3
102, B. v ul <kl ey
X J Lz(ml) 4
Dans la suite, on choisira K3 = K4 = K.

L'entier r étant fixé& > p, on dit qu'une dérivation Dz avec o dans N"
est presque tangentielle, si @ < 2m+r. Les hypothéses III.1, III.2 et le lemme

11.2 permettent d'obtenir une majoration des dérivées presque tangentielles de xﬁu.

Lemme III.1. Powr tout entier v > p, il existe wune constante M = M(r) > o telle que,

pour tout o appartenant amn" avee @ < 2m+r et pour tout € > o avec 0 < € 5_?:% 5
a
on att :
a, k la]+1 _-]a|s
(III.3) Nigle (Dx(xq u)) <M € :
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Démonstration. Pour plus de commodité, on suppose dans la suite que a-b < 1 (mais
cette hypothése peut étre écartée).

On raisonne par récurrence sur 1'entier j=|a| (avec a < 2m+r).

Supposons que (III.3) soit vraie jusqu'a 1'ordre j > o avec une constante
M > 1. Soit o' appartenant am" tel que Jat]=j+1 et aa < 2m+r ; on peut &crire
a' = a+v avec |v|=2mtr et a =0,donc |a| = j+1-2m-r. Le lemme II.2 appliqué & €

avec 0 < ¢ < %i% et € = je donne :
5
o AV k
N(j+1)s (D%+ Dy (xpu)) < Cs. iz] A;

ol Ai désigne le iéme terme intervenant dans la majoration fournie par le lemme II.2.

On majore séparément chacun des termes Ai' Dans la suite, C désigne, comme d'habitude,
une constante positive pouvant changer d'une &tape de calcul a la suivante, mais
elle reste toujours indépendante de j.

On a :

A= T eIl 02, 0B (Luy).
| lB'ir € X X
D'aprés l'hybothése (ITI.1) et 1'hypothése e(j+1) < 1, on en déduit que :

A]M-j-z e(j+])s <C (K M'])j+2.

On a :
-2m-r+| 8| a B K
A, = ) € N (0%, D8 (x° u)).
2 | 8| <2m+r-1 e x x
D'aprés 1'hypothése de récurrence, on déduit que :
Ay w372 (IS oyl
On a : ' ' S
-r+ + + ' '
A, - poemel oy eaEo ke T I e eper
[8l<r [&]<2m a'sa B'<p

§+8-B' a-a', k
Ne](Dx o8 D™ (xp W)
D'aprés 1'hypothése de récurrence, on déduit que :

A w32 (G+)s .y ) ) IS KM-I)la'|+|3']’

T |8l<r |8]<2m  a'<a B'<B
la'|#0
N !B N ' ! '
puisque (:Z.;) (lB.:) ((la'[+]8*]) 1) 5_2'“ [+]8"]
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1

Si 1'on suppose que 25 nm! < 1, on obtient :

ay w32 (s zz n KM-]
1-2° n KM
On a :
Xp ,
A, = 5y ) e-(2m+r-k-mj)+lsl N (DQTB B. yu).
J=1 |B|22m+r-k-mj &g ox J

D'aprés 1'hypothése (III1.2) et 1'hyputhése e(j+1) < 1, on en déduit que
(comme pour A]) :
A4 M-j-Z e(j+1)s <c (KM'])j+2.
On a: X .
a
Ag = ] LG

j=1 g=-k |ul<m.-q a'sa |g|<2mtr-m.+q B'<p 6<B-
Vo Ja'l#o J

p 2m+p-k-1

tl4igt [+1 , . S _at - ! —a'a
kI B (aragary (557 18] Ne](n‘;‘.“" = DB O )

D'aprés 1'hypothése de récurrence, on en déduit que (comme pour A3), si

1'on suppose 2° n kM™! <1, alors :

pg w32 s ¢ 2% n K]

125 n kT
En regroupant les inégalités précédentes, on obtient que si.2%n KM'] <1,
alors : . . . s -1
a v, k j+2  _-(j+1)s -1,j+2 -1 2> nKM
N(j+])s (Dx' Dx(xn u)) <CyM € CQ2(kM ) + M+ 2 T

Cette inégalité montre que 1'on peut choisir M grand vis & vis de K et
indépendant de j pour que :
a v,k j+2  _-(j+1)s
N(j+])e (Dx‘ Dx (xn u)) <M € .
C'est 1'inégalité (III.3) & 1'ordre j+1.
Lemme II1.2. Pour tout entier r > p, il existe une constante N = N(r)> o telle que

pour tout o appartenant a N avec an12m+r et pour tout b avee o<b<a, on ait :

k +1
(II1.4) Nap (Dz (xp u)) 5_N|°‘| (la|1)S.
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Démonstration : dans (III 3), on choisit € = a-b ce qui donne

N, (D% (x u)) < < plel# (a-b)‘l""S [a|'“|s.

On en déduit (III.4) grdce a la formule de Stirling.

Ainsi, le lemme III.2 permet d'obtenir une majoration des dérivées presque

tangentielles de xk u sur tout compact Y contenu dans w : i1 suffit de choisir b

n
tel que X soit contenu dans Wap*

{V. MAJORATION DE TOQUTES LES DERIVEES.

Dans ce paragraphe, u est encore une fonction de classe C” sur un voisi-

nage de w et vérifie les hypothéses III.1 et III.2. On se propose de démontrer des

inégalités du type (III.4) pour toutes les dérivées de xﬁ u.

2m .

L'opérateur P™" étant elliptique dans R ,» On peut supposer que

2m ~ < . ‘s iis .
p(o, .,0,2m) est 8gal @ 1 ; ce qui permet d'écrire 1'identité :

in(k,2
(1v.1) " oy () - Laga - T ey o) ke ).
h=o0 |A|§2m-h n
Aanm

Lemme IV.1. Il existe deux constantes M] et M2 positives telles que pour tout o
appartenant an” de 1a forme a=(a',an) avee o' danstn-] et ay dans N et pour

tout b aveec 0 < b <a on ait :

a S
(Iv.2) N, (0 (x u)) < M'“ +1 M, (lalt) .

Démonstration. D'aprés le lemme III1.2, 1'inégalité (IV.2) est vraie, pour tout «

tel que oy < 2mtr (avec par exemple M] M2 = N cette constante dépendant de r).

On fixe un entier ro avec r, > p de telle sorte que :

min(k,2m) 1 1.7V o
(1V.3) 1- hzl ((2m-hergtp) ... (2mér-5)) ”p(g,?..,o,Zm-h)"Lm(w) >
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]
On appligque 1'opérateur Di. D;+] aux deux membres de la relation (IV.1) :
n
' min (k ,2m)
Di' 02m+r+]( u) = D ) Dr+1 (Lu) - ((a ,r+1))DB 2m-h
*n h=0 [x]|<2m-h  B<(a',r+l)
xn#Zm

a'-g' r+l1-8 A, k=h
D ' Dxn np (xn u).

En isolant les termes de dérivation maximum en X, On obtient :

, . min(k,2m) _
a b(D . 02m+r+1(x u)) < Na b(D : Dr+](Lu)) + § | 2m-h

e
he (0,...,0,2m-h) L (“a—b)
N b(D : Dr+]+2m -h (xﬁ'h W)
*n
R min§k,2m) ((uo’r,,_])) "DB 2m-h ”
L . 8 P(0,...,0,2m-h)! =
h=1 B<(a',r+l) L (“’a_b)
b(Da '-g! Dr+1-8n+2m h( ﬁ -h u))
*n
min(k,2m) 2
‘ NGRS LA N
h=0 |A]|<2m-h  B<(a',r+l) (wa b)
xn;éZm-h
- 1- k-h
Na_b(Di. B' pr+l-gy D} (xX™" w)).

On applique les inégalités de Hardy (I.1) & chacun des termes du deuxiéme
membre ; ce qui donne pour r » rg , compte-tenu de 1'inégalité (IV.3) :

(1v.4) 5N (020 2™ Ky v, 0% ot (L)) +
n n

min(k,2m) o
+ § z (( sr"'])) ”DB p%[g h'.’o,zm_h)"

h=1 g<(a',r+l) L™(w, )
lel#a 3 llab"12k
((r-g #2m-ne3) ... (r-g +2m5)) "' N, (0%, B D;; Bt M (xu))
N m'ln(k;zm) z Z ((C! ,Y‘+])) HDB 2m- h”
h=o [A]<2m-h B<(a',r+l) "(wy-p)
An#Zm-h
((r=8, 47 +3) oo (r-8, 44 +heg)) T N (02,78 7FA plH 1Byt Aathykyy)
n
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A partir de cette inégalité, on démontre 1'inégalité (IV.2) par une
récurrence faite en deux étapes : dans une premiére étape, on suppose que (IV.2)

est vrai quelque soit a avec a_ < 2m+r (avec r 3_r0) ; on démontre qu'on peut

n
choisir les constantes M] et M2 indépendamment de r pour que 1'inégalité (IV.2)
reste valable pour o' = 0 et a, = 2m+r+1. Dans une deuxiéme étape, on suppose de
plus que (IV.2) est vrai pour o avec |a'| < j et a < 2mr+l 5 on démontre qu'on
peut choisir les constantes M] et M2 indépendamment de j pour que 1'inégalité

(IV.2) reste valable pour |a'|=j+1 et a, < 2mr+d.

On fait d'abord la premiére étape de la récurrence. On écrit 1'inégalité
(IV.4) pour o' = o en tenant compte des hypothéses (II.1) et (IIL.1) :

1 N (DZm+r+1 (x u)) < Kr+2 ((r+1)') +

2 a
m1n§k,2m) +1 +1 s 3 1 -1
+ "% ) K n (8.1) ((r-g_ +2m-h+3)...(r-g_ +2m=))
e 156, <r+1 n n Z n "z
1-8_+2m , Kk
%m(qzﬁﬂm(%un
min(k,2m) + -1
+ ) ) ("*‘) n (sn!) ((r-8 #A+3)...(r-B +A +hi 1))
h=o [A|<2m-h B <r+] n
A, #2m-h
n , b(D ‘ Dr+l B +A +h(x u)).

On note A] s A2 et A3 les trois termes figurant au second membre de cette

inégalité, et on les majore séparément. Tout d'abord :
-1

Ay M ETT (omerr) 1) TS < gyTy (o)™ AT
On peut appliquer 1'hypothése de récurrence pour A2 , ce qui donne :
1 omon -s  min(k,2m) -s B +1 -8
Ay M MZNTTN (omrety ) T ¢ ("t ML e g,
h=1 ’:ﬁn:r+1 Bn Bn
Si 1'on suppose KMél <1, alors :
1
-1 ,-2m-r-1 — KM,
A, M7 M, U (emersi)l) o< C —=—
'I-KM2

C étant indépendante de r.
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On peut également appliquer 1'hypothése de récurrence pour A3 , ce qui

donne :
M -s  min(k,2m) 18 .
VA (et < § ) G I R it
| A k2m-h B <r+l

Xn#Zm-h

A, M7
3 h=o
Si 1'on suppose que M > 1, M, > 1 et KMél <1, alors :

-1 .-2m-r-1 -s 2m ,,-1 -1,-1
Ay M3 Mz"”‘ ((2mere1) 1) < oM™ My (1-kMz 1),

C étant indépendante de r.

De ces trois majorations, on déduit : : » :
- -
Na_b(Dirwﬂ(xﬁu)) < M M (@ners1) 1) c{(m]")(KMg‘)M M£2m+%M_z_ }
Cette inégalité montre que 1'on peut choisir M] et M2 indépendamment de r
pour que 1'on ait :
Na_b(r)i:*"” (K u)) < my M ((2mre)) .

C'est 1a conclusion de la premiére étape de la récurrence.

On fait maintenant la deuxiéme étape de 1a récurrence. On écrit 1'inéga-

1ité (IV.4) pour |a'|=j+1 en tenant compte des hypothéses (II.1) et (III.1) :

1 vo2mersly ok j4re3 . s
3 Ny (03, Dx';‘*”* ) (xg w) < KT ((gere2) 1)

min(k,2m) ' S -1
+ T () (BB ()T (regrememed) L (rog r2med))
" BﬁlTBi;;]) r+l1-g_+2m
N, (02,7F Oy, " )
min(k,2m ! S
. (k,2m) ) ((a'arel), MR (8l1)
h=0 |x]<2m-h  B<(a’,r+l) 8
Aanm-h 1

3 1IN
((r-en+xn+§)...(r-sn+xn+h+§))
a'-g'+x' r+l-g +a +h, k
Na-b(Dx’ Dxn n (X, u)).

On note A] s A2 et A3 les trois termes figurant au second membre de cette inégalité

et on les majore séparément. Tout d'abord :
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Cie _om -S 1 Jj+2 _ _
Ay M w2l (Gaamers2)t) o< () (k)T A

1 2
On peut appliquer 1'hypothése de récurrence pour A2 ce qui donne :
=52 u-2m-r- -s R EM -
A, M2 W20 ((aamere2) 1) < C. ooy ey
B<(a',r+l)
|8]#o

Si 1'on suppose que (n-1) KM;] <1et KMEI <1, alors :
. ;! L (e }

. + .
1-(n-T)ki; T 1-kyT ST - (ke

- - - - -S
Ay W32 WZNT ((Gaomere2) 1) <
1-KM;

On peut appliquer 1'hypothé&se de récurrence pour A3 ce qui donne :

i o -s  min(k,2m)
Ay W32 20T (Gaamare2) 1) < )
h=0 |Al<2m-h  B<(a',r+l)
Anf2m-h

' - B ' Omo
K (KM{])IB I(KMZI) n M%A | M22m Bn+xnfh

1 -1

Si 1'on suppose que M;>1, M, > 1, (n-1) KM; <1etkM, <1, alors :

-j-2 y-em-r-1 . -s 2m -1 -1,71
Ay M8 My T ((Gezmere2) 1) < CMT MG (1-(n-1) KMT)  (1-KM, )

De ces trois majorations, on déduit :

voomer+l |, Kk i+2 ombr+l . s 312 el
Nap (D% Dx: T (xg w) 5_M{ M ((je2mere2)t) € {(KM] ) (kay) oM
e U
. + . + .
Y LR R B R P L T« AU U T S R

Cette inégalité montre que 1'on peut choisir M] grand vis-a-vis de K,
puis M2 grand vis-a-vis de M], le choix étant indépendant de |a'| et de r pour que
1'on ait :

'o2mir+l |,k j+2 omer+l . s
N,y (B% DX: T (xgy u)) < MTE M3 ((j+2m+r+2)1) .

C'est la conclusion de la deuxiéme étape de la récurrence et par 13,

la fin de la démeonstration du lemme IV.1.
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V. CONCLUSION LOCALE DANS LE DEMI-ESPACE fR:.

On suppose que 1'opérateur L donné par (I.4) et les opérateurs frontiére
BJ. donnés par (I.5) vérifient les estimations a priori (I.6) pour toute fonction u

de classe C“( fR:) a support contenu dans » = w' x [0,a ]: Sous ces hypothéses, on a

le résultat suivant :

Théoréme V.1. St les coefficients de l'opérateur L sont de classe de Gevrey d'ordre
S sur w, st les coeffictents des opérateurs Bj sont de classe de Gevrey d'ordre S
sur w', 87 U est une fonction de classe C” sur v telle que Lu soit de classe de
Gevrey d'ordre s sur w et si les Bj YU sont de classe de Gevrey d'ordre s sur w'
pour j=1,..., Xp alors, la fonetion u elle-méme est de classe de Gevrey d'ordre

S sur w.

Démonstration. Soit K un compact contenu dans w ; soit b tel que o < b < a et tel
que K soit contenu dans 1'ouvert w, _, . D'aprés le lemme IV.1, il existe une constante

M > 0 telle que pour tout o appartenant a n" on ait :
k +1 s
N, (0% Gk uyy <mlel*! (o,
d'od 1'on déduit que x:f. u est de classe de Gevrey d*ordre s dans 1'ouvert w.

En utilisant les inégalités de Hardy (I.1), on obtient que u est une

fonction de Gevrey d'ordre s sur w.

VI. CONCLUSIONS LOCALE ET GLOBALE DANS UN OUVERT Q.

Soit @ un ouvert borné de fRn, Q étant une variété a bord de classe de
Gevrey d'ordre s, de bord r. Soit Y une fonction de classe de Gevrey d'ordre s de

R" dans R telle que :

a=1{xeR"; 9(x) > o},

r=1{xeR"; ¢(x) = o},

grad P (x) # o pour tout x de T,
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Soit 1'opérateur différentiel L = L(x ; Dx) défini sur @ par :

min§k,2m)

Lu(x) = L(x3D,) {u(x)} = PR (x5D) P )M u)y,

=0

ou k et m sont deux entiers avec k > o etm> 1, et ol :

(i) sz-h(x; D,) est un opérateur différentiel d'ordre 2m-h au plus, a coeffi-
cients de classe de Gevrey d'ordre s sur 2 pour h=o0,...,min(k,2m) ;

(ii) sz(x; Dx) est un opérateur différentiel d'eordre 2m, proprement elliptique

sur Q.
L'opérateur L est 1inéaire et continu de 1'espace de Sobolev avec poids :

WoP(g) = (u e HEMPK(g) ; @K u e WEP(g))
muni de la norme naturelle dans 1'espace de Sobolev HP(Q) pour tout
entier p > o.
Soit p un entier fixé pour toute la suite. On associe une famille de Xp

X,.. étant >>0) opérateurs B, y = B.(x ;D )y pour j=1,...,x_ définis sur
P - J J X p

T par : 2m+p-k-1
B. = B,(x3 = . 5 N
: yu(x) BJ(x D,) vu(x) qzlk BJq (x3 D) Yq u(x)
ol
(iii) qu(x; Dx) est un opérateur différentiel sur I', & coefficients de classe

de Gevrey d'ordre s sur T, d'ordre m;-q au plus avec -k < q < 2m+p-k-1 et

-k j_mj < 2m+p-k-1 (si mj-q < 0, qu est identiquement nul) ;

(iv)

Yq est 1'opérateur trace généralisé (cf. [6]) défini par :
O u(w'](x t)) pour q > o
t ** | t=0 =
X =
Tq u(x) ] - ]
(-179° J 7971 a(t) u(y '(x,t)) dt pour q < o,
[o)

ol a est une fonction de EB( ﬁf:) égale a 1 dans un voisinage de 0 et a support
suffisamment petit et v est 1'isomorphisme de {x € @ ; d(x ; I') < 8} sur T x EJ,G[
défini par y(x) = (XP , d(x,r)), d(x,r) désignant la distance de x a ', § étant

suffisamment petit et X5 étant 1a projection de x sur 1.
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L'opérateur By est linéaire et continu de Nimp(ﬂ) dans H2m+p'k'mj"%(r‘).

On suppose que 1'opérateur L, les opérateurs BJ.Y pour j=1,...,x . et

P
T'entier p sont tels que : pour tout entier r > p, il existe une constante c > o
telle que pour tout u appartenant a wﬁ"‘*”(n), on ait :
X

p
(Iv.1) ”u"wﬁ"‘”(sz)i Cr.{IILu . + j§1 ”iju"H2m+r-k-mJ.—%(r) + ”u"wi"‘*"“(n)}'

Dans [2], on donne des conditions suffisantes sur 1'opérateur L et les

opérateurs BJ.Y pour que de telles estimations soient réalisées.

Par difféomorphisme, le probléme sur @ peut étre transporté en un probléme
sur fR:‘L du type étudié dans V. Du théoréme V.1 (local dans le demi-espace (Ri), on

déduit le théoréme suivant (local dans 1'ouvert Q) :

Théoréme VI.1. Sous les hypothéses précédentes, pour tout ouwvert w de IRn_, 8t U est
une fonction de classe Cm(?z') telle que Lu soit de classe de Gevrey d'ordre S sur
wn Q et BJ. YU soit de classe de Gevrey d'ordre S sur wNT pour j=l,...,xp (st x

p
est > 0) alors, U est de classe de Gevrey d'ordre s sur wno.

De ce résultat local, on obtient le résultat de régularité global suivant :

Corollaire VI.1. Sous les hypothéses précédentes, si U est une fonction de classe
C”(R) telle que Lu soit de classe de Gevrey d'ordre s sur Q et Bj YU soit de classe
de Gevrey d'ordre S sur T pour j=1,... Xp (st Xp est > 0) alors, U est de classe de

Gevrey d'ordre s sur Q.

Ces résultats s'appliquent en particulier aux opérateurs dégénérés étudiés
dans [7] . On retrouve ainsi les résultats de [1] (pour un opérateur L avec m=k=1).
De plus, pour k=0, 1'opérateur L est proprement elliptique dans Q et on

retrouve les résultats de [4]
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Remarque VI.1

Lec résultats précédents sont en faits valables dés que 1'on a 1'esti-
matior 3 uriori (VI.1) rzur un r=rg convenable (dépendant des coefficients de

1'opérateur L).

Remarque VI.2.

Dans [2], on donne des conditions suffisantes sur les opérateurs L et
Bjy pour j=l,...,xp pour obtenir le résultat de régularité suivant : si u appar-
tient a Nﬁm+p(n) et si Lu appartient a C"(E) et Bj yu appartient a C"(r) pour
j=l,...,xp (si Xp est > o) alors, u est de classe C”(ﬁ). Ce résultat compléte

donc, dans ce cas, ceux du théoréme VI.1 et du corollaire VI.1.
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