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PLATIFICATEUR LOCAL...

PLATIFICATEUR LOCAL EN GEOMETRIE ANALYTIQUE

ET APLATISSEMENT LOCAL

Heisuke HIRONAKA - Monigque LEJEUNE-JALABERT - Bernard TEISSIER

INTRODUCTION . — Soient f : X = W un morphisme d'espaces analytiques réels ou
complexes, ol W est réduit, w €W et L un compact de f_1(W) . Nous montrons
ici gu'il existe un voisinage ouvert U de w dans W , une famille finie de
morphismes m : Wi - W compléte au-dessus de U en un sens convenable, chaque
my étant le composé d'une suite finie d'éclatements locaux, et telle que le
transformé strict fi : xi - wi de f par my soit plat en tout point de xi
dont 1'image dans X est dans L . De plus, la construction des m est faite
d'une maniére essentiellement canonigue (voir § 3) ce qui est trés utile dans

les applications.

Une application de ce résultat est 1' "épanouissement" de certains "coins"
analytigues réels ou complexes par des éclatements de 1'espace ambiant, jusqu'a
ce qu'ils deviennent semi-analytiques. (Un sous-ensemble F d'un espace ana-
lytique réel (resp. complexe) W est appelé "coin" (analytique) réel (resp.
complexe) s5'il existe un morphisme analytique réel (resp. complexe) f@X->W

(-] [+]
et un ouvert relativement compact K de X tel que F = F(K)).

Voici un exemple typigue :

Soient Fi € R{x, y} m fonctions analytiquement indépendantes (m = 3)

i.e. telles que 1'homomorphisme c{t1,..., tm} 3c{x, y} défini par cp(ti) =f,
(1 <is< m) soit injectif. On suppose, de plus, Fi(D, 0) =0 (1 £i < m) .
Soit ]D2 un polydisque de ]Rfi_centré & l'origine et assez petit pour que f,
converge dans un voisinage de ]]32 (1<1is m) . Soit f : ]D2 -R" 1'app11—
cation définie par les fi . F= F(IJZ) est un coin analytique réel de Br" ,
qui posséde la propriété suivante : Pour tout voisinage ouvert connexe U de O
dans ]%m, si une fonction analytique réelle G sur U s'annule en tout point de
UNF, G est identiquement nulle sur U . Mais prenons, par exemple,

x
(f1:---, Fm) = (y, y.e", y.e®,.,...) 1l est facile de vérifier par regroupement

- 441 -



HIRONAKA-LEJEUNE-TESSIER

des termes d'une identité analytique que les Fi sont analytiquement indépen-—

x, ee> .+.) sont algébriquement indépendantes dans

dantes, parce que (1, e
R {x} . Nous pouvons ohserver, par contre, que les fonctions

(F1/Fi , f2/fi yay Fi,..., Fm/Fi) ne sont pas analytigquement indépendantes

(pour tout 1 <4i<sm).

Mais ces nouveaux systémes nous décrivent la transformée de f par éclatement
de 1'origine dans B"™ : 1le noueau coin obtenu aprés éclatement de 1l'origine
dans R accepte donc d'8tre contenu localement dans une hypersurface,

En général, on peut chercher des équations pour l'image de f : X = W au voisi-

nage de f(x) (x € X) en analysant la OW F(x)—torsion de OX X et c'est
H ’

comme ceci gu'intervient le théoréme d'aplatissement.

-

Nous utilisons, d'une part, la théorie des installations et de leur polygBne de
Newton ([4]) pour construire explicitement un sous-germe de (W, w) qui est un
platificateur universel pour (f, L) , et en montrer certaines propriétés (ces
méthodes sont essentiellement différentes de celles utilisées en géométrie
algébrique ([5], [6]) ou dans le cas complexe en supposant f propre ([2], [3]) ,
et utilisons d'autre part, de fagon essentielle, la propreté de la volte étoilée
au-dessus de W ([1]).
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§ 1 . Existence du platificateur

On rappelle (cf. [4]) gu'une bonne installation est la donnée de deux sous-espaces
analytiques complexes X et W d'un espace analytique complexe Z , et d'une

rétraction lisse r : Z - W ., On utilisera ici les notations de [4] .

1.1. THEOREME 1 . - Soient A = (X, Z, W r) une bonne installation, et

x €W N X . Il existe un germe de sous-espace analytique (P, x) c (W, x) ayant
la propriété suivante :

Pour tout morphisme h : W' = W , et tout point x' € h_1(x) si

P (Xh, Zh, Wh; rh) = (X xW', ZXW, WXW;rxidN') désigne 1'installation
w w W

obtenue par changement de base, rhlxh : Xh - Wh est plat au point x X x' si

et seulement si le germe de h en x' se factorise a travers (]P, x) .

Démonstration .

1.2, LEMME . Soit d1 le plus petit tropisme critique non nul de A en x

(cf. [4], § 2). Notons J 1'idéal de 02 % définissant X dans Z en x , et

N-(® oriw) . (cf. [4], § 4).
i=1

11 existe un systéme (F1,-.., f Ggreees gn) d'éléments de J tel que :

m
1) Pour O € 8 <d, les in(Fi, 8) , in(gj, 8) (1€ism , 1<j<n)

sont indépendants de 6 (ol 1'on a noté in(f, §) pour inx(F; 4, 8) € gr, A ;8
voir [4 ] , définition 1.6.)

De plus v_ (in(Fi, 8)) = 0O 1€i<€m
N
v (in(gy, 8)) >0 1€i<n .
N J

2) Pour 0 <68 < d, » le systeme des (in(fi, 8), in(gj, 8)) est un systeme
minimal de générateurs par an(A, 4, 8) .

3) Notant A, = in(f,, 0) € gr, (r™"(x)) & CZyeee, 2,0, T 1'idéal de
C[Z1,..., Zt] engendré par les Ai , et E =-exp I 1l'ensemble des exposants
privilégiés de I par rapport & (C ; Z1,..., Zt) ([a], 5.9.)

: _ A . A a4 a,
si gj = i 95.a 2 dans OZ’X ~ Ow’x{z1,..., zt} (ot 2" = AT )
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ona, pour 1<j<n =0 si AE€EE .

93,A
Démonstration . D'aprés 1,12 de [4] , il existe un systéme (fi, gj)

vérifiant 1) et 2) . (La discrimination entre les Fi et les gj étant faite
par la seule condition de 1) ). Nous allons modifier les gj pour obtenir 3) .
D'aprés 5.16 de [4] appliqué & (F1,..., Fm) et g‘j , il existe h1,..., hm
dans Ow’x{z1,..., zt} tels que pour 0 < 6 s d

1
1) V(hi! 6) = V(gj’ 6) - \)(fiv 6) 1<ism
2) si ;’.=g.->: h, f. = g. %

A JsA

~

ona g, ,= 0 si AEE .
’
(on note (g, 8) pour vx(g; b, 8)).

Le systeme (F1,..., Fm P Gqreees gn) satisfait maintenant 3) .
I1 faut vérifier gqu'il satisfait encore 1) et 2) :
Si nous notons Hi(é) la classe de hi modulo 1'idéal I+(é;v(gj,6) - v(fi,é)L

ol pour w €R I+(6;u) désigne 1'idéal de &, {z,,..., 2,} engendré par
+ N) (F ) W,x 4 t

X
éA > |, nous avons pour 0 € § < d1

ing;, 8) = inlg;, 8) = 2 H(8) . in(F;, ©)

les FAzA tels que lal 4

puisgue la condition 2) entraine gue le second membre ne peut &tre nul.

Ceci montre gue 2) est encore vérifiée. Pour vérifier 1) remarquons gue si

61 est la "pente'" du premier c8té€ du polygfne de Newson d'un Ej , on doit avoir
61 > d1 ; en effet, d'aprés 1'égalité précédente, v(gj, 8) = v(gj, 8) et
inx(gj, 8) est bihomogéne de bi-degré (a, b) .

Le polygBne de Newton de g\j a la forme suivante :

ol T

de plus, \)x(gj, 8) =a + = v (g.) = a + % et cette égalité a lieu
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~ ~

pour 0 <8 sd . Dol a=a, b=b et le polygbne de Newton de gJ. doit

1
8tre "au-dessus' de celui de gj , au voisinage de P , i.e. 61 > d1 , ce gui

montre que ’I) est encore vérifiée.

1.3. Remarquons gue dans les conditions du lemme, le systéme (F1,..,Fm',g,|,..,gn)
engendre I , et gue les {in(Fi | r*-llfx))},]sis"l forment un systéme minimal de
générateurs de In(X N r_1(x), . (x)). Le premier point est classique, et pour
voir le second, prenons f € J , et posons F=f I r_1(><) . Pour €>0 assez
petit, on a in(f, &) = in(f, 0) = in(?) . D'aprés le point 2) du lemme, on

peut écrire in T = in(f, €) = & Ri )\i + Sj in(gj, e) et donc
i J
inf=2¢ (Ri mod m . }\i , ce gui montre gue les in i,..-, in ﬁ engendrent

i
In (x N F_1(x), r_1(x)) . La minimalité se déduit de 2) .

Passons maintenant & la démonstration du théoréme 1 :
On choisit pour A un systéme (Fi, gj) comme en 1.,2.. Ecrivant gJ. =Z gJ. A2
’
dans GZ,x = Ow,x{z1,..., zt} nous allons montrer gue le sous-germe
(P, x) de (W, x) défini par 1'idéal K engendré par les gJ. A (1<3<sn,
H

A € ]Nt) est le platificateur universel cherché.

1.4, On peut, bien sCr, tout localiser au voisinage de x , et remplacer W
(resp. P) par un représentant assez petit du germe (W, x) (resp.(P, x)), et
ainsi supposer que TP est un sous—espace analytique fermé de W . Nous allons
montrer que si A]P = (X]P, Z'P’ P r*.P) est 1l'installation obtenue par le
changement de base P C W , rp | XIP H X]P -+ P est plat en x . Ceci montrera
la partie "si" du théoréme, puisque la platitude se conserve par changement de
base .

Soit f, 1l'image de f, dans O et soit F, 1'image de f,
i i P4 i i

= Y2,x/
P ,x K'OZ,x

dans 0_1
r(x),x

D'=pres ([4], 4.8.2.) il suffit de moztrer gue pour 0 < § < d,l s inx(AIP, A]P’é)
est engendré par (in(f‘,l, 8))uues in(Fm, 8)) (la condition de 4.8.2. est satis-

faite : cf. 1.3.).
Soit h €J+ K.O,

, et soit h € J un élément relevant h ,
o
UZ,x

D'aprés 1la condition 2) et 1.2., on a
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in(h, &) = ZAR, . in(fi, 8) + z sj in(gj, 8)
1 J
i = r
avec certains R, SJ. dans ger[Z] =gr WiZ,,..., Zt'\ .
Notons m:gr WZ) = grP[Z] =gr w 2]
x x /in(p W)
le morphisme canonigue, et posons v=uvh, 8), vs= v(h, 8) . (i.e. respective-

ment \)(h;ﬁ, 8) et v(h;AIP, 8))jona v=v.,

a) si v=v, nlin(h, 8)) = in(h, 8) . Puisque n(in(fi, 8)) = in(’;i, 8) et

n(in(gj, 6)) = 0 (par construction des (Fi, gj) et de T ), on obtient :

in(h, 8) = ¢ n(F!i) in(f‘i, 8) c'est a dire que in(h, §) est contenu dans 1'idéal
i ~

engendré par les in(f‘i, 8) (o0<s< d,') .

~

b) Si v > v, nous allons changer le relévement h de h . Or, dire que v >y

c'est dire que w(in(h, 8)) =0 i.e. in(h, 8) € in(P, w) . gr, wlz] .

Soit u, = v(g,, 6), 1 €3 <n . 0On peut écrire dans gr W[zZ]: S, = = S, i
J J X J 74 dA
deg Sj A
o Al + —-6—’ = \)—p.j ; relevons Sj,A en Sj,AEGW,x tel que
in(sj’A) = 5ij et posons A
s, = z
J | |E °3,A
Al = - W
v My
Soit
n
hy = h- Z;; Sy v 9y
J_
h €dJ, et h1 = h,I mod K.OZ . est égal & h et \)(h,', 8) = v(h, 8) = v .
Qu bien \)(h,l, 6) > v, ou bien \)(h,l, 8) = v . Dans ce dernier cas,
in(h,, &) = in(h, &) - ? Sj.ln(gj, 8) = ? Ry xi(z) (xi(z) = 1n(fi, 8)) .

puisaue par construction de K , in(gj, 6) € in(P, W) ger[Z] , on voit que :

in(h1, 8) EMNN

o M= (hpeens 2 ) or WEZD, N = in(P, W) gr w(z] .

gr‘xW[Z] ngW
Or, MN N/M.N = Tor,l (ger[Z]/M s ger[Z]/N) = T0r1 (ger[Z]/M,ger/in(Rw))

gui est nul puisgue ngW[Z]/M est plat sur ger . (Géométriguement, ceci

s ; . C
correspond & la projection o1 X CW,x - Cw,x ).
XNr~ (x),x
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On peut donc écrire :

inx(h1, Z:: Q ) in(h ) A (Z) avec Qi,z € ger[Z] ,

h, €K . Relevant AQ, en

P ) comme plus haut, on trouve que

9 4
v(h, Zqzhfli)
i, 4
£

~

on voit que h2 €4J, hy = h, =h .

et posant h, = h, - S 9.4 hy 1

i 2
Ainsi, dans tous les cas, on a su modifier le relévement h de h de fagon que
v(h, 8) > v . Au bout d'un nombre fini de tels pas, on sera ramené au cas a) .

Ceci achéve la démonstration de la partie "si" du théoréme 1 .

1.5. Il nous faut maintenant montrer gue si rh : Xh - Wh (= w') est plat en

x x x' , (h, x') se factorise par (P, x) c (W, x) .

1.5.1. Considérons d'abord le cas ol h : W' = W est une immersion. Le probléme

étant local en x' € h_1(x) , nous supposons que h est une immersion fermée :

(w, x') < (W, x) . Soit (f1,.., fm; Gqrees gm) comme en 1.2,. Notons
£h (resp. gh) 1'image de f; (resp. g,) dans & (Zh =ZxW) et F,
i J i | h i
Z % w
1'image de f, dans O 1 , D'aprés 1.3. (in ?;,.., in ?;) est un systéme
(x),x

minimal de générateurs de Inx(x n r_1(x), r-1(x)) . Nous supposons rh t X - W
(ot Xh =XnN r_q(W'), Wh = W') plat en x , et voulons moritrer que

", x) c (P, x) . D'aprés ([4], 4.8.2) , il existe &> 0 tel que

(in (F 8)yves, in (Fz, 8)) soit un systéme minimal de générateurs de

in (A
petlt gue d, , plus petit tropisme critique non nul de A en x ., Dans ces

1
conditions in (Fi, 8) = xi(z) = in ?; 12i<m .,

h
, 8) pour tout & € [0, €] . On peut choisir, par exemple, € plus

Soit § € (1,.ee, n) . 51 g? # 0 , on peut d'aprés ce qui précéde écrire :

. h . '
in (gj, 8) = f Q; Xi(Z) ot Q €gr W [2] = ar, w/in (W, W) (z] .
h A

. _ P -

Ecrivant gj =z gJ A Z avec gj,A € OW,x s g = 2 | w § gj,A z
. h A . ' . .

et in (gi, ) = 2 Gj,A Z , ol Gj,A € ar, W' est homogéne de degré
G(v(gg, 8) - |A|) . Ceci nous permet d'identifier les composantes bihomogénes dans
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. e . h .
1'égalité : in (g., 6) = T Q..r,(2) = =6, ZA . On en déduit 1l'existence d'un
J 1 i i A JyA

exposant A € E = Exp(k1(2),..., Km(Z)) (cf. [4], § 5) tel que Gj A £0 .
H
Mais ceci entraine g‘j A # 0, ce qui contredit la condition 3) de 1.2..
’
On doit donc avoir gh =0 (1< j $h), c'est & dire que 1'idéal définissant

(W', x) dans (W, x) contient K , ce qu'il fallait démontrer.

1.5.2. Dans le cas général, en se localisant au voisinage de x' , on peut

i k P .
plonger (W', x')e=—> (€, 0) , et écrire h comme composeée :
pr

h' =h i
W, x') =0 X35 wxc «xo0) s, x)
ol h' est une immersion.
Le systéme (F1,..., fm: Gqreees gn) (64 vérifie toutes les conditions

WX@KXXD
h

de 1.2.. Par conséguent, d'aprés 1.5.1., si rh : X - W' est plat en x X x' ,

(h', x') se factorise & travers (P x Ck, x x 0) , et donc (h, x) par
(P, x) < (W, x).

1.6. Remargue. - Dans les conditions du théoréme 1 , posant
A]P = (X]P, Z]F” W]P; r]P) (W]P =), le premier tropisme critigue de AIIP

en x est supérieur ou égal & d plus petit tropisme critique non nul de A

1 ’
en x . Nous avons, en effet, montré en chemin gue C6 est indépendant de

s € [o, d1[ . P

Nous obtenons comme corollaire du théoréme 1

THEOREME 1' . - Soient f : X = W un morphisme d'espaces analytiques complexes,
w EW et L un sous-ensemble compact de F_1(w) . I1 existe un germe de sous-

espace analytique (PP ) « (W, w) possédant la propriété suivante :

w
f,L’
Pour tout morphisme h : W' = W , et tout point w' € h 1(w) , considérons le

changement de base de f par h :

X' —> X
£ £

v

w1 W

f' est plat en tout point de w' x L si et seulement si (h, w') se factorise

a travers (]DF,L’ w) .
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Démonstration. — Au voisinage de tout point x € L on peut installer f , c'est
& dire fabriguer une installation & = (X, Z, W r) cf. [4], 1.4. telle que

r | X =f , Le théoréme 1 nous donne 1l'existence d'un platificateur local pour

f en x, ]Pf,x défini par un idéal |<1_.’>< de Gw,w .
Le sous-germe de (W, w) défini par E Kf < est celui que nous cherchons,
L
x€ L
(i.e. c'est n » =P ).
% €L f,x f,L
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§ 2 . Eclatement du platificateur

2.1, Transformé strict d'un morphisme par un éclatement de la base.

Soit f : X - W un morphisme d'espaces analytiques complexes, et soit (U, E, n)
un éclatement local de W , c'est & dire la donnée d'un ouvert U de W, d'un
sous—espace analytique fermé E de W | U , et du morphisme 1 : W1 - W composé
de 1l'éclatement de centre E dans W | U et de 1'inclusion W | UCW ., On en
déduit un éclatement local (F_1(U), F—1(E), m) de X , et par la propriété

universelle de 1'éclatement, un unique morphisme f1 rendant commutatif :

>

| v
™ \
W

F1 est appelé transformé strict de f par (U, E, m) . (ou plus simplement par

m™).

2.2. BRemargue . - Le morphisme canonigque X1 - XW1 = X x W1 est une immersion

fermée. En fait, c'est un isomorphisme de x1 sur le sous—espace analytique

fermé de Xy défini par 1'Idéal cohérent (gréce au théoréme de Cartan)
1
U Ann (IV .G, ) ou I, est1'Idéal inversible de O, définissant
V>0 ———Ox 1 Xw 1 w

1
W1 1

le diviseur exceptionnel de (U, E, w) . (Ann désigne le faisceau (cohérent)

des annihilateurs).

2.3. En particulier, pour tout w € U, et tout w, € n-1(w) on a une immersion
fermée :
Flw,) e—> (W)
puisque F_1(w) est aussi la fibre de X, au dessus de w
1
2,3, THEOREME 2 . - Soient A= (X, Z, Wy r) une bonne installation, x € W N X ,

et soit (P, x) € (W, x) 1le germe de platificateur universel donné par le

1"

théoréme 1 . Soit U un voisinage ouvert de x dans W dans lequel (P, x)
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est représenté par un sous—espace analytique fermé TP de W ! U, et soit
(U, P, m) 1'éclatement local correspondant. Notons Aw1= (Xw1, qu  Wos r1)

1'installation obtenue par changement de base par 1 : W1 - W,

—_—_— 7

Z
7 w/|
//vo
> X >
¥
Ty
™

v\
W, ———

1

0
L >
/
X
r
f‘
> W
Soit F1 le transformé strict de f = r| X par m . Pour tout w, € ﬂ-1(x) ,

notant Xy = % X Wy
w -1 —> -1
o w) 2 f(x)
i.e. 1l'inclusion de 2.3. est stricte .

Démonstration . - Notons X, pour X X w
w

du § 1 . Soit (fq,..., f s Gqreees gn) un systéme de générateurs de J comme

1 € Xw , et reprenons les notations
1

en 1.2.. Notons F;_ = fi o wD ’ g'J = gj o U)O . (F'/Iro-.y F‘m 5 g'1ll.|7 g'n)

est un systéme de générateurs pour 1l'idéal J' définissant Xw dans Zw en
1 1

Xq . Ecrivant Z = W X Ct au voisinage de x comme toujours,

A . A 1 .
Fi = f Fi,A . z ; g‘j = Z gj,A 4 , et posant encore Fi,A = fi,A o T
1 = . 1 . . s .
9j,A =93,Ac ™ nous avons dans 1l'installation AW1 » 8u voisinage de x,
A A
fr. =2 f', i g'.=Z g', .
i A i,A% 7 9 A 9°5,A %

Puisgue m est l1'éclatement local dont le centre est défini par 1'idéal engendré

par les g, (1<i<n, AE ]Nt) il existe g €0, (générateur local
J,A W1,w1

pour 1l'idéal du diviseur exceptionnel) tel que

. t
’ 7

et pour au moins un couple (JO, Ao) , Bjo’Ag est inversible dans GW,',w,I .
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(#) nous permet d'écrire :

A
V.= r,) . B, z

g'y=(g or) ZBja
Nous allons montrer que :
a) La restriction de I B, 2A a X (au voisinage de x,) appartient &

A JD’A w1 L
1'idéal définissant X1 dans Xw en X, c'est & dire (cf. 2.2.) 1'idéal

1
des éléments de Ox annulés par une puissance de g . (via le morphisme
W, ,x
1771
0 - O ).
W,,w X
1771 W,',x1
b) Posons pour simplifier Xw = X1 , et notons F1 : X,| - W,I la projection.
1
Alors, la forme initiale en X de la restriction de T Bj A zA EY r1-1(w1)
A ‘o’

n'appartient pas & in (f _1(w ), r _1(w )) .

X4 1 1 1 1
Ceci montrera que C < C ("' C )

’ i f _1(W ), x, o~ ” f_1(x) x
1 177 7" f‘1 (w1),x '

1
et donc a fortiori le théoréme,

En fait, a) et b) sont démontrés simultanément comme suit ¢

Posons g". =% B, zA . Pour montrer que la classe modulo J' de g".
AJyA J
o o o
définit un élément de g-torsion, il suffit de montrer que g", £ J' , puisque
Jo
g.g", =g'. €J' .
Jg Jg
Or, si g", €J', on doit avoir, en notant par une barre la restriction &

J
0
- -1 ot - - —
r11(w1) (=r ' (x) ¥C" 1localement) g"j € (f1,..., fm) 0{21,..., zt}

~ o
(idéal définissant F1_1(w1) dans r1_1(w1)) et a"j #£ 0 puisqu'il existe
[n]

AO tel que B. soit inversible en Xq . D'aprés ce gue nous avons vu au

JorPy

§ 1, ceci entraine :

in, gn,D € (Apoewy A ) CIZp0ee, 2]

( - inx1(?;“(w1) ; ey ()
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Or, 1in g". =Tk, ZA , ol les exposants A sont certains des exposants
X J J A
1 o A ‘o
gui apparaissent dans le développement g‘:.I =X gj A zA . Ceci contredit la
o A ‘o
condition 3) de 1.2, , donc in_ g". £in_ (f —1(w ), r _1(w )) ce qui
Xy jo X4 1 1 1 1

montre & la fois a) et b) et donc le théoréme.

2.4, THEOREME 2'. - Soient f : X = W un morphisme d'espaces analytiques,

w €W et L un compact de F-1(w) . Soit U un voisinage ouvert de w dans W
dans lequel le germe de platificateur universel (IDf'L,W) est représenté par un
sous—espace analytigque fermé ]F'F’L de W|U,etmn w’PﬂUﬂ)

1'éclatement local correspondant. Ecrivons le diagramme du transformé strict

X1 > X
|f1 fl
\ Vv
W T > w

Pour tout w, € n—1(w) , il existe au moins un point x € L tel gue 1'inclusion

de germes (cf. 2.3.)
(7777, 0000 x,) © (£ (w), %)

soit stricte. (ol Xg o= x X w1)

Démonstration . - Souvenons-nous que 1'idéal Kf L définissant (IDF L w) dans
’ )
(w, w) est T K . Mais K . G est un idéal inversible, et donc
x €L f,x f,L W1,w1

il existe certainement x € L tel que

K . O =K . O
f,L W,],w1 fyx W,l,w1

I1 suffit donc d'installer f au voisinage de x ([4], 1.4.) et d'appliquer

le théoréme 2 .

2.5. Remargue . - Il résulte de la propriété universelle de P L Que la
,

formation de I’f L commute au changement de base, c'est a dire que si 1'on a :
,
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Xyr > X

LA f
\ \Y
W hs w

ol XW' =X xW' et wé€W, L comme dans le théoréme 2 , pour tout w' € h_q(w)
w

(Perpow)= (@ ) w)

De plus, la platitude se transporte par autoconjugaison : si f : X - W est

complexifié d'un morphisme analytique réel F]R :X]H - wm, (X et W sont

munis d'autoconjugaisons compatibles Oy et Sw ) et si crx(L) =L, ow(w) =W,
]PF,L est le complexifié d'un s%us—espace analytique réel P]?,L de

W]H , platificateur universel de (f , L) , puisqu'il résulte immédiatement

de la définition du complexifié d'un morphisme d'espaces analytiques réels que

le complexifié est plat si et seulement si le morphisme réel 1'est.
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§ 3 . Aplatissement local

3.1, Soit f : X = W un morphisme d'espaces analytiques complexes, ol W est
réduit. Soient w €W et L un compact de f-1(w) .

Nous notons &(W) 1la catégorie dont les objéts sont les morphismes m : W' =W ,
compositions de suites finies d'éclatements locaux au-dessus de W , et dont les
morphismes sont les W-morphismes. (cf. [1]).

Soit ew la voOte étoilée au-dessus de W , et soit Py © Ew - W 1'application
canonique (cf. [1]). Rappelons-nous que, par définition, une étoile e € g, est
une sous-catégorie de &(W) maximale parmi celles qui ont la propriété suivante :
Si m, : Wi - W appartiennent & e (1 =1, 2) , il existe Ty W3 - W

i
appartenant & e , et un diagramme commutatif

1
3

tels que W3 soit non vide et que 1'image qi(wa) soit relativement compacte
dans W (i =1, 2).

i
Soit e € &w une étoile guelconque telle que pw(e) =W,

w
™
W:3 > W
\:;\\,w o

2

Considérons une suite infinie d'éclatements locaux
5= {(Ua’ Ea’ ﬂa)}D <o

(ot W0 =W, et Tyt Wo{+ 1

Ve .
dans W, | Uy et de l'inclusion W | U, cw, )

- Wa est le composé de l'éclatement de centre Ea

ayant les propriétés suivantes :
3.1. La composée des "a 0fa<i appartient & e pour tout entier i> 0 .

3.2, 8oit f, : X, - W, le transformé strict de f par {(Ua’Ea’na)}05a<i
(cf. §2) (xQ =X, f =f )
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X, > X, €—> X, xw, & xr
i+1 i i-1 Wi i
f:i+‘l f:i
\% . \
W, "1
i+1 i

_ N . P ' . .
Posons Li = Li-—-’l X pw.(e) c xi-—’l X W:.L ol Py ¢ Bw - Wi désigne 1'application
w i w i i
canonigue de la volOte étoilée au-dessus de W:.L , et &'w est canoniguement
i
identifiée avec un ouvert de 6w (ef. [17).
On a vérifié (cf. Théoréme 1') gu'il existe un sous-espace analytique complexe

JPi = ]PF‘,Li fermé dans un voisinage de w, = pwi(e) dans Wi , qui est

platificateur universel pour (Fi, Li) .

La seconde condition imposée & S est que pour tout i , IPi soit un sous—

i
1'adhérence (sous-espace analytique complexe réduit) de Wi | u; - ]Pi dans

espace analytique fermé de Wi | Ui , et que Ei =P. N Wi*, ol Wi* désigne

w, | U; « (cette condition implique que E; est rare dans W, | u; ).

3.3. Remargue . - Etant donné (f, L, e) , si 8' = {(u'a, E'y ﬂ'a)}o <o

avec n’a : w'oz+'| - W'a et W'O = W est une autre suite ayant les m@mes
propriétés 3.1. et 3.2., alors il existe une suite de voisinages ouverts Va

) L. .
de py (e) dans U, et une suite de plongements ouverts j  : W, | v, W,

0 €£a< e tels que

a) noz(va 1)C ch pour tout «

+

b) ﬂ'aoj =3 om |V pour tout o , et j est

o+ o o o+ o
1'inclusion canonique.
-1
j cu j ') =E v .
c) Ja/(va') u o et Ja (e a/) o | o pour tout o

Autrement dit, la suite des "germes" des éclatements (Ua’ Eoz’ na) aux points

Py (e) est unique pour chague (f, L, e) . C'est une conséquence immédiate de
o

1'unicité du germe de ]Pf. L du Théoréme 1' au point w €W,
’
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THEOREME 3 . - L'hypothése étant comme ci-dessus sur f : X =W, LCX, e € q”

et S, il existe un entier o 20 tel gque pour tout o 2 o le transformé

strict f_ : X —W de 3.2, soit plat en tout point de x n(wa )nf” 1(pw (e))
w

i.e, en tout point de xa dont 1'image par le morphisme canonique Xd - X

est dans L , et dont 1'image par Foz est Py (e) .

Démonstration . - Pour chaque o 2 1, soit X'a le produit fibré de xcx—’l et

- & 3 1 . 1
Wa au-dessus de VIC(_,| par rapport & ch—1 et Tyt Soit f " X a~wa la

j i i . = c X! = L
projection canonique. Posons LQ/ Lcr—1 X pd(e) X o (L0 L) ob

- . 2 . 1
P, =Py ! ewa - Wa . On a un plongement fermé canonique Xcv > X o de sorte
que f’a induise 1’0[ (cf. § 2) . I1 est évident que 1l'autre projection

. . . . . -1 -1
1] ~
X'a - X 1 induit un isomorphisme des fibres f o (pa(e)) of ,l(p 1(9)) .

Ceci induit un plongement fermé :
-1
o g 1 oo (e)) e—> l(p_,(e)) .

Nous nous proposons de démontrer gque si fa n'est pas plat en tout point de
Loz n )((y v Py

s iz oy . .
La propriété d'aplatissement de ]Pa-'l est locale au point pw&-“(e) € WQ‘_,I ,
donc on peut supposer que ]Pa»—‘l est contenu dans Ua-1 . Alors, wu—‘l étant
o1 l Ucv—1 = W¥ 1 U ]Pa—’l . Puisque le centre Ecv—1 = w*a»-‘l nwme
w est 1'union disjointe des trensformés stricts de W* et P par
o a1 o1
1'éclatement Tt * Si pa(e) est contenu dans le transformé strict de P

1 n'est pas un isomorphisme. Reprencons les notations de 3.2..

réduit, ona W 1’

a-1"’
alors il existe un voisinage V_ de p (e) dans W tel que 1 induise un
o o o o-1

a1 (cfe The 1',81)
implique que F'a soit plat en tout point de La , d'ol Xo’ c—> X'd est un

morphisme de wa Voz dans ]Pw_,I . Alors la propriété de TP

isomorphisme dans un voisinage de Loz n XO[ , et Foz est plat en tout point de
L n X . Ceci contredit 1'hypothése sur (f , L n X ) . Donc pa(e) est dans
le tr‘ansf‘orme strict de W¥* ) par 1’ qui sera nute W:* . Evidemment,
F (W **) =W %, induit par f_ , est le transf‘or'me strict de f__ -1 (W* 1)

o1
1ndu1t par Fw—‘l (cec:. résulte du fait que F (w **) est ouvert dans X, ) .
En plus, Ea—‘l( = oz— nwP 1) a la proprlete d'étre "universellement aplat:\.ssant"
pour ce dernier morphisme en L ﬂ £ (Wa*:1) . Gréce au Théoréme 2' , § 2 , il

existe au moins un point Z, 1 E Lw_1 tel que le germe de P au point

z =2 X pa(e) ne soit pas un isomorphisme. Ceci vérifie ce que nous avions

o o-1
proposé.
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Or, si far n'est pas plat en tout point de Loz N X , pour tout o = 1, alors on
obtient une suite infinie de fibres f;1(pa(e)) strictement décroissante aux
-1 -1
X .
points Zcx par rapport aux plongements canoniques fw_,l(pw_,l(e)) > Fo( (pd(e)) ,
o =20 . C'est impossible d'aprés le théoréme de Cartan déja utilisé en 2.2..

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 3 .

3.4, Remargue . - Supposons gque f : X » W soit donné comme complexifié d'un
morphisme d'espaces analytiques réels fJH : X]H - W]H . Alors, par définition,
on a des autoconjugaisons complexes T de X =X et o de W=W telles
A o o a) o

que X (resp. W]R) soit le sous—espace invariant de X (resp. W) par T
(resp. GD) et FDTD = GDFO , ob FD =f . y
Soient w=w_ €X et L un compact de f (w) tel que TU(LO) =L, .+ Etant
donné une suite S = {(Uo:’ Ea’ rra)}osg ayant les propriétés 3.1. et 3.2.,

1 1 v ) ] ] -
nous voulons construire une nouvelle suite S' = {(U o E o T oz)}D <o ant

les mémes propriétés et de plus la propriété suivante :

2 1 3 1 N 1 . L} 1
3.4.1. Il existe une autoconjugaison complexe oa de W o (Du l : woM-'l -»wa,

' o ' _
@=20 ), pour chague o« =20 telle que Goz(U )_Ua’ Goz(E a)_Ea et

o
(] _ 1 . . .
T2 %1 = 9™ o pour tout o 2 0. (Ici Sy est donnée) . Par récurrence,
supposons que, B €tant un entier =0 , tous les (Uaf’ Ecx’ na) = ‘(U'a, E'cx’ n'a)
avec o < B satisfassent 3.4.1.. Puisque ne_,l : WB - WB_,| (dans 1e cas B >0 )
est 1'éclatement de centre EB-" au-dessus de UB-" , cette hypothése entraine

qu'il existe une autoconjugaison complexe (unique) o'B de WB telle que .
Mg_q O = Og_q Tg_q * (cyB = o, est donnée si B = 0) . En outre, par définition

de la transformée stricte, le morphisme canonique Ty : Xm_,l

- Xa est 1'écla-
tement local de centre Fj (Eoz) au-dessus de F:(Uo{) . Donc on a des auto-

conjugaisons complexes Toz de Xa telles que ra_,‘ Toz = Ta_,' ra_,l pour tous

les o < B . Evidemment, Fa'ro[ = cozfa pour tout o < B ('ro est donnée). Etant

donné Uy, Egy ) comme ci-dessus, ona P, C W U, , et W ¥  qui ont la
B’ "B’ B B B B B

propriété 3.2.. Puisque TP a la propriété universelle d'aplatissement pour

f, L, NX P a la méme propriété pour (f_., T.(L, N X .

(Fg Lg g) + 95(Pg) prop p (fgr 5( g N Xg))

Soit w, = py (e) . Si w, = o (w ) , la propriété universelle implique que TP
B WB B B B B

et oB(IIP B) donnent le m@me germe analytique complexe au point wB . S5i wB;lcﬁ(wB)

il existe un voisinage ouvert V de w, dans W, tel que V N O'B(V) =0.

B B

En tout cas, on trouve un voisinage ouvert U'B de wB (et de O'B(WB) en méme
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temps) dans UB n GB(UB) tel que :
Py | U'g n UB n cB(uB)

et Wg* | Ug NUg N cB(uB)

(r B) | U'B nu, N cB(UB)

i B

cB(we*) | U'B nu

n u

p 1 9(Ug)

Soit alors IP,' le sous—espace analytique complexe fermé de WB | U’B tel que
') = ' ' = u'. nu soit W¥' le sous-espace

GB(]PS) ]Ps)et]PIU Ug B| X % P

analytique complexe fermé de W | U'B tel que oB(WE') - Wg' et

=w§|u' ﬂUB,etsoit E', = F' N W', Soit enfin

We' [ utg N U B p=T' 1%
(U'Y, E'Y’ n'Y) la restriction de (UY’ Ey, WY) au-dessus de 1'image réciproque
de U'B dans W,Y pour tout VY > B . Alors {(U'a’ E'a’ ﬂ'a)} a les propriétés

3.1., 3.2., et de plus 3.4.1. pour tout o € B . On montre ainsi par récurrence

1'existence de la suite §' cherchée.

3.5, Remarque . - Dans 1l'hypothése de 3.4. si la suite S satisfait 3.4.1.
pour tout o = 0 , alors on a une autoconjugaison complexe Ta de Xa (une et

une seule pour chaque « ) de sorte que le diagramme canonique commutatif :

X > X = X
o o
f f
o
\% \%
w > W = WO
(o4 1 j
a>j20

commute, en outre, avec les autoconjugaisons complexes Oy TO, Oy et Ta .

Donc il existe un morphisme analytique réel ﬁ? :‘4 W:R dont f est un

complexifié, Ici, il est possible que WIq soit vide (et donc XI‘ 1l'est aussl)
En général, si W est un complexifié d'un espace analytique réel WIQ, alors pour
toute étoile e € Cw , 11 existe sa conjuguée complexe cg(e € 8w définie comme
suit : Soit m : W' = W un morphisme quelcongque appartenant & e . Soit *W'
1'espace analtyique complexe conjugué de W' (ou simplement : le conjugué de W' ).
(*W' est identique & W' en tant gqu'espace annelé, et sa structure complexe

est obtenue par la conjugaison complexe usuellle p : C = C . Autrement dit,

*W' est obtenu de W' par l'extension de base p : C = C). Alors on a le

morphisme de conjugaison canonigue oy ¢ W' - W' (gui, par définition, est
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1l'identité de W' en tant gu'espace annelé et induit p du corps des fonctions
constantes de W' dans celui de *W' ). Ensuite, il existe un morphisme analytique

complexe *m : *W' - W (unique) gui rend commutatif le diagramme :

W' T > W
Py o

v v

*W' m > W

ot o (= co) désigne 1'autoconjugaison donnée de W . (En fait, il existe un

diagramme canonique

wr T > W
pwl pw
v " v
*W P> ww

ol m_ est identique & ™ en tant que morphisme d'espaces annelés. Alors o

est donnée comme étant He Dy ol n est un isomorphisme analytique complexe

ni*W oW, 0na *-rr=n.np.)

Si nous regardons une étoile e comme une classe de morphismes f{m}; m : W' - W,
alors {*r}, avec les #*r définis comme ci-dessus,est encore une étoile au-dessus
de W, gue 1l'on désigne par cw(e) . Ainsi on obtient un automorphisme (topolo-

gique) O de 8w et un diagramme commutatif :

p
W
e
w >
J/ 0'a (e}
Py v
e, > W

Les e € 6w telles gque cﬁ(e) = e s'appellent les étoiles réelles au-dessus de
W.S ec€ Ew est réelle, les espaces Wg‘ associés & la suite donnée S comme

ci-dessus ne sont pas vides.

Soit W un espace analytigue complexe, et soit {ﬂi : W:.L - W} une famille de

morphismes dont chacun est obtenu par composition d'une suite finie d'éclatements
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locaux au-dessus de W .

3.6. Soit U un ouvert de W ., On dit que {ni] est compléte au~dessus de U
si

-1

Py (u) < LlJ e1T

1

ol eﬁ désigne l'ouvert de 8w formé de toutes les étoiles e € 8w contenant
i

m. . (C'est & dire que &€ est 1l'image du plongement canonique Gw - Gw induit

i . .

i i

par . . cf. [1], Prop. 2.7.). Pour une famille {ni} finie, &tre compléte
équivaut & dire que pour tout sous—ensemble compact K de U il existe un
systéme de sous-ensembles compacts Ki c Wi (un pour chaque i ) tels que K

K <U ﬂi(Ki) (cf. [1], Th. 3.5.).

THEOREME 4 . - (Aplatissement local). Soit f : X = W un morphisme quelconque
d'espaces analytiques complexes, ol W est réduit. Soient w € W et L un sous-—
ensemble compact de F—1(w) . Alors il existe un voisinage ouvert U de w dans
W et une famille finie de morphismes {nj : W‘:i - w}15j <m obtenus par compo-

sition de suites finies d'éclatements locaux, ayant les propriétés suivantes :

1) {"j}1 <j<m est compléte au-dessus de U

2) Si les diagrammes canonigues des transformés stricts sont notés par :

q.
X, —i—> x
3
. f
J
A\ v
3
W, > W
J

alors fj est plat en tout point de q31(L) pour tout J 1€j<m,

En outre, si f est donné comme complexifié d'un morphisme analytique réel f]q ,
alors on peut choisir les m, de telle fagon qu'il existe un morphisme analytigue
réel n'?ﬂ dont m, est un complexifié. Par conséquent, fj est un complexifié
d'un morphisme analytigue réel F;m (on suppose bien sOr L C X]q ).
Démonstration . - Gré@ce au Théoreme 3 , pour chague e € 8w tel que pw(e) =w,
il existe m, : W, =W (=T, m pour une suite § = {(U;, E;, m Yooy
ayant les propriétés 3.1., 3.2. par rapport a (f, L)) tel que si Fe : Xe - WE
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est le transformé strict de f par T (ou bien, par {(U E )T, )}051<a ),

f_ soit plat en tout point de X, N Fe (pw (e)) dont 1° 1mage par le morphisme
canonique A : )(e - X est dans L. Par l'ouverture de la platitude et la

compacité de L , (donc de q (L) n f (pw (e)) il existe un voisinage ouvert

N, de aq 1(L) n 1" (pw (e)) dans X tel que f_ soit plat en tout point de
N_ .

& -1

Puisque f‘e induit un morphisme propre 9 (L) - We (souvenons—nous de

1'existence d'un plongement fermé )(E > X X We ), nous trouvons un voisinage

w
ouvert V_ de w, pw (e) dans W, tel que f—1(V )N q—1(L) S
e
étant considéré de Fagon naturelle comme un ouvert de 3w y pw (V ) est un

voisinage ouvert de e dans €, , et 1'on a pw1(w) c u pw (Ve) , ol e

parcourt pw (w) . Or gréce au théoréme 3.4. de [1], Py * Sw - W est propre,

et donc o (w) est compact. Donc il existe un nombre fini de e; € p‘;l‘(w)
(13 <m tel que m
-1 -1
e © U a0, )
j=1 e.:i J

et encore par la propreté de Py il existe un voisinage ouvert U de w dans
W tel que

-1 m

Py (U © U py (v,)

j=1 e. J
J
(ici 1les We sont les We considérés au début de cette démonstration, avec
e = eJ. ) .
Soit W, =W l \Y) , et soit 1, : W, = W 1le morphisme induit par .
J e. ej J J ej

(153 <m).

Alors, il est évident que la famille a les propriétés 1) et 2)

{m }’ls jem
du théoréme.

Dans le cas ou f est complexifié d'un morphisme analytigue réel FIR on peut
d'apres les remarques 3.4., 3.5. pour chaque e € p;l (w) choisir la suite

= {(Ui, E;s ni)}Dsi de telle fagon que tous les m, soient complexifiés de
morphismes analytiques réels. De plus, on peut choisir Ne c )(E puis Ve c WE

de sorte gue ceux-ci soient invariants par les auto-conjugaisons complexes
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respectives. Dans ce cas, les morphismes ., définis ci-dessus sont complexifiés
de morphismes analytigues réels W?q bl W1R ol #m est la structure analytique

réelle donnée.

3.7. Remargue . - La seconde partie du théoréme 4 ci-dessus implique le théoréme

analogue d'aplatissement pour un morphisme analytique réel.
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