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Monique LEJEUNE-JALABERT = Bernard TEISSIER
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LEJEUNE-TEISSIER

INTRODUCTION

Dans ce travail, nous présentons et étudions un ensemble de notions
qui constitue une généralisation, au cas d'un germe d'espace analytique complexe

quelconque, de la construction du polygone de Newton d'un germe de courbe plane.

Rappelons briévement quelques points importants de cette construction,
Soit (X,0)¢C (tz,D] un germe de courbe plane. Si 1'on choisit des coordonnées

(w,z) sur Ez, et une équation f = 0 pour X, on peut dans le développement

_ a b
f = era‘b zw (Ca,b e )
considérer 1l'ensemble des couples (b,a) & N2C RE tels que Ca b # 0. On obtient
R . 2 ) ’ 2
ainsi un essaim A{f)(z,w) de points deIR+ .+ L'ensemble L_j (p +IR+]
p € A(‘F](Z W)

a une enveloppe convexe, ligne brisée le séparant de 1l'origine (0,0) e IR".

C'est le polygone de Newton de f dans les coordonnées (z,w). On vérifie facilement
qu'il ne dépend pas du choix du générateur f de 1'idéal définissant X dans EZ

en 0, et qu'il ne dépend en fait que du choix d'un germe de courbe lisse (W,0)
comme axe des w, et du choix d'une rétraction r : (CZ,DJ———Q (W,0).

Classiquement, le polygone de Newton décrit une méthode par approximafions
successives pour le calcul des racines de 1'équation f(z,w) = 0O comme fonctions

multiformes de w.

Si nous supposons X analytiquement irréductible & 1'origine, un
certain nombre de faits importants se manifeste : tout d'abord, dans ce cas,
le polygone de Newton n'a gu'un seul c8té, quel que soit le choix de coordonnées.
(Traditionnellement, on exclut les c6tés qui coIncident avec 1'un des axes de W2].
La pente du c8té du polygone de Newton peut s'écrire - % ol d est un nombre
rationnel, dont un peu d'expérimentation montre qu’'il peut servir & mesurer le
contact de X avec 1'axe W choisi (relativement & la rétraction choisie).
En fait, dés que 1l'on a trouvé (W,r) tels que d soit > 1, d ne dépend plus de la

rétraction choisie.
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POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS

De plus, si 1'on choisit (W,r) tels gue d soit le plus grand possible, on

m
trouve que d = Fl od (ml,nl) est le premier exposant caractéristique de
1

Puiseux de X, qui est connu pour &tre un invariant du type topologique du

plongement (X,0) & (EZ,D]- Enfin, si

m m

r =[%lJ est la partie entiére de ;l, r est exactement le nombre de modifi-
1 1

cations (ou éclatements) de centres ponctuels qu'il faut faire avant de par-

venir & un germe de courbe ayant une multiplicité strictement inférieure &

celle de X en O.

Ainsi, le polygone de Newton décrit non seulement un proces-
sus d'approximation, mais contient déja, dans des coordonnées bien choisies,
des invariants de la singularité de courbe plane (X,0) & (E2,D] qui sont
d'une importance fondamentale non seulement du point de vue de la résolution
des singularités mais aussi du point de vue de 1'étude topologique. Le fait
que le polygone de Newton doive jouer un ré8le dans la résolution des singu-

l/n]

larités tient & ce que trouver des solutions de f(z,w) = O de la forme z =¢f(w
revient & construire une uniformisante locale t de X en posant w = t". Le fait
qu'il donne un invariant du, type topologique de la singularité est un phénoméne
profond, maintenant bien compris dans notre cas particulier grdce aux travaux
de Zariski sur 1'équisingularité des courbes planes, mais qui demeure mysté-
rieux en dimension supérieure & 1.(Ce travail (¢f.[10] ) apporte, nous 1'es-

pércns du moins, quelques notions qui seront utiles de ce point de vue).

Enfin, le fait gue le polygone de Newton mesure le contact
entre W et X est une découverte de Hironaka. La motivation initiale du travail
présenté ici a été la démonstrationdes théorémes sur la "continuité du contact”
dans la théorie du contact de Hironaka (cf. [é] [4] J,théorie qui est une des

clefs de sa méthode de résolution des singularités.

Avant de décrire la construction générale, faisons guelqgues

remarques de nature techmique sur le Folygone de Newton d’une courbe plane :
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LEJEUNE-TEISSIER

Tout d’abord, le point singulier étant fixé, nous associons un polygone

de Newton & la situation décrite par le diagramme :

X e c?

(le choix de W (axe des w) et de r revient au choix d'un tel diagramme).

Si nous supposons que r-l[DJ n'est pas une composante de X, le théoreme

de préparation de Weierstrass nous dit que nous pouvons choisir pour 1'équa-
tion de X (aprés choix d'une coordonnée locale z sur r_l(DJJ

m m-1

flz,w) = 2z + a (W) z© "+...+a (w) =0
m-1 [s]

ou m est le nombre d'intersection de X avec r_l[D], ou encore la multipli-
cité de X \r (0).

Si nous supposons que l'espace tangent T -1 n'est pas contenu dans
r “(0),0

le c6ne tangent & X en O, C 0 c'est-a-dire que r—l[O] est transverse

X
4 X, ou comme nous dirons plus rapidement, que r est transverse (ou que
A est transverse), m est la multiplicité de X en O.

On constate alors que le polygone de Newton a la forme suivante

a A
m
m
m
)
I 4
0 b
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POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS

I1 est clair que la donnée du polygone de Newton est éguivalente & la donnée
des pentes de ses différents c6tés, et des points d’'intersection des supports

de ces cbtés avec 1l'axe des a.(m,m_,...), mcorrespondant & la multiplicité de

1
X0 r l(0] en 0. C'est sous cette forme que nous allons généraliser le polygone
de Newton. Les pentes des cdtés seront les "tropismes critiques” du § 2, et la
généralisation des points (m.ml,...] sera la collection des "fonctions de

Samuel anisotropes” du § 3.

Notre méthode dans le cas général va &tre 1l'analogue de la
construction suivante dans le cas des courbes planes : W et r étant fixés, on
regarde pour chaque d € @, +«J la plus petite valeur de a + % donnée par

un couple (a,b) tel que C # 0. Géométriquement cecl revient & pousser dans

a,b
IR2 les droites de pente - % , en partant de celle passant par 1l'origine,

jusqu'a ce que l'on soit arrété par un point de A(f) . On note vd(f)

(z,w)

(d-ordre de f) la valeur de a + % ainsi obtenue.

On considére 1'équation quasi-homogere :

(#)  in_(f,4d) = in (£,d) - : c 22w =0

(z,w) b _
arg = \)d(‘F]

comme définissant un c6ne quasi-homogeéne C;{x (qui en réalité habite dans
un "espace tangent anisotrope”). On étudle la variation de 1'équation (x)
avec d, et 1'on s'apergoit qu’elle est localement constante sur

lR+ - {dl""""ds} ol leés di € @ correspondent aux c6tés du polygone de

Newton ( - %— est pente du i-éme c6té).
i

D'autre part, les vd (f) correspondent aux points d'intersection du supportdu
i

i-éme c6té. du polygone de Newton avec l'axe des a. Ce sont aussi des multi-

plicités attachées aux quasi-c6nes CA'i + Aussi nous allons considérer, &

la place du polygone de Newton, des objets géométriques, les cfnes tangents

anisotropes C , qui nous permettent, en étudiant leur variation en fonc-

d
A,x
tion de d, et leur multiplicité (qui sera en réalité remplacée par la fonction
de Samuel anisotrope) d'obtenir toute 1'information que contient un polygone

de Newton.
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Ce point de vue présente différents avantages : dans le cas
général, on se heurte en effet & deux difficultés principales, qu'il permet
de surmonter simultanément.
D'une part l'espace analytique X singulier en x n'est plus défini par une
seule équation, d'autre part, son lieu singulier n'est plus réduit au point x.
Une fois introduite la notion de polygone de Newton en un point xe X, il faudra
donc étudier sa variation lorsque x se déplace dans le lieu singulier de X.
Pour ce faire, nous pouvons utiliser les propriétés de cohérence du faisceau
structural d'un espace complexe, et les théorémes de Cartan. De notre point

de vue, on s'apergoit gue 1l'on peut attacher un polygone de Newton & tout

/r

W

diagramme d'espaces analytiques

od X et W sont des sous-espaces de Z et r est une rétraction de 1'immersion
de W dans Z, en tout point x de X1 W, sous la seule hypothése gue r soit lisse
en x (et non plus W et Z lisses). C'’est une telle situation géométrique que

nous appelons une (bonne) installation (cf. § 1, 1-1) et notons A .

Au § 1, on trouvera la définition des cBnes normaux anisotropes que
nous associons & une installation A . On remarquera qu'’elle est indépendante
de tout choix de coordonnées et de tout choix d'un systéme de générateurs de
1'Idéal définissant X dans Z au voisinage de x. Nous construisons des isomor-
phismes canoniques qui vont nous permettre de comparer entre eux les cdnes
normaux anisotropes pour les différentes valeurs de dé€ [U,él. Ceci nous
permet de définir les tropismes critiques de 1'installation A le long d'un
sous-espace Y de WNX au point x. Lorsque Y = {x} ces tropismes critiques nous
donnent, comme il a été expliqué plus haut, les pentes des c6tés de notre
polygone. Le fait qu'on puisse également définir des tropismes critiques de a

le long de Y en x s'avére essentiel pour 1l'étude de la variation des tropismes
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POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS

critiques de A en y quand y varie sur Y dans un voisinage de x. Au § 3,
nous introduisons les fonctions de Samuel anisotropes, qui sont les analo-
gues des points d'intersection des supports des cdtés du polygone de Newton
avec 1l'axe des a. Ce sont les HA.x[di) ol [dl,....dSJ est 1'ensemble des
tropismes critiques de A en x. A ce point, nous avons défini notre polygone

de Newton généralisé, associé & 1'installation 4 en x€& X0 W.

3 H 3 H (d,)

K= end) s H
X0 r “(x),x W, x A,x

A,
(W n'étant plus lisse en x, il est naturel de faire figurer sa fonction de
Samuel en x dans le polygone de Newton). Il est déja remarquable qu'ici les
résultats sur toutes les fonctions de Samuel anisotropes, nous permettent
de démontrer un résultat sur les fonctions de Samuel ordinaires(cf. cor 4.7.)

C'est un critére numérique de platitude du morphisme Cx ;———9 Cw N (ol Cx x

(resp. C, ) est le cdne tangent & X (resp. W) en xJ.

W, x
On introduit ensuite une notion de transversalité anisotrope. De notre point
de vue, la notion de transversalité de la fibre r_l[x] a4 X en x dans Z (espa-
ces tous 3 singuliers) s'exprime le plus simplement en disant que le morphis-
X, X Cw,x

notion aux c®nes normaux anisotropes le long d'un sous-espace Y de WA X en un

me des cBGnes tangents d(r|X] : C est plat. Nous généralisons cette
point x. (Nous avons ici toujours en vue 1'étude de la variation du polygone

le long de Y). De plus nous obtenons toute une série de conditions équivalentes
(théoréme 4.2)de nature technique trés variée. Nous montrons aussi que la trans-

versalité est stable par changement de base.

Au § 5, nous entrons dans le vif des difficultés signalées plus haut.
On montre comment 1l'on peut déterminer des systémes de générateurs pour 1'ldéal
définissant X dans Z en x (les bases standard normalisées de [3] ) et nous
trouvons un procédé permettant de calculer le ler tropisme critique d a

A,x
partir des développements de Taylor des générateurs.
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Enfin, la définition suffisamment générale des installations nous permet
1'étude locale, du point de vue des installations, de n’importe quel morphisme
d'espaces analytiques. Nous en tirons en particulier un critére numérique de
platitude d’un morphisme f : X—>W en un point x€X, et un résultat analogue
pour la platitude tangentielle (i.e. celle de df : Cx,x——) CX,-F(X)) en X.

Nous y montrons aussi que la platitude tangentielle entraine la platitude.

On ne présente pas ici toutes les démonstrations des résultats énoncés.

Elles se trouvent dans |:1DJ .

Cependant, on a tenu a en présenter quelques unes en détail pour donner au lec-
teur une idée des techniques de calcul que nous utilisons. On y trouvera égale-

ment la démonstration compléte des résultats utilisés dans [11) .
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1.1

1.2

1.3

1.4

Si

POLYGONE DE NEWTION ET INSTALLATIONS

§ 1 - CONES ANISOTROPES

DEFINITION

On appelle installation, la donnée d'un espace analytique complexe
Z, de deux sous-espaces X et W de Z et d'une rétraction lisse de Z
sur W. Un tel objet sera noté & = (X,Z,W;r). Il résume le diagramme

suivant

— 3 Z

X
Tix
A
W
t

Puisqu'on travaille localement, on peut toujours supposer Z = W x €°.

REMARQUES

On fixe donc des coordonnées [zl,...,zt] sur Ct. Pour la méme raison,
on peut supposer X et W sous-espaces fermés de Z. On ne fait

aucune hypothése sur lalissité des espaces.

DEFINITION

On appelle installation ambiante, toute installation de la forme

(Z,Z,X;r). On note A 1'installation ambiante (Z,Z,W:r) canoniquement
associée a3 4 = (X,Z,W;r).

REMARQUE
f : X— W est un morphisme d'espaces analytiques et si x € X, po-
sant W
N = dimm X, X 2 ,» hous pouvons plonger un voisinage de x
L3
X,x

dans X (noté X par abus de notation) dans @N. Soit i : X & EN

un tel plongement (i(x) = 0). Il lui est associé un diagramme commu-
tatif
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LEJEUNE-TEISSIER

fxi N
X &—— WXE
‘F\ /r
W
ol f x i est une immersion, r = pp1
Le choix d'un autre plongement i' donne une situation isomorphe.
A tout choix d'une section ¢ de r au voisinage de w = f(x), telle que

ow) =wx O est alors associé une installation

8(o) = OGW x €V, Wsr)
ol W est plongé dans W x CN grace a8 o. On peut donc appliquer la théorie

des installations & 1'étude locale des morphismes.

On va maintenant définir les cOnes normaux anisotropes de A
le long d'un sous-espace analytique fermé Y (non nécessairement lisse , ni

méme réduit)de WA X.

Soit 3 1'Idéal de GE associé a 1'immersion de X dans Z.
On considere le germe 3x en x€ Y de cet Idéal. Désignons par Ow,x {zl.....zt}
1'anneau local en X x o de W x Et‘: Z.
Soit fe Qx' On a un développement

£f= 3 £, Zz., f,e 0
Aemwt A

Soit Q 1'idéal de @w N associé & 1'immersion de Y dans W

Pour tout multi-indice A, on désigne par :

vY(fA) =sup { p: FA e o*1

et in, f, 1'image de f

y Ta dans la composante de degré vY(fA) du germe en x

A

de gr, W =8  g'/g""!
v
w20
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1.5

1.8

1.7

1.8.1

POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS

- DEFINITION : On appelle d-ordre de f , le long de Y en x
relativement & 1l'installation A
(FA]
d

Vy

v, (f 5 &, d) = inf
Y - t

A €IN
- DEFINITION : on appelle d-forme initiale de f 1le long de Y

+ Al

relativement & 1l'installation 4 , la forme :

in (f 54, d) = ] in, £, 29

Y A
|A] *uy (Fp)/d = v (f 54, d)

L'ensemble des inY( f A4, d) lorsque f parcourt ,'\x engendre
un idéal dans [grYW]x [21""'21:] noté JnY(A.A, d)x . Ces
différents germes se recollent en un Idéal de grYw [21""’Zt ]
noté 5nY[A.A. d .

- DEFINITION : On appelle cdne normal anisotrope de 4 le long de
YC WNX de tropisme d€ ]0, =[ et on note
pace analytique de C

d
CA,Y' le sous-es

Ly ” ¢¢ defini par In,h.8, @)

REMARQUE : L'existence de an(A,A, d) provient du fait que la
définition précédente peut &tre donnée intrinséquement de la

fagon suivante. Soit@ 1'Idéal de UX définissant W A X dans

X, ®' celui définissant r_1[Y)nX dans X et @ celui définis-

sant Y dans X . On a :

si d>1 gryd ; d = €] :(S’aG.b B’?a&b
WEN/ N aib/a s 8+ % >
si d <1 ® 7 o% e g’
peiN + 17N b b
a+a_>_u a + E> u
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On montre que cette Algeébre est de présentation finie et on peut

donc considérer 1'espace analytique relatif au dessus de ¥

Specan gr 4 ; d
Y

=<

Il n'est autre gque Ci v On étend cette définition pour d = o et d = «
de la fagon suivante

c® = Specan,, gr, (gr X)

A,Y Y Y r‘-l(Y]ﬁX
ol 1'on considére 1'Y-graduation de gr X vu comme

-1
r “(YJnxXx
() -1 - Module.
r “(YJN X

CA,Y = SpecanY gry (grwn X X)
Ici également on considere 1'Y-graduation de 8Tyn X X associée a sa
structure de O - Madule.

Wnp X

Dans le cas d = 1, les définitions données coincident avec

SpecanY grY X = CX.Y

Dans le cas de l'installation ambiante & , on vérifie que gry A, d

est canoniquement isomorphe a gry W 8 [érw z %D @%] et on a donc un

W
isomorphisme canonique (dépendent uniquement des données de & ) des

espaces analytiques sous-jacents aux coénes,

d "

Ca,y > Gy oy g
Le choix d'une décomposition de Z comme W x Et permet ensuite d'identi-
fler C, , x Y aYxcr.
Z,W W
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POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS

1 cd e dépend que de la trace de r-I(Y) sur X. Pour

<
< A,y
l1s$dge Ci Y ne dépend pas de la rétraction r de 1l'installation.
Pour d = 1 C = cd ne dépend ni de 1'un ni de 1'autre.
A,Y X,Y

La situation que nous étudions est donc bien comme annoncée dans 1'intro-
duction, une généralisation de la méthode du polygdne de Newton.

En fait, écrivant comme plus haut

A (0
f= I oz, f &
pent A A WX

soit & (£,8) = {(B,a)e N°| 3AeN® t.a. |A] = o,V (F,) = B)
1

a
Soit E(f,4) = {VER'Z, ve A(f:a) + R}
Soit F(f,A) 1'enveloppe convexe de
E(f,4), et P(f,A) la partie de la

d,f frontiére de F(f,A) qui n'est pas con-

— tenue dans les deux axes.

B

C'est le polygone de Newton de f par rapport & 4 , relatif a Y en x.
Soit d # 0, soit I(d,w (resp. I+(d.l-l)) 1'idéal de (!{Z 9 engendré par

les f zA tels que

A

[l +v (£)/ 2w (resp. > u)

Sif =z -FAz‘A, v (£,8,0) = sup{ueR", ¢ 1a, W)
+2

Soit Ly e ={ (B,a) €R | o+ B/y = vy(f,4,d) }

Ly s est la premiére droite telle gue P(f,A) soit tout entier situé
: 2

dans la région de 1R+
1l'origine et inY['F;A,d] =

délimitée par cette droite qui ne contient pas

A
Aber, , *vfa?

T
(vYH-‘AJ. P

Cette construction permet de comparer les Cd y quand d

varie, puisque ce sont tous des sous-espaces de CW,YXYTCZ,W );I Y] .
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THEOREME DE FINITUDE :

Soit & = (X,Z,W:r) une installation. Soit YC WN X, et xeY. Il

existe une suite finie de rationnels

do < dl < .. < dS < dS+1

obd =0, d = o , telle que 1'on ait

(1) Pour tout 1 £ i < s+1, le germe de C:I
de deld; ;. o,

y en X est indépendant

On désigne ce germe par [3A Y[i] et le germe de CAlY en X par
Ca,v,1r
(20 Cy v =C4 v,
CA,Y(S+1] = CA,Y,5+1
d N - -
(3) CA,Y = CW,Y ;; C (o0 C est un sous-cdne de CZ.W :/ Y) entraine
de [0.a,[
(4) Les cbnes CA,Y[I)""' CA,Y[S+1]’ CA,Y,l""'CA,Y,s sont tous

distincts et il n'y a entre eux aucune inclusion non triviale.

REMARQUE :

De plus on a une immersion fermée

[s]
G C vy =0 v Xy S i,y

En effet, on a toujours une surjection canonique

() -
(w6) er, X &g X0 r YY) — gr X — 0

-1
v Xpr “(Y)
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POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS

Elle induit une surjection des Y—gradués des deux membres vus comme

[v) - ) ’
XN r l[Y) Mdules, qui n'’est autre que
-1
BTy ] &D gry Xnr (Y)e—— gry &r -1 X— 0
Y Xar “(Y)
De la méme fagon, on peut voir que
0
(xxx) c, <= C X C _
A,Y waXx,y Y r 1[Y),Y

La démonstration du théore&me 1.10 nécessite une série de lemmes qui permet-
tent de comparer les SnY (4,A,d) quand d varie. En voici quelques uns.
Pour alléger 1'écriture, on écrira in(f,d) au lieu de inY(f’:é,d], on
écrira également V(f,d) au lleu de v, (f)4,d).

LEMME

Soient O < d1 < d2 < «» gt supposons que SnY[A.A.dzlclnY[A,Ldl] au

voisinage de X . Si :

_ A
R . Fo Z€gry WZ),..n,2,]
0’0 AeN":[A| = o, deg F = B,
appartient a 3”\(“'5"11)' il existe f¢ gxtel que MBO'“; in [-F,dll et
v[-F.dzl =V, Taog ¢ Bo/dz'

Si d2 = o , le méme résultat reste vrai en remplagant 1

DEMONSTRATION :
Nous allons prouver ce lemme par récurrence sur Vo Si 0 <d, <1, le plus
petit vy possible est 1, si 1 < ci2 < o , c'est l/dz. si d2

Dans ces trois cas, tout fe l&tel que I"I‘3 0" in(-F.cIlJ convient.
o’ o

o PEr son complété.

» , c'est O.

*t

~

B B, B

s}
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En général, soit g¢ A , g = z t Ba zA tel gue in(g,dl) =M . Soit
x A €N Bor0g

v, =t Bo/dl = v(g,dll si d1 #0, = 30 si dl = 0. Soit y = v(g,dzJ. On

a u < v, Si on a 1'égalité, c'est fini. Si y < Vs soit 31 le plus petit

8 pour lequel il existe A€ th tel que vY(gA) = B, [vY[gA).

Al)EL
dzlg

Soit cxl la valeur de ]A[ correspondante et T = Bl + ctl/d1 si dl #0, = 31

si d1 = Dix?n a vy < T
dl-homogéne de in(g,dz] appartient a gnY(A,_A;.dll, en particulier :
ZA.

1+ Comme 3nY(A,é.d2]CJnY(A,A.le. chaque composante

M = z in, g
B Aent Al = apvgtg) =8

P & ’ = ’
ar hypothése de récurrence, il existe hlé Axtel que MBl""l in(h1 dll et

) = - =
v[hl,d2, u. Posons g, g hl, gle 30‘_. 1n(gl,d1) MBO’“O et

\)(gl.dz) >u . Si v(gl.dzl = W, recommengons avec g, la méme construction

gu'avec g. On détermine BZ'“Z'TZ et a, < a

tions, on trouvera donc gké Amtel que in(gk.dll = MB o v[gk.dz) >u o,
o’ o

et \)(‘F.dzl = v,

1 Au bout d'un nombre fini d'opéra-

puis -Fé;got, tel que ir\('F.dl) = I"lB o
o’"o

Supposons maintenant d2 = o , Comme ci-dessus, étant donné un g, on_construit

Bl’ ogs Ty gle x Si V[gl,m] = u , on construit 62,a2,12. hzé :Let
o = az. 82 > 81, ) > Tl de sorte que

A2 ATz 9 Aoy By
hze MZ,x si d1 > 1, MZ’* si DA< d1 <1l,¢ Mz.x si dl\= 0. La suite
g. est donc une suite de Cauchy de .Si gl = lim g, glé )
i % N i p3

i—y
MB . in[gl,dll et \;(gl,oo]> u .« On conclut alors comme plus haut.
o’"o

(x) On dit gu'un élément de gry W R Egr ZR O.I est d-homogéene si son
Oyl w DW v
image par "1'isomorphisme

gry W Eoyl__grw z @Dw 0y] ——  ery Aid

est un élément homogéne de grYA;d.

- 90 -



POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS

1.13 - LEMME :

Les hypothéses sont celles du lemme 1.12. Pour O < d1 <d < d2 < @

Iny(a,a,0) mgﬁY,xcﬂnY[A,L,d) maoY'xc In, (a,a,d)) gO‘Y‘X.
Y Y Y
DEMONSTRATION :

Soient d, d, < d < d_ et f€ 3 . Ecrivons f = £ _ f, 2"
1 2 X t A
AEN

, (B,a)e L comme au lemme 1.12
dz.f

MBa

Considérons in(f,d.). Il existe M
2 B,a

tels que M ae‘lnY(A,A,dll et in(f.,d,) =

B,

N

by
B,a

N

:
B
Baégxtel que MBa = 1n(<FBa.dl] et

V[f‘ﬁa.dzl = v(-F,dz). Par suite, MBa = in[-FBa,d) et

Aprés ce lemme, 11 existe donc f

&
dny (44,0 8 % x chyaad e @ .

v %

Y

an
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Considérons maintenant in(f,d). Soit BD le plus grand B pour lequel il existe
t -
AEW™ tel que W (f,) = B, (v (f,),[A])€E Ly ¢+ Soit o la valeur de [A]

correspondante et v, =ag ¢ Bo/dz. On peut supposer v(f,dzl = v

Sinon v[f,dzl < V2. Soit B

5"

1 le plus petit B pour lequel il existe A éth

1 ,f 1
pondante. Soit M = L in, f ZA. C'est un
B, ,a = au (F) =B Y A
1Y A 1

1’%1  Aent, Al
A
élément de !nY(A.A,le et appliquons lui le lemme 1.12. Il existe hle 31
= 1n(h1,ill et v(hl,dzl = v(f,dzl. D'ol v(hl,d] > y(f,d) et

tel que vY(fA] = B, (vY(fA).|A|]€ Ld7 . Soit a, la valeur de |A| corres-

tel que M
By 0%
posant f, = f - hys flt 31: in(f,d) = in[Fl,d) et V(fl,dzJ > v(F.dz)- Si

V(fl,dz) = v(f,dzl, on recommence avec f. la m@me construction gu'’avec f.

1

On détermine o < o , on trouvera donc au bout d'un

2 82 et Bl <’?2. Si d2
nombre fini d'opérations fke Altel que in(f,d) = in(fB:d] et v(fk.dzl > v(f,dz].
Si d2 = ® , la suite {Fi}iew1de Cauchy converge dan53$vers un élément f
ayant les mémes propriétés. Dans tous les cas, on peut donc supposer
A
v(f,d,) = v,. AM = I in, f, Z ', on peut
*Y2 2 B ,a t _ _ Y A
0’0 AENT, v (f) = %A|A|-ao
appliquer alors le lemme 1.12. Il existe gléaxtel que MBg'ao = in(gl,le
= in(gl,d) et v(gl,dzl =v_et on a, si in(f,d) # M , in(f,d) = in(gl,d)

2 B .o
o’’o
+ in[f-gl,d). On recommence avec f - g, la méme construction qu’avec f et fi-

nalement on montre que in(f,d]elnY[A,A.dl)

1.14. - LEMME :
Pour 0 < d1 <ds< d2 <w , si JnY(A,A,dlldlinYFA.A.dZ] alors
& ¢
1nY(A.&,d1) LN oy a0 8 0, ¢l h,a,d)) ) o, .

Y Y \ Y
La démonstration est duale de la précédente.
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LEMME :
Pour 0 < d < = d#@, il existe d'é]O,d[ tel que pour tout

sefar.d] : Injane B Oy I, (a,8.0) aaaY’x_

Y Y
(ce lemme s'applique au cas d = » ),

DEMONSTRATION :
Soit [-Fl,...,fm) un systéme d'éléments de gxtel que

Ay (a,4,0) wan‘x= Cooendn(f,dd, )

Y
Sur une droite de pente irrationnelle, 11 existe au plus un point a

coordonnées entiéres non négatives, D'ol il existe d'é ]O.d[ , tel que
pour tout &€[d’,d] , 1 <1 <m, intf,

si d = » , Dans tous les cas, 'XnY[A,A.dJ g aY,ocC1nY“‘9-'d') EaaY.‘l‘.'

On peut supposer évidemment d'irrationnel.YSoit fe 33&; i1 existé alors
(Bo,aol tel que in(f,d’') = A

,8) = in[-Fi,dJ. Ceci reste vrai

I Fp 2
AN, deg(F,) = B, |A]l = o

N

(=]
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A in(f,d') appliquons le lemme 1.12. Il existe gé€ éxtel que in(g,d")

= in(f,d') et w(g,d) = a ¥ Bo/d' Sur Ld g’ le seul point & coordonnées

>

entieéres est [Bo,aol sid<e , D'od in(g,d) = in(g,d’'). Si d = =

on a de toute fagon in(g,d) = in(g,d'). Par suite,

, .
lnY[A._A_,d ) Ee OY',LC'XDY[A,-A_,CI] g O’Y,‘;' En appliquant les lemmes 1.13

Y
et 1.14., on déduit le résultat.

1.16 Remarque : Les lemmes 1.12 & 1.15 et leurs duaux suffisent & montrer

1'existence de d et ds

1 rationnels.

+1
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§ 2 - TROPISMES CRITIQUES

DEFINITION : Soit d € IR+ ; on dit que d est un tropisme critique

de 4 le long de Y en x

(a) lorsque d =0 , si 1'immersion (#) de 1.11 est stricte au voi-

sinage de x

(b) lorsque d e]D,oe[ , 81 d est 1l'un des d1""'ds
du théoreme 1.10.

(c) lorsque d =« , si 1l'immersion (¥ » ») de 1.11 est stricte

au voisinage de x .

On notera dA Y. x le plus petit tropisme critique.
Soit A = (X,Z,W ; r) une installation, et soit A& = (Z,Z, W ; r)
1'installation ambiante associée. On notera AW = W, W, W 4dwW)

la restriction de A a W.

On peut associer canoniquement & ces données, pour d¢g [D,w] et Y

sous-espace analytique de W 0 X , une nouvelle installation :

DEFINITION On appellera installation normale & A le long de Y ,

1'installation

. d d d
€y T Sy s Cay o Chjwy

morphisme canonique.

3 dr) ol dr est le

On peut se demander quels sont les tropismes critiques de cette instal-
lation (en particulier, apparaissent-ils tous déja dans la suite des

tropismes critiques de A le long de Y en xJ).

PROPOSITION : Identifiant canoniquement C‘s d avec
[CA,Y]‘Y
CW,Y x,Y [CZ,W xwY_]
le germe de cé en X est celui de Cd si d n'est pas un tropisme

d Y
(tA.Y]’Y critique #0 ou o .

= Cy @ si d=d ets>d
= CyyU+1) sid=d; et§<d;
est celui de cd sig=d=d

A,y i
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2.5 Remarque : la proposition 2.4 permet de montrer qu'il existe un
voisinage U de x dans Y tel que les tropismes critiques de A le
long de Y en y , y € U, sont extraits de la suite des tropismes
critiques de A le long de Y en x . On prendra garde que cette suite
peut ne pas étre identique comme le montre 1l'exemple suivant : W 1le
parapluie de Whitney (d'équation x2 - y2tJ , Z=WxC, X d'éguation

z-t et Y 1l'axe des y .

2.6 PROPOSITION : Si dA Y. x >0 , il existe (f1,....fml un systeme
d’éléments de ﬂx (o0 ¥ est 1'Idéal de OZ définissant 1'immersion
de X dans Z au voisinage de x , et jx est son germe en x )

tel que :

pour 0 <d < dA Y. x
M 1<ks<gm , inY[fk,d] est indépendant de d avec
inY(-FK.d] =1Q® 9 € ery w®OY (grwngYon )

ol Q est un élément homogene de ngZQDD UY .

K Y » X
pour 0 <d f-dA,Y.x
(2) TnyCa, 4, dJ@DY Oy x = Goetn(fiLd)snen)

Pour qu'il en soit ainsi il suffit gqu'il existe un systéeme d'éléments
[f1,...,fm] de yx et € >0, tel que pour d, 0 < d <e, les condi-
tions (1) et (2) soient vérifiées.

C'est essentiellement un corollaire de 1.12«
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§ 3 FONCTION DE SAMUEL ANISOTROPE

DEFINITION : On appelle d-fonction de Sammuel d'une installation

A= (X,Z,W;r) en x € WAX 1'application

HZ (d) : R® ——— N
a,Xx

v
H — dim gr’ & ; d
Oi\gu B8

REMARQUE : B dimg gr:: A ; d est une somme finie, parce que tous

0S V&u ) 1
les termes sont nuls, sauf un nombre fini. En fait VEN + 3 N .

DEFINITION  On définit pour i €N, 12> 1 ,

1

H (d) = H
Axmi,x

(d)

i

oo axet=xxgt,zxel,wxet; rxmach .

DEFINITION On appelle d-fonction caractéristique pour &4 en x

1'application

B p——> dim gﬂ; A; d

REMARQUE . D'aprés les définitions précédentes, on voit que

i+1 i
Hy (@) = Hy ()

A,x ()

6,0

od (C) = (C, €, €, Id €) et =« indique le produit de convo-
lution (i.e)

LyxL,m = 3T 0 L) L))
u1.u2€ N+ e
A +u2= N
On a aussi
1 o
HA,x[d] =H (d) x GA,x[d)
{x},x

On va maintenant étudier la variation de la S-‘Fonction de Samuel
d X
de \eA,x en fonction de d e[o,w] .
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THEOREME Soit A= (X,Z, W ; r) une installation, x € WM X

soit & un réel fixé, &€ J0,af . Soit dysesesd, la suite des

tropismes critiques de Aen x , qui appartiennent & ]D.ﬁ[ .
+

Sur |l\’R on consideére 1l'ordre produit.

+
Il existe H ""’Hs+ dans !\P tel que

1 1

(a) si ‘e]d,d [ onait pour 1¢ 3¢ 1,
17 %1
defdj_,l.dj [iH (<$J=HJ
X
. A'x
dela, » dpy 1t T i
pour i+igkes,d € Jd, . d;, 10H . @) =H
A‘,x'x
avec H1> Hy > s > H L Hisp & «or &H
" A
Hy —— LM —
] i '_L_ ] '
T Hu ! IH;  His,
; RalZiM lis |
I N A ! !
! : i Cor b '
N N B TN
7 Ed
4 94 4 d dadp dig

(a) sib = d; on ait

4341, d,_.df:H = H,
pour 1€ j € del -1 j[ fj x[é) 5
A x’
d=d; Hfd x[éJ = Hy ldy)
ax’
pour i& ks, d€]d s d,,1iH x[é) = H,

A X

avec H1> H2 Do >Hi = HA x(di) N Hi+14 Hi+2 Lo & Hs+1

La démonstration de ce théoréme repose sur 2.4 et sur le théoréeme

de Jordan-H@lder.

On en déduit :

COROLLAIRE : Sous les hypothéses du théoréme 3.6 , on a
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HA,x[GJ <H x(a) x G

é[ W, an-1[x).x

et on a égalité si et seulement si

A,x

DEMONSTRATION On remarque qu'’on a toujours

H (8) = Hys (8) <H, (8)
4,x tA,x')< » X
A,x
~
Si on désigne parc 1'installation
[Cw.x X an r=1(x),x ’ Cw.x xC -1 ’ Cw.x g |:|1J
r (x),x
on a
H (8)< H (8)
€ x &
A,x
mais
Ha (8) = H (6) x G _ .
)X _AJW,x X\ r 1[x],x
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§ 4 d-TRANSVERSALITE

Soit 4 = (X, Z, W ; r) une installation, Y un sous-espace de
XAW, x unpoint de Y . Soit d€ Jo, + [ .

4.1 DEFINITION : 4 est d-transverse le long de_ Y en x si le

morphisme naturel :

est plat en x .

4.2 THEOREME : Soit dr : C —_— Cglw v le morphisme naturel.

I o

,Y
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) & est d-transverse le long de Y en x

(2) an Y —> Y est plat en x et
dA.Y,x > d f
(3) C: Yn dr'1(Y] ———> Y est plat en x et le germe en x
’ grYH W;d
de Tc>r1 (grYA ; d, OY) est nul .
@ @ +cf Narltn o-c
' XN r (Y)Y
(5) C: v ndr_1[Y) ———> Y est plat en x et le germe en X
de grYA 3d -1
Tor1 tgrYAx d, gry T (Y)) —> Y est nul
® soitdd = © gpw. cl arl) —> ¥
1> 1 A,Y

d -
CAYndrq(Y]-—-—>Y est plat en x et

[’SnY(A,A, d) ®UY Oy, x INLL - erpas d®oY O, ]

- [InY[A,_A_, @ .. grds d ]@DY 0y

(7) Ci Yn dr_1(Y] ——> Y est plat en x et pour tout

p&gIN .
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POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS

_p
[nya.a » A ®DY o, INLd ergp d®OY % ,x ]
= [inya. 8, d). KP . gry 4 d ]Q'OY O, x

8 8
pour tout &€ [0.d) . ¢ , ——> S Juv

est plat en x

il existe un voisinage U de x dans Z tel que pour tout

s €[0.d) . tout yguaQy

$ S
Gy T % |w.y
soit plat en y .

C: Yn dr_1[YJ - Y est plat en x )

Soit J 1'Idéal de DZ définissant 1'immersion de X dans Z au

voisinage de x ; ‘Jx son germe en X . Il existe (-F,]....,f‘m]

un systéme d'éléments de Iy tel que

(1) pour 0 <86<d,1<ks<sm, in(fk.(S] est indépendant

de & , avec in['Fk.G] =1® le gry w®0 [grw Z®0w UY.x]
ol Q

est un élément homogéne de 8Ty, ZOD DY.x .

W

(i1) pour 0 <8 <d ., In, (A, A .6) = [...in['Fk.G)...J

k

Si 1'immersion de Y dans W est réguliére en x,
C: Yn dr-1[Y] ———> Y est plat en x et 1l'immersion
d -1 d
Cyy N dr (Y) —> Cyy
est réguliére en x , de codimension celle de Y dans W .
Si Y = {x}

H, _(d)

A x = HA l W,x(d] x G .

XxOr (x), x

Le schéma logique de la démonstration est le suivant
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12 & N 2 —% 10)

l

11 & 3 (—=>5&—> )

&T

et 9) mmes> g) mm=d 1) (2 <= ) + 1) =3 9)

On va rappeler un critére de platitude qu'on utilisera dans
la démonstration.
(4.3) THEOREME

Soient A ——————> B un homomorphisme d'anneaux noethériens, I
un idéal de A tel que IB soit contenu dans le radical de B ,
M un B-module de type fini.

Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) M est A-plat
(i1) M®, A/1 est A/1 -plat et Tor':\(M,A/I] =0

(iii) ™M @A /-\/I est A/;- plat et 1'homomorphisme canonique

gr‘;(l"l] ® ng[A) —_— ng(M)

A/T
est un isomorphisme.

(iv) Pour tout entier n, M GDA A/I” est plat sur A/In .

Pour la démonstration de ce critére on peut voir (SGA).

On aura besoin aussi du lemme suivant :

(4.4) LEMME : Soit A un anneau , A [21""'Zt] un anneau de pelynomes ,
B =A [21""'Zt)] /J un anneau quotient de A[Z1""’Zt]
Soit N wun -A-module

Tor (B.) = Torq\[Z] B N®, A[2]) .
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On appliquera 4.3 avec :
A= grYW = ery A | w ; d B =gr, A,d
M= gr, 4; d 1= = @ gri'w .

(4.5) Passons maintenant & la démonstration des implications

1 > 4 3

d
CA,Y est plat en X .

Cette hypothése correspond évidemment & la condition i) du théoreme

4.3 ,

On a alors :

u1] Cf y N dr_1[YJ —————— Y est plat en x (changement de
base).
a2) le germe en x du morphisme canonique
gry@; d/ _ @, &r_(erW -—> gr_gra;d
d‘grY 4; d Y N Y N

est un isomorphisme

gryd | Wid
aa) le germe en x de Tor1 (grYA ; d, UY)
est nul
gr, W

Y
a) le germe en x de Tor, (gry 4; d . gryW /_ b ) est nul

De a, ona donc la premiére partie des implications 3, 4, 6, 7

en gquestion.

De c&z on déduit qu'on a un isomorphisme canonique :

A; d /
é? grYAL; d

d
gry W @, gr gry T,y 0

Y Y

- 103 -



LEJEUNE-TEISSIER

(En effet, gr_ grYA ; d étant déja bigradué, s'identifie a

gr, gr _ Cd et pour avoir 1l'isomorphisme, il suffit
Y 1 d 'Y
dr [Y]f\i:A y

de se rappeler que

gr_ gr, A = gr, gr _ g - ’Cd ; O
- Y Y 1 d
dr (YJ N Chy

On a donc 1'isomorphisme canonique

d -1
—_— Cuy Xy G Ly Ndr '(Y)

c°
d
fA .Y'Y

mais pour d € ]di. d , on a

i+1}

-] =
r:fd . Cy,y Ui+
A,Y’

. d -1
C, y i) — > Cuy X Gy N dr

(Y)
Or ceci n'est possible que pour i =0 .
Ceci montre que d & ]0, d1] et que
c (1) —>c, X cd . ndr T
W,Y 7Y TAL,Y
est un isomorphisme au voisinage de x .

On en déduit que

= o
Cax™ = G v Sy Xy Sxa e,y

En effet, il existe des (-F1,...,-Fm) dans ‘Ix tels que

In (8, 4, O QOY Oy = Loeeing (£, 0100

avec 1nY(-FK.D) =1 ® QK .

Soit J-x l1'idéal de O -1 définissant Xﬂr—1[Y) dans
-1 r (Y),x

r (Y) et Fk 1'image de *Fk dans ix . Alors

inY['FK,DJ =1 @:Ln.Y’Fk
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et par conséquent :

-1 -1

Ing(a.4, DJOGY Oy C&In (r (VIO X, £ (Y]] gr W [z]

D'autre part on a toujours C < Cd q] dr_/l(Y)
P X0 1Y), vyS “aLy

[ (1) = C Xy C _
A,Y W,Y Y XOr 1(Y),Y
Ainsi par définition, le premier tropisme critique est positif,

donc on a la deuxieme partie de la condition 2 ,

d d

>
A,Y,x —

et aussi la deuxiéme partie de la condition 4 ,

d -1
Coy N ar (= Cyq i-1yyy

Il reste & démontrer 1l'implication
1 mm——> ]

Du lemme 4.4 , pour A=grYW. B=grY_A_;d, N=grYWLp , on

déduit que le germe en x de : X
EPY A; d

Tor, [grY A; d, grYW/‘Fp ® grYW grYw [Z] )

est nul, ceci entraine que :

ElY,x ] B

P
[Tn . 4, @) QOY o, 10 [ - erssd ®°Y

P
= [‘InYlA, A, dl. X gry4 5 d ] ®0 OY,x .
Y

(4.5.2) On va maintenant démontrer 2) ===> 10) ====> 6 .,

De la proposition 2.6 on a immédiatement 2 ===> 10, .

A
Soit f = Zt ) 2 tel que f €3 et
A EN

in (f 5 4 dlegf oery W [7] @DY Oy« -
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Soit p = v _ (ir\((‘F 5A, d)). (p > 1 par hypothése).
i 2
On se raméne d'abord au cas ol pour tout A €'Nt

vY(fAJ >p .

Soit My = in,(f ;4, 0) € gry Wz] . C'est un élément de bide-

e] o]
gré [Bo , aol et si B, <P ag * Bo/d > vY[-F 54, d). Mais d’'aprés
10,1), il existe R, k = 1,...,m bihomogénesdans gr, wz] ®, o,
tels que : Y
M = J1 R in(f ,0) = Y. R(1®Q)
Bo'ao k = 1,..mk K k k
Soit v, ledegréen Z de Q & DY’X[Z] .

On peut alors écrire

B A
Re = LD Ryn?

N Bo
ol RkAe gry W®DY IJY

Soit rkAE Uw,x tel que vY[rkAJ = g

,X
et :i.nYI‘kA = Rk/-\ et

soit encore

pour §€ [0, d] , vY( B FK‘FK 34 ,8) =a ot BO/G
k=1+4um

et pour §€[0,d[

in 0 YA f, A ,8) =M
Y ’I,...,mk K By %

Soit g=f- Y{r f sona gef,
inY(g 14, d) =in (f ;4, d)
Vylg, 4, 0) > v (f, 4, 0)
s’'il y a égalité sur le diagramme de Newton de g 1le point (Bo.aol

a disparu.

On peut donc supposer vy (f 3 A,0 =p .
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Considérons encore M =in,(f, 4, 0) .

Alors
vy(fs 4, d) =a  + B /4y

On sait aussi, par hypothése, que

C: Yﬂ dr-1[YJ —~————3 Y est plat en x
’

et donc, par changement de base

d -1
Cyy Xy [ yNar N [ —= ¢,y

est plat en x. Mais les conditions i de 10) emtralnent que

d -1 - o
Gy XyIcg ¢ 0 ar 821 e y
au voisinage de x . Alors, en utilisant 1'implication 1 ==p 7 déja dé-

montrée on obtient

]

P
[3n,Ca, & ,0) QDY oy In[ XFery as oaoY 0y 4

_P
= [an,a, 8, 0) . Joeryds 0] ®DY 0

P
I1 existe donc Rked’ . grYw [Z] bihomogénes (k=1,...,m) tels que

Y. x '

m
Mg = JIR In(f,0) = IR (1® Q)

0,% k=1

Considérons

() in (f34,d) - LIR in (f 34, d)

On peut avoir (%) = 0 et on a terminé, ou bien (%) est un élément
de d-degré o«  + 90 /d

Mais alors son ordre pour (‘)-(-’ est strictement plus grand que p . On
conclut donc au bout d'un nombre finl d'opérations.

PROPOSITION Soit A = (X, Z, W ; r) une installation,seoit Y = {x} ,

x€& WNX . Les conditions suivantes sont équivalentes
(1) d 21

(i1) c —_—> C plat en x
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COROLLLAIRE Soit Ff i X —W un morphisme quelconque

d'espaces analytigques complexes. Alors les conditions (ii) et (iii)
de la proposition précédente sont équivalentes.
Il suffit de faire la construction de 1.4

PROPOSITION Soit 4 = (X,Z, W ; r) une installation, x €W NX.

Pour que r}JX: X ——> W soit plat en x , il faut et il suffit
que pour tout sous espace analytique YC W 0 X , le morphisme canoni-
que

AR 02—

soit plat en x , et que dA,Y,x >0 .

I1 suffit qu’il existe un sous espace Y de W A X qui vérifie ces

deux conditions.

En particulier, il faut et il suffit que dA x >0

COROLLAIRE : Hypotheses de 4.84. Soit (f1.....fml un systeéme d'éléments

-1 -1
de ¥ tels que in (f, | o ) eeees dn (F | r"'(x)) forment

un systeme minimal de générateurs de inx[Xl) r %), r_1[x]] .

Pour que r | X : X > W sont plat en x , il faut et il
suffit qu'il existe e > O , tel que pour tout & [0,e ]
Gn (F oo A, 8) ovv s 1nx(£m , 4, 8)) soit un systéme minimal de

générateurs de i&(A, a4, 8) .

PROPOSITION : Soit 4 = (X, Z, W ; r) wune installation, x€ W NX .

Pour que W soit localement contenu dans X au voisinage de x , et

que

CX,W

soit plat en x , il faut et il suffit que pour tout sous espace

> W

analytique Y de W

xar o,y

soit plat en x , et que = o , Il suffit qu’il existe un sous

d
A,Y,x
espace Y de W qui vérifie ces deux propriétés.

En particulier, il faut et il suffit que



4.10

4,11

POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS

On va énoncer maintenant deux théorémes relatifs au comportement

fonctoriel de la transversalité.

THEOREME . Soit A = (X, Z, W ; r) une installation, soit YeXNW

soit x € Y. Soit h wun morphisme d'espaces analytiques complexes

h: W

On pose A' = (X x W' , Z XW , W ;IW':I‘XidW'J et
Yo =rntyy .Y
Alors, si & est d-transverse le long de Y en x ,a’ est d-trans-

verse le long de Y' en tout x' tel que h(x') = x .

De plus, le diagramme

d 5> o
Ca,v! Ca,y

d N dl’

CA' | we,ye C_A_[ W,Y

est cartésien au voisinage de x .
THEOREME : Soit A = (X, Z, W ; r) une installation. Soit
x€WN X . Soit h: W —> W

un morphisme d'espaces analytiques complexes.

Soit enfin A' 1'installation image réciproque définie dans
1'énoncé du théoreme 4.10.

Alors, si A est d-transverse en x , A' est d-transverse

en tous points x'E& W' tels que

hix') = x .
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§ 5 - d- BASE STANDARD ET d-BASE STANDARD
NORMALISEE

Les constructions de ce paragraphe nécessittent une forme
généralisée du théoreme de division de Weierstrass due & Hironaka
(voir "Weierstrass préparé a la Hironaka [2]) .

THEOREME : Soit & une C-algébre analytique locale, 6{21,...,21:}
1'anneau des séries convergentes a t indéterminées sur & (i.e.si
1'anneau local de 1l'espace analytique W en x est ¥, 6{21,...,zt}

est 1'anneau local de W x ll:t en (x x 0)) .
Soit N 1'idéal maximal de & .

Soit [g,],...,g‘k] un systeme d'éléments non nuls de 0'{21,....zt}
tels que pour 1 < i< K, il existe Li€ C {21,...,zt} non nul

avec
gy - LieN.3{21,...,zt}
A
On pose 1 <1i<K ,Li— Zt CiAz ,E‘.iAGC.
A EIN
vy = inf |A]  tels que Cip * 0
A; = sup, A telsque [A| =w, et C,# 0 .

( & désigne 1l'ordre lexicographique de Ntl . Alors, pour tout
g e 5{21,..., zt} , 11 existe h1,...,h et f dans 6{21,...,zt}

3
tels que
K
(1) g= Y. hg, + f
i®i
i=1
(2) si f = -FAzA , -FAee', alors fA=0 dés que
Aem®
) t
AC Itk (A PN
. t t
(3) si, pour dé]D,w[,avecA=[wxE,me.w;p,ll

et identifiant x x 0 & x , onapour 1<1i<K AN LY d)=

=v; s oon peut trouver h’l"'hk tels que de plus

1< i<_K vlhis 4, d) >v (8 5 4 d -v (g ;4 d.
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5.3

5.3.1
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On va se servir de ce théoréme pour calculer le premier tropisme

critique dA:X et aussi dA,Y,x .

DEFINITION . Soit A4 = (X, Z, W ; r) une installation, x € WA X ,
et d€ ]0, @ [ un réel fixs.

Soit J 1'idéal de OZx définissant X dans Z en x . Un

systéme ('F,]....,-Fm) d'éléments de J est appelé une d-base

standard de 4 en x , s'il posséde les propriétés suivantes

(1) si Y [fi 5 A, d) = v; alors
\)1 _<_\)2 i...-i \)m

(2) [....in(fi 5 A, d)s..) est un systeme minimal de générateurs
de inx (4, A ,d) (on rappelle que cet idéal est 1'idéal noyau de

(grx_é., d ———> gr, 4, d ) .

DEFINITION : Soit &4 = (X, Z, W 3 r) une imnstallation , x& WM X,

de Jo,» [ . On note
v, (s, d

La suite (v,l....,vm,eo,..., ©,.,.) OO [v,l,...vml est la suite

des d-ordre d'une d-base standard quelconque (f,l.....fm) de A en Xx .

Si d =1 on dit base standard et on note \::(X,ZJ

PROPOSITION : Soit 4 = (X, Z, W ; r) une installation,x& W X ,

d e ]U,ao[ . Soit (-F,I,...,‘Fm] une d-base standard de A en X .

Si 4 est d-transverse en x alors :
1) (-F1.....-Fm) est une § -base standard de A en x pour §€ ]O,d].

(2)  vita, d) = vita,8) , ¥ é€lo, d]

(3) Si on désigne par A(x) 1l'installation
X 0 r‘1(x). r-1(x].x;rlr—1(x)'let par f 1'image canonique de
f e DZ,x dans O ,(-F1,...,-Fm] est une base standard

de 4 (x) en x et (x)x

V¥, @) = vioxn o oo L 2 T
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DEFINITION Soit & = (X, Z, W ; r) une installation, soit xe WNX.
On suppose que

zﬂx X —— W

soit plat en x .

J étant 1'idéal de DZ x définissant X dans Z en x , un

’
systéme d'éléments de J (f1,...,fm) est appelé une O-base
standard de 4 en x si [f1 r-1(x], cees F r_1[xJJ est une

base standard de X N r_1(xJ en X .

On pose
vith, 0 = vixnr o, )

Remarque : On rappelle que dans la situation de la définition précé-
dente, on a

dA,x >0

Remarque : Si [f1,...,fml est une O-base standard il existe & >0
tel que A soit & -transverse en x et que (f1,...,fm] soit une

€ -base standard de A en x .

On peut donc voir que si di est la pente du 1er c6té du polygone de

Newton de fi (construit & partir de Ox] , et si on consideére

d = inf d,
(f),x 1iiiml

on a toujours

ey s Gax
Il se peut que 1'inégalité soit stricte. Nous allons maintenant carac-
tériser une classe de O0O-bases standard de 4 en x pour lesquelles

on a toujours

Ce sont les bases standard normalisées introduites par Hironaka
dans [3] (plus précisément , il s'agit d'une généralisation immédiate,
puisque dans ce travail W est lisse) .

DEFINITION : Soit S wun anneau noethérien, G = 8[21""’Zt] 1’anneau

des polyndmes & t indéterminées. Orn pose Z = (21,...,Zt] et si
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a a
A= (a,,...8)€ nt o, P 211,..., ztt . On munit IN® de 1'ordre

lexicographique (A = (a ,...,at) < A' = [a,’l,...,a,él si et seulement

1
si il existe 1, 1< 1<t tel que, pour j< i

= ’
aj aj et a; < ai]
On gradue G par le degré total.
Soit ¢ = c, 2 , c, €s un polyndme homog&ne non nul.
A€IN A A

On appelle exposant privilégié de ¢ par rapport & (S ; 21..... Zt]

et on note expt(p le plus grand A Eth tel que C/-\ # 0.

DEFINITION : Avec les notations de 5.9, si I est un idéal homogéne
de G ,on appelle snsemble des privilégiés de I , par rapport &
(S ; 21,..., ZtJ et on note

Expt I

1'ensemble des expt(p , ol ¢ parcourt 1'ensemble des polynfmes homo-
genes non nuls de I si I # (0) , ¢ si I = (0) . On remarque

immédiatement que si A€ Exp’I , A +IN‘c Exp’I .

LEMME : dans les conditions des définitions précédentes, il existe

un systeme fini de générateurs de ExptI , 1.e. 11 existe [A1....,Aq),
Aieth tel que . q .
Exp- I = \__) (Ai + INT) .

DEFINITION : Soit © une t—algéib;*; analytique locale, R = V{z,],...,zt}
1'anneau des séries convergentes & t indéterminées sur & . Soit
[)\1,..., Ak] un systéme de polynBmes homogénes de C[Z'I""’Zt] . Soit
I= (}\1.....)\k]. € [Z’I""'Zt] , E = Expt I 1'ensemble des privilé-
giés de I par rapport & (Cg 21"‘Zt] . On dit que f €R est norma-
lisé par le systéme [A1,.... Ak] par rapport a & 21....,ztl

si dans le développement en série entiére f = Z f ‘zA , f,€07,

t A A
on a 'FA=Dsi Ae E . A €N

DEFINITION : Soit A = (X, Z, W ; r) une installation, x € W . On appel-
le systéme de coordonnées adapté & A4 en x , tout systéme de coordonnées
locales [z,],..-,zt] dans r-1(x] de centre x . (Cette notion ne

dépend que de 4 ) .
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DEFINITION : Soit 4 = (X, Z, W ; r) une installation , x € W N X,
de 10, [ un réel fixé , [21,...,zt] un systéme de coordonnées
adapté a A en x . On suppose que pour d > 0 , A soit d-transverse
en x (resp. T | X : X—=——3 W soit plat en x) . On désigne

par J 1'idéal de OZ N définissant X dans Z en x .

Un systeme (f1,...,fm] d'éléments de J est appelé d-(resp.0-)
base standard de A en x normalisée par rapport a (0
si

W, x LIVRYEN)

1) c'est une d-(resp.0-)base standard de A en x

2) Posant, pour 1< k<m, A =in (f s A4, D](—E[Z1,..,Z.t]

pour 1<i<m fi est normalisée par le systéme

(x1,...,xi_1] par rapport a (Dw,x 5 21""’Zt)

THEOREME

Soit 4 = (X ,Z, W, r) une installation, x e WN X , [21....,zt)
un systéme de coordonnées adapté & A en x . Soit d € ]O,w[ un
réel fixé. On suppose gue A est d-transverse en x (resp. que
r| X : x—W est plat en x). Il existe une d-(resp 0-) base

standard de A en x normalisée par rapport & (O z ,...,ZtJ-

W,x * 1
On démontre le théoréme par récurrence sur le nombre d'éléments d'une
base standard ) en utilisant le théoréme de préparation 5.1

comme suit:

PROPOSITION : Les notations sont celles de 5.1. Soit (f1....,fkl

un systime d'éléments de O z,...,2} non nuls. Soit 1 < i <k,

1
fi = fi mad N. G’{z1,...,zt} . Dn_?uppose fi # 0 et on
définit, pour 1 <4<k, A (2) =idnf, .

X i
Soit I = [A1.... .AK) &[Z] , E= Expt I 1'ensemble des privilégiés
de I par rapport a (€ ; 21,...,zt] .
On suppose que pour d€ ]O.W [ »

v (f s 4 d) = v, = vx(fi) .

Alors, pour tout fefﬂz1,...,zt} , il existe des éléments
(h1,...,hk] de 0{21,...,zt} tels que
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(1 v thy s a4, d)>v (fa, d) - \)x['Fi 3 A, d)

(20 st f- I3 nf o= X3 £, fe@.ona
i=1,..,k A EJNt

f, =0 si AEE .

DEMONSTRATION : E a un systéme de générateurs fini non vide

F = {A1""’Aq} . Il existe donc, pour 1< i<gqg, wie I homogéne

de degré uy tel que exp::P = A, « Il existe aussi, pour 1<1i<gq,
i

i
1<is<k, wijg ﬂ:[Z] homogéne de degré My - \)j tel que
v, = ] A .
g liax ¥
Soit g, = ; 2:1\' . wij (2) ‘FJ € 0{z,,...0z 1 (1'anneau tfz] est

inclus canoniquement dans @{ z}) .

Ainsi, on peut appliquer le théoreme 5.1 avec les g a f . Il existe
(p,],...,pql et r dans 6{21""’21:} tels que

S S A
i=1,.44,9
- si r = Zt rAzA s Ty = 0  pour
A EIN
Ac L) (A} +® o Aj = sup, des A tels que |A| = g

1=1,...,q
et qui apparaissent dans le développement en z de gy - [gi mod N @1z}
on constate que A]!_ = Ai .

I1 suffit de posermaintenant

Tedskomyt B vy e
|

et on obtient

r=f- Y4 ht
J=Treek 33

La condition 3 de 5.1 permet d'affirmer que, puisque \)x[gi ; A, u:l]=ui
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\)x[pi 5 A, d)> \)x('F 5 A, d) - My

Or \)X(WU 3 A, d) = uy - \)J

Finalement, pour 1< J < k , vX(hJ. 3 A, d) 2y (Fra, d) - vy

ou encore

vx(hj 34, d) 2y (F 54, d) - vx(fj 3 A, d)

(5.17) THEOREME : Soit & = (X, Z, W ; r) une installation, x € W A X . On

suppose que T |X X

> W est plat en x . Soit (21,....th
un systéme de coordonnées adapté & A en x et soit ['F,],....-Fm) une
O-base standard de & en x normalisée par rapport &

[Dw,x 3Zgs eees th .

Alors

depy,x - 97 9,

inf d, =
i

[di , pente du 1er cBté du polygdne de Newton de -F_,L obtenue & partir
du réseau (vx['FiAJ , |A])) . De plus [-F1,...,<FmJ est une §&-base

standard de 4 en x pour
s € [O, dA,x ] .

(5.18) THEQOREME
Sous les mémes hypothéses que 5.17, si on désigne par Q (resp N)
1'idéal de Dw,x définissant 1'immersion de Y (resp x) dans W
au voisinage de x , alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1 ¢ »
XOr (Y)Y

> Y est plat

2) pour 1 <i< m
\)x(-Fi mod N. UZ.x) = \’Y('Fi mod Q . OZ,x) .
(5.19) DEFINITION
Soit A = (X,Z, W ;r) une installation ; soit Y un sous-espace
analytique de WN X et x € Y . Soit [21,...,zt] un systéme

de coordonnées adapté a A en Xx .

On suppose que r]x : X > W est plat en x et gue

a1y T
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est plat en x .

Soit [f1....,Fm) une O-base standard de 4 en x ,normalisée par

»*
rapport a3 (DW’>< 3 Z1""'Zt] . Soit vy (4, 0) = (v1....,vm » ©,000)

Soit
dy = Sup {d GlR* tel que inY(fi;éJd] soit de d-degré vi}
On pose
d = in d
f),Y,x 1<i<m i

(5.20) THEOREME
Dans les conditions de(5.17) on a

d(f]. Y,x dA,Y,x
(5.21) THEOREME
Soit A = (X, Z, W ; r) une installation, soient Y unsous-espace
analytique de WN X , x un point de Y , de]D. °°[ un réel fixe.
Si A est d-transverse le long de Y en x, A est d-transverse

le long de tout sous-espace analytique Y' contenant x en x .

(5.21.1)_Remargue : Rapprocher ce théoréme de 4.10.
On donne ici un exemple des applications de la théorie des installations.
Une autre application sera donnée dans un article de Hironaka-Lejeune-

Teissier qui sera publié dans cette revue. [11]

(5.23) DEFINITION
Soit f : X
que f est tangentiellement plat en x € X, si le morphisme tangent

> W un morphisme d'espaces analytiques. Nous dirons

df : Cx.x —— Cw'w est plat (w = f(x)) .
(5.24) THEDOREME : (Critére numérique de platitude tangentielle)
f X > W est tangentiellement plat en x € X
si et seulement si
HY = H]

X, X Wow * Cem10w) ,x
(5.25) COROLLAIRE : Si f : X—> W est tangentiellement plat en x , on a

1 1+d - 1 o
Ay x 2 My, x How * 0
C,o

ob d= dim £ .
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(5.27)

(5.28)

(5.29)
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REMARQUE

Le corollaire 5.21 donne une réponse partielle & un probléme

posé par Hironaka dans [8] .

DEFINITION

Soit f : (X,x) ——3 (W ,w) . On appelle taux de platitude

de f en x , et 1'on note 'P_F %’ le nombre
P = inf d
f,x 2 (o) A(o),x

1'inf. étant pris sur 1l'ensemble des installations Afc) définies
en 1.4 .

Le terme taux de platitude est justifié par:

THEOREME
f est plat en x si et seulement si Pf N >0 ; f est
tangentiellement plat en x si et seulement si P =1 .

f,x
La démonstration de 5.28 est immédiate d'apreés 4.2 et 4.8 .

REMARQUE
Pf X est un nombre rationnel compris entre 0O et 1 . En effet
si dA[c) N est < 1 11 ne dépend pas du choix de o , donc

Pf < est atteint. D'autre part, on peut, par la méthode exposée

dans ([10] , ch III, § 1) choisir o de telle fagon que
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