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FEUILLETAGES, ENERGIES et CRISTAUX LIQUIDES. 

Rémi LANGEVIN 

La géométrie riemannienne est un outil précieux de la théorie des 

feuilletages. 

Etant donné un feuilletage F d'une variété V nous pouvons 

1) supposer que la variété V est munie d'une métrigue g et étu­

dier les propriétés riemanniennes des feuilles du feuilletage. Cette voie 

empruntée par Plante, Hector etc., fournit des résultats d'autant plus in­

téressants gu'ils sont, si la variété est compacte, indépendants de la 

métrigue g ; 

2) construire sur V , déjà munie de la métrigue g, des fonctions 

définies à l'aide de la géométrie riemannienne des feuilles de 3 s o u du 

champ de plan orthogonal a Cette méthode donne des résultats essentiel­

lement lorsgue V est de courbure constante. 

Par ailleurs, Reinhart et Wood ont ainsi interprété métriguement 

l'invariant de Godbillon et Vey. (Voir [Re - Wo]) 

Déjà Rogers en 1912 ; puis Asimov ; Brito ;Langevin et Rosenberg » 

Langevin et Levitt ont abondament exploité cette voie. 

3) chercher, s'ils existent, guels sont les feuilletages gui 

minimisent dans leur classe d'homotopie de champ de plan, ou de conjugaison 

une intégrale de courbure calculée à l'aide de la géométrie des feuilles. 

¿0 Au contraire, étant donné la variété M et le feuilletage 

chercher s'il existe sur M une métrigue donnant aux feuilles de Q< des 

propriétés métrigues particulières. Gluck, Rummler, Sullivan, Haefliger 

ont donné des conditions pour gu'il existe sur V une métrigue rendant les 

feuilles minimales. Carrière et Ghys ont classifié les feuilletages de 

codimension 1 tels qu'il existe une métrique qui rende les feuilles tota­

lement géodésigues. 
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Je m'intéresserais,ici,aux points de vue 2) et 3). Il serait intéres­

sant de comprendre si les points de vue 3) et 4-) peuvent être liés. 

I - Fonctions symétriques de courbure. 

C? , , 
Soit O un champ d'hyperplan orientes sur une variété riemannienne M 

et X le champ de vecteur unitaire orthogonal privilégié par l'orientation 
(P 

de J . Remarquons que les courbes intégrales de X forment un feuilletage 

de dimension 1 de M. 

Lorsque M est l'espace euclidien , R.P. Rogers [Ro] a étudié la 

matrice de l'application DX. 

Ecrivons cette matrice au point x cE^ en utilisant un repère ortho­

normal adapté à la situation, c'est à dire tel que 
e x = X(x) ; (ê ,ê ) base orthonormale deíP(x) 

on a : 

D(x) = 

' 0 

k 

k0 

0 
9X2 

ax2 

BA 3 

9x2 

0 
9X 

3x3 

9X3 

ax3 

où k est la courbure de la courbe intégrale de X passant par x. 

Lorsque le champ J est integrable, le bloc 

II = x 

3X2 

3x2 

9X3 

9x2 

9X2 

dX3 

9X. 

dX3 

(x) 

n'est autre que la matrice de la seconde forme fondamentale en x de la 

feuille passant par x du feuilletage défini par D . 

Dans ce cas, et dans ce cas seulement, la matrice II est symétrique. 
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Remarquons que nous pouvons exprimer "à l'ancienne" k, trace II , 

et 
8X2 

dX^ 

3X 

dX? 

qui mesure la non symétrie de IIx, en terme du nombre di­

vergence (X) et du vecteur rotationnel (X). 

On a 

divergence (X) = 
3X 
3 xl 

3X 

8x2 

3X 

dX̂  

= trace IIx 

rot X = 

3X1 

2x3 
3X' 

dx.̂  
3X 

3x0 

3X̂  

3x0 

3X7 
3x3 

3X0 

3x, 

d'où |k| = |x A rot X J et OA. 
3x3 

3X3 i 
3x2 

= JX. rot X J (terme de non-
intégrabilité) 

nous retrouverons plus loin ces trois termes. 

Plus généralement, lorsque (Pest un champ d'hyperplan transversale­

ment orienté sur la variété riemannienne M, définissons la seconde forme 

fondamentale de J a l'aide du champ unitaire N normal a J . 

IIX(X,Y) = <VX N,Y> (x) 

(X et Y sont des vecteurs de J ). 

Remarque 1 : En calculant la matrice de l'application W : X •> V\.N dans 

un repère "de Frenet" e^ = N , e 2 = 
V N 

||G|| 
e3... en+jL <± J , on obtient 

en plus une information sur les orbites du champ N car 

W = 
0 
k 

0 

0 

0 

II 
x 

o v 

où k = 1/ VNN j| 

(si V̂ N = 0 n'importe quel repère e2* , , en+l c'e ̂  convient). 
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Remarque 2 : B.L. Reinhart [Re] comme Rogers s'intéresse à la symetrisée 

de la forme IIx ; bien sûr la symétrie en tout point de IIx est équiva-

lente a 1'integrabilite du champ . 

Remarque 3 : [Re] Le champ de plan (P sera dit totalement géodésique si 

toute geodesigue tangente en un point x a u est une courbe intégrale de J . 

Reinhardt démontre gue J est totalement geodesigue si et seulement si 

la symetrisée de la seconde forme fondamentale de -^P'est identiguement 

nulle. 

Remarque 4- : En suivant pas à pas la démonstration donnée par Do Carmo 

du fait qu'une surface développable admet des génératrices en ses points 

non plats on peut démontrer la proposition suivante : 

Proposition : Soit f/̂ un champ d'hyperplan de Hn+^ dont la courbure de 

Gauss K(x) = det II(x) est identiquement nulle. Soit x un point tel que 

trace IIx ^ 0 ; il existe une droite D x passant par x tel que au voisi-

nage de x le champ CJ est constant le long de D̂ . 

(Cette proposition était sans doute connue des anciens, je souhaite­

rais recevoir une référence, de préférence datant de plus de 50 ans). 

Définissons les fonctions symétrigues de courbure de 3* , (at(x) , 

par : 

det(Id + t IIx) : 
n 

i=0 

i) a.+(x) t 1 

Théorème : [BLR ] Lorsque la variété M n est compacte et de courbure ce 

tante C, les intégrales / a.+(x) ne dépendent pas du champ d'hypei 

<J , plus précisément 

Mn 
a.+(x) 

i/2 n / 2 

C v°l ^ si i est pair 

= 0 si i est impair 

(remarquons que si n est pair et que M n admet un champ d'hyperplan orien­

tés on a x(Mn) = 0 et donc C = 0). 
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Ce résultat s'étend partiellement à des feuilletages singuliers lors­

que la codimension du lieu singulier est assez basse (Un champ singulier 

est un champ CT* défini sur (Mn - £) où Z est un sous-ensemble raisonna­

ble de M n par exemple un ensemble stratifié dont les strates de dimensions 

maximales sont de dimension au plus (n-2)). 

, . /? 

Théorème : Soit J un champ d'hyperplan sur la variété compacte de courbure 

constante Mn. Si la codimension du lieu singulier est supérieure ou égale 

à i on a 

Mn 
ai(x] pi/2 ,n/2. 

L (i/2} Vol M n si i est pair (C courbure sec-

= 0 si i est impair t i orme Ile de M) 
dès que l'intégrale 

Mn a.
+(x) est convergente. 

Des résultats partiels complémentaires impliquant le lieu singulier 

sont donnés dans [Lâ ] et [LS] . 

Ces premiers résultats sont un peu décevants car ils ne dépendent 
o 

pas de la géométrie du champ , ni même de son intégrabilité. 

Retenons cependant que les feuilletages de codimension 1 des variétés 

de courbure constante vérifient une famille de théorèmes analogues 

au théorème de Gauss-Bonnet vérifié par les hypersurfaces de dimension 

paire de l'espace Euclidien. De même que l'intégrale 

v K(x) dx = C
t e x(V) 

de la courbure de Gauss de V ne dépend pas du plongement Vn R n + \ mais 

seulement de la topologie de V, les intégrales de courbure associés au 

feuilletage et M orientes si la fonction symétrique de courbure 

considérée est â ) ne dépendent pas de 5^ quand la courbure de M est cons­

tante. 

L'intégralej/̂  |K(X)| dx du module de la courbure de Gauss d'une 

surface de contient beaucoup d'informations sur la géométrie du plon-
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2 3 

gement V c—s>E , en particulier lorsque cette intégrale atteint la valeur 

minimale : 

m(V) = min |K(X)| 
/ 

(V de topologie donnée). 

Le même type de résultat est vérifié par les feuilletages des surfaces. 

Théorème : Soit F une classe d'homotopie de champ de direction sur le 
2 2 

tore T = E IlL @ Z (munie de la métrigue plate venant de la métrigue 
2 

euclidienne de E ). Les feuilletages tendus, c'est a dire minimisant l'in­

tégrale / | <j,(x) J dx dans la classe d'homotopieF sont : 

1°) les feuilletages linéaires ; 

2°) ceux obtenus d'un feuilletage linéaire dont les feuilles sont 

de pente rationnelle en ajoutant un nombre fini de composantes 

de Reeb à l'intérieur desguelles le signe de la courbure geode­

sigue est constant 

2 2 

Remargue : Dans le revêtement universel p : E -> T toutes les feuilles 

du feuilletage p sont convexes (c'est à dire le bord d'un convexe de 

E 2). 
Démo£Str<ition : voir [Lâ ] ou [La,,] 

Théorème : Soit 9̂ un feuilletage d'une surface fermée de courbure cons­

tante (-1) n'ayant comme singularités que des points de selle. Alors : 

s |k(x) | > (6 log2 - 3 log3) | X(S)| , où k est la courbure 
des feuilles). 
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Remarque : Les singularités de type selle sont 

Démonstration : voir [La - Le] 

Les feuilletages minimisant l'intégrale /slk(x)|dx sont aussi décrits 

dans [La-Le] . 

II - Energies. 

a ) Feui_lletao£S_des_Surface_s. 

Soit encore S une surface fermée de courbure constante C. Il est na-
f 2 2 

turel de chercher à étudier l'intégrale J (k̂ (x) + k^(x))ôx , où et k̂  

sont les courbures géodésiques de et J^ A, plus semblable à une énergie 

que l'intégrale |k(x)|dx. 
Se donner un feuilletage transversalement orientable 3< sur le tore 

2 1 
plat est équivalent à se donner une fonction 0 : T + S . La fonction o(x) 
est l'angle que fait la feuille orientée passant par x et l'horizontale 

2 2 ^ La norme k̂ (x) + k^(x) est l'énergie e(e)(x) de la fonction 0 définie 

par Eells et Samson [Ee -Sa] . Ceci implique que les applications 0 mini­

misant l'intégrale 

E(6) = JjZ t kì ( x ) + k 2 ( x > ] d x 

dans leur classe d'homotopie sont harmoniques, c'est à dire ici linéaires. 
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2 (quotient de fonctions 0 : E ^ E de la forme : 

0(x,y) = ax + by , a,b € TL). 

Nous avons démontré la : 

sont 

repérés par un angle 0(x) = (angle 3* , horizontale), fonction linéaire 

T2 
sur T . 

E. Ghys m'a fait remarquer que la même question pourrait être posée à 

l'intérieur d'une classe de conjugaison de feuilletages. 
2 ' 1 

Pour un feuilletage de T suspension d'un difféomorphisme de S dif­
férent de l'identité ayant des points fixes . E. Ghys conjecture gu'il 
n'existe pas de représentant minimisant E(9̂ ,3î'J"). 

Il serait intéressant de définir plus généralement l'énergie d'un feuille­

tage d'une variété riemannienne. 

Qû sĴ ions : Peut-on définir,à l'aide d'un atlas adapté au feuilletage, une 

notion d'énergie, qui si f est transversalement orienté et de codimension 1 

coïncide avec l'énergie de la section du fibre tangent (unitaire ?) à M 

défini par le vecteur normal à 3̂ ? 

Deja, si est donne par les fibres d'une submersion riemanniennes l'éner­

gie définie par Eells et Sampson répond à la question. 

Un premier pas , pour généraliser cette construction, est la note de Kamber 

et Tondeur [Ka - To]^ . 

Rappel : Un feuilletage riemannien ("bundle-like") est un feuilletage 

d'une variété riemannienne M tel que l'on puisse munir toute sous variété 

transverse au feuilletage d'une métrique riemannienne de sorte que 

1) les difféomorphismes d'holonomie soient des isométries. 

2) les submersions de carte U^ •> soient des submersions rieman­

niennes. 

2 2 2 
Proposition : Les feuilletages du tore plat T = K I IL qui minimisent 
dans leur classe d'homotopie l'integrale 

T 2 

.2 ,2 k̂  + k̂  
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(U\ un ouvert distingué et T\ une transversale de U\ muni de la métrique 

transverse invariante) 

De même que l'on peut définir une submersion riemannienne harmonique, 

un feuilletage riemannien sera dit harmonique si toutes les submersions des 

cartes U\ sur les transversales T\ munies de la métrique satisfaisant (1) 

et (2) sont des applications harmoniques. 

Soit Q le fibre normal au feuilletage. La projection TT orthogonale 

T"x M -> (Qx est l'espace normal en x à la feuille de 3* passant par x) 

peut être vue comme une forme sur M à valeurs dans Q. Un produit scalaire 

peut être défini sur cet espace de formes, cf [Ka-To]-̂  , [Ka-To]^. 

On pose \ 

Z(9?) = | hf • 

Proposition :[Ka-To]^ ,[Ka,To]2 • Les trois conditions suivantes sont 

équivalentes pour un feuilletage riemannien d'une variété M compacte 

1) $ est un point critique de 

2) $ est harmonique 

3) les feuilles de 3Î* sont des sous variétés minimales de M. 

Intégrales de courbure et sections. 

Définissons la coupe d'un champ de vecteur sur par un plan affine H 

comme le champ suivant sur H. 

X|H (x) = p H X(x) 

où p^ est la projection orthogonale sur H et x un point de H. 

Observation : La trace de 3* - X^sur le plan H est un champ de ligne ortho­

gonal à la coupe de X par H. 

Démonstratif : Il suffit d'appliquer le théorème des trois perpendiculaires 

La trace de J sur H est orientée transversalement par la projection du 

vecteur X. Notons la courbure géodésique des feuilles du feuilletage 

défini par *P . 
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Théorème [La,,] : Si W est un ouvert de muni d'un champ de plan S*, on a: 

JA 3 2 JHnW 
k

g = J w °i • 

où 2 e s t l'espace des plans affines deE^. 

De plus, l'intéarale o, = div X ne dépend que des conditions du 

bord. En particulier, si £Pest périodique et si W est un domaine fondamental 

on a 

T , 

o1 = 0 puisque P est dans ce cas le relevé d'un champ de plan du 

tore 

L'observation physique d'un cristal liquide décrit par le champ X ne 

fournit pas le signe de k . Bien que l'on puisse aussi ([La,]) interpréter 

1'intégrale 
W3.2 HuW 

k I gl 
, cherchons plutôt à interpréter l'intégrale : 

A 3 2 J H n W 
k 2 

g 

plus semblable à une énergie. 

Malheureusement, pour un champ de plan général £P, il existe un ensem­

ble de mesure non nulle de plan affines H tel que la trace de (j* sur H admet­

te des singularités. Ceci implique que l'intégrale 

I = 
A3.2 HuW 

k 2 

g 
diverge , puisque c'est le 

cas de l'intégrale 
Hnw 

k 2 

g 
dès que le feuilletage trace de admet une sin­

gularité quadratique. 

Il serait intéressant de trouver une relation entre les intégrales : 

IM = 
u/\V 4 Ip = 

W 
T.rot T I2 

et une intégrale convergente obtenue à partir de I. 

Nous pouvons espérer une telle relation si le champ £P est de courbure de 

Gauss nulle puisque, alors l'ensemble des plans dej est de mesure nulle 

dans A, 3 , ce qui implique que presque tout H coupe J en un feuilletage 

sans point singulier. 

Un exemple d'un tel champ est le suivant : X : 
sin a 
cos a 
0 
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pour lequel DX = 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
a 
0 

où |a| = ~- , 2 étant l'axe de vissage de la structure. 

dZ 

Si X^ est tel que a(z) = Cte = a, le champ de plan 3*a pour trace sur H 

un feuilletage 3^ dont les feuilles sont convexes (ce feuilletage est 

revêtement d'un feuilletage tendu cf [La^ ). 

L'énergie libre d'un cristal liquide cholestérique est de la forme : 

A |dim X|2 + B |X. rot X - a|2 + C | X± rot X |
 2 

Le champ X^ construit plus haut correspond à une configuration d'éner­

gie libre nulle. Il est effectivement observé comme état d'équilibre ; a 

est alors la période verticale du champ X^ cf. [C.P.K] ,[De Ge] 

Les observations faites par Cladis, Kleman et Pieranski [C-L-P] 

mettent probablement en évidence la coupe du champ X, qui comme nous l'avons 

remarqué est orthogonale à la trace de ̂ et donc aussi revêtement d'un feuil­

letage tendu de T2. 
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