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EXPOSE n° XI

LE_PROBLEME DE_BERNSTEIN SPHERIQUE

*
B. CHARLET

Le probléme de Bernstein classique concerne les sous-variétés minimales

de Rn+l = R"x R qui sont les graphes d'une fonction réelle u définie sur tout

R" . Il se traduit analytiquement par le fait que u est solution de 1'équation

aux dérivées partielles
D.u
i

D. ————== =0
1Y 1+ Du|2

I~z

i

Le théoréme de Bernstein ([2]) prouve que pour n = 2, u est nécessairement une
fonction affine. Ce résultat a été étendu aux cas n < 7 par De Giorgi ([5]),

Almgren ([1]) et Simons ([8]), et des contre-exemples ont &té& construits par Bombieri,
De Giorgi et Giusti ([3]) pour n > 8. De fagon similaire, on &tudie les plongements

.. n-1 n .. P
minimaux de S dans S . On est ainsi amené 3 se poser le

PROBLEME DE BERNSTEIN SPHERIQUE : Tout plongement minimal de S™ | dans S™ est-il

nécessairement un &quateur ?

La réponse est affirmative pour n = 3([1] et [4]). Nous allons comnstruire
une infinité de contre-exemples pour n = 4,5,6 et 7 en reprenant les résultats de

W.Y. Hsiang dans les articles [6] ec [7].

P . R P - n-1
La méthode consiste & chercher des plongements minimaux de la sphére S
< n . . . . P P
dans la sphére S qui soient invariants par un groupe de symétrie G de cohomogé-
néité 2 . La recherche des hypersurfaces minimales G-invariantes se raméne a 1'étude

d'une &quation différentielle ordinaire sur 1'espace des orbites.

Cette rédaction est une forme développée du travail d'option fait au Centre de

Mathématiques de 1'Ecole Polytechnique.
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B. CHARLET

On prendra G = SOp X SOq avec p,q = 2 et p+q = n, que l'on fait agir sur

n+1

R = R” x RY x R par la représentation op ® pq @ I ol I est la représentation

s . . +
naturelle de SOn sur R® On voit facilement que l'espace quotient sP q/G se

représente par le 'quart d'orange"
p p

sP*c = ((rye) ; 0<Cr<w,0< 8 <}

NI

. . - . . 2 .
La distance orbitale est & prendre pour la métrique canonique de S , soit

ds2 = dr2 + sinzrde2

. . - . . q- . + +
L'orbite correspondant a (r,8) est sinr cosf sP lx sinr sinf S1 lx {cosr}CSP I=gP q+t

. P s -1 - . . s
Les orbites réguliéres sont du type sP x Sq alors que les orbites singuliéres

. -1 . -
sont solt du type sP pour 8 = 0 , soit du type 54 ! pour § = %- ou encore sont

+ . . .
les pbles de s™ ¢ lorsque r = 0 ou Le volume (p+q-2)-dimensionnel de 1'orbite

INE]

(r,0) est proportionnel a
. ptq- -1, . q-
V(r,s) = sin”™? 2r cosP 1651nq 19

. m - 2 -
L'orbite extrémale est obtenue pour (r,8) = (3—,60) ol tg Go = %:% .

Les hypersurfaces minimales G-invariantes correspondent aux géodésiques

P 2 N P . , N
de la métrique V' ds conforme a la métrique canonique de 82 Il est a remarquer

que cette métrique est singulidre au bord du quart d'orange.

61:6=O
Sur cette représentation du quart d'orange,o1 et 02 représentent les

péles du quart d'orange et B] et 62 les bords. Les plongements G-invariants de

+q-1 s 2o
sb™d correspondent 3 des courbes joignant les bords Bl et 82 , ces plongements
sont réguliers si ces courbes sont orthogonales a Bl et 82

. .. . . +q-1 L.
La construction des plongements minimaux G-invariants de sP™d est équi-

5 . P P 2
valente a la construction de géodésiques de la métrique Vzds sur le quart d'orange

joignant les deux bords singuliers pour cette métrique. Cette construction se fera
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LE PROBLEME DE BERNSTEIN SPHERIQUE

en deux temps : on comparera le comportement des géodésiques partant de Bl avec
celui de familles de courbes particuliéres, puls on décomptera le nombre de maxima
et minima locaux de la fonction 6 le long des géodésiques et le nombre d'intersec-—
tions des géodésiques avec le méridien 0 = 60 et on interprétera les discontinuités

de ces nombres.

Notations et conventions
+
Dans ¥ %/6 < s

A PR . _ 2 .
curviligne, courbure géodésique, etc..., seront toujours calculés sur S~ muni de sa

2 P, s .
, les &léments géométriques des courbes tels qu'abscisse

métrique canonique.

Sur 82 , on utilise les termes usuels de la géographie : pdles, méridiens,
paralléles, grands cercles, et on appelle petit cercle tout cercle tracé sur S
qui n'est pas nécessairement un grand cercle.

. P 2.2 _ .
Les géodésiques de la métrique V ds seront appelées courbes minimales.

On note la courbe minimale telle que Yb(O) = (b,0). (L'unicité d'une telle

b
courbe sera montrée ultérieurement.)

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le principal Théoréme de cet

article

THéORﬁME 1 : Pour chaque entier positif ou nul i , il existe b. compris entre O

. . . + - +q-1 . P
et % tel que soit la projection dans sPyc d'une sphére sPTd ! immergée

¥b.

i
- + . A : Py
minimalement dans SP" ¢ et telle que vy intersecte 2i+l fois exactement le méridien
i

6 = eo . En outre bi tend vers O lorsque i tend vers + « .

1. GEOMETRIE DES COURBES MINIMALES.

Les équations d'Euler-Lagrange pour les courbes minimales donnent le

systéme d'équations différentielles suivant

(p—l)tge-(q—l)cotgedr

da de _
ds * (pta-Dcosr is ¢ . ds
sinr
dr
(El) Eg = CO0S «

de sina
ds sinr

oli s est l'abscisse curviligne et o 1'angle entre le vecteur tangent a la courbe

3 P PU ..
et-é; , vecteur tangent au méridien. La courbure géodésique des courbes minimales
est donnée par p = do + cosr do

P P ds ds

Le systéme (El) a deux solutions dvidentes :

223



B. CHARLET

. r = qui correspond a 1'hypersphére Equatoriale ;

n
2
. 0= 80 qui correspond a la suspension de 1'orbite extrémale qui est une

hypersurface minimale singuliére aux pdles.

On remarque que le systéme (El) est invariant par la symétrie r- m-r 6 -6,
ce qui permet de n'dtudier que le comportement des courbes minimales dans 1'némis-—
phére nord.

On commence par comparer le comportement des courbes minimales et le
comportement de courbes particuliéres. Ceci nous permettra de montrer que les cour—
bes minimales font constamment 1'aller-retour entre les hémisphéres nord et sud en
oscillant autour du méridien 6 = 6 excepté lorsqu'elles vont finir sur le bord
du quart d'orange. Nous étudierons alors dans la seconde partie, la dépendance des

courbes en fonction de b

¥

. . . m
LEMME 2.- Si r(so) et e(so) sont strictement compris entre O et 5 et que

2
dr =0 , alors dr >0 .
dsis —_— 2
ds™'s
o
LEMME 3.- Si r(so) et 6(so) sont strictement compris entre O gg_%—gg_%§|s =0,
()

alors r est une fonction strictement croissante de s pour s = s, tant que la

courbe n'a pas franchi 1'équateur.

LEMME 4.~ Si r(so) est strictement compris entre O et m et e(so) strictement com—

d26
=0, alors 1 > 0 (resp. < 0).

oris entre O et 0 (resp.f et E») avec a0
—_— —_ o o 2 — ds o

ds|s
o

LEMME 5 . - §i.r(so) et e(so) vérifient les mémes hypothéses que dans le Lemme 4

de . . .
s > 0 (resp. < 0), alors 6 est une fonction strictement croissante (resp.
o

avec

strictement décroissante) de s pour s > S, tant que la courbe n'a pas franchi le
méridien 6 = 80 .
Démonstration : Les lemmes 3 et 5 se déduisent immédiatement des Lemmes 2 et 4 ,

< . . da . .
les Lemmes 2 et 4 se démontrent en substituant 3 —— ses expressions en fonction

ds
r 4%
de —5 et —5 .
ds ds
QEE sinr _EQ + cosr dr 4o
da _ _ d32 _ d52 ds ds -
ds sip r@— dr )
d ds

224



LE PROBLEME DE BERNSTEIN SPHERIQUE

Ces quatres Lemmes restent valables lorsque e(so) =0 ou 68(s) = % ;
o

B

en effet, les courbes

Yp partent orthogonalement du méridien 6 = O .
LEMME 6 .- Pour les courbes Yy, »Dous avons %g =0
o

Démonstration : Elle se fait par 1'absurde. Posons a0=a(0),ao€ [0,7] mais o # % .

sing sina
dr, cos a de = ° d'olt 8 v —2 s
ds o o’ ds o sinb °’ 0 sinb '

On déduit du systéme (El) que

da -
s 0(q l)cotgao s

Ceci montre que (a—ao) '6(q—1)cotgaO Log s, ce qui est contradictoire. La seule

P T
possibilité est donc o = 7 - []

On montrera dans la seconde partie que %% 0 est défini pour Yy - Dans ce
. e -1
cas, la courbure géodésique est définie en O et vaut pb(0)=— Ea~ cotg b, alors que
le paralléle r = b a pour courbure géodésique p = cotg b, ce qui nous prouve que le

Lemme 3 reste vrai pour § = O .

Ces quatre Lemmes donnent des renseignements importants sur les courbes
minimales, mais ne permettent pas de contrdler leur comportement au voisinage des
zones singuliéres. On est donc amené & étudier d'autres familles de cercles consti-
tuant des '"garde-fou'" au voisinage des zones singulidres.

On considére la famille de petits cercles passant par les points &,-p)

11 2 . . 2
et (7,3) de S” , obtenus par intersection de S° avec les plans tournant autour de

. z =
la droite {: 0
X = cos B
z ?
Ces cercles paramétrés par y ont
pour équation

cosycosr = siny(sinr cosf-cosB)

(Cy) avec y €[0,7].

cos B
trace de 52
‘/trace de Py
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PP ™ .
Ces cercles coupent tous le méridien 6 = O orthogonalement. Pour r < 5 » au point

(r,6), il ne passe qu'un seul petit cercle de cette famille caractérisé par
sinrcos6-cosf

cos 1 . On considére y comme une fonction numérique sur

Y = arc cotg

1'hémisphére nord.

LEMME 7 : i cos B< pE;ll , alors sur une courbe minimale,
2
dy _ . . d’y
Isls = 0 implique dsz s <

i
il
2
B
”’,,—f” courbe minimale
>
0

o=

Démonstration : La condition %% s 0 signifie qu'au point (r(so),e(so)), la

2
P . d .
courbe minimale est tangente au cercle CY , le signe de ——% s'obtient en com-
ds"'o

parant les deux courbures géodésiques. Au point (r,0), le cercle CY fait 1'angle

cosf-cosBsinr

Py, =Tm0 ,et a pour courbure géodésique
r

a, avec le méridien, tel que tga, =
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LE PROBLEME DE BERNSTEIN SPHERIQUE

- s ..
= = zcosr cos B «. La courbe minimale passant par (r,0) et ayant
~4;s r sin 0+ (cosf-cosBsinr)

Pe

méme tangente et méme orientation a pour courbure géodésique

_ =(p-1)cosr+(p+tq-2)cosBsinr cost cosg‘ pour 0 # 0 et % s oy = - E;l costg T

p
M sinrcosevgosz+sinze+(cose-cosBsinr)

pour 6 = 0 .

De ces expressions, on déduit que
i —0.) = si __p 1
signe de (pC pM) signe de E(p+q-l)coss 51nrcos%] .
Le lemme s'en déduit immédiatement. ®

PROPOSITION 8 : Soit 31 = arc cos ;%iéf . Pour tout b appartenant a ]O, % , la

courbe Yp reste sous le petit cercle passant par (b,0), (%—,Bl) et orthogonal au

méridien § = O .

" A

INJE]

o) pe - — —— o

rof =
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Démonstration : C'est une conséquence directe du Lemme 7, pour la famille de petits

cercles définie par B, » on est dans le cas oli %§ = 0 implique d ; <0 .=
ds

On vient de montrer que les courbes de Yy, De peuvent s'approcher du mé-
©as ﬂ . s <
ridien 6 = 5 tant qu'elles restent dans 1'hémisphére nord. On peut montrer en
.o . . P b
utilisant les familles de petits cercles orthogonaux au méridien 6 = - et passant

2
par un point fixe de 1'&quateur que les courbes Yy ne reviennent pas vers le méri-

dien 6 = 0 avant de passer dans 1'hémisphére sud. Ce résultat peut &tre obtenu avec
un autre type de familles de cercles qui donnent en outre de meilleurs encadrements
de Y :

On considére la famille de grands cercles passant par (7 ,B). Ces cercles

sont paramétrés par a et ont pour équation

cotgr = asin(B-6).

i . .
Pour r< = , au point (r,6) il ne passe qu'un seul de ces grands cercles
cotgr

caractérisé par a = -
P sin(R-0)

0.t

LEMME 9 : On suppose qu'en (rl,el) ona a > 60 (resp.6, < 80). On défi-

1 1 1

nit B, par Bl = arctg %E%[cotgel] .

Pour s > s et tant que la courbe minimale n'a pas franchi 1'é@quateur, elle reste

au-dessus (resp.au—dessous) du grand cercle passant par (rl,el) et (%,81).

courbe
minimale
(rl,el) 4 (Bl
0=0 6=0
o o
courbe K Bl
minimale (rl’el)
r= T
2 r=-

228



LE PROBLEME DE BERNSTEIN SPHERIQUE

PROPOSITION 10 .. Si 5 > 5, sont deux maxima locaux (resp. minima locaux) de 6 ,

avec r(s) < % pour tout s € [S]’S2] , alors 9(32) < e(sl) (resp.e(sz) > 6(51)).

)

1 courbe
minimale

(rl,e

(r2,62)

SNS Mo

courbe
minimale

~
0
o=

]

Démonstrations : La Proposition 10 se déduit du Lemme 9 en remarquant qu'il existe

Sy € [SI’SZ] > Sq minimum local (resp. maximum local) de 6

Le Lemme se démontre de fagon similaire au Lemme 7, en remarquant qu'ici
_ _ tg(6-8) _
tgae cosr > Pe 0
- ¢cotgxr - —3) - —(p—
et py = [(p+q-12)tg(6-8) + (q-1)cotgd-(p-1)tgs]

t Veos r+tg  (6-B)

Enfin on note que

-1
(DM > 0) & (tgB< %:T cotgh),
-1
(pM < 0) & (tgp> %:T-cotge)- "
COROLLAIRE 11. - Les courbes minimales Y ""passent" dans 1'h&misphdre sud au bout

d'un temps fini.

Démonstration : Les résultats précédents montrent qu'aprés avoir quitté le méridien

® = 0 et avant de franchir 1'équateur, la courbe reste dans une zone &loignée

b
des bords singuliers, en particulier la courbure géodésique reste bornée.
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La preuve se fait par 1'absurde. Supposons que reste dans 1'hémisphére nord.

b
. : s A m
Le Lemme 3 montre que r est une fonction strictement crolssante, majorée par 5 .

Le Lemme 5 et le fait que Yy, soit de longueur infinie (Yb géodésique de la métrique
2.2 - . e e s PP
v ds”) entralnent que Yy, oscille indéfiniment autour du méridien 6 = 60
Soit (Sn) la suite croissante des points ol Yb(s) se trouve sur le méri-
dien 6 = 0 . Soit r = r(s_ ), (r_ ) est une suite croissante. On pose A s = s -s
o n n n n n+l "n
™
et Ar=r1 -r ,commer »r<-o- ets >+o  FTAT<+®etIAs=+wx.0n
n n+l n n w2 n n n
5,8
en déduit que la suite (Z—?) n'est pas majorée. En en extrayant une sous—suite, on
A s
"k
a Ak T + o avec 6(s) toujours inférieur ou toujours supérieur a 90 pour
"k

s € [sn ’Snp+1} et pour tout k € N

On suppose que 6(s) est toujours supérieur 2a 60 pour s € [sn ,sn +l]; dans

k k N
L . _ LA
ce cas a(s)E [ ) 1. Soit Qk = mesure de {s€ [snk,sn +1]Stels que a(s)€EF 7% IBR
/z Nyt
Pour de tels nombres s, cosa(s)=> 5 comme An r=fs cosa(s)ds, on en
k n
k

déduit que &, < V2! A r , en particulier,
k oy
Zk
s —> Oet L ——0 .

nk k>t K>+

Comme a(sn ) >0 et a(snk+])< 0 et quea ne change qu'une seule fois de signe
k

n +l] , 11 existe % et op dans [sn ,S +1] tels que

k k

dans [s ,s

—alc)=T —o'l< X
la(ok) a(ok)l ; et lok okl lk pour k assez grand (dés que lk< A_s) .
da m

et —— ' A0 d_(l o0
ds Tkl> d’ ol ](ds)lrk‘_> oo

En particulier, il existe T € [ok,oé] tel que | 42k ,

~ A 1 o . -
Or dans la zone oili est situé Yp o lDM| et Siar sont majorées, ce qul entralne que
i

da _ o .
s est borné. On a une contradiction. ®
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II. DEPENDANCE DES COURBES MINIMALES EN FONCTION DES CONDITIONS INITIALES.

On introduit les sphéres de rayons % , k > 0 . Sur ces sphéres, 1l'action
de G est isomorphe 3 celle sur Sp+q(l). L'espace des orbites est un quart d'orange
1
de rayon *
sP 9y /6 = ((r,0), r € 10,57 ,0 € [0, 21} < %)
k b ’ ’k y ’ 2 k b
2 sinzkr 2

muni de la métrique 8y = dr™ + — de
k

. o . . +q,1
L'éaquation des surfaces minimales G-invariantes de P q<E) est

do B d8  k[(p-1)tgb-(q-1)cotgh] dr _
ds * (p+q-l)coskr ds * sinkr ds 0
dr
E Lo
( k) is cos a
dé _ k sina R
ds sinkr
L'homothétie de rapport Eq permet de passer de Sp+q(%) Ed Sp+q(%,) et transforme
surfaces minimales en surfaces minimales ; si Yk(s) = (r(s),8(s)) est solution de

(E,), alors Yk'(s) = (E- k(El's) e(kl>s)) est solution de (E,,)
k"’ k' k >k k'
Pour utiliser cette propriété, on étudie le systéme (I)

. kl(p-1)tgb-(q-1)cotgd] dr _ o

(d—a.p +q- @.
ds (p+q-1) coskr ds sinkr ds
E=COS
ds ¢

(1)

dé _ ksina
ds sinkr
dk _

(ds = °

dans 1l'espace des phases Q < Rﬁ , avec

2= {(k,r,0,00] k€ER,_, re€lo, %] ,0 € [0, g] ,a € R}.

On inclut dans 1'étude de (I) le systéme (EO) correspondant 3 k = 0, soit

231



B. CHARLET

do _ de (p-1)tgb-(q-1)cotgh dr _
ds * (p+a-D) ds * r ds 0
dr _

(Eo) Js " cosa
d6 _ sino
ds r

Le systéme (Eo) a la propriété agréable d'étre invariant par homothétie et d'étre
d'étude plus facile que (El) .

On utilisera la continuité des solutions de (I) en fonction des conditions
initiales pour avoir des renseignements sur (Ek), pour k petit, & partir de (EO),
puis par homothétie, des renseignements sur (El)' Pour cela, on a besoin de la

proposition suivante.

PROPOSITION 12. - Il existe une solution et une seule de (I) ayant pour conditions

initiales (k,b,0, %) notée y: . En outre, lorsqu'elle est définie, YE dépend de

fagon C1 de (k,b,s).

1 -
Remarque.-La dépendance C en (k,b,s) de yt entraine la dépendance C2 en (b,s)
de Y 3 en effet, pour k =1 ,a , r, 6 sont de classe C1 en (b,s), ce qui entral-
dr do 1
ne que o= et Ts sont de classe C

La démonstration assez technique est donnée en annexe, la difficulté pro-

vient de ce que l'on part de points singuliers du systéme (I).

On étudie maintenant le systéme (EO) ; ses trajectoires sont les courbes

intégrales du systéme

(p=D)tgb-(q-1)coted , _ g

da+(ptq-1)de + -

dr
— = cotgoadd .
r
Si on introduit la variable ¢ = o + 6 , le systéme devient

dr _ _
- = cotg(o—6)de (Er)

sinfcos6sin(o-0)do+[(p-1)sin6sino-{(q-1)cosbcoscldé = O (E) .

La résolution de (EO) se raméne i celle de (E), les valeurs de r se déduisant par
simple quadrature. L'équation (E) se résout dans 1'espace des phases

{(6,0)/6€ [O,%], 0E R}. Elle a pour points singuliers les points (O, %—+ km),

(3 skm), (8,0 +km), KEZ . Les
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LE PROBLEME DE BERNSTEIN SPHERIQUE

points (O, %—+ km) et (%'~ km) sont des cols, les points (eo,eo + km) sont des

foyers si p+*q < 7 , ou des neuds si p+q = 8 . Les trajectoires de (E) sont les

orbites du flot de V olt V = sinfcosfsin(o-0) g% + [(q-l)cosecoso—(p-l)sinesinc]é%.

Enoc =6+, on a

s
2

o
L % = sinfcosd

2 v T = -(p*+q-2)sinbcosh

Les trajectoires ne peuvent qu'entrer dans la

T
zone g <9 + 7

’ Eno =6 - % , on a
® = - sinfcos
> © {_
o (ptg-2)sinbcosh .
i Les trajectoires ne peuvent qu'entrer dans la

A zone ¢ > 0-— % .
- I
2

ptq <7, psq =2

@.
o
1
i
D foe e o e
o

ISIE]

V

P . . c o m m
On en déduit que les trajectoires sont 'piégées' dans la zone - 7 <078<5 , en

particulier celles partant de (9,0) = (0, %) et (% ,0) qui sont tangentes respecti-

5 0 p—l 9 9 &_—_1_ ]
_ - - — —
vement a 36 q 3 et 30 > Py
LEMME 13. — Toute courbe intégrale de V dont au moins un point est dans la zone
- % <g-6 < % tend asymptotiquement vers (eo,eo) .
Démonstration : On a déjd vu que cette courbe est piégée dans la zone - g-<c7—8<

o

7 -
D'aprés le théoréme de Poincaré-Bendixson, il suffit de démontrer qu'il ne peut y
avoir d'orbites périodiques.

On remarque que

[é >0 pour g > 6 ot & > 0 pour (q-1)cotgd > (p-1)tgo
6 < 0 pour (q-1)cotgd < (p-1)tgo -

Lé < 0 pour ¢ < 6 5

p .. i .
On découpe ainsi la zone - =< g - § < 5 en quatre parties.

ISIE
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©

o N ® /(q-l)cotge=<p—1>cgo
° : P

-2 9

7

(Y=

S'il y a une orbite périodique, elle entoure nécessairement le point (Go,eo). Sup~

posons par 1'absurde qu'une telle orbite périodique existe. Soit (B,T) un point de

. - 1 . - . -
cette orbite, (8, 0) €(:>. L'orbite passe de (:) a <§) au point (el,ol), 61 9,
et o< S5 . Elle passe de a <:> au point (62,02), (q—l)cotg92 = (p-l)tgo2 et
e2 < el . Elle passe de a (:) au point (63,03), 83 = 03 et 03 > Oy - Elle

passe de (:) 3 (:) au point (94,04), (q—l)cotge4 = (p—l)tgo4 et 64 > 93 . On déduit

de ces relations que cotgo, > cotga - En particulier,G > o, , ce qui est contra-

1
dictoire car 1'orbite doit repasser au point (6,5) . ®

Ceci nous permet d'énoncer le

LEMME 14,- Pour p*q <7 , p,q = 2, toute solution de (EO) coupe une infinité

de fois la demi-droite § = eo .

Démonstration : C'est une conséquence du Lemme 13 et du fait que pour p+q < 7 le

point (eo,e%) est un point focal de (E). =

1

III. CONSTRUCTIONS DE PLONGEMENTS MINIMAUX DE S™ ' DANs s" , 4s<n<7

Cette partie développe les derniers outils nécessaires a la démonstration

du Théoréme I
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On suppose dorénavant que b € ]O,

. 0=

est le premier

. lb =

\

LE PROBLEME DE BERNSTEIN SPHERIQUE

[. On introduit les notations suivantes :

[(NIE]

dr
inf{g > 0 / - 0} de telle sorte que v, (2,)
ds . b b
point de retour" oll Y rebrousse chemin vers 1'hémisphére nord ,

ul
2

inf{g > O/r(lb) } de telle sorte que yb(ig) est le point de

franchissement de 1'équateur,

- Ny = #eelo,e 16, (1) = 6 ),
SN = #{ze[o,zb]/eb(g) = 0.1,
deb
<M= #{g€[0,2, 1/ 7§;|£ =0} ,
_ _ deb
- M= #{s€fo,0,1/ 7§;|£ =0} .
gvi 1, < N, < M < . i éduj
I1 est évident que zb Qb , Nb Nb s Mb Mb Enfin, on déduit du Lemme 5 que

Mb < Nb < Mb + 1,
M, < ﬁ£ < Eb + 1

AZFI Al ~ 1 = N M -
On définit ul,b""’uk,b s Al,b”"’xk)b ot (k, k") (Nb7Mb)(reSp'(Nb’Mb)) carac

térisés par

= < 2
eb(ui,b) 60 et 0 < “1,b< e < uk,b lb (resp kb) ,
deb —
2 = < . .
P Ai . 0 et O < Al,b <o..< Ak',b Rb(resp Rb)
' é < ). < yu.
D'aprés le Lemme 5 , ui,b A1,b u1+l,b

Le théoréme des fonctions implicites entralne que Qb’zb’ et lorsqu'ils

sont défiais, g

Qb s uNb,b et

My b o et lorsque A

b’

Les plongements minimaux de

dépendent de b de fagon ¢ , excepté éventuellement

b A
m
AMb,b lorsque uNb,b = Qb ou que eb(zb) =0 ou 5 pour lb et
Mb’b = lb ou eb(zb) = 60 pour AMb,b

+q-1 p PR
sP™a annoncés dans le Théoréme 1 correspon-
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s

dent précisément aux b tels que N = 2n+l et Gb(lb) =5 -

LEMME 15. - Le nombre d'intersection ﬁb de Y, avec le méridien 6 = 6, avant 1'équa-

teur tend vers +» lorsque b tend vers O .

Démonstration : D'aprés le Lemme 14, v® coupe une infinité de fois le méridien

b
6 = 60 . Soit s 1'abscisse curviligne du (n+l)@me point d'intersection entre

o PP B
Yy et le méridien 6 = 60 .
_ dep
Soit S={s€[0,s](-5—) =0} et 6=inf{}9(s)—8 [}. L'ensemble S contient n
ds’s €S o
P o e
éléments S| < eee <8, eb(521+l) > GO et eb(SZi) < eo . Par continuité

en (k,b,s) de k(s), il existee > O tel que pour tout k€ [0g] on ait
b

HYE(S)‘Y:(S)H < % et r:(s) Sléi pour tout s € [0,s] . En particulier, pour ces k ,
k k . k ' . .
eb(321+l) > eo et eb(SZi) < 90 , la fonction Gb 90 s'annule au moins n fois sur

— + .
[0,s]. On transforme la sphére Sp+q(%) en la sphére sP q(1) par 1'homothétie de
rapport k . On en déduit que, pour b < g, Yp coupe au moins n fois le méridien

6 =6 .=
o

En particulier, pour p+gS7, les quatre nombres N Mb,et M. tendent vers +w

b
lorsqu'un de

b’Nb)
lorsque b tend vers O . On va regarder les particularités de Yy,
ces quatre nombres fait un saut.

LEMME 16 . -Soit bO tel que eb (2b ) # eo (resg.ebo(zbo) # eo), alors Nb = Nb

o (o] o

(resp.ﬁg = _s ) dans un voisinage de bo . (Cela signifie que les discontinuités de

Ny (resp.Nb) ne peuvent avoir lieu que si eb(lb) = eo(resp.eb( b)=eo)).

Démonstration : On peut montrer que N et & sont finis et localement

uniformément borné&s. Raisonnons par 1'absurde et supposons qu'il existe une suite
b telle que b_ > b et |N -N_ |= 1 (r SN, =N (2> our tout n . Quitte
( n)ﬁ>1 4 n o | b b |/ (resp [ b b |/ )p Q
n o o ©
3 extraire une sous-suite, on peut supposer soit que Nb
n

= N est constant, soit que

Nb tend vers + » en croissant.
n

ler cas : Nb =N < Nb (resp.Nb =N < Nb ).
n o n o

Quitte 3 extraire une sous-suite, on peut supposer que (ui b ) converge
3

our tout i <N . On pose yu. = limp.
p < M e MiLbo
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D'aprds la continuité de yb(s) en (b,s), Gb (ui W) = Oo , donc il existe
O b

j<N tel que u.
‘LY

=y,
(oo}
bo J’bo
Comme N est strictement inférieur a Nb , i1 existe jo tel que “j b n'est
o o’ o

. i . . - . + .
b ). Pour e nmetit et n grand, ul’b ¢ ]uJ b € , uJ b el
n n 0’ o o’ o

On en d&duit que eb (s)—e0 garde un signe constant sur cet intervalle. Par conti-
n

limite d'aucun (ui

nuité, 6, (s)-6 a un signe constant sur Jyu. —E,H. + ¢[ et s'annule en
b o J b j ,b
o o’ o o’ o
M. . La fonction 6 a un extremum local en . et cet extremum est 6 ,
i ,b b j_,b [¢)
o’ o o o’ o
ce qui contredirait le Lemme 5 .

5 . = I~ N = N7 © ),
28me cas Nb N > Nb ou Nb r o+ (resp Nb N > Nb ou Nb + )
n o n n o n

En utilisant au besoin le procédé diagonal, on peut extraire une sous-—

suite telle que My oy T Mg pour tout i < N dans le premier cas, pour tout 1
’ ’

n
dans le second.
i i < N . = . =y,
I1 existe donc iy Nb (resp b ) tel que ul’m u1+1’m uJ b
o o o’ o
Du lemme 5, on dAduit alors
debo ) debo
< i.e. = .
« ds )u. ) 0 i.e.( ds )u. 0
i sb »b
o’ o o’ o

. ki —
E H < = .
LEMME 17 Soit bo tel que ebo(lbo) €] o, 5 [(resp abo(lbo) # 0) , alors
Mb = Mbo (resp. ﬁg = ﬁbo) dans un voisinage de b0 .

En comparant ce lemme avec le précédent, on constate que Mb et Nb(resp.Mb et Nb)

ne sont jamais simultanément discontinus.

Démonstration : La démonstration est calqude sur celle du Lemme 16. Soit Aj b
’
o’ o

, et dans ce cas Gb est constant sur

n'est limite d'aucun (). )
isb o

>l

1B [, soit . est limite de (\. ) et de
j b i

. A
Jo 1’bo Jo+1’bo o’ o ’bn n = 1

237



B. CHARLET

, et on conclut que eb (. 6 .

QGierb 507 %
n o (o) o

Dans les deux cas, on aboutit a une contradiction. ®

Ces deux lemmes permettent de majorer le saut de Nb R Mb , §£ R ﬁb aux
discontinuités éventuelles.

- E —

Si on suppose que pour tout b € [bl’bZ] , eb(Qb) €] S, 2z [(resp-ab(ﬂb)#o),
alors pour tout b et b' dans [bl’bz] , N —Nb,| < 1 (resp. Nb—Nb,l <1). En effet,

b
d'aprés le Lemme 17, Mb est constant sur [bl’bZ] et vaut M . D'aprés les inégalités

M < Nb s Nbv < M+l, on a 1'inégalité annoncée.
7 e = M pai
En outre (Nb M) & {eb(sab) < 60 pour pair
eb(gb) > 60 pour M impair

resp.(Nb = M) =Y {.eb(fb) < 60 pour M pair
Sb(lb) > 60 pour M impair
De fagon similaire, si on suppose que pour tout b € [bl’b7] ,
_ . i 2
eb(zb) # Go(resp.eb(zb) # 60), alors pour tout b,b' € ‘bl’sz ,

< M-, ] < N 5 .
[ 1 (resp |Mb Mb,[ 1) et Nb(resp Nb) constant sur [bl’bZ]

I Mb_Mb v

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théoréme 1

THEOREME 18. - Pour p+q < 7, p,q > 2, et pour tout n=> 1, il existe une courbe
Yo joignant le méridien 6 = O & lui-méme et coupant 2n fois exactement le méridien

n 1 .
B = 60 . La courbe Yo correspond 3 un plongement minimal de sPxs97" dans sPTY .

n
Démonstration : Pour n > 1, on pose c = sup{b € ]O,E-]/ﬁg > n} , <, N o, <,
n
est un point de discontinuité de Mb , d'otl MC =0, a (lc ) =0 et NC =n .
_ n n n n

a, (RC ) = 0 signifie que Yo arrive orthogonalement sur 1'équateur, les proprié-

n n n
tés de <E1) entrainent que Yo est symétrique par rapport a 1'équateur ; en par-—

n
ticulier vy _ revient sur le méridien § = O en & =29 etr (2 ) =m-c_, en
c c c c e n
n_ n n n n
outre N =2N = 2n.m
c c
n n

Démonstration du Théoréme | : On reprend la suite (cn) construite ci-dessus,
M = 2n-]

c

n

Pour n>1, comme M, ne varie que par saut de 1,il existe b_ dans ]cn+1,cn{
n

tel que M, = 2n et tel que bn soit un point de discontinuité de Mb . En particulier,

b

n
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joint le méridien 6 = O au méridien 6 = correspond 3 un

Yy . La courbe Yy
n +q-1 ptq n
plongement minimal de sP"97% dans s avec N = 2n+l. =
n
Conclusion : On vient de construire une série de contre-exemples au probléme de

=z N=

Bernstein sphérique pour n = 4,5, 6 et 7. P. Tomter a généralisé ce résultat aux
sphéres de dimension paire ([9]). Cependant, contrairement aux basses dimensions,
il ne construit pas une infinité de contre-exemples.

Enfin W.Y. Hsiang et P. Tomter ont construit une infinité de sphéres
minimales immergées pour n quelconque n=4([7]). Comme ici, ils &tudient les
discontinuités de nombres entiers similaires aux Nb et Mb pour &tablir 1'existence
d'immersions minimales de Sn_l dans Sn, mais la méthode pour montrer que ce nombre

tend vers +» est sensiblement différente de la ndtre et utilise une fonction

auxiliaire.
Annexe : Démonstration de la Proposition 2 : On considére le systéme (I) défini

sur 1'espace des phases 2 = {(k,r,0,0) € R'/k € R*, r € [0, 1] ,a € R,0 €[0, 11).

™
,E]

da. _ do  k[(p-1)tgb-(q-1)cotgs] dr _
ds * (prq-1)cosk r ds © sinkr ds 0
dr _

qs = cosa

(1) ¢
de _ ksina
ds sink r

dk
\ ds

PROPOSITION : Il existe une solution de (I) et une seule notée yt ayant pour

Iy . En outre, lorsqu'elle est définie, Y dépend

conditions initiales (k,b,0, 5

de fagon C1 de (k,b,s).

Démonstration : Les trajectoires de (I) sont les courbes intégrales de (II),

ink ] .
El%——E sinfcosOda+ (p+q-1) sinkr cos kr sinfcos6do +
. 2
[(p-1)sin 6—(q—l)c0529] dr = 0
(11) ink
EE%FJL cosadf-sinadr = O
dk =0 .
On pose x = 6 et y = a - % . Les courbes intégrales de (II) sont les orbi-
tes du flot de V défini par
V= sinkr . . L) . 3 . .2 2
== siny sinx cos xoT + cosysinx cosx = +[siny [(p-1)sin"x - (q-1)cos“x]

- (ptq-1)coskr cosy sinx cosx ] aa_y
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Le champ de vecteurs V est singulier sur tout le plan x =y = 0 . Soit ¥ le

. - . - N .
linéarisé de V autour du plan x =y = 0 . Le champ V a pour expression
”N ~

) 3
= — - - - <2
V=x P [(1-q)y (p+q-1)cos k r x] 3y
On introduit le systéme de coordonnées (X,Y) qui se déduit de (x,y) par
les relations : X =x , Y = E:%:l cos krx+y;

é% = é% - P+g l cosk r 3y é% = g%
Les fonctions k et r restent inchangées.
Dans ce systéme de coordonnées, 7= x g% + (l—q)Yé%- . On pose v = V—Q .
I1 est clair que V, G et v sont de classe (et que v(k,r,0,0) = 0 et
vv(k,r,0,0) = O de sorte que Vv est une perturbation de V au voisinage du plan
X=Y=0.

On recherche les trajectoires de (II) qui partent ou arrivent sur le plan

X =Y = 0 et qui ne sont pas contenues dans 1'hyperplan X = O . Les trajectoires

de V seront proches de celles de V , or les points critiques de V sont des cols.

Y

~

S S,

———

Soit U un ouvert a fermeture compacte de 9 tel que U soit un voisinage
tubulaire de son intersection avec le plan X = Y = 0 et tel que (k,r,X,Y) € U impli-

que X2 + Y2 < n2 .

/5 \ 5
2 .2 2 {2
Pour P € @ , P = (k,r,X,Y), on pose Pl = R+ TexTeY© et |P| = X +y° s
| | est une semi-norme qui donne la distance au plan X =Y = 0 .
Les hypoth&ses sur U et les propriétés de v entrainent qu'il existe

P, dans U avec |P1| , [Pde » alors v (R ))-v(R)I<MsIP Pl .

M > 0 tel que pour Pl’ 9

On fait le changement de fonctions inconnues
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—t k(t) boooO
Z(t) = e X(t) et u(t) = r(t) . 0Onadonc U =A.u+ ;(t,u) ol A = 0000

-t Z(t) 0000
T(t) = e ~ Y(t) T(t) 00 -

;ﬁ(t,k,r,Z,T) =0

~ t t

vr(t,k,r,Z,T) = vr(k,r,e Z,e’T)

;Z(t,k,r,Z,T) e—tvx(k,r,etz,etT)

~ - t
Vp(t,k,T,2,T) = e th(k,r,etZ,e 7).

Les propriétés de v donnent celle de v .

~ ~ t
< .. B < _
Pour tout P1 > P, € Uett ty s & fixé, on a Hv(t,Pl) v(t,Pz)H Me IIP1 P2H

. . - tA
En outre, il existe K > O tel que lle IS K pour tout t <O .

On fixe PO = "o| dans U et on regarde 1'équation intégrale

t
a(e) =2+ J (TTIGG u(syyas (1)

-0
Si u est solution de (1), en tenant compte du fait que A.PO =0, on a
u(t) = A.u(t) + ;(t,u(t)); d'autre part, on s'intéresse a la dépendance de u en
fonction de (ko,to), les deux premiéres composantes de PO .

En différenciant formellement (1), on obtient

10 . .
du, _(01 (t-s)A v 3u
YOI (t) ool * [ e 5a (t,u(s)). YOI (s)ds .
0’ o - 0’ o
00
On utilise le procé&dé des approximations successives,
{ uo(t) =0 .
um+l(t) = PO + I_me(t—s)A;(s,um(s))ds .
du
Ce procédé montre que % =0 et que
: 3k ,t )
o’ o
10
ou t ~ au
m+1 01 (t-s)A v m
—_— = + A ———
5k Lt (t) 00 f e '™ (t,um(s)). YU (s)ds .
o’ o —o o’ o
00
~ ou
Les hypothéses sur v et PO entralnent que (um) et (ETE_EE"S ) convergent unifor-
o’ o
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mément. On en déduit que (um) converge vers une solution u de (1), que 5??322_7
3um o’ o
i im ———— . Enfi = 1i .
existe et vaut lim 3k Lt nfin, Po lim u(t)
o o tor—co
k(t)
On repasse aux fonctions| r(t)| = £ (t) .
X(t) Po
Y(t)
k
r° t t
On af (t) —> o , X(t) ~ Z e , T(t)<<e
P o
o t>—-o 0 — —
o/
La trajectoire de fp (t) est tangernite en -= 3 é% . D'autre part, on s'aper-
o

goit que le choix de ZO ne change pas la trajectoire mais traduit seulement un choix

d'une origine sur cette trajectoire. En effet, fp (t+A)=f (t) avec k =ko,r

=r ,
o 1 1 1

o

Z1 = Zoex . En outre, on voit que fp dépend de (ko,to) de facgon C1 . Il ne reste
o
plus qu'a relier t avec 1l'abscisse curviligne s . Le choix de Z0 important peu,

on le fixe égal 3 Z .

2
J/gr 2 + sin kr (-49—)2 . Il est clair que ¢ est une fonc-—

tion croissante de t de classe C , et dépend de fagon C1 de (ko,to). En particu-

On pose o(t) =

lier/fP (t) dépend de fagon C1 de (k ,t 50) .

o 5 . X
2 2
On note fp (t) = ¢t°(g) et Gto //dt + Sln e (de ,

o o o
k _ .k k
Y () = ¢, (o*a.)
Pour prouver que (s) dépend de fagon C de (k,b,s), il suffit de montrer

que GE dépend de fagon C de (k,b). Ce n'est qu'une simple vérification des

hypothéses du théoréme de continuité et de dérivation sous le signe f . =
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