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IV-01

LE THEOREME DE LE POTIER

par Je.lL. VERDIER

1+ Cohomologie des. espaces projectifs.

Soient k un corps, E un espace vectoriel sur Xk de dimension r + 1 ,
r <1 ., Notons P 1llespace projectif construit sur E $ le schéma P est
le spectre homogéne de l'algébre symétrique de E¥ dual de E ou encore P
est la grassmanienne des droites de E o Notons oX le faisceau des différen—
tielles de degré q sur P . On a une suite exacte
Tele 0 — o(1)®0' — 5'(0(1)) — 0(1) — ©
olt J1(0(1)) est le faisceau des jets de sections 3 l'ordre 1 de 0(1) .
La suite exacte 1.1 fournit un &élément c(P) € Ext1(0(1) , 0(1) ® 01) = H1 (P,Q1) .
Soient 0< q € n deux entiers, Notons
te2e 8 (E) : s7YE) @ AYE) —> s7I (5) @ 197 V(r)
ltunique application linéaire telle que

1/\.../\eq) = .

q
143 3 (E)(s®e
an i=t

i+ v
(-1) Soei®e1/\coc eiA.o./\Eq ’
pour tout s € Sn—q(E) et toute suite e1,...,eq d'éléments de E o, On étend
de la maniére évidente la définition de Qq n(E) a2 tous les couples d'entiers
3

n, q en convenant que les puissances extérieures et symétriques négatives sont

nulles,

THEOREME 1. -a) On a H'(P,0%) = 0 pour p#q . Pour 0% q=r , #¥Yp,a

est un espace vectoriel de dimension {1 sur k engendré par c(P)q .

b) Pour n #0 et gSn+r , ona w(p,0%n)) = o pour p #0 etun

isomorphisme canonique, commutant aux automorphismes de E 3

HO(P,Qq(n)) ~ ker éq n (%) .

¢) Le cup-produit HP(P,0%(n)) x1 " Yp, 0" T Y-n)) —>H(, Q") et
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THEOREME DE LE POTIER 1V-02

1l'identification canonigue Hr(P,Qr) ~ k définie par la base c(P)’ four~

nissent des isomorphismes canoniques

B (P, 0%n)) ~ v T F(p, 07 T Ym))x

PROPOSITION 14~ Pour q #0 et n#£0 , ona ker @q’n(E) = Im@q+1'n(E) .

COROLLAIRE.- Posons h°*Y(n) = dimkH°(P,'Qq(n)) «Pour 0<q<r et q<n,

o q s r+i\/M=5s+1r)
ona h'n) = ¥ (-1)¢ < )( / « Pour q & [0,r] ou bien pour
s=o s r

q>n ona n”%Ym) =0 .

La démonstration du théoréme et de la proposition est indiquée au
nunéro suivante Le corollaire en résulte par un calcul de caractéristique

d'Euler~Poincaré.

2+ Faisceaux des jets de sections a l'ordre 1.

Soient X un S-schéma, L un faisceau sur X , localement libre de
rang r+1 o Posons ¥ = Spec(§ s™(L)) . Le schéma E est lisse sur X .
Notons E - {0} 1'ouvert complémentaire de la section nulle de E et
me:¥E - {0 — X 1la projection,

On a sur = - {0} wune suite exacte

2e1a O——-)Tr*Q;(S——)Q;/S——)Q;/X—-)O ,
et le faisceau Q:"‘/X s'identifie 2 T*L .

Le groupe multiplicatif agit sur E - {0} et les termes de 2,1 en y
respectant les homomorphismes, Il agit donc sur Rin* Q‘:?/S et Rirr* O‘E .
Les éléments homogénes et de degré n (n = 0) de ﬂ*QE pour cette action
sont égaux a Sn(L) o Il résulte de la formule de Kunneth et du calcul de la
cohomologie des espaces affines privés de l'origine que Rin*(]s = 0 pour
i ;( 0 et i ;! r et que an*O.E ne comporte lorsque r ;( 0 que des éléments

de degré < -r -1 ,
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V=03 J.-L. VERDIER

D'aprés la formule de projection, on a Rln*ﬂ*Q;/% ~ Rln*<%z® Q;/%
et par suite, pour n = 0 , les éléments homogénes et de degré n de
%1 1 n } r %1
™ T 6L
Ml QX/S sont QX/S ® S (L) o Le faisceau R 7,7 QX/S rne comporte que
des éléments de degré < - r-1 lorsque r f'O .

En transportant a T™L 1l'action du groupe multiplicatif sur Ql ,

on obtient l'action naturelle de ce groupe déduite de 1l'action par homothétie
sur E - {0} et L o Les éléments homogénes et de degré n de ﬂ*Ql/k

sont donc L & Sn'-1(L) powr n =21 , et le faisceau an*ﬂl/k ne comporte

que des éléments de degré < -r lorsque f’O .
En prenant les éléments homogénes et de degré n (n 2 1) dans la suite

exacte

0 - ﬂ*ﬂ*Q;(/S Eaamrd TT*Q;/S —— TT*Q;:/X — R’TT*TT*Q;(/S ——3 eee ’

on obtient les suites exactes

1 .l 1,n n-1
242, O—}QX/sﬁs(L)-—eQE/S\X—)L®S (L) — 0 ,

. ~1sn . N . 1
ol on a noté s%’s\x le sous-faisceau homogéne et de degré n de n*QE/@ .

En particulier pour n =1 , on a une suite exacte

1
2430 0 _’Qx/s

. " .
®L-—l->0.:7;\x~l‘7L—>O .
On constate que se donner un scindage de 2.3 revient A se donner un

scindage de 2.1 qui varie linéairement en fonction du point considéré dans

la fibre & — X o Un tel scindage est une connection linéaire sur L .

La trivialité de la suite exacte 2.3 et donc la nullité de 1'élément
1 1 o -1 .

At(L) € Ext (L,QX g ® L) = Hd (X’“X/S ® End(L)) correspondant, est une condi~
tion nécessaire et suffisante pour qu'il existe une comection linéaire sur L .

On a un opérateur différentiel d'ordre 1

I : Q

2¢de Vil-— KH/S\X ’

défini comme suit & unc section ¢ de L sur un ouvert U de X définit
une section [0] de degré 1 de 0. sur ﬂ—1<U) dont la différentielle

d[r] est de degré 1 sur ﬂf1(U) et est par suite une section sur U de
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THEOREME DE LE POTIER IV-04

'?/%\X notée (o) .

Rappelons que le faisceau J;/S(L) des jets de sections a l'ordre 1
de L est muni d'un oplrateur différentiel d'ordre 1 , §¢' 3 L ——é-J;/S(L)
et que cet opérateur est universels On a donc un morphisme OX—linéaire o

de faisceaux sur X rendant le diagramme ci-aprés commutatif

1
g Ty /s (L)

L - l/ o .

Ty ol

5/5\X
Il résulte immédiatement de la définition de ¥ que pour tout ouvert
U de X toute section ¢ de L sur U et toute section A de OX sur U,
(2(Ag) = 29 (0) = i(dr ® o)
2454 ) .
Vi) =0
Il en résulte que « est un isomorphisme permettant d'identifier Ql}é\x
a J;/S(L) « Les morphismes i et J ne sont alors autres que les morphismes

canoniques.

3« Démonstration du théoréme 1.

On reprend les notations du numéro 2, Soit E un fibré de rang r + 1
sur S , r=1 , Prenons pour X l'espace projectif P de E (spectre
homogéne de Sn(E*)) , pour L le faisceau inversible 0(1) . Notons

p ¢ P —>L le morphisme canonique.

PROPOSITION 2.~ Il existe un isomorphisme naturel

v 3 g(001)) = prE*

tel gque le diagramme

Tp 6 (0(1)) ——S— a(1)
2 iz s < -
p¥E¥ -
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V=05 J-L. VERDIER

ou ¢ et c¢' sont les surjections canoniques, soit commutatife

, 00
On a = - {0} = spec| @ Sn(E*)\ - {0} . Par suite Ql ~ Tp¥E¥*
\ o / 5 /5
Le groupe multiplicatif agit sur l'espace E ~ O et sur E*¥ par homothétie.
On a donc
1,0 X
QE/S\P ~ p¥E¥(n - 1) .

La proposition résulte alors de l'identification faite au numéro 2.

COROLLAIRE 1.~ Notons ¢_ ¢ p*A%E*(-q) —» oA Ex (2 g 1) le gedme

homomorphisme du complexe de Koszul construit sur c(-1) : E¥(=1) — Op ,

de sorte qu'on a un complexe

c(-1)

@
T+ so e _2) p*E*(—1)—-—? OP —> 0 .

¢
3ete 0 —> p¥\ 1) £+

E*("' T -

Le complexe 3.1 est acyclique. Pour tout q , on a

4
3.2a QP/S o~ kercpq .

La suite exacte 2.3 s'écrit, compte tenu des identifications faites au
numéro 2 et a4 la proposition 2 ,
0 -——)Q;/S(‘l) Ly prex S30(1) —> 0 ,
ce qui donne, en tensorisant par 0(-1) , la suite exacte
0._)0; 5 .J_._(_-.Q) p*EX*(~1) i(.'ﬁ)op_)o .
Comme c<(~1) est surjectif, le complexe de Koszul construit sur c(-1)

est acyclique et A%i(-q) O';{/S — 5 p*A9E*¥(<q) est un isomorphisme sur

ker .
(Pq

COROLLAIRE 2.- Pour tout gq ¢t tout entier n , on a une suite exacte

Ai(=q) Cq -1 ‘
q a Uox(y - , 0d X
3e3e 0 —> QP/S p*A n*(n ‘1) QP/S 0
On a
-1
3ede Al i(=q+ 1) ¢ = .
i(-q+ 1) q = %

Résulte immédiatement du corollaire 1 .

Montrons comment ces résultats permettent de démontrer le théoréme 1,
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Supposons S affine, On a alors HO(P,o*A%E*{n - q) = 1°(s,a%* ® 577 Y(Ex)) ,
HP(P,D*./\QE;"(n—q)) =0 si pfO0 et pAgr , H(p,o*A%*(n=q)) =0 si
an+r , d'aprés la formule de projection et le calcul de la cohomologie
des O(n - q) o On vérifie de plus que HO(S,(pq(n)) = @q'n(E*) (143)e Les
corollaires 1 et 2 & la proposition 2 permettent alors de démontrer les asser-
tions a) et b) du théoréme 1, par récurrence sur q , en écrivant les
suites exactes de cohomologie associées aux suites exactes 3.3 La proposition?
résulte de la proposition 2 et l'assertion c¢) du théoréme | résulte du théo-

réme de dualité de Serre que nous ne démontrons pas icia

44 Cohomologie relative des fibrés projectifs.

Soient X un espace C-analytique, E un fibré holomorphe de rang r+1 ,

rz1 . Notons P{E) ou encore P la grassmanienne des droites de E et

p ¢ P —> X le morphisme canonique.

THEOREME 2.~ a) Pour tout entier q on a des isomorphismes canoniques

qu*Qg':Q;“p pour O0<p<r
et on a R}%p*Qq =0 pour p>r .
P

b) Pour inf(qyr) <n+r et n#£ 0 ,onaRg:*Qg(n)=O pour p £ 0 .

c) Pour inf(q,r) 2n et n£0 , onz Rpp*O;(n) =0 pour p AT

Lorsque X est réduit a un point, le théoréme 2 résulte du théorcme 1
et du théoréme de comparaison entre cohomologie algébrique et analytique,
Notons Og/ﬁ( le faisceau des différentielles relatives de degré q sur P .
I1 résulte du théoréme de KlUnneth et de ce qui précéde que Rpp*ﬂg/x =0 si

P ;! q et qu'on a des isomorphismes canoniques qu*ﬂgﬁ( ~ OX s On a de méme

Rpp*QP/X(n)=O si p£0 , nf0 , gSn+r et Rpp*Qg/x(n)=O pour
p;!/r ' n;e/O s n =g o De la suite exacte

1 1 1
L%
O___)pQX._)QP.__,QP/k_%O ,
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on déduit pour tout entier q , une filtration F‘iltsﬂg , 0<=s < inf(q,r) ,

de Q; et des suiltes exactes

1 d

q .. .S
QP——-—aFll'tQP

D'aprés la formule de projection, on a Rpp*(p*Q;é—s ® Q;/X (n)) ,

e q-s S
ole —> p¥ ® .
41 0 —> Filt pQX QP/X——e,o

- 5

Q; S & RPp*QP/X(n) « On obtient alors le théoréme en déroulant les longues
suites exactes d'images directes déduites des suites exactes 4.,1. En utilisant
de plus les descriptions des 5 et ut données dans le théoreéme 1, b) et

c) on obtient

THEOREME 3.- a) Lorsque n< 0 , on a p*Qg(n) =0 .lorsque n>0 ,

p*Qg(n) admet une filtration F‘iltsp*Qg(n) , 0% s < inf(q,r,n) et on

a des suites exactes (cfo 1.2)

1451, o4 1504 q-s
4424 0 — Filt p*QP(n) — Pilt QP(n) — O, @ ker @S,n (E%) — 0
b) Pour n>0 , Rrp*Q;(n) =0 o+Pour n<O0 , Rrp*Qg(n) admet

une filtration FiltSRrp*Q;(n) , n+r<sc<inf(qr) et on a des suites

exactes

S

. ..8=1 1 q . ..,8 q . o3-S ®WE_
4e3e 0 —» Filt 'R p*ﬂp(n) —> Filt R p*ﬂp(n) — ® (ker ()r_s'n(E )-o

Lorsque X est lisse, le théoréme de dualité relative fournit un iso-
morphisme canonique

T dimP - dimX
Rpp*ﬂg(n) ~ (R Pp*QP 4 (~n))* ® Q

COROLLAIRE 1.~ On a Rpp*Qq(1) =0 pour p ;( 0 . Le morphisme canonique

Q;é ® E¥ —> 9*03(1) est un isomorphisme.

Résulte du tnéoréme 2 et du théoréme 3 a), compte tenu de ce que

<3 =
ker@n'n(E ) =0 .

COROLLAIRE 2e— Le morphisme canonique HP(X,Q)% ® B*) —> HP(P,Q;{(‘J)) est

un isomorphisme pour tout p et tout q .
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THEOREME DE LE POTIER Iv-08

En effet la suite spectrale de Leray déginere en vertu du corollaire 1.

THEOREME 4 (Le Potier).- Soient X une variété C-analytique compacte,

E un fibré holomorphe de rang > O sur X tel que le faisceau 0O(1) sur

P(E*) soit ample (ou positif ce qui revient au m@me pour les fibrés de rang 1)

On a HPXQqQ‘CE =0 pour p+ q = dimX + rgg .
—— ,X

Résulte du théoréme 3, cor, 2 et du théoréme de Kodaire Nakano (exp.S).
Nous verrons au numéro suivant que les fibrés positifs (exp, 5) de rang > O

satisfont aux hypothéses du théoréme 4.

S5e Fibrés positifs.
Soient X une variété C~analytique et E —— X un fibré holomorphe
muni d'une forme hermitienne & (de classe C.) . & (E,8) on associe une
. . 1
connexion V : E, —> Qx;oo
2

v2 ¢ B —> QX

. oL, .
® &, (exps 5) o Le morphisme C -linéaire

® E_ est une section ¢ de 02 8 End(E) . Posons
$° [=] X400 <]

Ey#
cl(E,%) = 1/2im Cp p ¢ On sait (loce cite) que ci(E,¥) est une section
]

1

du sous-fibré réel QX’ ® Herm(E) ., On dit que (E,3) est positif si pour

i -

tout vecteur tangent t # O en tout point de X , cl{(E,8)(itAat) est un
opérateur hermitien positif inversible, On dit que E est positif s'il posséde
wne structure hermitiemnne telle que (E,%) soit positif.

Il résulte immédiatement des définitions que (E,%) est positif si et
seulement si pour tout point x € X , toute section 4} de E définie au
voisinage de x et non nulle en X , tout vecteur tangent t ;-/ 0 en x
on a

Sele i@(vZ,d,/J Y(tait) >0 .
En fait, comme \72 est Coo—linéaire, il suffit, pour vérifier la positivité,
de vérifier 5.1 en tout point x , pour une famille de sections 4 telles que

les 4(x) parcourent 1'espace E(x) -~ {0} .
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V=09 J-L. VERDIER

THEOREME 5.~ Soient X une varilté C-analytique, (E,&) wun fibré holo-

morphe sur X muni d'une forme hermitienne, E¥,8%) le fibré dual muni

de la forme duale. Le fibré (E¥,8*) est positif si et seulement si la

fonction ¥y iﬁ(y,y) définie sur E est fortement plurisous—harmonigque

sur E - {0} (exp. 4),

Pour toute section s de E notons s* 1la section de E¥* telle que
*(o,s*) = o(s) pour toute section o de E*¥ , Si s est holomorphe on
a Y's* =0 , En effet, pour toute section holomorphe o de E¥ , la fonc-
tion o(s) est holomorphe et par suite O = d"o(s) = d"&*(o,s¥) = ¥¥(0, V's*) .
Soient xo € X e 1eeere un repére holomorphe de E au voisinage
de X, . On a donc au—dessus d'un voisinage U de X, 4 e carte
U x gr+1 E donnée par
5e20 (x’aoi lo'nar) Yy = ZaJ EJ_(X) .
oit y =Z bj ey (xo) wn point de E - {0} au-dessus de x et posons
5e3s s(x) =£5b. e (x) ,
J J
de sorte que X > s(x) est une section holomorphe de E sur U non

nulle en xO . Soient t;’o un vecteur tangent en yO a E et t!

1'image de t dans l'espace tangent & X en Xo N

LEMME 1.~ On a

S5ede idra"d(tait) = 28 (Edaj(t)ej , Xdaj(t)ej) + 28% (g s*(t1), gs*(t'))

s 182 e%,s%) (21 it')

On a tout d'abord

5¢5¢ #(y,y) = ~El aj'éké(ej,ek) ’
JsK
de sorte que
id'as(t Ait) = i © da, nda (tait)¥(e.,e ) + 48 ,
g X Jx

5.6' }
g avec A = id)'(d;'(é(s,s)(t' ALLY) .
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Un calcul immédiat donne

5¢7+ ida;  d3 (tait) = 2dai(t)<§;1;Tt—) .
Calculons A o Par définition &(s,s) = ¥*(s*,s*) compte tenu de V's* = 0 ,
il vient d)'cd;‘ﬁ(s,s) = *(V'U's¥*,5%) - 2*¥(Y's¥,g's*) . Utilisant encore
V's* = 0 , on obtient @*(V“Z s¥,s%) = d"zé*(s*,s*) = 0 d'ol, en utilisant
3 nouveau V's* =0 , on tire

5.8, ald(s,s) = (T ex,s¥) - WK, T's%)
Un calcul immédiat donne - iZ*(V's¥,¥'s*)(t'Ait') = x , 28%(V's*, gh*)
d'tol

5e9¢ A = il*([7%¥*,5%)(t'Ait!) + 28T s*(t),V's*(t)) .
L'égalité 5.4 résulte alors de 5.6, 547 €t 5.9.

Supposons que (E*,%%) soit positif, Si t!' £ 0 , il résulte de 5.1
et du lemme 1 que id'd"3% (tAit) > 0 , Si t' =0 , le vecteur t est
vertical et par suite I daj('c)ej £Z0 , donc id'd"®(t,it) > 0 . Par suite
y +— &(y,y) est fortement plurisous-harmonique sur E - {0} .

Supposons que y +— &(y,y) soit fortement plurisous—harmonique sur
E ~ {0} . On déduit alors du lemme | que pour toute section s de E dé-
finie au voisinage de xO s holomorphe et non nulle en xo et pour tout
vecteur tangent t! ;( 0 en x a X , ona

50100 23*(ys*(t1), Vsx(t')) + i8%( os*,s¥)(t1ait') > 0 .

2 0oL, PP . .
Comme ¢ est C ~linéaire, le théorcme 5 résulte du lemme suivant @

LEMME 2.~ Pour tout v ¢ E*(xo) s 11 existe une section holomorphe s de E

au voisinage de X telle que s*(xo) = v et v”x s* =0 ,
o

Soient eo,...,er un repeére holomorphe de E au voisinage de xo .
Cherchons une section du type s(x) = T aj(x)ej « Coorme s doit &tre holo~
morphe, les aj doivent &tre holomorphes, La prenmiére condition détermine uni-
quement les a. {x ) o Ona s*(x) = Ta (x)e* etys*=3da. e*+ T3, J'e* . lLa

J © J J J3J J J

seconde condition sur s est donc équivalente 2
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V=11 J.-L. VERDIER

d a.e* T a, "oe¥ =
Sells z < aJ J(XO) + Z alTva eJ 0
o o
Comme les e'g(xo) sont linéairement indépendants, 5,11 détermine uniquement
les formes E_)—linéaires dx a. d'ol l'existence de la section s ,
= ° J

Notons 3

P(E) la grassmanienne des droites de E et

p ¢ P(E) —= X 1le morphisme canonique, 0(1) 1le quotient canonique de

p*(E*) , @?“ la forme hermitienne sur 0(1) quotient de p*(3*) .

COROLLAIRE 1.- Si (E¥,3*) est positif, (0(1),@1*) est positif.

Notons L le dual de 0O(1) et %, la forme hermitienne dual de o .
L'espace L ~ {0} s'identifie & E - {0} et la fonction y r— @1(y,y) est

alors égale & la fonction y —> 3{(y,y) , d'ou le corollaire,

COROLLAIRE 2.~ Soit (E,3) un fibré holomorphe positif. Tout fibré quotient

de E muni de la forme hermitienne quotient de E est positif,

Conséquence immédiate du théoréme,
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