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CARACTERISATION DE CLASSES DE FONCTIONS Cw ET ANALYTIQUES SUR UNE
VARIETE IRREGULIERE A L'AIDE D'UN OPERATEUR CIFFERENTIEL
par

B. HANGUZET

Sur un ouvert borné Q de R" & frontidre réguliére par mor-
ceaux, on &tudie une famille d’'opérateurs différentiels 7% d'ordre 2, el-
liptiques dans Q, dégénérés sur la frontiére 9Q a l'ordre 1 suivant chaque
direction normale. Un tel copérateur réalise un autcmorphisme de 1'espace
C” (@) des fonctions de classe C. sur Q, ainsi que de 1'espace a(?) des fonc-
tions analytiques sur Q. On caractérise des classes de fonctions Cm sur @

a 1'aide des itérés de Jb ; en particulier, si u est une fonction Cm sur 2,

pour qu'elle soit analytique sur Q, il faut et il suffit qu'il existe une

constante L > O telle que, pour tout entier k, on ait

E] < LT 2k
| R (Y]

Ce théoréme est intéressant pour les applications par le fait qu’il ne fait
pas intervenir de condition aux limites. Dans Licns-Magenes [B] pour Q ré-
gulier, on trouve une caeractérisation de a(Q) par les itérés d'un opérateur
elliptique, mais cette caractérisaticn fait intervenir de plus des opéra-
teurs frontiéres.

Antérieurement, de tels résultats ont été obtenus pour le fonctions analy-
tiques & 1'intérieur du domaine par Aronszajn [1] , Nelson [8], Komatsu [7] ,
le cas général ayant été cémontré par Kotake et Narasimhan [B] .

Les résultats énoncés ici généralisent ceux de Beaouendi et Goulaouic [2]
pour un ouvert régulier ; ils font 1'objet d'une publication plus détaillée

en ccllaboration avec eux ]:4]
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CLASSES DE FONCTIONS ANALYTIQUES

Nous considérons des ouverts dont la frontiére est C (ou, pour
certaines questions, analytiques) par morceaux, et qui peuvent se repré-
Kk n-k . S
senter localement sur (R )" xR , c'est-a-dire que :
si X € 92, il existe un voisinage 0' de Xys un voisinage 0 de l'origine,
un difféomorphisme © de 0O' sur 0 et un entier k, 1 & R § n, tels que

o0'n ) =0 N®I" xR

1) Rk

0(0'Nan) = 0 N AR,)"

n-k

Dans mg" x R 7, la variable x est notée (y,z) avec y = [y1,...,yk] ,

z = (z ....zn). Les opérateurs b4 elliptiques dans @, sont tels gque,

k+1’
aprés transport sur [R+]k X IRn—k ils s'écrivent sous la forme :

(2) A(x,D)u = z ai(x)D (yiD u) + % bu(x] L'}lzu'rPu
151k Yi €2

ol P est un opérateur d'ordre 2, négligeable en un sens qui sera précisé
plus loin. On suppose que les coefficients ay» bp et ceux de P sont suf-

fisamment réguliers dans 0 = 0 N (ﬁk X Rn—k) et que la condition d'ellip-
g = +

.

ticité suivante est réalisée

Jae>0|VEEeR

(3)

8 2 M 2

Re (} ay(0) g5 + b (o) £7) > a |&]
J=1 u[=2 ¥

L'idée directrice pour étudier A est que le changement de variables :

R - 0) — R,

(s,t) —>y =8+ t?

fait passer du Laplacien Di + Di dans IR2 - (0) & 1'opérateur dégénéré

4 Dy y Dy dans IR*. Nous posons donc :

2 2
yi=si+ti.1<isk,
(4) z, =z, , k#1 &1 < n,

vis,t,z) = u(s

—iN
I\J

""'Sk ,z).
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L'opérateur A donné par (2) s'écrit alors au voisinage de l'origine dans
RZK X Rn_K sous la forme :

1 2 2
B(s,t,2,0;D,,0, v =} 7 a,lst,z) (D] +D; Jv

1¢igk i M
(5)

+ b (s,t,z) Duv + Qv
N z

|U%<2
ol Q est un opérateur d'ordre 2.

Nous supposons que P est tel que 1'hypothése (3) suffit pour que B soit
uniformément fortement elliptique dans un voisinage 8 de 1l'origine de

Rzk X Rn—k, ce qui signifie pratiquement que les coefficients de la partie
homogéne d'ordre deux de Q doivent s®annuler & l*origine, Pour 0, nous pou-

- LY
n-k contenu dans le transformé de O par (4).

vons prendre un ouvert de ﬁt x R
L'étude de la régularité au voisinage de 9 pour 1'opérateur J& est donc ra-
menée ainsi & une étude & 1l'intérieur pour 1l'opérateur elliptique B, ceci
gréce a une augmentation du nombre des variables. En utilisant les résultats
de régularité & 1'intérieur dans les espaces de Sobolev pour B, nous ob-
tenons la régularité pour JQ et caractérisons les domaines cdes itérés de
J. Par le théordme des itérés & 1'intérieur ce Kotake Narasimhan [ﬁ] dans
les classes de Gevrey d'ordre s (s » 1), nous obtenons un théoréme des ité-

rés sur Q pour une classe de fonctions as(ﬁj qui coincide avec a(@) pour

s = 1.

1 - Régularits D(AM

Nous supposons dans cette partie, que les coefficients de b/ sont

© ——
de classe C sur 2 et que 3Q est c” par morceaux.

Introduisons les espaces :

2

E, =fue L (R’: x!Rn—k) ; supp u C 0}
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2K n-k
Ey=fue€ s Vy, 0 uwel ® xR, 1sisk;

1 3
1

D, uel’® xR"™), ke1¢1gn)
i

et pour £ > 2,

E, =lueE, s AueE )}
Par (4) on obtient que :
(6) Uu€EE, <= v e.HR'(lR2k xrR"-k)

L
ol Hl désigne 1'espace de Sobolev usuel d'ordre %.

Plus précisément, dans (6), v n'est définie & priori que sur

n-k n-k

WRZ-(OJ)K x R ., On montre d'abord que v appartient & Lz[[RZ—(OJJK‘x R )

donc définit une distribution danis2k len—k et c'est pour cette distri-
bution, que nous notons encore v que l'on obtient la régularité dans H?.

Grace & des inégalités de Hardy, nous obtenons une description de E

2m
~ 2. .k _ _n-k
E2m—{u€L(R+xR ) ;5 suppucO ;
(7) yg D$+q u € LZ(RT X Rn—k] pourogggsm 1gigk:;
i
Dz ue LZIRE xR pour |u| < 2m}
i

Cette propriété nous permet de décrire localement le domaine des itérés

de dt, En définissant D[Jt) comme l"espace des fonctions u & Hioctn) telles

que, localement au voisinage de tout x, € M , on ait uo 9—16 E1 et

Aluo @y ¢ E, et plus généralement :
DA™ = {ue DA™y, Auentt™ N}

on obtient :

Th&oréme 1.
L'espace D(A™) est constitué de fonctions u e HoP (9) tebles
que, Localement au voisinage de tout x €93 onaituo 0! dans € m dé-

it parn (7).

2

- 191 -



HANOUZET

Corime Hzm(Q)C;.D(J%m)Cglﬂm(Q], nous tirons de ce théoréme les deux consé-
quences suivantes
(8) 1°) Pour m > 1, 1'injection de D(J%m] cans LZ(Q] est compacte

2°) Avec une condition de coercivité convenable, J¥ est un automor-

phisme de c (@,

Dans toute la suite, nous supposons que les coefficients de C& sont analy-
tiques sur Q et que 3Q est analytique par morceaux.

Par changement de variables (4), on peut aussi obtenir directement que,
sous une condition de coercivité convenable ¢t est un automorphisme de

a(R). Cette derniére propriété découle aussi d'un résultat plus général

sur les itérés de d%.

2 - Théoréme des itérés.

Dans (‘.R+)k X Rn—k, pour 1 < i € k, on considére les opérateurs
différentiels :
(D y. D) si m= 2%,
y i
RY = 1 !
. g

et pour tout k-indice a = [aj,,...akl on pose :

e % %k
R* =R ... RS

On définit la classe d’espace as[ﬁl :

Définition

Soit s > 1 ; on note astﬁl L'espace des fonctions u e C@) qui
sont dans G (@) (classe de Gewney d'ondre s sur Q) et telles que :
Pour Zout x_ € 30 et toute carte Locale donnée par (1) au voisinage de x

on ait, pouwr fout compact K C O une constante L > 0 vérnifiant :

VaemN, viuen ", R ity o o™ hi , < L|“|*|“|*1(r[a|+|u|ms.
L2 (K)
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On a immédiatement :
GSIQ)C;aS(Q)
et par des inégalités de Hardy

aS(Q)C; 625_1 Q) ;
en faisant s = 1, on'obtient donc :
a() = a1(Q) = Gj(ﬁl.
Par le théoréme de Kotake et Narasimhan dans les classes de Gevrey, ap-
N
pliqué aux opérateurs elliptiques A (dans Q) et B (dans 0), on obtient

le résultat suivant :

Théoreme 2.
Soient s 3 1 et u € CT(Q), Alors, pour que u appartienne as(?{)
A faut et L suffit que :

Ao vkem [atfull, <t®en®
L7 (@)

Ce résultat montre aussi que, avec une condition de coercivité convenable,
e est un automorphisme de as(E]. Pour s = 1, on retrouve le résultat de
régularité analytique.

En vue des applications, nous avons encore besoin d'un résultat de théorie

spectrale, que nous indiquons briévement.

3 - Théorie spectrale.

On suppose dans toute la suite que [Jt, D(Jt)] est auto-adjoint.
La propriété (8) montre que le spectre de Jt est constitué par une suite

(AJ

)J el de valeurs propres strictement positives, que 1l'on ordonne dans
1l'ordre croissant au sens large, et tendant vers 1'infini avec j.
Le comportement asymptotique des valeurs propres de & est analogue & ce-

lui d'un opérateur elliptique d'ordre 2 sur un ouvert régulier, plus pré-

cisémment :
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Théoréme 3.
1L existe une constante C > 0 telle que :

Aj v CjZ/n quand j > + =,

4 - Applications.

Notons w, une base orthonormée dans LZ(QJ constituée de fonctions

J

propres de dt associées aux valeurs propres Aj' On note J 1'application,

qui a fe€ LZ[Q), fait correspondre la suite (f de ses coefficients

Piemn
de Fourier sur la base (wj)j €N’

Si P(j) est une suite de réels strictement positifs, posons :

o

={(-FJ]&EN| ¥ l*FJIZ P(j) < =}

2
2
P(3) j=0
Par les thécrémes 1 et 3, on obtient :
3 3 00 o= 3 - 3
J est un Lsomorphisme de C (2) swr s espace des suites d décrods-
sance hapdde,
et par les théorémes 2 et 3 :

/sn

J est un Lsomonphisme de as(s—i) sur 1ip 22 )

1
ﬁ;a exp(M]j
Les résultats d’interpolation de [5] permettent d'obtenir une nouvelle ca-

ractérisation de espaces as[ﬁj

Théoreme 4.
Soit s » 1 ; AL existe un foncteur d'interpolation ¥, tel que :

v, [T@, a@)] = a (@).

Plus générslement, on peut construire un foncteur d'interpolation Ys tel

que, pour s_ € s < s
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Le théoreme 4 et les résultats d’approximation de Eﬂ fournissent enfin :

Théoréme 5.
Sodient s 2 1etue L) 3 powr que u 804t dans as(ﬁ'), £ faut
et 4L suffit qu'il existe L > D et a € ]0,1[ vérnifiant pour tout k e N :
1/s
k

inf Iu—P" 2 < La .

Pe SPK L7 Q)

(qi désigne 1l'espace des polynGmes & n variables réelles, a coefficients

complexes, de degré inférieur ou égal a k).

En conclusion, d'aprés ces propriétés d'interpolation et d'approximation,
— [ - J— —
les espaces as[QJ sont des espaces naturels entre C (Q) et a(Q), jouant le

role des espaces de Georey sur une variété analytique sans bord.
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