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SUR QUELQUES PROBLEMES A TFRONTIERE LIBRE

On expose ici quelques résultats obtenus récemment 3
Pavia par le Laboratoire d'Analyse Numérique du C.N.R. et les Dé-
partements de Mathématique et d'Hydraulique de 1'Université, sur
une classe de problémes 3 frontiére libre pour des équations 1li-
néaires elliptiques, qui se posent dans 1'étude du filtrage de
liquides & travers des milieux poreux ; il s'agit de problémes bien
connus et étudiés depuis longtemps par les ingénieurs hydrauliques
(cf. par exemple [1] , [6] , [9] , [15] , [17] , [20] , et la bi-

bliographie de ces ouvrages).

La méthode utilisée, introduite dans le cas particulier
de [2] , @ été ensuite développée par tout un groupe de chercheurs
(cf. [3] , [4] , [5]), et elle s'applique i des nombreux problémes.
L'ensemble de tous les problémes qui peuvent &tre résolus a été
traité dans [3] , [H] . On se borne ici 3 poser le probléme en gé-
néral et 3 développer un cas concret qui néanmoins permet de mettre

en évidence les points essentiels de la théorie.

Le probléme général est le suivant : sur une base imper-
méable, on a deux bassins d'eau séparés par un barrage en matériaux
poreux homogénes ; l'eau circule 3 travers le barrage en baignant
une partie inconnue du barrage ; c'est cette partie ou, ce qui re-

vient au méme, le morceau inconnu de sa frontiére ("frontiére libre")

qu'il s'agit de déterminer.
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On suppose que la digue est & section verticale constan-
te, de fagon 3 se réduire 3 un probléme bidimensionnel ; dans la
figure 1, on a ajouté une difficulté supplémentaire qui consiste 3

supposer qu'un morceau de la paroi de gauche a été imperméabilisé.

D'aprés la loi de Darey, on sait que le mouvement de
l'eau dans la digue est 1ié & un potentiel de vitesse ; plus pré-
cisément, 3 des coefficients dimensionnels prés, si l'on désigne
par p(x,y) 1la pression au point (x,y) , et si l'on pose
u(x,y) - p(x,y) +y , les composantes de la vitesse de l'eau sont
proportionnelles au gradient de la fonction u(x,y) ; et la fonc-
tion wu(x,y) est harmonique grdce 3 l'incompressibilité du liqui-
de. En désignant par v(x,y) une fonction harmonique conjuguée de
u(x,y) , les équipotentielles de v donnent les lignes de cou-
rant ; en particulier, v doit &tre constante le long des parties
imperméables AB et FG (G est inconnu!) et le long de la ligne
GH inconnue}sur la ligne GH on a p(x,y) = pression atmosphéri-
que = 0, et donc u(x,y) =y ; la condition u(x,y) = y reste
valable aussi sur CH ; tandis que, le long des parois AF et CB
ona u = constante , et , plus précisément, u = y, sur AF et
u =y, sur BC , ol vy désigne la hauteur du bassin de gauche
et y, celle du bassin de droite (3 savoir y; , Yo sont les or-
données de E et C respectivement).

Désignons par D 1le barrage ; par  la partie mouillée
de D j; par {(y = ¢ (x)} 1l'équation du morceau " libre " du bord
39 de @ 3 si 1l'on traduit les relations précédentes en rela-
tions sur u(x,y), on doit résoudre le probléme (dans lequel il

faut encore préciser les hypothéses de régularité)
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Probléme A.-
Chercher un triplet { ¢ ,0Q,u } avec
(1) Q@ est un ouvert inclus dans D
(2) { ¢ est une fonction "réguliére" , décroissante, et
telle que 3 D - 3@ = graphe de ¢

(3) u(x,y) est réguliére dans & , harmonique dans Q

%) =y, sur AF 5 u = yo sur BC 3 u =y sur GH et HC

sl =

(5) = 0 sur AB , FG et GH

(%ﬁ étant la dérivée normale) ; (5) peut évidemment peut &tre rem-

placée par une condition sur une harmonique conjuguée v(x,y) de
u(x,y) , en posant par exemple
(6) u, = v, ; Uy tv, = 0 dans Q
(7) v = 0 sur FG et GH ; v = constante = q sur AB
la valeur constante q de v sur AB donne le "débit"
du barrage ; sauf des cas simples ol q est fonction connue de la

géométrie du barrage, q est inconnue (et méme une des inconnues

"physiquement intéressantes" du probléme).

On va traduire ce probléme sur le domaine inconnu

Q en uyn nouveau probléme sur l'ensemble D tout

entier ; précisément, on prolonge u et Vv en posant

. u(x,y) dans @ . v(x,y) dans Q
(8) ulx,y) = - _ s vix,y) = _ -
y dans D - @ 0 dans D - @

La relation (6) devient alors

(9) u, = Vg s Uy + v =i(x2 dans D
ou XCQ désigne la fonctiovn caractéristique de Caq (complémentai~-
re de & dans D). Grdce 3 la premiére des relations (9), la forme
différentielle -~ de+()hﬁ)dy est intégrable dans D ; on peut donc

poser, pour P =(x,y) € D
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P
(10) wix,y) = f -vdx+(y-u)dy
E

et, d'aprés (9), (4), (7), on aura

(11) aw = xgq dans D

(12) wy = y-y; sur AF ; wy = y-y, sur BC j

W 0 sur CH

y
(13) Wy

0 sur FG ; we = -q sur AB

(14) w = 0 dans D - @

Naturellement, & partir de w on remonte aisément 3
u,v,Q (et donc & ¢) ; par exemple, on a

~

(15) U = y-w v o= -w, dans D ;

y H
(16) @ = {(x,y)e D ; (Aw) (x,y) = 1} 3
Q@ peut d'ailleurs étre identifié par d'autres relations;
par exemple, on doit avoir, pour des raisons physiques (1)
(17) u(x,y)> y ; v(x,y) > O dans
et donc on doit avoir aussi
(18) Wy < O dans D j; @ = {(x,y)e€D ; wy(x,y) < 0}
(19) v < 0O dans D ;3 @ = {(x,y)€D ; wx(x,y) < 0} 3
en particulier, on pourrait remplacer (11) par 1l'une des équations
non linéaires multivoques (2)
(11 bis) A w € H(-wy) dans D ;
(11 ter) A w € H(-w,) dans D

Malheureusement, (11 bis), (11 ter) (munies des conditions aux 1li-

mites que l'on peut tirer de (12) , (13) , (1u4) correspondent & des

"problémes mal posés " ; au contraire, si 1l'on sait
(1) - D'ailleurs, sous des hypothéses convenables de régularité
dans (2) et (3), on peut déduire (17) de (1), ... (7)

(2) - 00 H(t) désigne la fonction de Heaveside_: H(t) = 1 pour
t >0, H(t) = 0 pour t < O , H(0) = [0,1]

- 74 -
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(20) w(x,y) > 0 pour (x,y) € @
on peut remplacer (11) par

(21) A weH (w) dans D

et de (21), (12) , (13) , (14) on voit qu'il est possible
de déduire un probléme aux limites " bien posé " ; il s'agit donc
de voir quand (20) est valable, puis de résoudre le probléme atta-
ché a (21) , (12) , (13) , (14) , et de remonterd u,v,0 par (15)
et,par exemple(22) 2= {(x,y) €D ; w(x,y) > 0}
Malheureusement, (20) n'est pas toujours valable ; par exemple ,
dans le cas de la figure 1, on doit avoir w < O 1le long de la
ligne HC. Toutefois, dans de nombreux cas, on peut montrer la va-
1idité de (20), et donc la méthode est applicable. En renvoyant 3
[3],[&] pour ces cas ou la méthode s'applique, on décrit ici un
cas particulier, correspondant 3 la figure 2 ; & savoir, on suppose
que D est un rectangle, D = ]0,a [XI 0,b[ 3 y1»y, (avec
b >y, >y, > 0 ) désignent encore les niveaux des deux bassins ;
c (avec y; > c > 0) désigne la hauteur du morceau perméable de la
paroi de gauche; naturellement, si c¢ = yp » 1la partie imperméable
ne joue aucun rdle , et le probléme se simplifie beaucoup ; on tombe
en effet sur un " probléme mod&le " qui a été le point de départ de
notre recherche (cf. [2] ).

On va préciser le probléme A en choisissant une classe
fonctionnelle dans laquelle se pose le probléme ; par exemple (1),

i
on peut procéder de la fagon suivante

(1) - la présentation donnée ici différe un peu de celle donnée
dans [3] s [u]
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Probléme B.-

Chercher un triplet { ¢,2,u } avec

(23) ¢ : [0,a] >R est une fonction continue décrois
sante, avec c¢ < ¢ (0) < ¥y 5 ¢ (a) > Y,

(24) Q = {(x,y)eD 3 0<y< ¢ (x)}

(25) fu e HY () ; u est harmonique dans §Q et continue

ldans @ avec sa conjuguée V(x,y)

u  satisfait au sens de C°(R) , les relations
(26) u = sur AF 3 u =y, sur BC ; u =y sur

GH e% HC

v satisfait, au sens de Co(ﬁ), les relatiogs
(27) v = 0 sur FG et GH ; et il existe qe€R

avec v = g sur AB
Maintenant, la validité de (17) suit aisément le principe du maxi-
mum ; et si l'on garde la notation (8), on peut montrer que
(28) 7,7 ¢ vh(D)
et que (9) est remplie. On garde aussi la notation (10) ; de (15)
et (28) on aura
(29) we H2(D)

et (11) , (12) , (13) , (14) restent valables ; on remarquera aussi

que, dés que v 0O dans C @ , on a

b

(30) wix,y) = (x,t)-t] dt V¥(x,y)e D

) !
d'old, grace 3 (17), la validité de (20) et (22).

Remarquons maintenant que si, c = y, » on connalt la tra-
ce de w sur tout le bord 3 D de D ; en effet de (12), (14) on

tire w

"
(@]
(%]
c
b
-
H
H
=
=
(@]

2
(v - yy) (v -y, ) )
w = ————3————— sur AF ; w = —% ——— sur BC ; en particulier, on

connait les valeurs de w dans A et B 3 w étant linéaire sur

AB grdce a (13), on peut aussi évaluer les valeurs de w sur AB

et la valeur q; de q ; précisément
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2
Y1~ Yy

(31)  q =q; = —=

sic = 2

Dans le cas général, (c < y;), si l'on pose

(32) Iy = IF 5 Iy = 9D = Ty
et si, pour tout q# R , on pose
(y,- y)2
g (x,y) = 0 ,sur IL , LC ; g (x,y) = ———— sur BC
q y2 q 2
(33) gq (x,y) = 52 + q §a-x)2sur AB
vy - Y5 (yy =¥
gq (x,y) = aq - 3 + 5 sur AT

on aura, gréce a (12), (13), (14)

(34) w = gq sur Tp ; W, = 0 sur Ty
Posons encore
(35) )tq = {z eH! (D) 3 z|FD = gq}
Xg=(ze @ 5 zlr =g ;220
D

Théoréme 1.-

Soit {4¢,02,u} une solution du probléme B ; et soit q
la valeur de v sur AB (cf. (27)). Avec les notations (8), (10),
(32), (33) , (35), on a

(36) we)<; ; ] {[gradw.grad(z-w)]+(z-w) }dxdy>0 Vze)(é

(37) weX

q {[gradw.grad(z—w)]+(Z+-w+)}dxdy>0 Vz&)(q

O—— Or—— .-

On a aussi

(38) ¥ o € [0,3[ , weH D)
1 [C -
(39) q = - 1lim + = £ {U(x,t)-u(0,t)}dt
x-+0

Démonstration.-

D'aprés (29), (34), on a weg Xq ; grdce a (20), on a
aussi w e Xg 3 les inégalités (36) et (37) sont des conséguences
immédiates de (34) , (29) et (11). (Il suffit d'appliquer une
"demie-formule" de Green"). Pour montrer (38), notons d'abord que,

- 78 -
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grace 3 (23), on a {S)G H(D) V¥ oe [O,%[; on peut alors utiliser
les résultats connus sur la régularité des solutions du probléme
mélé (11) , (3u4) (cf. [16] et, pour la régularité dans le voisinage
de A, B, L, cf. [8] ) pour montrer qu'il s'agit d'un probléme 3
indice dans les espaces H°(D) , dont 1'indice est égal a 1 dans
H2+0(D) pour 0 < ¢ < % ; d'ailleurs, la condition de compatibilité
étant indépendante de ¢ , vu (29) et la régularité des données
&Q et gq > On déduit (38).

Finalement, pour avoir (39), il suffit de remarquer que
de (38), on a

1= b ;

w € C°(D) ; et que q = —£ u, (x,t)dt (p.p. sur [0,a] 3
1'intégration dans (39) peut &tre faite sur [0,c] dé&s que

GX(O,t) = 0 pour t > c).

Théoréme 2.-

Le probléme B admet au plus une solution.
Démonstration.-

Grdce & l'unicité, pour q fixé, des solutions de (36)
(ou de (37)), il suffit de démontrer l'unicité Jde q. Dans le cas
c=y; on a déja vu que g doit étre donné par (31) ; en général, si
{e',Q',u'} et {¢",Q",u"} sont deux solutions, et si 1l'on désigne

pad ~n

par q', q", u', u", w', w" les constantes q et les fonctions
U et w correspondantes, gridce au principe du maximum, on peut

montrer que q' < q" dimplique w' <w", Q'c Q" et U' < "o

grdce 3 (39) écrite pour q' et q", compte tenu de

ﬁ'(O,t)A = ﬁ"(O,t))LAEF , on en déduit q" < q' ; d'ol l'unicité.

RE
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Pour ce qui concerne l'existence d'une solution du pro-
bléme B , on doit d'abord étudier les problémes (36) et (37).
Pour tout gq véel (37) admet (cf. [21],[10]) une et une seule
solution wq (car )(q est un convexe fermé non vide de Hl(D)) H

(36) admet une et une seule solution pour tout
2 2
ey, e’ +y, X+ )
qQ>q, F 5 - —3z— car alors q est encore un convexe fermé

non vide de Hl(D) ; et on montre aisément que cette solution coin-

cide avec Wy Des résultats précédents nous savons que, s'il

existe une solution {$,0,u} du probléme B, il existe une et une
¥

seule valeur q de q telle que {$,0,u} soit 1liée & la solu-

tion Wq de (37) par les relations

Q = {(x,y) € D ; wq*(x,y) > 0}

(40)4¢ (x) = max {y ; (x,y) € @} ,, 0 <x <a,

9\
a

ulx,y) = y—Dywqi(x,y) (x,y) €

%
I1 faut donc étudier les solutions wq de (37) pour mon-

trer qu'il existe un tel q* . On a d'abord le théorime

Théoréme 3.-
Pour tout q réel (37) admet une et une seule solution

w_ 3 et on a

q

1) w e WOPM) ¥ p > 1w e HY D) Voo e[0,5

(42) A wq_é L™(D) 3 0 < Awq <1 p.-p. dans D

(43) waqL = 0 dans un sens faible

N
Démonstration.-
On montre d'abord (42) et (43) (par exemple au sens de

1/2

(HOO (FN)) ; cf. [ll] pour cet espace) en écrivant (37) pour

- 80 -
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zZ = wWw_ oty avec y € Hl(D) et wlr = 0 ; pour démontrer (41),
on procéde de fagon analogue & ce qu'gn a fait pour montrer (38),
en utilisant essentiellement les résultats de (18) pour le probléme
mélé

(4y) AV = Awqe L”(D) ; vl p = 8q 3 D&v| r = 0.

D N

La régularité (4l1) de wq n'est pas suffisante ; en effet,
on sait que si {¢,0,u} est une solution, la fonction w corres-
pondante doit satisfaire (38) (et donc aussi weWwP(p v P < 4,
et wect®) ; on peut donc espérer de déterminer la " bonne valeur"
q *¥de qQ en utilisant la " condition de compatibilité " pour que

une

le probléme (44) ait solution dans H2Y9 D) (ou W2’p(D), ou ct@®N

comme une nouvelle équation dans l'inconnue q . En effet, on a le

Théoréme 4.-

I1 existe une fonction gf: R —— R, continue et bornée,
et deux constantes réelles a. B, avec a # 0, telles que la solution

g de (3 7 appartient a W2’p(D) V p <4 siet seulement si q

satisfait
ws) F() +aq+p=o0
en outre, (45) admet une et une seule solution q¥* ; et
on a
~ ) « Vv
(46) q, = qQ¥*=< q; ou gq = max [O,qo] (1)
IEmonstration.-

On considére d'abord l'opérateur T : v — Tv =
{ ~ Av,vlq),I)xv}T dans les espaces W2’P(D) (2<p<l) ; gréce aux

b

résultats de [19] et [16] T est un opérateur a indice égal 3 1 ;

(1) - q, et g; ont déja été introduits regpectivement comme le mi-
nimum dés valeurs de q ‘tels que K ' # 0 et la valeur de gq
correspondante 3 ¢ = K 1

- 81 -
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il y a donc une seule condition de compatibilité pour 1l'existence
d'une solution de (44) dans W2’p(D) ; et 1l'on peut écrire cette
condition sous la forme

(€ ) L)u A wqudy+<¢,gq> =0

avec u € L2(D) et y fonctionnelle linéaire continue par exemple

sur H3/2(F

D) . Si 1'on pose gr(q) = LDuA wqudy et si 1l'on rap-
pelle que gq dépend de fagon affine de q , on déduit de (u47)
1'équation (u45) ;Czr;st continue et bornée gréce a (42) etogu fait
que w4 (resp. t Awq) dépend continiment de q dans H1+G(D) faible
(resp. t L (D) - faible - &toile) ; un raisonner-nt par 1'absurde
donne aussi a # 0 ; en particulier, (45) admet au moins une solu-
tion q*. Pour avoir l'unicité de q* et la validité de (46) on
étudie la fonction f : R->[— ,+s] définie par

W (x,c)—wq(O,c)

£(q) = lim sup -3
x >0t

X

Bs que wq*e ct®d) et que [)qu*I . = 0 ona f(q*¥) = 0 ; il
suffit donc de prouver que f(q) s'annule une seule fois, sa
racine étant comprise entre 50 et q; . Et, en effet, en faisant
usage plusieurs fois du principe du maximum, on montre que

f(ao) > 03 £(q)< 0 3 f(q) > 0 pour q < io ; £(q') > £(q") pour
a; < q' < q" , avec inégalité stricte si flq') et f(q") sont

finis ; d'ol l'unicité de q*, et (u6).

Théoréme 5.-
q * étant la racine de (45), le triplet ({¢,0,u} défini

par (40) est une solution du probléme B.
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Démonstration. -

On montre d'abord que A wq* = 1 dans @ ; en particulier,

waq* et Dywqi sont harmoniques dans @ (et continues dans D ,

dés que Wy € H2+0(D)); grdce a (34), le principe du maximum donne
alors D xqr < 0 et I)ywq* < 0 dans D. On en tire aisément que
2 est un ouvert du type (24), et que ¢ satisfait (23) ; encore

de (34), € Cl(ﬁ) > WK =1 dans @ , et en posant Vv = restric-

Wq*

tion 3 £ de —I)qu , on déduit (25), (26) et (37)(avec q = q*).

On a donc existence et unicité de la solution du probléme
B ; on a aussi des méthodes numériques pour 1l'évaluation explicite
de la solution (cf. par exemple E7]), méthodes qui sont a la fois
rigoureuses du point de vue mathématique et efficaces du point de

vue de la vitesse des calculs.

Pour ce qui concerne le probléme général (cf. probléme A)
dans les cas ol la méthode s'applique (& savoir lorsqu'on a w > O 3

cf. ce que 1'on a dit 3 propos de la validité de (20)), on est

N

amené 3 des problémes mélés, semblables 3 (21), (34), dans lesquels

les conditions aux limites sont du type Dirichlet - dérivée oblique
(cf. (12) et (13)) ; on peut alors traduire ces problémes sous forme

d'inéquations variationnelles (semblables a (36), (3 7)) mais pour

des formes bilinéaires non symétriques ; c'est ceci, 3 notre con-

naissance, le premier exemple de probléme concret qui se pose sous

la forme d'inéquation stationnaire non symétrique.
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