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§ 1. Introduction

Le plus simple des processus de diffusion est le processus de
Wiener, qui fournit un des modéles mathématiques du mouvement
brownien physique et dont le rdle privilégié s'explique par le
fait qu'il sert a4 la construction de tous les autres modéles. Il
est donc en quelque sorte le prototype des processus de diffusion
et c'est la raison pour laquelle, bien avant sa construction
mathématique par Wiener en 1921, on le voit faire son apparition
en 1900 dans la thése de Bachelier consacrée a l'étude de la
spéculation et des fluctuation boursiéres et en 1905 dans le
travail d'Einstein sur le mouvement brownien.

A partir du processus de Wiener on peut obtenir facilement d'autres
processus de diffusion soit 4 1l'aide de changements de temps ou de
transformations d'espaces, soit encore en résolvant une équation
différentielle stochastique. On peut ainsi construire des processus
de diffusion du type de ceux que Langevin a introduits en 1908 en
physique pour décrire des systémes dynamiques soumis & l'influence
d'une force aléatoire.Depuis, la théorie des processus de diffusion
a connu un développement considérable. Il s'agit pour l'éssentiel
d'une théorie simple et maniable qui a des applications aussi bien
théoriques que pratiques dans de trés nombreux domaines. Du point de
vue mathématique, l1'étude de ces processus est liée a celle des
équations elliptiques du second ordre et donc & la théorie du
potentiel. L'exploitation systématique des étroites relations entre
la théorie des probabilités et la théorie du potentiel a permis &
ces théories de s'enrichir mutuellement considérablement. Ces
relations ont &té utilisées avec grand profit en mathématique
appliquée et tout particuliérement dans 1'approche euclidienne &

la théorie quantique. Dans cet expos& nous nous proposons d'exploiter
une fois encore cette equivalence, en relation avec le probléme

de la formations de barriéres infranchissables pour une classe de
processus de diffusions a valeurs dans une variété riemanienne et
de montrer que les résultats nouveaux obtenus sont susceptibles de
trouver de nombreuses applications.

Kolmogorov a remarqué en 1936 que la symétrie d'un processus de
diffusion par rapport au renversement du temps se traduit ana-

lytiquement par la symétrie du semigroupe associé ; d'autres part,
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il a mis en évidence la relation existant entre cette symétrie
et l'existence de densités de probabilités stationnaires pour le
processus. Le probléme du renversement du temps pour les processus
de Markov a fait 1l'objet de nombreux travaux parmi lesquels nous
mentionnons ceux de Nelson [21], Nagasawa [R6], Chung et Walsh [2].
Pour plus de détails voir par exemple [11]et [23]. Les problémes
liés au renversement du temps jouent un rdle important dans la
mécanique stochastique de Nelson, qui donne une approche proba-
biliste aux phénoménes quantiques [3] [4].
Dans la section 2 de cet exposé nous rappelons briévement le
formalisme mathématique de la mécanique stochastique, envisagée
en tant que théorie générale des processus de diffusion dont le
drift est donné par un gradient et dont l'accélération stochastique
est liée a la force F dérivant du potentiel V par une loi de
Newton stochastique soit ma =-VV. Un tel processus de diffusion sera
dit newtonien. Notre présentation s'inspire de toute une série de
travaux et plus particuliérement de ceux de Nelson [3] [4], Dankel
[1], Dohrn et Guerra [2] et Meyer [5]. Dans la section 3 nous
présentons pour les processus newtoniens un mécanisme général
de confinement dl 4 la présence de barriéres infranchissables crées
par les surfaces nodales (l'ensemble des zéros) des densités de
probabilité associée au processus. Ce phénoméne a &té& remarqué par
Nelson [20] et discuté dans [13],[161,[7] et[4]. Nous nous plagons
dans cet exposé dans le cadre des processus newtoniens d valeurs dans
une variété riemanienne et utilisons des méthodes de théorie du
potentiel (formes de Dirichlet) pour donner entre autres une
condition nécessaire et suffisante pour que les surfaces nodales
en question agissent comme barriéres infranchissables pour le
processus newtonien. Nous montrerons aussi que dans ce cas le
processus se décompose en composantes ergodiques.
La section 4 est consacrée & quelques applications physiques de ce
mécanisme de confinement. En particulier nous expliquerons
comment les résultats des sections précédentes permettent de
construire un modéle pour la formation de "jet-streams" dans la
nébuleuse protosolaire. On entend par 13 des anneaux concentriques
au centre desquels se trouve le soleil. A partir de la matiére
circulant dans ces jet-streams des phénoménes complexes d'agrégation

conduisent 3 la formation d'abord des planétoides puis enfin a
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celle des planétes. Ce modéle permet de rendre compte de maniére
satisfaisante de la répartition des planétes du systéme solaire
comme de celle des systémes de satellites des planétes joviennes
(Jupiter, Uranus et Saturne). Dans ce premier exemple nous utilisons
une version stationnaire de la théorie. Par contre dans le deuxiéme
exemple nous nous appuyons sur la théorie non stationnaire pour
discuter les différents types morphologiques de galaxies (anneau,
disque, spirale, spirale-barrée) ainsique pour rendre compte du
mouvement de rotation uniforme et rigide des galaxies. Le méme

type d'idées peut &tre utilisé pour fournir une explication a

la présence, récemment ohservée, de "spokes" radiaux dans les

anneaux de Saturne. Nous mentionnons enfin une .aprlication a 1l'étude.
du systéme de circulation générale des vents de l'atmosphére
terrestre. Les exemples discutés sont loins d'étre exhaustifs;

les phénoménes de confinement et de formations de configurations
stationnaires ou non,sont trés généraux et peuvent &tre appliqués

4 tout systéme susceptible d'étre décrit par une diffusion newtonienne.
Pour des applications en biologie d'idées voisines, nous renvoyons

4 Nagasawa [16].

§ 2.Densités de probabilités et équation de Schrédinger

Soit M une variété riemanienne lisse de dimension d et soit
n (t) un processus de diffusion & valeurs dans M admettant un
générateur infinitésimal Gy (dépendant éventuellement du temps) de

la forme

A+ BLDJL (2.1)

Nl—=

Gt =
ol A est le laplacien de Laplace-Beltramji sur M, D la dérivée co-
variante et ol B(t,x) est un champ de vecteurs, gue nous Supposerons pour
commencer C . Par po(t,x) nous désignons la densité de probabilité
de la loi de n(t) par rapport & la mesure riemanienne o(dx), que
nous supposons dans cette section strictement positive.

Pour f € Cz (M) on a alors

E[f(n(t))] = ,[M f(x)p(x,t) o(dx) (2.2)
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et

%EE[f(n(t))] = J (G E) (x)p(x,t)0(dx) (2.3)
M
De cette derniére égalité par passage a l'adjoint on déduit
1'équation dite de Fokker-Planck

3p
3t

3 80 - aiv (o) (2.4)

ol div est la divergence pour la structure riemanienne.

D'autre part on sait que si l'on considére la diffusion en

*
renversant le sens du temps on a encore une diffusion n (t) = n(-t)
*
dont le générateur infinitésimal G, est de la forme
*_l _*4;
Gy =34 B DL (2.5)

et conduit & l'éguation de Fokker-Planck

9p

£

1 i *
= 3 Ap + div (pB) (2.6)

En introduisant les vitesses osmotique u et de courant v

*
u = (B=8 ) (2.7)

Nl—=

*
(B+8 ) (2.8)

<
1]
[N

on obtient a partir de (2.4) et (2.6) les égquations

380 = aiv (ow) (2.9)
%% = - div (ov) (2.10)

Il est bien connu que le drift B(t,n(t)) est la dérivée stochastique
vers l'avant D+n(t) du processus, c'est a dire avec conditionnement

-, -~ * - . -, .
par rapport au passée. De méme B (t,n(t)) est la dérivee stochastique
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vers l'arriére D_n(t), avec conditionnement par rapport au futur
(cf. [3]). Pour définir une accélération stochastique le probléme
se pose maintenant de définir une dérivée stochastique seconde,
c'est & dire la dérivée stochastique d'un processus a valeurs dans
le faisceau tangent T(M). Généralisant la notion de transport para-
l1éle Dohrn et Guerra [2] ont introduit une notion de transport
paralléle stochastique (nous renvoyons aussi & [4] et [5])et con-
struit pour ce faire une application linéaire Tn(homomorphisme de
R, dans les endomorphismes de T (M))

T t): T M T M

nis: e n(s) 7 Tn(t)

des espaces tangents en n(s) et n(t) qui permet de définir la
dérivée stochastique vers l'avant D+A d'un champ de vecteurs A

en posant

_ lim T_(t+At,t) A t+A -
DAME) = A B [.n ) Aln(trat)) A(n(t))]

(2.11)

On définit de fagon analogue une dérivée stochastique vers
l'arriére D_. Tous calculs faits on obtient des expression qui
ont la méme apparence que cellesobtenues pour des fonctions

scalaires soit

— 1 .f 9

D+A—(~2 bpg * B Vj.+et)A (2.12)
- -1 *5 3

D_A _( 58 * B -V at) A (2.13)

d ceci prés que cette fois-ci,a est 1l'opérateur de Laplace-

DR
de Rham sur la variété M donné par

- v -
bog = V7V, R (2.14)

ou RLj est le tenseur de Ricci de la variété M. L'opérateur

de Laplace-Beltrami A et 1l'opérateur de Laplace-de Rham ADR

coincident sur les fonctions scalaires mais non pas sur les champs
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de vecteurs. Définissant maintenant 1l'accélération stochastique
selon [3] par

It

Nl—

a(n(t)) (D,D_ + D_D_ )n(t) (2.15)

D+B +

Nl—

on obtient explicitement

= g_‘t’_ + vivj.v‘ - % apg - ut vj.u‘“ (2.16)
Remarque

Lors du transport paralléle un point infiniment voisin se
déplagant de la méme fagon que la particule soumise & la
diffusion & valeurs dans M ressent l'effet de la courbure de
Ricci. Par exemple sur une variété M & courbure positive il en
résulte donc qu'il a tendance d se rapprocher de la particule.
La construction de Dohrn et Guerra met en évidence une correction
géodésique au transport paralléle. Si le processus était
différentiable on retomberait sur le transport paralléle.

On peut montrer(cf.[3] et [1])que la vitesse osmotique u
est toujours liée a la densité de probabilité p par 1l'équation

osmotique

=1
u=737Vlogop (2.17)

Quant & la vitesse de courant v elle vérifie l'équation de
continuité (2.10), qui en particulier entraine que si la vitesse
de courant v est nulle la densité& de probabilité p est alors
stationnaire. Puisque dans les applications p est déterminé par les
interactions physiques en présence dans le modéle considéré

il est donc intéressant de se demander quelle équation dynamique
est satisfaite par p.

On a obtenu pour l'accélération stochastique a l'expression

_ 9 !
a = 5% + Vv.v - Vu.u - E'ADR u (2.18)

<

I

(o34
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Donnons nous maintenant un potentiel scalaire V(t,x) c'est a
dire une fonction V: IR x M » IR telle de plus que (2.19)
et (2.22) soient bien définis. La force dérivant de ce potentiel

est donnée par

F=- vy (2.19)

Si l'on pose maintenant

i S(t,x)

= eR(t’x) + i 8(t,x) p(t, x) e (2.20)

v (t,x)

R et S étant réelles on montre alors,sous l'hypothése que la
vitesse de courant Vv est aussi un gradient, (voir [1], [2],[4]
[5]) que la loi de Newton stochastique

a=F = -VV (2.21)

est équivalente d l'équation de Schrddinger £ %%— = Hy ol

l'hamiltonien H est donné par

H=-34+V (2.22)

Si 1l'on s'intéresse aux densités de probabilité p qui sont
stationnaires,on est ramené 4 1l'étude de l'équation de Schrddinger

indépendante du temps
HY = EY (2.23)
Il résulte de (2.10) que ce sera en particulier le cas si v = o,

propriété égquivalente au fait que le processus est symétrique

([1210111) .

188



DIFFUSIONS SUR UNE VARIETE RIEMANNIENNE

§ 3. Singularités du drift, barriéres infranchissables et capacités

)

Dans la section 2 nous avons supposé la densité de probabilité

p(t,x) strictement positive et nous avons vu sous quelles hypo-

théses 1l'équation de Newton stochastique ma = -VV était équi-
valente 4 1'équation de Schrédinger i%% = Hy, la correspondance
étant obtenue en posant p = iwlz . Considérons maintenant une

solution réguliére y de l'équation de Schrddinger et désignons

par Uw la surface nodale de V¥
Uw = {(t,x) € R x M| y(t,x) = 0} (3.1)
* - .
Les drifts B et B sont réguliers sur U $ =R x M~ U,i par contre

ils ne sont pas définis Sur Uw. Nous allons voir gque la singularité

des drifts sur U, a un effet répulsif qui est suffisament fort pour
empécher le processus d'atteindre et donc de traverser la sur-

face nodale U, ; en d'autres termes la surface nodale est une
barriére infranchissable pour le processus. Supposons que l'on ait

la décomposition suivante

R x M=1U u B. (3.2)
Voier ¢
avec B, N B, = ® pour L # j. La surface .nodale U, va agir alors

comme barriére infranchissable et si le processus n(t) part a
l'instant t = O de x € BL on aura n(t) € B& Vt. Sous ces conditions
on a donc confinement du processus dans BL'

Nous allons nous intéresser maintenant a& la situation od la densité
de probabilité& p est stationnaire (soit %% = 0) et considérer le
probléme des barriéres infranchissables du point de vue de 1la
théorie du potentiel (formes de Dirichlet, capacités).

Soit M une variété riemanienne lisse et désignons par u une

mesure de Radorn sur M strictement positive sur tous les ouverts

non vides de M. On considére ensuite la forme de Dirichlet
f > E(f,f) =I df (x) . df(z) p(dx) (3.4)
M

que l'on obtient en prenant la fermeture dans LZ(M,u) de la forme
PP 1
quadratique E definie sur CO(M).
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Nous renvoyons a [9] ol l'on discute sous quelles hypothéses sur
p(positivité stricte ou conditions faibles de régularité&) cette
fermeture existe. E est donc une forme de Dirichlet réguliére et
locale au sens de Fukushima [10]. Il est bien connu que l'on peut

associer a E un semigroupe P_ dans L2(M,u) qui est p-symétrique,

t

c'est a dire tel que P = P; (P; étant 1'adjoint de P).

groupe sous markovien est le semigroupe de transition d'un processus

Ce semi-

de diffusion n(t) a valeurs dans M de loi de départ P* en x. Un sous
ensemble borélien B de M est dit invariant sous l'action de Pt si

au sens des opérateurs dans L2(M,u) PtX vt > 0. On dira

B = XgFt

que P_ et E sont irréductibles 6 si tout sous-ensemble borélien B

t

invariant sous l'action de Pt est trivial. On entend par 1la que l'on

O soit p(M\B) = O. Si P, est markovien, c'est &

dire si Pt1 = 1, l'irréductibilité est équivalente a l'ergodicité

a soit u(B)

]

de fMPX(.)u(dx) et a4 celle du processus n(t). Un sous-ensemble

borélien BcM sera dit invariant par rapport au processus si

¥x € B on a P* ( < 4+w) = 0O, Ty T inf {t>0|n(t)€EA} désignant le

‘M B
temps d'entrée du processus n(t) dans A.

On peut alors montrer que l'invariance de B sous l'action de Pt
est équivalente & l'existence d'une suite d'ouverts (Un)n € eqels
que Cap(Un) - O et d'une modification borélienne B de B telle que
u(B-B) = O et gque pour tout n, B n(M\Un) soit a4 la fois ouvert et
fermé dans M\U . Par Cap (.) nous entendons la capacité associée

d la forme de Dirichlet E (voir [8]). Ces conditions impliquent

l'existence d'une décomposition de M, soit

M=B1+B2+N
ou les BL (£=1,2) sont des meodifications invariantes par rapport
a n(t) de B (respectivement M\B) et ol N est tel que u(N) = O.

. . . 2
I1 en résulte une decomposition de L2(M,u) en L2(B1,u) ® L (Bz,u)

et de Pt en (Pt(1) ®ﬂ-) ® (jZ@ Pt(zb,Pt(L) désignant la restriction

de Pt au sous-espace invariant LZ(BL,u). N agit donc comme
barriére pour le processus n(t). Dans le cas particulier
od pu(dx) = p(x)o(dx) le résultat précédent s'applique si
1'ensembe Up = {x € M|p(x) = 0} décompose M en deux sous-

2
ensembles B! et B} tels que L2 (M, ) = LZ(Bi,u)® L® (B}, 1) et
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u(M\(B% u Bé)) = 0. On peut alors montrer que l'existence de la

suite (Un)n €W est liée au comportement de p au voisinage de

l'ensemble nodal Ug- Nous renvoyons a [7] pour une discussion du
cas oi M = RY. Des résultats semblables peuvent &tre obtenus
dans le cas envisagé dans la section 2 ol p=|w|2 et en re-

marquant que P_ est alors le semigroupe dans L2(M,u) associé

t ,
d l'extension de Friedrichs de 1l'opérateur —% A+ BLDL défini
sur Cg (M). On considére l'ensemble nodal U, de y et le probléme

se raméne & la construction d'une famille U, d'ouverts dont la
capacité décroit et tend vers zéro quand n - + « et qui vérifient
de plus les conditions topologiques mentionnées. La capacité des
Un peut se calculer de maniére analytique. On a en effet pour un

ouvert quelcongque

2
C (U) = inf E(f,f) + f 2 (3.5)
ap ;?021[ I €17, (M,U)j

On peut aussi adopter un point de vue probabiliste identifiant
le potentiel d'éguilibre ey(x) associé a l'ouvert U avec
Ex<e-TU >, ot E® est 1'espérance par rapport a PX. En particulier

si e,0 il en résulte que TU est infini et U n'est jamais atteint

par le processus. Considérons par exemple le cas ou

M = (-4,+d) et Up = {0}. S'il existe b avec 0O<b<d et tel

° ax b dx
que J I J ——— < + » alors M n'est pas irréductible
-b

o (x)
pour P_. Inversement si

J+b dx < 4o M est irréductible pour
t -p P(x)

P Il en résulte en particulier que si p est lisse i n'est

p
jamais irréductible.

Revenons au cas général et supposons que 1l'on ait M = B1+B2+N,
les B, étant P

L2(B1,u) ® L2(B2,u) et une réduction correspondante de P, . Nous

t-invariants et p(N) = O. On a donc L2(M,u) =

allons montrer que le processus n(t) se décompose alors en deux
composantes ergodiques. Considérons en effet la sous—algébre

[ee) .
A de L (M,u) constituée par les fonctions bornées mesurables f telles
que Ptf = fP, (pour Pt markcvien cela est équivalent & 1'invariance

t
de f sous l'action de Pt). A est une C*-algébre comnmutative
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unitaire et est donc isomorphe d l1'agébre C(X) des fonctions
continues sur l'espace compact X. Soit v la mesure induite

sur C(X) par la mesure j; on a A = Lm(C(X),v). La décomposition
spectrale de L2(M,u) par rapport d l'agébre A est donnée par

L2 (M, ) = jf L2 (M, (. [A)) (@) v (dx) (3.6)

ol p(.|A)(.) est la mesure de probabilité obtenue en prenant
1l'espérance conditionelle par rapport 4 la sous o-algébre engen-

drée par A. Tout élément de A commutant avec P il résulte

t’
alors de (3.6) que Pt = o HH (t>0) et son générateur infinitésimal

H dans L2(M,u) admettent une décomposition spectrale par rapport

4 A. On a en particulier

p.= [ (p,)@y(ax (3.7)
t A t
Péa) agissant dans LZ(M,u(. A) (a)). A cette décomposition de Pt
correspond une décomposition de la forme de Dirichlet
> > PR
E(f,f) = (H°f, H°f) associé & H. On a
E(f,f) = fEa(fa,fa)v(dx)
avec
E (£%,£%) = de(“)<x) caft Gou (. [A) (@x)
On peut montrer que O est une valeur propre simple de Ha, ou
H* est tel que p* =e ', et que la fonction propre associée

t

est strictement positive. E® est 1'opérateur auto-adjoint associé

d la forme de Dirichlet E . Le sous-espace de H correspondant & la
valeur propre O est l'adhérence de A dans L2(M,u). Pour une
démonstration et plus de détails nous renvoyons a [6].Les propriétés
suivantes sont alors équivalentes:

1) P_ est irréductible

2) 1 est une valeur propre simple de H ~
3) (f,Ptg) = 0 Vt>0 pour f20 g20 entraine £=0 ou g=0.

Si Pt est markovien alors 1), 2), 3) sont équivalentes a

4) n(t) est ergodique.
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La décomposition (3.7) est donc une décomposition du semigroupe Pt

en composantes ergodiques et de maniére analogue la décomposition

A) (a)v(da) de u est la décomposition ergodique de u

J® u(.
A
sous l'action de n(t) (voir [61).

Si 1'on applique ces résultats au cas ou E(f,f) = IM af (x) .df (x)p(dx)
avec p(dx) = p(x)o(dx) = |y(x)]|?0(dx), on voit que la surface
nodale UW joue le rdle d'une barriére infranchissable divisant

M en sous ensembles Bu invariants sous l'action de Pt et

que le processus correspondant se décompose en composantes ergo-
diques associées aux semigroupes Pi. Si le processus a l'instant
initial part de x € Ba alors il restera confiné dans Bu‘ Sous

des conditions trés générales - et ce sera toujours le cas si V¥
est lisse - on a confinement du processus dans les sous-ensembles
invariants déterminés par l'ensemble nodal Uw. Si on considére
1'état fondamental de 1'opérateur de Schrddinger -%A + V c'est

d dire la solution de (-%A + V)wo = Eowo avec E_ = inf o(H) il est
bien connu que sous des conditions trés générales wo>o et le semi-

2 2

groupe P, dans L“ (M, y7(x)o(dx) est unitairement égquivalent au
P o

t

(=L _
E(=A + V=Fo) 4ang L2(M,o(dx)) et P est dans ce cas

irréductible. Par contre pour toute fonction propre U associée a
¢ dans L2(M,|w(x)|20(dX))
n'est par irréductible. Si 1'on fait l'hypothése que Uw partage M en

semigroupe e
une valeur propre E # EJ le semigroupe P

deux composantes connexes Ba a bords réguliers, les composantes

irréductibles Pi de Pt sont unitairement équivalentes dans

(=AY

L2(M,pu(x)o(dx)) avec p% = |w(x)|2r5 , a et By TV E), ol A$
a

est le laplacien dans L2(Ba 'y (x)|20(dx)) avec conditions de

Dirichlet sur U, (voir [13]).

v

Remargue 1: Dans le cas ol Pt est markovien la mesure u est une

mesure invariante finie et il n'y a qu'une mesure de probabilité
invariante si P, est irréductible. Dans le cas réductible od U
partage M en régions disjointes B, les mesures x, [¥]2%0(dx) sont

1

invariantes. En particulier les mesures y (dx) = p& X [y] %0 (dx)
o

avec p, = JB [v(x)|2?0(dx) sont des mesures de probabilité
a
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invariantes associeés 4 chagque région invariante Bu. Toute
combinaison convexe des mesures M fournit evidemment aussi

une mesure de probabilité invariante. Dans le cas ou y est
obtenue comme solution d'une équation de Schrddinger on peut
utiliser un argument de stabilité de p par rapport a de petites
perturbations du potentiel pour privilégier le choix de u

(voir [41]).

Remarque 2 Nous renvoyons a [13],[4] et [16] pour une discussion
probabiliste du mécanisme de confinement applicable aussi au

cas non stationnaire et non symétrique.

4. Applications

On rencontre dans la nature beaucoup de phénoménes gu'un modéle

probabiliste associé & une équation de diffusion de la forme

dn(t) = B(n(t),t)dt + D(n(t))dw(t) (4.1)

permet de décrire de maniére trés satisfaisante. Dans cette 5
équation le vecteur B € IRd porte le nom de drift, D(n(t)) e rY

est une matrice appelée coefficent de diffusion et w (t) est le
processus de Wiener standard dans IRd. Un tel modéle peut &étre
utilisé par exemple comme une approximation rendant compte de
situations, od un trés grand nombre de particules interagissent
de maniére complexe et désordonnée et ol donc pratigquement seule
une approche statistique est possible. On peut aussi envisager
une équation différentielle stochastique du type (4.1) comme une
équation d'évolution classique non linéaire perturbée par un terme
stochastique. Dans le cas ou le coefficient de diffusion D ne
dépend pas explicitement du temps t et est strictement positif
on peut ramener l'étude de (4.1) & celle d'une équation

différentielle stochastique sur une variété M dont le coefficient

de diffusion peut &tre pris égal a 1. Introduisonsdans IRd la
metrique definie par 2 d L9
ds™ = L g. .dx dx
i g=1
— t —1 ~ t . . . -
avec gij = (D D)ij od D est la matrice transposee de D. Muni de

. . d . .. . .
cette metrique IR~ devient une variete riemanienne M. On peut

alors considérer le processus 7 a valeurs dans M, de coordonnées
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~

locales n(t) dans TR® et definissant B par
£ k1l (
BY = 8- o [ ([ symbole de Christoffel)

on a

df(t) = B(A(t),t)dt + av(t) (4.2)

ol W est le processus de Wiener sur M [2] [19]. Autrement dit il re-
vient au méme d'étudier le processus n(t) a valeurs dans IRd
régi par (4.1) ou d'étudier celui a valeurs dans M solution de
(4.2). C'est la situation qui a &té envisagée dans les sections
précedenctes. Nous avons en particulier vu que le processus

fi(t) admettait une densité de probabilité p(t,x) si B*(n(t)) était
le gradient d'une fonction S et si enfin l'accéleration stochastique
associée au processus fi(t) satisfait & la loi de Newton, & savoir

a =F = -VV, alors la fonction

Yvt,x) = Vp(t,X) e&’s(t’x)

est solution de 1l'équation de Schrddinger.

A+V (4.3)

LQQ = Hy avec H = - %

ot
ol A est l'opérateur de Laplace-Beltrami sur M. Nous avons
vu dans la section 2 que toute solution de (4.3) telle que
|| > O permet d'obtenir en posant u(dx) = |¢]%20(dx), o(dx) étant la
mesure riemanienne sur M, la distribution du processus fi(t).
On en déduit aisément la distribution IDet(Dtﬁ% [¢]? du pro-
cessus original n(t). Rappelons que si y est suffisamment
réguliére la surface nodale Uw = {xEM|y(x) = o} crée des
barriéres infranchissables pour le processus f(t), conduisant &
un mécanisme de confinement pour le processus fi(t) et donc aussi
pour le processus n(t) dans IRd, solution cde(4.1). Nous
allons dans ce qui suit considérer guelques exemples de systémes
complexes ou l'on peut exploiter ce type d'idées pour rendre compte
de phénoménes naturels de confinement et de formations de con-

figuration stationnaires et non stationnaires.

Exemple 1: Formations de jet-streams dans la nébuleuse protosolaire

et distribution des planétes

L'hypothése selon laquelle le systéme solaire se serait formé a
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partir d'une nébuleuse primitive fut proposée par Descartes (1644)
et dévéloppée par Kant (1755) et Laplace (1796). Elle est encore
aujourd'hui le point de départ de toute une classe de théories
cosmogoniques. Un grand nombre de modéles cosmogoniques reposent
aussi sur l'hypothése de non-cogénécité, qui affirme que la
formation du soleil a précédé celle des planétes. Envisageons

donc une nébuleuse protosolaire constituée d'un nuage (gaz,
poussiére,...) et entourant le soleil, qui exerce alors sur

chaque particule constituant la nébuleuse une force d'attraction
dlie 4 la gravitation. Chaque particule de la nébuleuse est

animée d'une mouvement complexe et désordonné provogqué d'une part
par la force centrale d'attraction gravitationelle du soleil et
d'autre part par l'action des collisions avec les autres particules
de la nébuleuse. Compte tenu de 1l'état chaotique de la nébuleuse
protosolaire, ces collisions sont distribuées au hasard et il est
alors tentant de décrire le mouvement irrégulier dans IR3d'une telle
particule par une équation différentielle stochastique du type(4.1)
(ou ce gui revient au méme du type (4.2)).Méme si cela n'était pas
le cas dans la nébuleuse initiale, la fréquence des collisions et
le caractére attractif du potentiel créé par le soleil aménent a
penser que le régime susceptible d'&tre raisonablement bien dé-
crit par une distribution stationnaire a &té assez vite atteint

et a pu se maintenir relativement longtemps jusqu'a ce que de
nouveaux phénoménes - en particulier de nature nucléaire - se dé-
clenchent. D'autre part,compte tenu de l'action de la force centrale
due a la présence du soleil,il est naturel d'admettre gu'au moins
en moyenne stochastique la loi de Newton peut s'appliquer & chaque
particule test de la nébuleuse. On a donc ma(n(t)) = -VV ou m est
la masse de la particule, a son accéleration stochastique définie
par (2.15), V le potentiel dont dérive la force d'attraction crée

- ym

par le soleil soit V = + correction, ol y est la constante

Ix]
de gravitation et M la masse du soleil. Les densités de probabilité
stationnaires du processus sont de la forme |w|20(dx) od Y
est une solution de 1l'équation aux valeurs propres de Schrddinger
4y = Ey. Sous des hypothéses trés générales sur V, verifiées

en particulier quand V est le potentiel de Newton,
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on sait gu'une telle équation posséde des solutions dans
L2(M,o(dx)) et lisses, le spectre de H étant constitué de

valeurs discrétes négatives E_ associées aux états liés du
systéme. La fonction propre associée & inf o(H) (état fondamental)
est strictement positive tandis que celles associées aux autres
valeurs propres possédent toutes des surfaces nodales non vides.
Nous avons remargué dans la section 3 que ces surfaces nodales
forment pour le processus f(t) des barriéres infranchissables

conduisant a l'apparition de régions de confinement. Dans [14]
_-ymM
Tox]
L'hypothése 0 = constante est une hypothése d'homogénéité et d'iso-

nous avons discuté en détail le cas ol o = @/ et V(x)

tropie de la nébuleuse. On voit alors qu'il existe deszfonctions
propres y et donc des mesures invariantes p(x) = |y(x)| dx

qui conduisent a la formation de zones de confinement dans la
nébuleuse en forme d'anneaux'circulaires" (correspondant aux
anneaux de Laplace) presque coplanaires et concentriques dans le
plan équatorial du soleil. Dans de nombreuses théories décrivant
la formation du systéme soleil la formation de ces "jet-streams"
est une étape intermédiaire & partir de laquelle on explique

la formation des planétoides puis enfin des planétes grace & des
phénoménes complexes d' agrégation de la matiére circulant dans
ces jet-streams [25]. De la position des jet-streams on peut
déduire une loi sur les distances successives r = 0.9(1.75)" des
planétes au soleil, en bon accord avec la loi classique de
Titius-Bode [14]. Signalons pour terminer que des considérations
analogues sont bien évidemment applicables a 1'étude des systémes
de satellites des planétes joviennes [14].

Exemple 2: Morphologie et rotation rigide des galaxies

Il est bien évident que de nombreux phénoménes considéreés

en astrophysique, en hydrodynamique, en physique de 1l'atmosphére...
sont susceptibles d'un traitement analogue, pour autant gque
1'hypothése de diffusion soit justifiable & 1l'échelle ou le
phénoméne doit &tre considéré. Par exemple les étoiles d'une
galaxie peuvent étre assimilées aux particules d'un gaz et donc
susceptibles d'étre décrites approximativement a l'aide d'un
processus de diffusion. Pour rendre compte de la rotation des

galaxies, il est alors naturel de considérer des densités de
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probabilité non invariantes p(t,x)o(dx) avec a(t,x) = | (t,x)]|?

od | est une solution de (4.3), le potentiel étant en premiére
approximation le potentiel de gravitation crée par le disque central
de la galaxie. On peut considérer en particulier des mesures

o=]0|? obtenues & partir de fonctions ¥ de la forme

-{tE
n -
che wn avec Hwn = Enwn et <y € C. Des mesures de ce type

permettent d'expliquer d'une part la rotation rigide des galaxies

et d'autre par pour des choix convenables de wn,En,cn les

différents types morphologiques de galaxies (structure spirale,
annulaire et discoidale, structure barrée et spirale-barrée).

Nous renvoyons a [18] pour plus de détails.

Exemple 3: Circulation générale planétaire

On peut appliquer ce type de modéles a l'étude de 1l'atmosphére
d'une planéte et plus particuliérement & celle de la structure
générale des vents dominants. Par exemple dans le cas de
1'atmosphére terrestre les surfaces nodales pouvant intervenir en
tant que régions possibles de confinement, & l'origine de 1l'ex-
istence d'un systéme de vents dominants,sont donnée par‘les zéros
des harmoniques sphériques YT (0,¢). Les lignes nodales de la
fonction de Legendre associée P;(cos ©), qui s'annule pour 5
valeurs différentes de l'angle O, sont des cercles sur la sphére
unité des paralléles sur la terre. On aboutit ainsi & une
représentation d'une circulation générale avec une répartition
des vents en six systémes: les alizés du nord-est et du sud-est
les vents de secteur ouest des latitudes moyennes et les vents

de secteur est des régions polaires. Ces systémes sont séparés
par le creux équatorial par les deux zones de convergence extra-
topicales correspondant aux basses pressions voisines de la
latitude 60° dans chaque hémisphére. P; fournit avec trés bonne
approximation les 6 cellules de confinement observées (2cellules
de Hadley a l'équateur, 2 cellules de Ferrel et 2 cellules polaires)

Pour plus de détail nous renvoyons a [24].

Exemple 4: "Spokes" dans les anreaux de Saturne

La présence de "spokes" radiaux en rotation uniforme dans les
anneaux ce Saturne a &té& mise en évidence récemment. La
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formation de ces "spokes" peut &tre aussi expliquée a 1'aide d'un
mécanisme de confinement dans les anneaux de Saturne, les régions
de confinement &tant comprises entre des rayons faisant entre

eux un angle constant et en rotation uniforme. De telles ré&gions
de confinement s'obtiennent en considérant des densités de
probabilité p(t,x) = |P(t,x)|? du méme type que celles utilisées

dans 1l'exemple 2.

En conclusion on peut donc dire que pour les processus de diffusion
4 valeurs dans une variété la formation de barriéres in-
franchissables conduisant & un phénoméne de confinement dans des
domaines disjoints, séparés par les surfaces nodales des densités
de probabilité, et un mécanisme trés général susceptible de

trouver des applications dans de nombreux domaines.
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