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Exposé III

FONCTIONS DE GREEN, VOLUMES DE FALTINGS
APPLICATION AUX SURFACES ARI'I'I*IMI:II'IQUES

Renée ELKIK

I.- Fonctions de Green.
II.- Volumes de Faltings : le théoréme de comparaison.

III.- Application aux surfaces arithmétiques : positivité du faisceau dualisant
relatif.
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R. ELKIK

Tous les résultats démontrés ici se trouvent dans 1l'article de Faltings
""Calculus on arithmetic surfaces'. La seule différence notable, quoique mineure,
est qu'on établit de facon plus compléte 1'existence de la fonction de Green G.

I.- FONCTIONS de GREEN

0.- Introduction

Soit X wune surface de Riemann compacte de genre g = 1 munie d'une forme
de Kidhler u. On montre 1'existence sur XxX d'une fonction G, réelle positive
s'annulant exactement le long de la diagonale D de XxX, a 1'ordre 1, et
telle que la restriction a chaque fibre X x {a} ou {a} x X de la fonction

> = Log G ait un laplacien constant sur X - {a} (cette constante étant indé-
pendante de {a}). On en déduit que

- E; est un noyau pour 1'opérateur de Green 8 sur Cm(X,C). On obtient donc ici
(i.e. dans le cas des fonctions sur une surface de Riemann) le fait que 8 est
un opérateur a noyau en utilisant seulement le théoréme de décompostion de Hodge
(sur lequel repose le lemme 2 de I.1)). L'aspect résolution d'une équation diffé-

rentielle & coefficients distribution se trouve ici masqué.
Cette premiere partie est indépendante du reste du séminaire.

1.- Rappels sur les fibrés hermitiens

Pour plus de détails sur ces quelques rappels on renvoie 2
[G.H., chap. O, I] dont on a respecté les conventions et notations.

Soit V une variété kihlerienne compacte et soit &i’ un fibré holomorphe
inversible sur V, muni d'une structure hermitienne. On associe a ces donnés
une 2-forme fermée de type (1,1) sur V, o, appelée forme de courbure du fibré
hermitien ;£ qu'on peut définir comme suit : soit s une section locale holo-

morphe ne s'annulant pas de ;f , alors

2

0=-2323 loglls

(c'est indépendant de la section holomorphe choisie, et définit donc une 2-forme
globale sur V).

On note [w] 1la classe dans HSR (V) d'une forme fermée w, et on désigne par
c1(580 la classe de Chern de f . On a alors [G.H. p.141 et p. 148].
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FONCTIONS DE GREEN

LEMVE 1.- = ¢, (&) = Ficle] dans  Hpp(¥).

LEMME 2.~ : Soit w une fonme réelle fermée de type (1 ,1) vénifiant [u] =c 68).

Alons ik existe sun Le §ibré & une métrique hermitienne dont La cowrbure
est égale a -2mi w.

On notera qu'une telle métrique est définie a une constante multiplicative
réelle positive pres.

2.- La fonction de Green - Définition

Soient X une surface de Riemann compacte de genre g 2 1, Ty son fibré
tangent, 0y, son fibré cotangent et u une forme de Kidhler sur X vérifiant
I p = 1. L'espace HO(X,SLX) des 1-formes holomorphes est muni du produit her-
X
mitien :

<w,w'> =mj WAW .
X

Soit  (w;,e-.. ,wg) une base orthonormée de cet espace.

On désigne par D 1la diagonale de X x X et par p, et p, les 2 projections
et on considére sur X x X 1la 2-forme fermée réelle de type(1,1) :

L * 1 g * * — 1 g * *
® = Piu + Pok + 5= jf Py w5 AP, “’j+'2n_ij§1 P2 wj APy ;.
LEMME 3. : Ona dans H,(X x X : (0] = (B, )
_— DR : 17X xX :

Démonstration : On montre que pour toute 2-forme fermée o« sur X x X on a :

I u=J oAd.
D XxX
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R. ELKIK

Si o est de type (2,0) ou (0,2) 1les deux membres sont nuls.
* * __ —
Si a=p1mj AP, w oOna JDa=fomjAwk et

*

* — *
aAd = plmjAp1kap2“’

donc
aA¢=I w.AG-I u=f Ws AWy
Jxxx x 37 Kk x x 37 %
. * * _ _
Si o= p1 mjApz Wr on a ID o = L( ij = -2ni ij et
1 & = * _
aAD = a/\(m }=:1 P, w,AD, wk)
donc :
J’ (x/\¢——1- }g: (J w-Aw -[ W AwW)
XxX 211’1 2=1 X 2 JX 2 k
=2 % (o2nios:) (-2ni 6,,)
M goq % 2k
= -2mi ajk'

Compte tenu de 1'invariance de la situation par 1'involution
i:XxX—>XxX, i(P,Q = (Q,P) ceci termine la démonstration du lemme.

COROLLAIRE : 1L existe sur 8;(xX(D) une métrique hermitienne dont La forme
de courbure est -2ni @.

s

Cette métrique est a priori définie a une constante multiplicative prés. Soit

o la section canonique de &Xx X(D). On normalise la métrique sur ce fibré par

la condition supplémentaire

[ todloll Pl apju =0

et on pose G =||o].
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FONCTIONS DE GREEN

La fonction G° est une fonction C* réelle positive sur X x X s'annulant
exactement le long de D. On peut noter que la fonction G est invariante par
1'involution i : X x X —> X x X donnée par i(P,Q) = (Q,P) . En effet, on a

+% 2

Goi = a-G a€eR , a"=1;
Enoutre onasur XxX-D: - § 7§ log G% = -2ni 0.

Soit, avec Cé = log G :

LI A -
(2) T8 Q} =® sur X xX-~-D.

On montre aprés quelques rappels sur le laplacien A que - g; est un noyau
pour 1'opérateur de Green.

3.- Rappels sur A :

On considére sur "X, 1'opérateur laplacien A défini par la condi-
tion :

1
Af ey -“—iaaf.
(On a pris A = % B, ou Ay est le laplacien complexe usuel).
On désigne par H 1le sous-espace de C (X,f) formé des fonctions harmoniques ;|

c'est-a-dire des fonctions constantes et par ' son orthogonal pour le produit

scalaire n? i.e. :

H=1(e X0/ f fu = O}.
X

On utilisera dans la suite les résultats suivants

A C°X,0) = B
A/Hl est inversible.

Les valeurs propres de A sont réelles positives et peuvent étre ordonnées

Seee2 A 2., et lim A = + o,
Mo M
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R. ELKIK

En outre on peut choisir les fonctions propres, 9o = T, 6y5e-09 dans

e
C”(XJR) de telle sorte que la famille (8gs+++»dps--+) soit une base hilber-
tienne orthonormée de 1'espace IL2 X,u).

L'opérateur de Green g : c’(X,0) —> C"(X,0) est défini par :

Gut = (/b1 G o.

On a en particulier dans ILZ(X,u) :

v 1
(3) Gef = ¥ — <f,0 > ¢
m>0 Am >m° m
et donc quelque soient f et h dans ¢ (X,0
@ jh()Ef() £ 1o<f0 > <hye
X) e X)u, = — <f,¢ > < >
X Xm0 )‘m m Tm

THEOREME 1.- Pouwr tout £ dans C°(X,8) ona (GE)(P) = J -Cd(P,Q) £Qug-
- X

Cet énoncé se découpe en les deux lemmes suivants, qui traitent, le premier,
le cas d'une fonction £ dans H'L, 1'autre le cas d'une fonction dans H.
Le premier repose sur 1'égalité (2) et la forme de la singularité de (? au voi-
sinage de D, le second dépend de la normalisation choisie (1).
LEMME 4.- Soit feC (X,0) vérifiant J fu = 0. Alons
X
VP € X f(P) = Jx - Cg (P,Q Af(Q)uQ.

Démonstration

fx -G (P, Q) Af Qg o IX Gy (P,Q)2 3 £(Q)

-1 -
= 1lim — (P,Q 3 3 £f(Q)
g-0 ™ '[X—KE%
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FONCTIONS DE GREEN

ol ](E est un disque de rayon €>0 assez petit.

Appliquons une premitre fois la formule de Stokes

[ 4e0 @ - [ s ce0asE@ + [ G @00 Q.
3K, X-K_
Le premier membre tend vers O quand e tend vers O. Donc
1 —
- 064 (P,Q AM(Qu, = 11m—-x-J 3~ G(P,Q) A 3f(Q).
Jx G (B0 £ Qg e0 ™ Jxk @ Vot

Une nouvelle application de la formule de Stokes donne

1in ] 3
. -G ®.0 st@ug=tin I HX_KE £ 3g G + | x % 6p,Q)).

Mais 3. 9 %,(P,Q) est proportionnel 2 u sur X - {P} et I fu = 0.
Q"Q X

On obtient donc :
.1
- P Af =1 —J f & (P,Q.
jx GP,Q 2£Qug = Lin Iy x (@ % G0
Si 2% est une uniformisante en P 1la fonction Cy(P,Q) se comporte au voisina-

ge de P comme log |Z| 2 1'addition d'une fonction C* pres d'ol

1
[x - GO0 2@ = Lin 17 £®) [ . & Losle]

=€

£(P).

LEMME 5.- Quel que s0it PE X ona : J - 6}(P,Q)u = 0.
EE— X Q

Soit f € H'L, il existe une unique fonction u € H' telle que Au = f et d'aprés
ce qui précede

u(pP) = IX - %(P,Q) £(Quqy-

On a donc, quel que soit f vérifiant J’ fu=0:

Jx [X - %(P’Q) f(Q)uQ wp = O.
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R. ELKIK

Donc
£Quq = 0= [ £@ (| - G@.Qupug -0
J, #@x . o 9P Qupiug
La fonction de Q, J CU(P’Q)”P est donc constante, et donc identiquement
X

nulle, étant donné le choix fait en (1).

(et JX G}(P,Q)uQ =0 car % est symétrique en P et Q)

Compte tenu du théoréme 1, la formule (4) se traduit par : Quelles que soient les
fonctions f et h dans C"(X,C)

1
® [ G0 B n@upary= x chxf(P)¢m(P)1.p)(thcp)¢mtp)up)

m>0 “m

4.- La capacité de G est bornée.

Soit r un entier et soient Pppz’“"Pr points deux a deux distincts de X .

Le produit T GLPi,Pj) est majoré par une expression de la forme AT puisque
i=j

la fonction G est bornée supérieurement sur X x X. On montre que si on fait

tendre r vers + » et varier P,,... »P.. dans Xr, ce produit est majoré par une

2
expression de la forme eo(r ) : intuitivement si on prend beaucoup de points

sur X ils sont assez proches les uns des autres.

THfOR%ME 2.- Quel que s04it € > 0, 4L existe un entier T, Zek que, quel que s04it
rzr, et quel que soient P ,...,P r points deux a deux distincts de X on
ait

r’

2
m G(P;,P.) s et .,
i%j J

Démonstration : On établit en fait ¥ %,(P. ,P.) s er?,
ettt i:j 1 J
Dans un premier temps on régularise % en la convolant avec des fonctions en

cloche a support dans un voisinage de D. Et on établit le résultat pour ces
convolées. Puis on montre que ces convolées sont proches de (? .
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FONCTIONS DE GREEN

Mmissons X d'une distance convenable, par exemple de la distance associée

a la métrique définie par u,£ et soit (Kn) une suite de fonctions sur

neN
X x X vérifiant les conditions suivantes

1) K, est C”® réelle positive a support dans le %-Voisinage de la diago-
nale

2) pour tout P€X , on a J'x Kn(P,Q)uQ=1

3) il existe une constante C telle que sup Kn < an pour tout n€N
XxX

Posons %H(R,Q)

G« K RQ = Ix & (R,S) K (S,Qug

ijn(P,Q) Ky * G ®Q = Jx K,(R,P) & (R,Q)up

[ GRS K RP) K 5,0 e

Compte tenu de la décomposition d'une convolution avec (,;? en termes des va-
leurs propres de A (4) on a donc ‘

G ®Q=- 5 1 jx 4 (®) KH(R,P)uR-f 8, (R) K (R, Qg
X

m>0 “n

Etant donnés r points distincts P,,...,P. de X ona

49 -1 J
£ G ®,p)=35 2L x| ¢ ® K®PIu) (J (R K_(R,P.)ug)
izj%n 17577 00 M deg Jx M nt i R Xq’m n- 2 i PR
| [czj o, RIK (R,PJug)? - £ (j 4y (OK (R, D) ? |
m>0 )‘m ilx ™ 1R i Jxm iR
sz 2 (j s (R K (R,Pup)?
m0* i Jx ™ nU1
sz - (f o, (R) K (R,P,)up)’
i mOo™ Jx ™ 1
1 2
sT—(z (I (R R,P. .
Iy (2 () on® K RPDu)
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En outre puisque les (¢m)m> 0 forment une partie d'une base orthonormée de

]LZ(X,u) on a :

2 2
x (Jx 0 (R K RPup)? s fx K2(R,P, Dug.

Donc

IA

1 2
LS SRR LRI

G (P;,P)
e n-1i’j 13

1

A
|

2
sup f ®,P)y
PeX JX “n R

A

A.r
ol A est une constante (dépendant de n).

Fin de la démonstration du Théoréme 2

On a posé
K r GEQ = | K®D GRI

%n(P,Q) G« K (P,Q) = Ix %(P,R)KH(R,Q)uR
C;,l(P,Q) =K » @n(P,Q) = Jx K,(R,P) %(R,Q)UR.

Pour finir la démonstration du théoréme il suffit de montrer qu'il existe une
constante A telle que pour tout ¢ > O, il existe n, tel que pour tout nzn,

on ait :

@ GPQ s (-0 G R0 + A VR,QEX XX
On montre en fait qu'il existe B €R tel que

(i) §Pr,Q s (1-e) G+ K (P,Q) + ¢B

(iid)  G(P,Q) s (1-e) Ky + G(P,Q) + eB.
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FONCTIONS DE GREEN

Comme Igl est 2 0 1la convolution avec Kn est monotone et on déduit de (ii)

N
K *§@,0 s (- gn(P,Q) + ¢B
et de (iii)
GR,Q = (=) ((1-2) & (P,Q) + cB) + ¢B

et donc une inégalité du type (i).

On donne quelques indications sur la démonstration de (ii) (ou (iii)) [cf [FI1].

a) La fonction est continue sur X x X - D, donc uniformément continue sur
tout fermé F de X x X disjoint de D. Un argument standard permet alors d'éta-
blir que quel que soit ¢ > O, etquel que soit ce fermé F, il existe n, tel

que pour n zn  on ait
sup |G, Q) - G (P,Q)] < e
(P,Q€F Y/ In

et donc

G -
JPQ < (1-6) G (P,0) + ¢ (oup G4(P,Q + 2).

I1 suffit donc d'établir que pour tout e>0 il existe un voisinage U de D et
un entier n_, tel qu'une inégalité du type (ii) soit vérifiée pour (P,Q) € U»

nzng (avec la constante B de (ii) indépendante de ¢,... etc).

b) On peut trouver un recouvrement ouvert fini (Ui) de X des isomor-

i€l
phismes analytiques ¢; * Ui — & < C tels que

Glo1' ®,67' @) = LogP,Ql + £(P,Q)
ol f. est uniformément continue sur tout compact de Q; x Q;.

1 1

Apres quelques calculs, dont les détails, fastidieux, sont omis, on déduit la
proposition souhaitée du lemme suivant :
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iii) LEMME 6.- On désigne maintenant par (Kp) o une suite de fonctions c®

néelles positives sur € x € vérifiant Les thois conditions suivantes :

DKPQ =0 si |P-Q] = 1/n ;

2) pour tout QeC , I K (P, Qu, =1, 08 désigne La mesure de
Lebesgue ; C

3) &L existe CER tel que supK s Cn?

Alons pour tout €>0 , 4L existe n, Zzel que powr tout n>n, et
tout (P,Q) tel que |P-Q|< 271/ | on ait

m log|P-Q| s (1-e)J K,(z,P)1og|z - Qlu,
C

Démonstration : L'inégalité (1) peut se réécrire sous la forme
lz-Q|
|P-Ql

Fixons n et étudions séparément les deux cas

w

e log|P-qQ|.

(1-¢) J log Kn(z,P)uz
C

|P-Q] 2 2/n, et |P-Q| = 2/n.

+Si |P-Q| 22/n alors |z-P| £ 1/n= |z-Q| z-;- |P-Q] et donc

log|lz,%g| z - log 2 si Kn(z,P) z0

on a donc

[\

z-P
(1-¢) J(]: 1°g|'P_-Q| Kn(Z,P)uZ (1-¢) (-log 2) J([ Kn(z,P)uZ

wv

-log 2+ ¢elog2

[\

- log 2

[\

e log|P-Q|
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FONCTIONS DE GREEN

Cette dernidére inégalité provenant de 1'hypothese |P-Q| < /e

«« Si |P-Q| s 2/n  introduisons s = %EQ

zZ = Q + S(P-Q).
Le premier membre de (1) est donc égal a

(1-€) IP-QI2 J log|s| K, + s(P-Q),P)u,.
()
Pour |s| 21 1log|s| 20 donc ce premier membre est supérieur ou égal 2
s|=1

z (1-¢) IP-QI2 Il | log|s| K,(@Q + s(P-Q),P)u,.

Comme 1log|s| <0 si |s| s1 on a encore

4 2
z (1-¢) J log|s| Cn®
2. |s]=1 s
z24C J loglsluS
[s]=1

I1 est maintenant clair que si n >> O, 1'hypothese |P-Q| = 2/n implique

e log|P-Q| = 4 C I loglsluS
|s|s1
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II.- LES VOLUMES DE FALTINGS

On désigne toujours par X une surface de Riemann compacte de genre g 2= 1
qu'on munit désormais de la forme de Kihler

1 ¢ -
U = 507 Ws A W
2mig =1 3

[(ml,... ,mg) est comme précédemment une base orthonormée de 1'espace Ho(x,nx)].

La forme u est la forme canonique considérée au chapitre II [M.B.].
On rappelle qu'une métrique hermitienne sur un fibré inversible holomorphe sur X
est dite p-admissible si sa forme de courbure © vérifie 1'égalité

0 = -2mi(deglu .

Deux telles métriques sur 4 ont un rapport constant et si P est un point de
X, il y a une métrique hermitienne u admissible canonique sur é‘x(P) pour

laquelle la section canonique o a pour norme ||0P||(Q) = G(P,Q) (G est la
fonction de Green définie au paragraphe précédent).
Si ¢ = Iny Pk est un diviseur, le faisceau b ;((6) a donc une métrique

admissible canonique pour laquelle la section marquée o, a pour norme

s
"k
llogllQ) = II(TG(Pk,Q) .

On sous-entend toujours que 6’)((6) est mmi de cette métrique.

On rappelle que si i est un faisceau sur X on désigne par Det Rr(X, :Z) le
C -espace vectoriel de dim 1

h h -
det RECX, ) = 4 X, 8 (n o x, )8 ™!
_ 3 i )
(h; = dimg H'(X,0)).
Choisissons une métrique hermitienne sur det RI‘(X,D;(). I1 a été établi 4

(Exposé II)([MB] Theor. 4.13]) le Théorgme suivant :

THEOREME : On peut d'une maniere et d'une seule définin pour tout faisceau Lnver-
sible henmitien  y-admissible, F°sur X, une métnique hermitienne qu'on appelle
métrique de Faltings sur det RT(X,&) de telle sonte que Les propriétés suivan-
Zes sodent vénifiées :

102



FONCTIONS DE GREEN

a) La métrnique de Faltings sun det Rr(X,O’x) est celle choisie précédemment
sé Oy est muni de sa métrique natwrette (1] = 1).

b) Une isométrie u:X "> ' induit une isométrie de  det Rr(X,¥)
sur  det RT(X, ¥").

¢) Pour tout faisceau invernsible henmitien y admissible .£ sun X et tout
point P de X &'isomonphisme det RT(X,)) —> det RI(X,x2(-P)) ®f/;
déduit de La suite exacte

0 —> Q‘i(-p) — X ——>er1> —> 0

est une {sométrie.
(La notation Efp désigne la fibre de Len P).

On notera dans la suite VFalt; det RT'(XD) ou simplement VFalt) la forme

volume correspondante.

Une extension de la propriété c).

Soit r €N et soient P,,P,,...,P r points 2 a 2 distincts de X, et

r’

eﬁ un faisceau inversible hermitien sur X. L'espace vectoriel de rang 1 sur €

T
] .Zf’P =1"(® ‘yp_ ) est un produit de (C-espacesvectorielshermitiersde
i=1 i i 1

rang 1. I1 a donc une métrique hermitienne "naturelle", | |L1at (celle qu'on
T

obtient en considérant @ o‘ep comme somme directe orthogonale des
i=1 i

xpi tollay @2, 8@ arlhye = Tliegl)

T
On appelle métrique de Faltings sur @ Jgp. la métrique
i=1 1

1

m G(P,,P.)
i 1)

I lpare = 11 Thae

Si on désigne par Vealt (resp vnat) les éléments de volume on a donc :

1

n G(Pi’Pj)
i=zj

X

VEait = Vnat
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R. ELKIK

Considérons alors la suite exacte

T
0—>L(P,....h) — L — & &
T .
i=1 1
Elle induit un isomorphisme

det Rr(X,¥) -~ det Rr(X,sE(-P ,-P

2,

T
P @ (8 o€pi ).

Cet isomorphisme est une isométrie si chacun des termes est muni de sa métrique
de Faltings.

Démonstration : Nous nous limitons & r = 2 pour alléger 1'écriture. Considérons
les deux suites exactes

0 —> L(-P,,-P,) —>£(-P)) —> £(-P), > 0
2

0 ——> «X(-Pl) >£-——> ¥P1 — 0.

On en déduit en appliquant a chacune, la propriété c), une isométrie :

det Rr(X,¥)

det Rr(X, ¥ (-P,,-P,)) ® :E(—Pl)pz ® XP1

det RP(X, oF (-P,-P,)) ® Lp, @ °>9P2 ®&/('P1)P2

et le C-espace hermitien de dimension 1, (9’(-P1)p2 est identifié a C

s P . . 1
grice a sa base marquée mais la norme de celle-ci est .
G(P,,P,)

Le Théoréme de Comparaison

Dans la suite &£ désigne toujours un faisceau inversible hermitien sur X
de degré d 2z 2g-1, de sorte que H' X,68) = 0. on dispose donc d'une métrique de
Faltings sur det HoX,¥) et on désigne par VEalt 1'é1ément de volume corres-

pondant sur H° (X,£). Par ailleurs 1'espace vectoriel HO(X,«{'/) a une métrique
hermitienne ]I..2

lolf = [ o IF vy
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FONCTIONS DE GREEN

et on désigne par V 2 1'élément de volume correspondant sur HO(X,Z ).
L

THEOREME 3.- (Faltings)

Quel que 40it e > 0 4L existe d0 el que pour tout faisceau {nversible
hermitien £ sun X de degné d 2z d (2 2g-1), Les &éments de volume

Vi1t e,tV]LZ sun HO(X,¥)  vérifient £'inégakité

2
el y

L

V.

Falt 2°

Démonstration : Soit ~Z un faisceau de degré d (2 2g-1) et posons
=d + 1-g = Dim HO(X,»f)
I1 existe un ouvert dense U de X' défini par les conditions P = (Pl,...,Pr) €u

ssi
1°)Pi=Pj Vi = j

2°) la suite exacte

) 00— X PPy ) — L —> @ & —> 0
i i

induit un isomorphisme

P X8 = ® Qf ;
cette condition équivaut a Ho(-‘f( P -...-P)) =0 , oua H! (i(—P1-. ..=P)) =0
puisque xE&(- Py-...-PJ) =0
Soient % sur Picg-1()() x X 1le faisceau universel et
p: PicB 1) x X —> Pic® (0 1a projection. On a vu au chapitre II  [M.B]
que det Rp*% o~ G'(—e), et qu'il existe une métrique hermitienne sur OJ(-e)

tel que pour tout point x €,Picg-1 (X) 1'isomorphisme précédent induise une
isométrie de é‘(-e)/x sur det Rr(X, éx).

Soit alors v X —s Picg'1()()

(Ql""’Qr) > w\g(-Ql-...-Q )-

T

105



R. ELKIK

L'ouvert U introduit précédemment est inclus dans :p-] (Picg_1 X) -9). si
(Py,...,P) €U, det RI(X, L (P -... - P)) s'identifie comme espace métrique

a la fibre en w(Pl,...,Pr) de 0 (-0). Soit o, 1la section canonique de

[¢]
G (-0) sur Picg_1 (X) - 0 et désignons par A(P,,...,P) 1a fonction sur U :
1 T

A(P,...,P) = ||a9(w(P1,-.-,Pr))IIZ-

L'espace vectoriel métrique det Rr(X,f (-P-...- Pr)) s'idenfie donc a € mumi de
la métrique ||1 ||Z = )‘(Pv"”Pr)' Reprenons la suite (*). On obtient

=aP,,...,P) ¢"
Vealt;det HOx,2) - C1r P ¢ Vrare; 6 2,
1
;
=AP,...,P) — v
VU n6ee,P) nat
i=j )

Fixons maintenant une base orthonormée ]Lz, soit (£ ,...,f r) de H° X,¥) ona:

12

v, x [|6(£,) Acoon o(£)) lﬁat

=V
t o2, )

on obtient donc 1'égalité suivante entre les deux volumes sur HO(X,ﬂ) :

1 2
A =V, x AR ,.ea,P) —————[[6(£,) Aeeun $(EDE
Falt 2 1? >r 1 27 lhat
L m G(P.,P.)
izj 1]
Donc
Va1t * 1. G(P;,P;)
J =1l6CE ) aven oE)IE
vIL2 X A(Py,eve,P)
n G(P.,P.)
V. P i’%j
Falt J iz _ I 2
=22 x B T eouy = | HEE) aeeen 6(ED] Up «ee W
v, U A, ,P) Py Lo gt P Ry

2
= (£1) Ae-.n o(E
IX" 0(£1) Aeeen o(£) "nat ”Pl "Pr
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2
Calcul de Jxr‘|¢(f1) Aeeen (£ upl,...,upr
Ondésigne par p; la iéme projection de X® sur X* et on considere les r sections,

* .
Fy =p] £ +p) £ +...+ p; £; i=1,...,1)
du fibré é p;;Z , muni de la métrique somme orthogonale des métriques sur les
j=1
r facteurs.
Désignons par (i) = (i1 yeos ’ir) la permutation (1,2,...,r)F— (i1 yeos ’ir)
de 1'ensemble {1,2,...,r} , et par €(i) sa signature. On a

¢(f1)A.../\¢(fr)= (F1A"'AFr)(P1""’Pr)
= £ prf Apl £, A.ap: £
@ P T P R
(1) _« *
= 5 (D p* £ Av.apt £
(i) 1 11 T 11'

2 _ (i)+€(j) * * *
[[6C£) Aceun ¢(£D]F = = (-1E <pif. A...A DIE. DI
1 T 6Ye) 171 1 T 1r 1

*
. Aees f.
i AeeeA D, 32)>

C s (enE@re@)

n<p; ., p* f. >,
@G k ko’ kT

N6E) Aveen $CGEDIE = £ (-EW+el@) ¢ J f. , oo
JXr ! r [5Y6)) kX x Jku

Par hypoth&se on a <f. f.>pu=6. . do:
i .[ B T gy 0 0

. Lf. =6 . .
. HJ <f1]<’ka>u 1),
et par suite X

2 _ )
Jxrllq:(fl) om0 g e v T T e

d'ol
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._F_al_t=r!x 1 .
v m G(P,,P.)
]LZ %3 i) ) )

P P,

U (Pl,...,Pr) 1

La norme de 9y est bornée inférieurement sur Picg'1(X) (et tend vers +
au voisinage de 6) il existe donc une constante positive A indépendante de r
et de P1""’Pr telle que

A(Pl,...,Pr) 2 A.

Donc
V
Falt SAT ! 1
\ J m G(P:,PIuy, ... u
l? U izj 17377P, Pr
D'aprés le théoréme , quel que soit ¢' > O il existe T, tel que pour
2
'
tout r 2z r, onait T G(Pi,Pj) se® T et donc pour dz r, + g-1 on obtient
izj
-e'r2
VFalt 2A-r!le %LZ

et donc pour un choix convenable de «'

-ed?
V. 2 e vV,.
Falt n}
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III.- APPLICATION AUX SURFACES ARI'I'I-ME‘I'IQUES

Ce paragraphe est la suite du paragraphe 6 de 1'exposé II [MB] et nous ne
ne rappelons que le minimum de notations indispensables. On désigne désormais
par )(K une courbe projective lisse de genre g 2z 1 sur un corps de nombres K
et par X un modéle régulier de XK, projectif sur C = Spec O’K (0/]( = anneau
des entiers de K).

Pour toute place a 1'infini v de K on désigne par K, le complété de K en v
et on choisit un isomorphisme de Tg/ avec (. On désigne par X, la surface de
Riemann obtenue a partir de Xy par le changement de base K —> K, — C et

par u, la forme de Kdhler canonique sur X,

On rappelle qu'un faisceau inversible hermitien admissible Z sur X est un
faisceau inversible sur X dont toutes les fibres a 1'infini '{v sur )g, sont
munies d'une métrique Hy admissible. Le degré de 2L est 1e degré de i) K Sur

XK' Si ce degré est supérieur a 2g-1, le 3k-modu1e H1 (X,f) est de torsion et

on dispose grace aux volumes de Faltings définis au paragraphe précédent d'ume
mesure de Haar sur le RR-espace vectoriel

nH X, £) & K- X, ¥ @ R
v X Z
qu'on désigne dans la suite par mesure de Faltings.

THEOREME 4.- Soit <& un faisceau inversible hermitien admissible sur X

vérifiant deg(P) > 0 et <£,Zf,> > 0. Alons 4L existe un entier n  Zel

que powt mn z ng AL existe un diviseur d'Arakelov effectif Drl tel que

£~ G-

Démonstration : On doit montrer qu'il existe o € H°(X,£° n) tel que

vvi [ todloylh, s 0
et il suffit pour cela qu'on ait :

) 2
A J o, [Iu, = 1.
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On suppose toujours n assez grand pour avoir deg‘i@n 2z 2g-1. Le R espace

vectoriel HO(X,Bg) @ R=" HO(X,-f ) 9 Kv étant muni de sa mesure de Faltings
zZ v K

on compare le volume du réseau H°(X,£ m) et celui de

- _ 2
B ={o= (o) / JX ”°V” w, s 1 pour tout v}.

v

D'aprés les résultats du paragraphe 3 :

2
ve > 0, il existe n, tel que pour n 2z n  on ait vol(Bn) 2 e,

D'autre part d'aprés le théoréme de Riemann Roch ([M.B])

1%wmmm£9%§m/§mimn=

. 17 A n,£®n®mi1> - X(X,05) - log # Hx,L®™

Et donc pour n >> 0O

2
VOl(Ho(xwg ® n)®Z ]R/HO(X,‘ion) < e-n /2<Ef,i> +An

pour une certaine constante A.
Et 1'énoncé résulte alors du théorgme de Minkowski.
THEOREME 5.- Supposons Le gemne g de X 22 et fa gibration
X —> C = Spec &K semi-stable. Alons
a) <uxscixe” 2 0
b) Quel que s0it Le diviseur d'Arakelov effectif D ,
“x/cr*x/C”

4g (g-1)

On établit d'abord b), dont la démonstration repose sur le théoréme de 1'indice
de Hodge [MB] et est calquée sur celle donnée par Szpiro, dans un cadre

y/coD> 2

géométrique [S].
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« Si D est inclus dans unefibre on a
<D,mx/C> + <D,D> = 2g(D) - 2

2

et D” = 0. Donc <D’“’X/C> 20 avec <D’“’X/C> =0 si et seulement si D est

une droite de self intersection -2 contenue dans une fibre singuliére de
X —> Spec @’K .

« Si D est horizontal, on peut en faisant une extension du corps de base se ra-
mener au cas ou D est une section de X ——> Spec G/K et

<wx/C,D> = -<D,D>.

Soit F 1la classe d'une fibre verticale, alors pour n >> 0 <nF+D,nF+D> >0

car F® =0, <F,D> = 1.

11 résulte du théoreme de 1'indice de Hodge que le déterminant

F DB <w B>
X/C
2
<D,F> D <wy /C ,D>

2
wgef eyl wy e

est 20 , d'ol en explicitant les termes :
'“‘)2</c - 4g(g-1)D* 20
et par adjonction

4g(g—1)<wx/c,D> 2 <mX/C’wX/C> .

Démonstration de a) : Posons
T e’
202g-2)

T =
o

11
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Pour tout ¢ > O, (choisi tel que T, +e€ Q wye * (ro + ¢)F a une self

intersection strictement positive. Il existe donc n_ tel que pour n 2 n_

n(mx et (r ot e)F) soit équivalent a un diviseur d'Arakelov effectif

(Théoréme 4) et donc d'aprés b)

<Wy/crxsc

Wy sty e * (T + €)F> 2 —————— 2g-2.
“x/c¥x/C o 12Ga-1)

Donc

m)Z(/C + (r0 + €)2g-2 2

Puisque ceci est vrai pour tout €, on obtient en remplacant T, par sa valeur
2
“x/c
2. -he—r
“x/C 2 2g

Et donc w)z(/c 20 puisque g 2z 2.
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